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L'étude de la notion de limite est l'occasion d'introduire
quelques définitions de "topologie”. Nous aurons besoin des no-
tions de point intérieur, de point adhérent et de point
d'accumulation d'un ensemble A. Nous commengons par des dé-
finitions informelles.

Soit A un sous-ensemble de R, R2 ou R3. Les points inté-
rieurs de A sont les points de A qui ne sont pas sur le "bord" de
A. Précisément, un point m, est un point intérieur de A si mg
est dans A et si une distance minimale d > 0 le sépare de tous les
points du complémentaire de A (Cf. Déf.1.1). On dit aussi que A
est un voisinage de m, si m, est intérieur 4 A.

Exemple 1 Soit A = ]0,1] U {2}. Le point 1/2 est intérieur & A; A
est un voisinage de 1/2. Les points 1 et 2 ne sont pas intérieurs 3 A.

On dit qu'un point m, est un point adhérent & A si on peut se
rapprocher aussi prés que I'on veut de m, en restant dans A. On
dit qu'un point m, est un point d'accumulation de A si on
peut se rapprocher aussi prés que I'on veut de my en restant
dans A mais sans étre égal & m, (Cf. Déf.1.1).

Exemple 2 Soit A =]0,1] U {2}; 0, 1, 2 sont adhérents 4 A; O, 1
sont des points d'accumulation de A mais 2 n'en est pas un.

Les points de A sont automatiquement adhérents 4 A. Les points
d'accumulation sont automatiquement des points adhérents. Les
points intérieurs de A sont automatiquement dans A; ce sont
aussi automatiquement des points d'accumulation de A. Toutes
les réciproques sont fausses.

Exemple 3 Remarquer qu'un point mg est un point intérieur de A
ssi il n'est pas adhérent au complémentaire de A.

On définit enfin le bord ou la frontiére de A comme I'ensemble
des points qui sont adhérents mais non intérieurs a A.
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Formallsation Le reste de cette section va consister & mettre en forme ces dé-
finitions. En fait, il s'agit simplement de traduire de fagon précise
lidée de proximité. On va utiliser pour cela les notions de distance
et de boules. La distance entre deux points a été définie au Ch.1,
Rappelons une propriété importante: I'Inégalité triangulalre.
Tout d'abord l'inégalité triangulaire pour la valeur absolue, qui jous
le rble de distance dans R:

Ix +yl <X + lyl
On en déduit I'inégalité suivante, qui est également d'usage fréquent:
la-c| < la-b| + |b-c|

On gardera a l'esprit que |x-y| est la distance d(x,y) sur la droite
réelle entre les nombres x et y. Ainsi, la condition Ix-a| < ¢ signifie
simplement que x € Ja-g,a+g[.

De fagon générale, notons d la distance sur R, R2 ou R3. L'inégalité
triangulaire pour la distance s'énonce: pour My, Mp, Mg trois points
quelcongues, on a:

(avec é&galité ssi m, est sur le segment joignant my a ms).

On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre mq et de
rayon r 'ensemble de tous les points m tels que d(m_,m) < r (resp.
d(mg,m) < r). On la note B(mo,r) (resp. B(mo.r)): c'est lén inter-
valle, un disque ou une boule selon que l'on est dans R, R“ ou R”,
Ces notions s'étendent & RN; il suffit pour cela de définir la distance
sur RP. Sj P(ay,...,a,) et q(by,...,b,) sont deux points de RN, leur
distance d(p,q) est définie par

d(p,q) = ’\/(a1-b1)2 + .+ (an'bn)2

Exemple 4 Soient m e B(rno,r) etp = r-d(mo,m). Montrer que
B(mg,r) > B(m,p).

DEFINITION 1.1 (a) Un point m, est dit intérieur a un ensemble A si A contient une
boule ouverte centrée en mg et de rayon r> 0. On dit aussi que A est
un voisinage de m,.
(b) Un point my est dit adhérent & un ensemble A si toute boule
ouverte centrée en Mg et de rayon r> 0 coupe A,
(c) On dit que m, est un point d'accumulation de A si toute boule
ouverte centrée en mg et de rayon r> 0 coupe A en au moins un
point autre que mg. On note A' l'ensemble des points d'accumulation
de A.

Exemple 5 Soit A = ]0,1] U {2}). Montrer que 1/2 est intérieur a
A, que ni 1 ni 2 ne sont intérieurs & A, que O, 1 et 2 sont des points
adheérents, que 0 et 1 sont des points d'accumulation de A majs que 2
n‘en est pas un.

Solution. 1/2 est intérieur & A car la boule ouverte B(1/2,172) =
10,1[ contient 1/2 et est inclus dans A. En revanche, 2 n'est pas
intérieur & A car il n'existe aucune boule ouverte centrée en 2 qui
soit incluse dans A (pour r > 0 queiconque, B2y nCA> 12,241 =
@). Le raisonnement est analogue pour 1.

Les points 1 et 2 sont dans A donc sont adhérents 4 A. 0 est adhé-
rent @ A car n'importe quelle boule ouverte centrée en 0 coupe A
(les points "proches” de 1 par valeur supérieure). N'importe quelle
boule centrée en 1 coupe A en une infinité de points (les points
"proches” de 1 par valeur inférieure); donc 1 est un point
d'accumulation de A. Raisonnement analogue pour 0. Par contre, la
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Ouverts et fermés

boule B(2,1/2) = ]3/2,5/2[ ne coupe A qu'en 2; donc 2 n'sst pas un
point d'accumulation.

Exemple 6 Soit A une boule ouverte. Déterminer I'ensemble de
tous les points intérieurs & A, les points adhérents 4 A et les points
d'accumulation de A. Méme question avec A une boule fermée, enfin
avec A = { m(x,y) € R? |1 <x2+y2 <4} U {0}.

Exemple 7 Montrer qu'un point intérieur & un ensemble A est au-
tomatiquement un point d'accumulation de A.

0
Il 'est d'usage de noter A I'ensemble de tous les points intérieurs a A
et A l'ensemble de tous les poénts adherents & A et Fr(A) les points
qui sont dans A mais pas dans A. Il résulte des définitions que:

— o]
A> Ao A
A> Fr(A)

— 0
A> A'> A

gxemple 8 Pour A =]0,1]1 U {2) (voir Exemple 5), nous avons:
A =101, A=[01]U {2}, Fr(A) = {0,1,2} et A’ = [0,1].

0 0 _ _
Exemple 8.1 Montrer que si A ¢ B, alors AcBet Ac B,

Un sous-ensemble A de RN est dit ouvert s'il est voisinage de
chacun de ses points, i.e., si

(Vmge A) (3 r>0) (Bmy,r c A)
De fagon équivalente, A est ouvert ssi A = A.

Exemple 8.2 Montrer que les boules ouvertes sont des ouverts
(utiliser I'exemple 4).

Exemple 8.3 Soit A une partie quelconque de RM. Montrer qu§
'ensemble Rest le plus grand ouvert inclus dans A. L'ensemble
est appelé intérieur de A.

o o}
Solution. Montrons d'abord que A est ouvert. Soit m € A. Par
définition, il existe r > 0 tel que B(m,r) ¢ A. En utilisant les
exemples 8.1 et 8.2, on obtient

Y o
B(m,r) = B(m,r)c A s
ce qui prouve que m est intérieur & A.
Soit maintenant O un guvert tel que O ¢ A._ En utilisant 'exemple
8,1, on déduit O = O c A, ce qui montre que R est le plus grand des
ouverts contenus dans A,

Un sous-ensemble A de RM est dit fermé s'il contient ses points
adhérents, i.e., si A = A.

Exemple 8.4 Soit A une partie quelconque de RM. Montrer que A
est ouvert ssi son complémentaire CA est fermé, que A est fermé
ssi son complémentaire CA est ouvert

Exemple 8.5 Montrer que les boules fermées sont des fermés,

mais ne sont pas des ouverts. Montrer que les boules ouvertes ne
sont pas des fermes.
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1.2 Définitions.

Une variable

Attention! |l existe des ensembles ni ouverts ni fermés, par
exemple lintervalle [0,1[. Noter aussi que l'ensemble R" est ouvert
et fermé.

Exemple 8.6 Soit A une partie quelconque de RN. Montrer_ que
l'ensemble A est le plus petit fermé contenant A. L'ensemble A est
appelé adhérence (ou fermeture) de A.

La notion de limite est assez naturelle. Par exemple, elle est
implicite quand on parle de vitesse instantanée d'un objet: en
effet, la vitesse instantanée est la "valeur limite" des vitesses
moyennes sur des intervalles de temps de plus en plus petits.
La notion de limite dérive de celle de I'infini (linfiniment
grand ou linfiniment petit): c'est ce qui se passe "a linfini".
Ainsi, 2n est la valeur limite quand n "tend vers l'infini* des
périmétres des polygones a n c6tés inscrits dans le cercle unité.

Précisons par des exemples numériques. Plus un nombre réel x
est grand, plus 1/x est petit; on dit que 1/x tend vers 0 quand x
tend vers +e et on écrit:

lim 1/x=0 ou 1/x - 0.
X— +o0 X +oo

La fonction sin(x)/x n'est pas définie en 0 mais on s'apercoit en
calculant des valeurs que les nombres sin(x)/x calculés pour
des x de plus en plus petits mais en restant non nuls, se rap-
prochent d'une valeur limite, & savoir 1. On a:

lim  sin(x)/x = 1.
x—0

Exemple 9 A l'aide d'une calculette, on peut voir que

im 217X =1, gim xMX -1, lim_ (141X = 6 ete...
X— + oo X— oo X—0

Si la notion de limite est intuitive, en donner une définition est
beaucoup plus difficile. Le premier énoncé précis n'apparait
qu'au 19 eme siécle, dans le Cours d’Analyse du mathématicien
frangais Cauchy.

(*) Soient x, et L deux nombres réels. On dit qu'une fonction
f(x) a pour limite (ou tend vers) L quand x tend vers X, Si les
nombres f(x) deviennent arbitrairement proches de L pourvu
que les points x s'approchent suffisamment de Xo-

Notes 1) Comprendre I'expression "arbitrairement proche pourvu
que..." est essentiel: cela signifie que la distance entre f(x) et L de-
vient plus petite que n'importe quel nombre > 0, pourvu que...
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2) Il 'y a une condition sur x, pour que la définition soit raisonnable.
On souhaite regarder les va?eurs f(x) de f quand x se rapproche in-
definiment prés de x,, en restant différent de X, Encore faut il que
I'on puisse, en restant & l'intérieur du domaine Dg de f, se rappro-
cher indéfiniment présv_de X, Par exemple, il ne peut étre question
d'étudier la limite de Vx quand x tend vers -1. La bonne hypothése
sur x, est la suivante: X, doit étre un point d'accumulation du do-
maine D; de f, c'est-a-dire X5 € (Dy)'. C'est en particulier le cas si
Df contient un voisinage épointé de Xy» 1-@., un voisinage de x
privé de x

(o]
o

La définition suivante reformule de fagon axiomatique la défi-
nition donnée plus haut.

DEFINITION 1.2 Soient f(x) une fonction, X, € (Dg) et L un nombre réel.
On dit que f(x) a pour limite L quand x tend vers Xy s CE

que lonnote lim f(x)=L ou f(x) —» L si

X—)Xo X—)X0

(Ve>0)(Fa>0)(Vxe D0 < [x-%4| < @ = [f(x)-L] < &)

Dans la définition suivante, x tend vers +, i.e., devient tras
grand. Il faut supposer que D; contienne des nombres ar-
bitrairement grands, c'est-a-dire ne soit pas majoré, ce que
nous noterons "+e= e (D) ".

DEFINITION 1.3 Soient f(x) une fonction telle que +w € (Dg) et L un
nombre réel. On dit que f(x) a pour limite L quand x tend

vers +e ce quelonnote lim f(x) =L ou f(x}) - L si
X— +o0 X—>+00

(Ve>0)(3A>0)(Vxe Dpx > A = [f(x)-L] < ¢)

On obtient la définition de y u m f(x) =L en remplacant x > A
par X< -A dans la définition ci-dessus.

Exemple 10 Etudier les limites des fonctions suivantes au(x)
point(s) indiqués.

(a) f(X) = 1/x ; +e (b} f(x) = ax+b ; X, quelconque

(©) f(x) = Il ; 3.xy  (d) 1(x) = 21/% ; 4o

(e) f(x) = x2 ; 3 () f(x) = : 0,172

X(x-1)

Solution. (e) Analyse du probléme: On soupgonne que Ii_r)n3x2 =9.

Montrons le. |l s'agit de montrer que |x2-9| devient aﬁ)itrairement
petit quand x se rapproche de 3. Dans un premier temps, on cherche
& majorer |x2-9| pour comprendre pourquoi cette quantité va deve-
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nir "petite”. On a |x2-9[ = |x-3| |x+3]. Il y a 2 termes: le premier |x-
3| est petit car x est proche de 3; le second |x+3| est proche de 6; le
produit |x-3| |x+3] vaut en gros 6 |x-3| et est donc "petit".
Recherche du o: Soit € > 0 quelconque. Comment choisir & > 0 pour
que la condition |x-3| < a garantisse |x2-9| = |x-3| |x+3] < €? Si déja,
on choisit @ < 1, on aura 2 < x < 4 et donc [x+3| < 7. Si alors on
s'arrange pour qu'on ait aussi a < £/7, on cbtiendra

Ix2-9] = [x-3] |x+3| < 7 (e/7) = €,
soit la conclusion désirge.

Rédaction: Soit ¢ > 0 quelconque. Posons o = min(1,e/7). Soit x e Dy
tel que |x-3| < « . En remarquant que [x-3| < @ < 1 entraine 2 < x < 4
et donc {x+3] < x| + |3] < 7, on obtient:

[x2-9] = |x-3| [x+3] < 7 (e/7) = ¢ ,

soit la conclusion désirée.

Remarque. La notion de limite a un caractére "local™;

« le comportement de la fonction loin de x, n'a aucune incidence sur
fa limite en x,. On peut donc restreindre g loisir I'étude de l'inégalité
If(x)-L| < e a un voisinage donné de x,. C'est ce que nous avons fait
dans l'exemple ci-dessus quand nous avons décidé de choisir o < 1 et
par |4 de ne s'occuper que des x dans l'intervalle 12,3[ (1/2 ou 2 a
la place de 1 aurait tout aussi bien marché).

* par contre, au voisinage de X, les valeurs de f différent "peu” de
la valeur limite L.

Exemple 11 Soit f une fonction telle que xl_i_)n;( f(x) = L € R.
Montrer qu'il existe un voisinage de X, sur lequel f o8t bornée.

Solution. Par définition, on a

(Ve>0)(3a> 0}V xe Dg(0 < [x-X5] < a = [f(x)-L] < &)
Cela signifie que, pour £ > 0 quelconque, £ = 1 par exemple, il existe
un intervalle Jxq-a,Xxg+a[ sur lequel la fonction f prend des valeurs
toutes comprises entre L-g et L+c. (Evidemment la longueur 2a de
l'intervalle dépend de €). En particulier, la fonction f est bornée sur
lintervalle ]xg-o,Xxg+o[.

Considérons une fonction f telle que Xl—i)Too f(x) = L. Soit e > 0.
On sait, par définition, qu'a partir d'un certain nombre A, les
nombres f(x) seront dans lintervalle ]L-g,L+¢[. Le nombre A
dépend évidemment de ¢: plus ¢ est petit, plus A sera grand.

Exemple 12 Soit f(x) = (x3-5x+1)/x3. Trouver A tel que

x> A= [f(x)-1] <¢,
pour ¢ = 1/100, 1/1000. Montrer que lim f(x) = 1
X— too
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n variables La notion de "limite" conserve un sens pour des fonctions de plusieurs variables.

DEFINITION 1.4 Soient f(X4,..,X,) une fonction de n variables, my(ay,....,a;) € (Dg)' et L un
nombre réel. On dit que f(x{,....x,) a pour limite L quand Xy tend vers ay,.., X,
tend vers a, ce que l'on note

lim  f(xq,...x,) =L ou lim fm)=1L si

x1—aq m-mg
Xp—a
n—=en (1x1-a1| < a
(Ve> 0)(3 a> OV M(X{,....X,) € Dg)( J = [f(Xq,..0%,)-L] < €)
[Xp-ap| < a
L mzmg

Remarque. La Déf.1.3 généralise la Déf.1.1. La aussi, on n'a fait que traduire la
condition: "les nombres f(x ;- Xp) deviennent arbitrairement proches de L pourvu que
m(xq,...,X,) s'approche suffisamment de mMy(a4,...,a,). La notion de voisinage permet

d'unifier les deux définitions: d'une maniére générale, on a  lim f(m) = L si
m-—m
0

(*) pour tout voisinage W de L, il existe un voisinage V de m, tel que f(V\{mo}) soit
contenu dans W,

Exemple 13 Etudier les limites des fonctions suivantes au point indiqué.
(@) f(x,y) = x; (Xg.¥o) (c) f(x,y,z) = x2+y2+z2 ; (0,0,0)
n

(b) f(x.y)

ax+by ; (Xq.¥q) (d) f(x1,...,xn) = in ; (1,2,...,n)
i=1

Solution. (b) Montrons que f(x,y) a pour limite f(xo,¥o) = axg+by, quand m(x,y) tend
vers mg(Xg,¥g)- Soit € > 0. On choisit
€ £
2lal 2y
Pour tout m(x,y) e Di tel que [x-Xol < o et ly-yg|<a, on a

{(Y)-fx0.¥0)l = la(x-Xxo)+b(y-yo)] e e
< laf [x-Xol + o] ly-yol <2a * 21p| = &

o = min(

1.3 Variantes de la définition.

Limites a droite Exemple 14 La fonction f(x) = [x] n'a pas de limite quand x tend vers 0 (Cf. Exemple
et & gauche 25 pour une démonstration). Cependant, les nombres [x] se rapprochent
arbitrairement prés de 0 quand x s'approche de 0 par valeurs supérieures et les
nombres [x] se rapprochent arbitrairement prés de -1 quand x s'approche de 0 par
valeurs inférieures. Il est d'usage de dire que [x] a une limite & droite et une limite &

gauche quand x tend vers 0, qui valent respectivement 0 et -1. On note:

lim [x] =0et lim [x] = -1
x—>0+[] x—>0'[]
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v De fagon générale, pour demander qu'une variable X; tende vers a;
par valeurs supérieures (i.e., x; — a‘,-*) ou inférieures (i.e., X; =
— aj)), il suffit de remplacer dans la Déf.1.4 la condition *|x-a;| <
— a" respectivement par:
4 —_
v 7
— X (i a; < Xj < g+ (i.e., 0 < x-3; < a)
— ye [x] (") ara < x; < a (i.e., -o < x-a; < 0)

Exemple 15 La définition de Iin%_ f(x,y,z) = 8 est:

X—
y—0
z>-1*%
-0 < X-2 <0
(Ve>0)(F o> 0)(Vmxyz) e D 4lyl <« = [f(x,y,2)-8| < ¢)
0 <z+1 <

Exemple 16 Etudier les limites, & droite, & gauche des fonctions sui-
vantes au(x) point(s) indiqué(s).
(a) {(x) = [x] ; X, entier, puis X, non entier.

(b) f(x) = x/|x| ; O
(¢) f(x) = (x2-4)/|x-2} ; 2
(d) f(x) = x/Ix| + [y]; (0,3)
(d) {(x) = x[ylVix| ; (0,3).

Limites & droite et & gauche ont un intérét théorique important pour
les fonctions d'une variable. On y reviendra en §1.4.

Limites en +~ et en - De fagon générale, pour demander qu'une variable x; tende vers

+o0 QU vers -eo, il suffit de remplacer dans la Déf.1.4 la
condition "[x;-g;| < o respectivement par:
(i) x> 1o

(i) x < -1/a

Exemple 17 La définition de lim_ f(x,y,z) = 0 est:
X—2

Y=+ o0
Z— —oo

0 < [x-2] <

(Ve> 0)(Fa> 0}V m(xy,2z) € Dg) {y > t/a = li(x,y,2)| <€)
z< -1/a

Limites infinies La définition de limite se généralise aisément au cas d'une limite
infinie. Il suffit de comprendre la condition “les nombres f(x1,...,xn)
deviennent arbitrairement proches de +« (resp. -=) pourvu que..."
comme "les nombres f(x4,....x,) deviennent arbitrairement grands
(resp. petits) pourvu que...". Il suffit donc de remplacer dans la
Déf.1.4 la condition "f(x e 0Xp)-Ll < €" par:
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Limites par valeurs
supérieures et inférieures

1.4 Propriétés des

(i) f(xq,0xp) > € pour +eo
(H1") H(xq,0%,) < € pour -co

Plutét que la lettre e qu'on réserve pour des quantités petites, on
emploie plus communément la lettre A.

Exemple 18 La définition de lim f(x,y,z) = +e est:
X—2

Yo+
Zo -
0 < |x-2| <«
(VA>0)3a> 0)(V m(x,y,z) e Dy > 1/a = f(x,y,z) > A)
z< -1/a
Exemple 19 Démontrer que
lim 1/x = 4o, lim 1/x = -oo, im 1/(x2+y2) = +o0
x—0+ x—0" (x,y)-(0,0)

On note parfois L* (resp. L") la limite pour indiquer que les
nombres f(xy,...,X,) se rapprochent de L en restant supérieur a L
(resp. inférieur & L). On obtient la définition précise en
remplacant dans la Déf.1.4 la condition "f(X4ee0sXp)-L| < " par:

(iv) 0 < f{xq,....x)-L <e pour L+
(iv') & < f(xq,...,x,)-L £ 0 pour L~

Exemple 20 lim 1/x = 0%, lim 1/x = 0~
X— 400 X— =00

limites.

Unicité de la

Sur l'existence des

limite

limites

Intuitivement il est clair qu'une fonction, si elle a une limite au
voisinage d'un point donné, ne peut en avoir qu'une seule. En effet,
comment |'ensemble des nombres f(m) pourrait-il se rapprocher
arbitrairement prés, de 2 nombres distincts & la fois?

Exemple 21 Rédiger une démonstration précise.

Maintenant, il faut marquer qu'une fonction n'a pas forcément
de limite au voisinage d'un point donné. Nous allons en voir 3
exemples: la fonction sinus en +, la fonction [x] en 0, la fonction
x/y au point (0,0). Intuitivement, il est clair qu'il n'existe aucun
nombre fixel L duquel se rapprochent ces fonctions quand la
variable tend vers le point m, considéré. Le démontrer est plus
délicat. En général, on procéde de la fagon suivante: on montre que

1 par nombre, nous entendons ici nombre réel ou 4w QU -,
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(*) il existe 2 nombres distincts Ly et L, et 2 familles infi-
nies de points m du domaine qui tendent vers m, et tels que les
valeurs f(m) correspondantes tendent vers Ly pour une famille
et L, pour l'autre.

c'est-a-dire, énoncé de fagon plus rigoureuse:

(" bis) il existe 2 nombres distincts L et L, et 2 sous-en-
sembles infinis Fy et Fo du domaine Dy telle que:

(i) mg est un point d'accumulation de Fq et de Fo.

(ii) Les fonctions f||:1 et f],:2 restrictions de f a F1 et de Fo
ont respectivement pour limite Ly et Ly quand m tend vers my,
ce qu'on note:

lim f(m) = Ly et lim f(m) = L,
m—mg m-mg
meF1 m€F2

Sous la condition (*), I'ensemble de tous les nombres f{m) ne
peut se rapprocher arbitrairement prés d'un unique nombre L;
la fonction f n'a donc pas de limite au point m.

[Plus formellement, il faut dire: la définition de la limite d'une res-
triction f|r s'obtient en remplagant dans la définition générale
I'expression "V m e Df" par "V me D F". Donc, si f a pour limite
L alors toutes les restrictions de f ont pour limite L. Sous la condi-
tion (*), une fonction f ne peut donc pas avoir de limite.]

La condition (*) est donc une condition suffisante pour qu'une
fonction n'ait pas de limite.

Note. En fait, on peut montrer que le critére (*) est une condition
nécessaire et suffisante. C'est une conséquence d'un résultat impor-
tant de topologie, le Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Exemple 22 Montrer que la fonction sinus n'a pas de limite en +oo.

Solution. Considérons les 2 familles de nombres réels
Fi={x=krlke Z}etFo={x=n2+kn|ke Z}.

Ona
lim sin(x) = lim sintkn) = lim 0=0
X—>+ e kot > too
X€F1
lim sin(x) = lim sinm/2 + kn) = lim 1 =1
X+ o K— +o0 K— 400
X€F2

Comme 1 = 0, le critére (*) est satisfait: la fonction sinus n'a pas
de limite en +eo.

Exemple 23 Montrer que la fonction f(x,y) = x/y n'a pas de limite
en my(0,0).

Solution. Considérons les 2 familles de nombres réels
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Limites a droite et a gauche

THEOREME 1.5

F1 ={m(xx) | xe R\{0}} et Fo = { (xx2) | xe R\{0} }.

Fy et Fo sont deux droites passant par l'origine privées de I'origine;
en particulier, I'origine est un point d'accumulation de FietdeF,.
Etona

lim fm) = lim f(x,x) = lim XX =1
M—mg X— +oo X— 400

meF1

lim fm) = lim f(x,x2) = lim ——= =2
m-my X— +oo X—+e0 X/2
m€F2

Comme 1 = 2, le critére (") est satisfait:
limite en (0,0).

la fonction f n'a pas de

Exemple 24 Soit fx,y) = (x2+y2)/2x. Représenter sur un méme
graphe le domaine de définition de f, la ligne de niveau 1, notée 1", la
ligne de niveau 2, notée 12, Déterminer la limite de f(x,y) lorsque
(x,y) tend vers (0,0), en restant sur |1, en restant sur 12, La
fonction f admet-elle une limite au point (0,0)?

Solution. La fonction f est définie sur R2\Ox. Les lignes de niveau
11 et 12 sont respectivement les cercles C(A(1,0),1) et C(B(2,0),2)
privés de l'origine. L'origine G(0,0) est un point d'accumulation de
11 et de 12, Sur une ligne de niveau c, la fonction f(x,y) est
identiquement égale & ¢. On a donc

lim f(X,y)) = lim 1 =1
(X,Y)—>(0{0) (X.y)—>(0{0)
(x,y)el (x,y)el
lim f(x,y)) = lim 2=2
(x,y)—>(0é0) (x.y)—a(Oéo)
(x,y)el (x,y)el

Comme 1 # 2, |a fonction f(x,y) n'a pas de limite au point O(0,0).

Exemple 25 Montrer que la fonction [x] n'a pas de limite en 0.

Solution. Soient Fi =110 et Fo =]0,1[. On a:

im [X] = lim -1 = -1 # lim [X]=!im 0=0
x—0 Xx—=0 x—=0 x—0
xe Fq Xe F2

Dans ce dernier exemple, on a en fait raisonné sur les limites 2
droite et 4 gauche de 0 de f. On peut également les utiliser pour
montrer qu'une limite existe, en vertu du résultat suivant.

Soit f une fonction d'une variable. La Jonction f a une limite
L quand x tend vers X, ssi L est a la fois limite a droite et a
gauche de X, de f.

Preuve. Dans le sens =, c'est une conséquence du critére (*). Pour
la réciproque, il suffit de remarquer que les conditions

0 < Xx-Xg <o et-a< xXg <0
des définitions de L = IirQ+ f(x) et L = x“";‘c' f(x) s'unissent pour
donner la condition —%o =X
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= sin{173)

0 < [xXgl <

de la définition de _lim f(x) = L.
X=Xq

Exemple 26 Soit f la fonction définie par

3.
XY sl x> 2
f(X)"{asix<2 '

Etudier la limite de f en 2.

Note. Il existe des fonctions qui n'admettent ni limite a droite ni
limite & gauche; par exemple, la fonction x — sin(1/x).

§2. CALCUL DES LIMITES

2.1 Théorémes généraux.

THEOREME 2.1

Dans ce paragraphe et pour le reste du chapitre, mg désigne un
point au sens large, c'est & dire un point & n coordonnées pou-
vant étre des nombres réels, +e, -, af, a... D'autre part,
on suppose implicitement dans tous les énoncés que m, est un
point d'accumulation du domaine des fonctions dont on envisage
la limite.

Soient f et g deux fonctions de n variables telles que
m“—»mmo fflm) =p et mll_)mmo gim) =q,ou p et q sont deux
nombres réels. Alors, on a

(i) lim  (f+g)(m) = p+q
m—omg
(i)  lim  (fgi(m) = pq
m—mg
(i) sig=0, lim (f/g)(m) = p/q.

Preuve. Nous allons démontrer (ii) pour les fonctions d'une variable
et laisser le reste du Th.2.1 en exercice. On écrit

fix)g(x)-pa = (f(x)-p)g(x) + p(g(x)-q).
D'aprés I'exemple 11 du paragraphe §1, la fonction g est bornée sur
un voisinage de Xq. C'est-a-dire, il existe A > 0 et oy > 0 tel que

(") lg{x})] < A pour tout x € ]Xo-a«] ,xo+a1[
Soit € > 0 quelconque. Par définition de |im f(x) = p, il existe ap >
0 tel que X—=Xg

(*") [f(x})-p| < e/2A pour tout x e IXg-0p,Xg+ao]
Par définition de Xl_l)rQog(x) = q il existe a3 > O tel que

(") lg(x)-ql < e/(2|p|+1) pour tout x IXg-0g,xg+ag]

Posons o = min(ay,05,a3). Pour tout x e Jxg-o,xy+al, los trois
majorations (*), (**) et (***) sont valables. On obtient:

If(x)g(x)-pal < If(x)-p| lg(x)| + Ip| lg(x)-q|
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Ce qu'il fallait démontrer.

Exemple 1 Calculer les limites suivantes:
x2-4
x2+3x-10

3 2
(b) f(xy,z) = LzeXyty® au point (1,2,3)

T X+y+z

(a) f(x) = au point 0

Les résultats ci-dessus s'étendent au cas de limiteg infinies,
avec quelques restrictions concernant les régles de calcul avec
+oo et -oo, Sont valables les régles suivantes:

(+) + p = +o
§+:)) : ?+:,)-: 5 5 mais (+e) + (-e0) est indéterming.
('°°) + ('00) = -o0o0
P X (+) = +o sip >0
P X (+e = -0 Sip <O

- o0 = -o0 0
g ))c( ((oo)) = 4o Ss|i z >< o Mais 0 X (+ ) est indéterminé.
(+°°) X (+°°) = < oco
(o) x (+0) = -0
1/40 = 0+
1/-0 = 0 _ ' -
170+ = 4o mais eofeo et 0/0 sont indéterminés
1/07 = -

Les cas (+oo)+(-0), 0 x (+e0), 0 X (-e0), oofoo (= = x 0)
et 0/0 (= 0 x <) sont appelés formes indéterminées. Le
Th.2.1 ne permet pas de conclure dans ces cas-la. Cela ne veut
pas dire que la limite n'existe pas mais qu'il faut utiliser une
autre méthode pour conclure. || y a diverses techniques qui
permettent de “lever lindétermination": simplification dans
une fraction, mise en facteur du terme prépondérant, multi-
plication par la quantité conjuguée (Cf. Exemple 2)... Ce sont
des méthodes ad hoc; c'est I'utilisation d'équivalents qui rendra
plus systématique la résolution de ce genre d'exercices.

Exemple 2 _Etudier les limites suivantes:

X<-3x+2 2x3+x+1
a) f(x) =~ en2 b) f(x) = = ———— en 4o
(a) f(x) 20y (o) f(x) 3x3_§2+7x
o X+
-— - - O = +
(e} f(x) = x(V x+1 X-1) en +oo, (d) f(x) x Log(x) en Ot
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Le résultat suivant, dit de composition des limites est
d'application constante. Dans la pratique, on peut "composer des
limites". Cependant c'est faux en toute géneralité (Cf. Exemple
6) si on ne rajoute pas certaines hypothéses. On pourra
vérifier que les hypothéses ci-dessous sont suffisantes.

THEOREME 2.2 Soient f(x4,....x,) une fonction de n variables et g(x) une
Jonction de une variable telles que

lim fm)=a et lim g(x) = L.
m-—»mo X—a

Alors on peut conclure que

lim gof(m) = L
m—mg

st lune des 3 hypothéses suivantes est satisfaite:

(i gla) = L

(i) g n'est pas définie en a

(iii) il existe un voisinage épointé de Mg sur lequel f ne
prend jamais la valeur a.

Exemple 3 Etudier les limites suivantes:
(a) f(x) = v (2x+1)/x en 2, en +e

(b) f(x) = exp(x2-y2) en (0,0), en (+,0)
(¢) f(x) = sin(x2+y2)/(x2+y2) en (0,0)

Le théoréme suivant est un résultat largement intuitif, voire
banal; sa démonstration est facile (nous la laissons en exer-
cice). Pourtant c'est un résultat fondamental pour toute
l'analyse réelle.

THEOREME 2.3 Soient f,geth trois Jonctions de n variables définies sur un
voisinage V de My

lim flm) = lim h(m) =1L = lim g(m=L

f(m) < g(m) < h(m) pourtoutme V
(i)
m—mgq m-mg m—=Mg

lim g(m)=0 = lim fm)=L

[f{(m)-L]| € g(m) pour tout m e V|
(i)
Mg m-m

fim  g(m) = +e = lim  f(m) = +o0
m—mg m-~mg

{f(m) 2 g(m) pour tout me V
(iii)
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2.2 Limites classigues.

Limites par substitution

or
1 pe fagon générale, l'aire d'un secteur angulaire de rayon r et d'angle 8 € [0,2x] vaut ———.

Exemple 4 En utilisant la figure ci-contre, montrer que
sin{x) < x < tg(x) pour tout x e ]0,n/2[

sin{x) ]
» =

En déduire que lim
X—0

Solution. On a

AA' = 2sin(x)
long. arc AA' = 2x

Comme le plus court chemin de A & A’ est la ligne droite, on a
2sin(x) < 2x. Considérons ensuite le secteur angulaire (OAC); son
aire vaut /2 1. Elle est inférieure & I'aire du triangle (OAB) qui
vaut tg(x)/2. Cela fournit la seconde partie de l'inégalité de
I'énoncé.

On peut réécrire cette inégalité

sin(x)
X

En passant & la limite, i.e., en appliquant le Th.2.3 (i), on obtient
bien que sin(x)/x tend vers 1 quand x tend vers 0.

cos(x) < < 1 pour tout x € ]0,m/2[

Exemple 5 Etudier les limites suivantes:
(a) f(x) = x sin(a’x) en 0, +oo &t -0

(b) f(x,y) = TX— en (0,0)
X

2
ty
(Indication: montrer que, pour tout (x,y) # (0,0), on a |f(x,y)| < |x|)

Exemple & Montrer que la conclusion du Th.2.2 est fausse pour

' 1six=0
f(x) = x sin(1/x) et g(x) = {0 six #0

Montrer qu'aucune des hypothéses (i), (ii), (iii) n'est satisfaite.

Soit & étudier la limite de f(x4,....x,) quand m(Xy,...,X,) tend
vers my(ay,...,a,). Quand les théorémes généraux s'appliquent,
il suffit trés souvent de substituer les coordonnées (@y,-.sa,)
du point m, aux variables (X{,---X,) pour obtenir la limite. Il
faut bien comprendre que cette procédure n'est pas toujours
légitime. Il peut arriver:

que la substitution fasse apparaitre des formes indéter-
minées.

que l'on soit dans I'un des cas ou le théoréme de composition
des limites ne s'applique pas.

Exemple 7 Soit f(x) = [x2]. On a lim_ f(x) = -1 et {(0) = 0.
x—0

2
2
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C'est ce type de questions qui conduit 4 I'idée de continuité. Nous
y reviendrons au chapitre suivant. Pour le moment, retenons
que l'on peut calculer les limites par substitution si cela a un
sens (i.e., si f(ay,...,a,) est défini) et si la fonction est cons-
truite & partir des fonctions usuelles du Ch.3.

Fonctions monotones THEOREME 2.4 _ (a) Soit f(x) une fonction croissante et
non majorée (i.e., qui prend des valeurs arbitrairement
grandes). Alors

lim  f(x) = +oo
X— 400

(b) Soit f(x) une fonction croissante et majorée. Alors f
admet une limite finie en +eo.

Preuve. (a) Il s'agit de montrer que
(VB>0)(IA>0)(VXxe Diix > A=1f(x)>B)

Seit B > 0. La fonction f étant non majorée, il existe A tel que f(A) > B.
Soit maintenant x quelconque dans D¢ tel que x > A. Comme f est crois-
sante, on obtient: f(x} 2 f(A) > B.

La démonstration de (b) s'appuie sur une propriété fondamentale de
I'ensemble des nombres réels, que nous admettrons.

THEOREME-DEFINITION 2.5 Soit S une partie non vide et majorée de R. Alors il existe un plus
petit mgjorant de S. Ce nombre réel est appelé borne supérieure
de S. Par définition done, la borne supérieure d'un ensemble S est
le plus petit élément qui soit supérieur a tous les éléments de S.

Exemple 8 Le nombre réel 1 est la borne supérieure de S = [0,1[.
En effet, les majorants de S sont tous les nombres de l'intervalle
[1,+eo[; 1 est le plus petit de ces nombres.

Remarques. (a) Rappelons que "majorant” signifie "nombre plus
grand que” et que "majorant de S" signifie "nombre plus grand que
tous les éléments de S".

(b) Bien comprendre que la borne supérieure d'un ensemble S

* n'existe pas forcément (par exemple N, R n'ont pas de
borne supérieure).

* est un majorant de S (c'est le plus petit majorant de S).

* D'est pas en général un élément de S (voir Exemple 8).

(c) C'est ce dernier point qui distingue les notions de borne supé-
rieure et de plus grand élément. Le nombre réel 1 est la borne supé-
rieure de [0,1[ mais [0,1[ n'a_pas de plus grand élément. Le nombre
réel 1 est la borne supérieure de [0,1]; il est dans [0,1], c'est donc
aussi son plus grand élément.

Preuve de Th.2.4 (b). Il faut d'abord deviner quelle va étre la
limite. Considérons I'ensemble image f(Ds); par hypothése, c'est un
ensemble non vide et majoré. D'aprés le Th.2.5, il admet une borne
supérieure M. Montrons que
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lim f(X) =M

X—> +oo

Il s'agit de montrer que
(*) (Ve>0)(IA>0)(Vxe Dp(x > A= [f(x)-M| < &)
Soit ¢ > 0. Le nombre réel M-¢ n'est pas un majorant de f(Dg) (car il
est strictement plus petit que M qui est le plus petit des majorants).
Donc it existe xq € Dy tel que f(xg) > M-e. Pour x > X, on a

M-g < f(x5) < f(x) S M < M+¢
en particulier

M-g < f(x) < M+e.
Nous avons donc établi (*) pour A = Xg-

Note. Le Th.2.4(b) reste vrai si +e est remplacé par xg ou X} (ou
Xo € R) et si "croissante” est remplacé par "décroissante”. Nous
laissons le lecteur énoncer et démontrer ces diverses variantes du
Th.2.4.

Les fonctions Log et exp vérifient les hypothéses du Th.2.4(a)
(Cf. Exercice 49). On a donc

lim  Log(x) = + et lim  exp(x) = +e
X—+o0 X—> +o0

Exemple 9 En déduire les limites suivantes:
lim  Log(x) = -ee et lim exp(x) = ot
X—)O+ X— -co

(Utiliser Log(x) + Log(1/x) = 0 et exp(-x) = 1/exp(x)).

Croissance comparée des Les exemples suivants expliquent comment calculer les limites de
fonctions exponentielle, fonctions construites a partir d'exponentielles, de puissances de x et
puissance et logarithme de logarithmes.

Exemple 10 (Exponentielle et puissance en +s)
(a) f(x) = eXrx (b) f(x) = eX/x2 (c) f(x) = eX/xN

Solution (a). Pour (a), (b) et (c), il faut partir de l'inégalité
eX > x pourtout x e R

(qui se démontre par exemple en étudiant la fonction eX-x).
Pour (a), on I'écrit pour x/2 (avec x > 0), soit

eX/2 5 x2

En élevant au carré, on obtient (eX/2)2 = X > x2/4, dont on déduit
eX/x > x/4 oX

Le Th.2.3 (iii) permet de conclure que lim — = 4o

X— 400 X

Exemple 11 (Log et puissance en +i,oL
(@) f(x) = (Log(x))/x2 (b) (Log(x))/Nx

Solution (a). On pose u = Log(x) soit x = eY. Cela donne f(x) = u/e?Y.
Le théoréme de composition des limites permet d'écrire:
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lim  (Log(x)}/x2 = lim u/e2V
— + oo U— +oo

On est ramené au cas de l'exemple 10. La limite cherchée est nulle.

Exemple 12 (Exponenticlle et puissance en -e)
(a) f(x) = x e

Solution. On se raméne au cas de I'exemple 10 en posant u = -x et
en utilisant e = 1/eX. La limite cherchée est 0.

Exemple 13 (Log et puissance en 0%)
(@) f(x) = x Log(x)  (b) f(x) = Vx Log(x)

Solution. On se raméne au cas de I'exemple 12 en posant u = Log(x).

Ces idées se généralisent aisément et conduisent au principe
suivant appelé "régle de croissance comparée des fonctions
exponentielle, puissance et logarithme".

(*) En présence d'une forme indéterminée dans un produit,
exp(*) l'emporte sur toute puissance de * en +e et les
puissances de * I'emportent sur toute puissance de Log * en
+o0 et en 0+,

Cette régle sera énoncée plus rigoureusement plus loin (Cf. §3
Exemple 17).

Exemple 14 Etudier les limites suivantes:
(a) f(x) = (x2+25+1)Log(1+x) en -1+

X
(b) (x) = ———
Log(x)+\/;
() f(x) = x1/X en oo
(d) f(x) = x Log(1/x) e* en +e

en +eo

Solution. (a) f(x) est de la forme (*)2Log(*) avec * = 14x
tendant vers 0. Donc f a pour limite 0.
x2 x3/2
T VX + Log)Vx) 1+ Logix)/Vx
D'aprés la régle, le dénominateur tend vers 140 = 1. D'ol f(x) tend
Vers oo,
(c) f(x) = exp(Log(x)/x) tend vers exp(0) = 1 en +o.
(d) f(x) = -xLog(x)/eX; eX I'emporte: la limite est nulle.

(b) f(x)

On fera attention de vérifier qu'on est bien dans le cadre
d'application de la régle. Voici quelques exemples ou la régle ne
s'applique pas.
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CONTINUITE

Une fonction f(x) définie sur un intervalle | est continue si on
peut tracer son graphe d'un seul coup de crayon. Il s'agit d'une
propriété "globale” de la fonction. La fonction de gauche sur la
figure ci-dessous est continue sur R.

7/\ Y /r

N\ //l /AN V2NN
PN IR \

Celle de droite ne l'est pas: il y a une "rupture” ou
"discontinuité” au point x, = -1; par contre, il y a continuité
en tous les autres points. La continuité apparait donc aussi (et
d'abord) comme une propriété “locale", i.e., une propriété de la
fonction en un point donné.

§1. CONTINUITE EN UN POINT.

1.1 Définitions. .
Commengons par quelques exemples typiques de discontinuité.
b4 N 7 N YA\
_[x\J; > |
/ < % . L 4
f(o) = lim_f Iim+f¢ lim f f n'a de limite ni &
x—0 x=0%  x-0 droite ni & gauche de 0

Exemple 1 Tracer le graphe des fonctions suivantes et préciser
quel est le "type de discontinui{é" en 0.

(@) f(x) = [x]

_ e-1/x2 si x =0
(b)f(x)_{1 six =0
sin(1/x) si x #

0
@ 100 = {° oy



DEFINITION 1.1

Dans les trois cas de figure ci-dessus, la limite de f en 0, soit
n'existe pas, soit est différente de la valeur de f en 0. On dira
qu'une fonction f est continue en 0 si l'inverse est vrai, i.e., si
la fonction f a une limite en 0 qui vaut f(0).

Soient f(xq,...,X,) une fonction de n variables et
my(ayq,...a,) € Ds. La fonction fest dite continue en m, si

la timite lim f de f en m, existe et vaut f(m,).
mom,

Pour vérifier la continuité d'une fonction en en un point, il faut
donc calculer et comparer deux nombres: I'un est une valeur de
f, l'autre est une limite.

Exemple 2 Soient f et g les deux fonctions définies par
-1/x2 six % 0 -1/x2 six =0
f(x) = {e et g(x)= {e )
0 0 six =0
# f(0): f non continue en 0
= g(0): g continue en 0

1 si X

Ona lim e-1/x2 _ 0, ie., {

X—>0

Exemple 3 Etudier la continuité en x, € D¢ des fonctions suivantes.
(a) f(x) = x (b) f(x) = 1/x (€) f(x) = X (d) f(x) = Ix|
(e) f est construite & partir des fonctions usuelles du Ch.3.

Remarque. En fait, il y a continuité de f en m, ssi la limite de f en
m, existe et peut étre calculée par substitution (Cf. Ch.4 §2.2).
Donc dire comme au Ch.4 que le calcul des limites par substitution
est licite pour les fonctions usuelles revient exactement & dire que
ces fonctions sont continues en chaque point de leur domaine. Cela
sera formellement établi un peu plus tard (Cf. §2.1 Remarque).

Exemple 4 Etudier la continuité des fonctions suivantes en O.

(a) 109 = [-x2] en © (b) 10x) = {"8‘"‘“’" xco

1.2 Continuité a droite et & gauche.

DEFINITION 1.2

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction d'une variable.

Une fonction f(x) est dite continue a droite (resp. a gauche)
d'un point X, de son domaine si

lim f(x) = f(xo) (resp., (x) = f(xo))

lim f
x—xg XoXg



PROPOSITION 1.3

1.2 Théoremes généraux.

PROPOSITION 1.4

Exemple 5 La fonction f(x) = [x] est continue & droite de 0 mais
discontinue & gauche de 0.

La proposition suivante résulte du Th.1.5 du Ch.4.

Une fonction f(x) est continue en un point X, € Dy ssi elle
est continue @ droite et & gauche de Xo-

Exemple € Etudier la continuité, & droite, & gauche des fonctions
suivantes en un point x5 € R.

(@ 1(x) = [ (b) {(x) = [-x] (c) f(x) = [x]+[-]

Exemple 7 Déterminer les valeurs des paramétres a et b pour que

la fonction f définie par

3 pour x < -1

f(x) = {ax+b pour -1 € x £ 2
Leog(x/2) pour x > 2

soit continue.

Notes. (a) On distingue deux cas dans I'étude de la continuité d'une
fonction "définie par morceaux™:

* en tout point x, frontiere d'un des morceaux, on calcule les li-
mites & droite et & gauche de x4 et on utilise la Prop.1.3.

* en un point x4 non frontiére, i.e., intérieur & I'un des morceaux,
il'y a continuité ssi 'expression définissant f sur le morceau consi-
déré est continue en xg.

{b) Une fonction peut étre discontinue en un point X, pour diverses
raisons: discontinuité a droite, mais pas & gauche ou linverse ou
discontinuité des deux cotés... Répondre & ces questions s'appelle
préciser la nature de la discontinuité.

La Proposition ci-dessous résulte des Th.2.1 et Th.2.2 du Ch.4.

(i) Soient f et g deux fonctions de n variables continues en
m,. Alors les fonctions f+g et fg sont continues en m, . Si
de plus g(m,) # 0, alors la fonction f/g est continue en Mg-

(i) St f est continue en m, et g continue en f(m,), alors
gof est continue en m,.

Exemple 8 Les fonctions polyndmes, en particulier les fonctions
puissances x", n e Z, sont continues en tout point x5 € R. Les fonc-
tions homographiques, et plus généralement les fractions rationnelles
(i.e., fractions de deux polyndmes) sont continues en tout point de
leur domaine.



Exemple 9 Etudier la continuité des fonctions suivantes.

(@) f(x) = {e'”x six>0
Log(1-x) six <0

(b) f(x) = [x] + Vx-[x]
3
X

(c) f(x,y) = x2+y2
0 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

Solution. (c) La fonction f est continue en tout point (x,y) # (0,0)
(Prop.1.4). Voyons si elle est continue & l'origine (0,0). En ce point,
la Prop.1.4 ne s'applique pas; il faut revenir & la définition. La
valeur de f en (0,0) est O et la limite de f en (0,0) vaut également 0
(Cf. Ch.4 §2 Exemple 5); f est donc continue en (0,0). Conclusion: f
est continue en tout point de R2.

Continuité et suites Le résultat suivant a un intérét théorique important: la continuité
peut étre étudiée au moyen de suites. Nous nous limitons pour sim-
plifier aux fonctions d'une variable.

THEOREME 1.5 Soit f(x) une fonction et x5 e (Dg)'. Alors f est continue ssi pour
toute suite (Xplnsg qui tend vers Xy, on a

nﬂnlm f(xq) = f(xg)

Démonstration. Dans le sens =, c'est une conséquence immédiate
du Th.2.2 du chapitre 4 sur les compositions de limites. Inversement
nous allons montrer que si f n'est pas continue, il existe une suite
(Xn)n>0 Qui tend vers x4 et telle que la suite (f(x,))p50 ne tende pas
vers f(xg). Si f n'est pas continue en xq, on a par définition

()  @e>0)(Voa>0)E@xe Dl [xxol <o et [f(x)-f(x)] 2 €)
Prenons o = 1/2", pour n un entier quelconque; (*) fournit
l'existence d'un élément x, vérifiant
(**) IXp-Xo! < 1727 et {f(xy)-f(xg)l 2 €

Considérons la suite (Xp)psg ainsi construite. A cause de la pre-
miére partie de la condition (**), elle tend vers x,. La seconde
partie interdit a la suite {f(x;)ps0 de converger vers f(xg).

Remarque. On peut utiliser le Th.1.2 pour montrer qu'une fonction
n'est pas continue en un point: par exemple, [x] n'est pas continue en
0 car la suite [-1/n] converge vers -1 = [0]. On donne dans
I'exercice 15 une application classique de la partie directe du Th.1.2.

1.3 Prolongement par continuite

Considérons la fonction définie sur R* par f(x) = sin{x)/x,
dont le graphe est représenté ci-dessous a gauche.
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Le graphe G¢ La fonction sin(x)/x La fonction sin(x)/x
prolongée par f(0) = 2 prolongee par 1(0) = 0
{non continue). (continue).

La fonction f n'est pas définie en 0; prolonger f en 0 signifie
définir f en 0. Il y a de multiples fagons de prolonger f en 0: il
suffit de choisir une valeur dans R. Cependant, la fonction f ainsi
prolongée, n'a guére de chances d'étre continue en 0. Sauf si on a
choisi comme valeur de f en 0 le nombre 1 = )!Lmo sin(x)/x .

Plus généralement, soient f{x4,....x,) une fonction de n va-
riables et m, un point ou f n'est pas définie. Supposons que f
admet pour limite un nombre réel L quand m = (Xq,---0X) tend
vers m,. Alors la fonction f(x4,...,x,) prolongée en m, par
f(my) = L est continue en m,. On dit qu'on a prolongé f par
continuité au point m,.

\’1+x -1

Exemple 10 Peut-on prolonger la fonction f(x) = - par
continuité au point 0? sin(x)

Pour qu'une fonction f soit prolongeable par continuité en un
point m & Dy, il faut et il suffit que f admette une limite finie
quand m tend vers m, (en particulier, m, doit étre un point
d'accumulation du domaine). Etudier les prolongements par
continuité éventuels d'une fonction est donc un simple exercice
de calculs de limite.

Exemple 11 Etudier la continuité des fonctions suivantes en préci-
sant la nature des discontinuités éventuelles. Peut-on les prolonger
par continuité?

2
(@) f(x) = [ (b) (x) = ?";ﬁ”
Xc+2x+1

() f(x) = (1+X) Log [1+x| (d) 1(x) = L_O;Lm

(o) 1(x) = (1) f(x) =
Vx| I|
(@ f(x) = \/ X+1 x\f xX-1 (h) (x) = \) |x+1x|:?‘\/ |x-1|
2,v2
() 10 = o1/ W) fxy) =~ 5
sin m(x2+y?2) sin(x+y)
k f ’ = l f ) =
0 fexy) = [ 22 Oty = ="



Solution. (e)—(h) Les 4 fonctions sont continues sur Dy = R\{0} en
vertu des théorémes généraux sur la continuité. Il faut étudier en-
suite le comportement de la fonction en 0. Sur un voisinage de 0 as-
sez petit, par exemple ]-1/2,1/2[, on a

Vixe1]|-Vix-1] = V1+x-V 1x 5
Conclusions:
(e) f(x) sgn(x)m — 0O; f se prolonge par continuité: f(Q) = 0.
() (x) ~ x/x| n'a pas de limite en 0; f ne se prol. pas par cont.
(@) Hx)

(h) f(x) 5 1/x n'a pas de limite en O; f ne se prol. pas par cont.

o O o

1 — 1; f se prolonge par continuité: f(0) = 1.

() f est continue sur Dj = R2\{Oy} (th.gén.). En un point my(0,b) ol
b # 0, la fonction f n'a pas de limite finie {(considérer les points
m(x,b) par exemple), donc ne se prolonge pas par continuité. En re-
vanche, la fonction tend vers 0 quand m{x,y) tend vers O(0,0): en
effet, on a la majoration

2,2

X<+y <J.§|.
2X -2

La fonction f se prolonge donc par continuité en (0,0): f(0,0) = 0.

Exemple 12 Soit r ¢ R\Q. Montrer que, pour r 2 0, la fonction
puissance x — x! se prolonge par continuité en 0.

1
X Log(%) six>0

Exemple 13 Soit f(x) = el/X . axeX

X

Pour quelle valeur du paramétre a la fonction f se prolonge-t-elle
par continuité en 07?

si x< 0

§2. PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES.

2.1 Continuité sur un ensemble.

DEFINITION 2.1 On dit qu'une fonction f(x4,...,X,) est continue sur un sous-
ensemble E de R" si elle est continue en tous les points de E.
Le domaine de continuité est l'ensemble de tous les points de
R" o f est continue. Enfin, f est dite continue st f est con-
tinue sur son domaine de définition.

Exemple 1 Les fonctions polyndmes en n variables, les fonctions
fractions de deux polyndmes sont des fonctions continues. La
fonction [x] a pour domaine de continuité I'ensemble R\Z; ce n'est
pas une fonction continue.

De la Prop.1.4, on déduit immédiatement
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PROPOSITION 2.2

2.2 Propriétés locales.

(a) Si f et g sont deux fonctions continues sur E, alors
f+q, fg sont continues sur E et f/g est continue sur
l'ensemble E\{me RN | g(m) = 0}. Si f est continue sur E
et g est continue sur f(E), alors gof est continue sur E.

(b) Si f et g sont deux fonctions continues, alors f+g, fg,
flg et gof sont continues.

Les fonctions usuelles du Ch.3 sont continues. D'aprés la
Prop.2.2, toutes les fonctions construites & partir des fonctions
usuelles sont également continues.

Remarque. La continuité des fonctions usuelles peut étre formelle-
ment établie de la fagon suivante. Certains arguments s'appuient sur
des résultats a venir.

« Les fonctions polyndmes. La continuité provient de celle de la
fonction x et des théoremes généraux (Prop.2.2). Ce cas fournit en
particulier la continuité des fonctions puissances entiéres et des
fonctions fractions de deux polyndmes.

n
« Les fonctions racines n-iémes \[_ Ce sont des fonctions réci-
proques de fonctions continues (Cf. Th.2.9)

« La_fonction Log. Elle est définie comme primitive de fonction con-
tinue; elle est donc elle méme continue (et méme dérivable).

» La fonction exponentielle. C'est la réciproque de fa fonction Log.

« Les fonctions puissances. Elles sont construites a partir de la
fonction exponentielle. (Quand l'exposant est rationnel, on peut éga-
lement déduire la continuité de celle des fonctions racines n-iémes).

- La fonction sin. La continuité en 0 résulte de linégalité |sin(x)| < |x|.
On obtient la continuité en un point quelconque en utilisant les for-
mules d'addition (Cf. Exercice 18)

+ Les fonctions cos et tg. Elles se déduisent de la fonction sin: pour

tout xe R, ona
. T
cos(x) = sm(‘z— -X)
sin(x)

tg(x) = cos(x)

Soit f(x4,...,x,) une fonction continue en un point m,. Par de-
finition, la valeur f(m,) de f en m, est la limite de f en m,. Il
en résulte que

(*) au voisinage de m,, la fonction f prend des valeurs f(m)
"peu différentes” de f(m,).

-11-



PROPOSITION 2.3

Cet énoncé est certes imprécis mais il traduit assez bien l'idée
qu'il faut avoir de la continuité en un point.

Exemple 2 Voir sur un exemple pourquoi I'énoncé ne s'applique pas
si la fonction f n'est pas continue.

Le résultat ci-dessous précise I'énoncé (*).

Soient f(xy,...,x,)) une fonction continue en un point m, et
¢ un nombre strictement positif quelconque. Alors il existe un
voisinage de my sur lequel la fonction prend des valeurs
toutes comprises dans lintervalle Jf{mg)-e,f(m)+e[.

Preuve. La Prop.2.3 ne fait que reformuler la définition de la conti-
nuité de f en m,.

Nous expliquons dans l'exemple suivant comment il faut uti-
liser I'énoncé (*) et la Prop.2.3.

Exemple 3 Soit f(x4,....x,) une fonction continue en un point m,.
On suppose f(mg) # 0. Montrer qu'il existe un voisinage de mg ol f
ne s'annule pas.

Solution. Intuitivement, c'est clair. En effet, d'aprés I'énoncé (*),
au voisinage de mg, f prend des valeurs "proches” de f(mg), qui est
non nul. Si elles sont suffisamment proches, elles ne peuvent pas étre
nulles. Il s'agit maintenant de rendre rigoureux ce raisonnement.
Supposons dans un premier temps f(mg) > 0. On chaisit € = f(mg)/2;
c'est un nombre strictement positif. D'aprés la Prop.2.3, il existe un
voisinage V de my sur lequel f prend des valeurs comptrises dans
I'intervalle If(mg)-g,f(m)+el, i.e., lintervalle

}f(mo) 3f(m,) [
2 2 '

En particulier, elles sont non nulles. Si f(mgy) < 0, le raisonnement

est similaire.

Exemple 4 Montrer qu'il existe o > 0 tel que, pour tout x dans
l'intervalle ]-o,cf, on ait

1
> |Log(1+x)|

(Appliquer le résultat de l'exemple 3 & la fonction f(x) = I_LJ%

1E]Log(1+x)| < [sin{x)] <

Exemple 5 Soit f(xy,....x,) une fonction continue en un point my-
En utilisant la Prop.2.3, montrer qu'il existe un voisinage de Xg sur
lequel f est bornée.

-12-



23 p iété de | l in{ sdiaire.

Théoréme des valeurs
intermédiaires
(1ére forme)

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction d'une variable dé-
finie sur un intervalle I.

Soient a et b deux éléments de |. Considérons maintenant un
nombre quelconque A compris entre f(a) et f(b). Les deux
points A(a,f(a)) et B(b,f(b)) du graphe G; se trouvent de part
et d'autre de la droite y = A (voir figure ci-contre). Si f est
continue sur I, on peut aller du point A au point B le long du
graphe "sans lever le crayon”. On est alors obligé de couper la
droite y = A. On appelle cette propriété la propriété de la va-
leur intermédiaire. C'est la plus importante propriété des
fonctions continues sur un intervalle.

Exemple 6 Voir sur un exemple pourquoi 'hypothése de continuité
est essentielle.

THEOREME 2.4 _ Soit f une fonction continue sur un
intervalle | et a et b deux éléments de |. Alors

(*) Toute droite horizontale y = AL passant enire les points
A(af(a)) et B(b,f(b)) coupe le graphe G; au moins une fois.

La propriété (*) s’‘énonce de facon équivalente

(* bis) Si A est un nombre réel quelconque compris entre
f(a) et f(b), alors il existe c entre a et b tel que f(c) =A.

Exemple 7 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose
f(a)f(b) < 0. Montrer que f s'annule au moins une fois entre a et b.

Exemple 8 Montrer qu'un polyndme de degré impair a au moins une
racine dans R.

Preuve du Th.2.4. Nous donnons une preuve succincte de (* bis).
Elle s'appuie sur une propriété fondamentale de I'ensemble des
nombres réels (Cf. Ch.4 Th.2.5), 2 savoir

(**) Toute partie S non vide et majorée admet une borne supérieure
(i.e., un plus petit majorant).

Supposons par exemple f(a) = A (si f(a) < A, le raisonnement est
analogue). On considére l'ensemble S = { x € [a,b] | f(x) 2 A}. C'est
un ensemble non vide (a € S) et majoré (par b). Soit ¢ sa borne su-
périeure. Les deux points suivants montrent qu'on ne peut avoir ni
flc) > A ni f(c) < A.

» Supposons f(c) > A. En utilisant la Prop.2.3, on obtient qu'il existe
un voisinage de c ol f prend des valeurs > A (s'inspirer de |'exemple
3). Cela contredit le fait que ¢ est un majorant de S.

» Supposons f(c) < 4. En utilisant la Prop.2.3, on obtient qu'il existe
un voisinage de c ol f prend des valeurs < A. Cela contredit le fait
que c est |e plus petit des majorants de S.

Conclusion: f(c) = A.
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En d'autres termes, le Th.2.4 énonce qu'une fonction continue
qui prend les valeurs « = f(a) et B= f(b) en a et b prend éga-
lement toutes les valeurs intermédiaires. C'est-a-dire,

(V ap e (1) (K1} = [o,B])

Cela signifie exactement que I'ensemble image f(l) est un in-
tervalle (Cf. Exercice 25 pour un rappel sur les intervalles).

Théoréme des valeurs THEOREME 2.5 _ L'image f(l) d'un intervalle | par
intermédiaires une application continue f est un intervalle.
(2éme forme)

Exemple 9 Voir sur un exemple pourquoi I'hypothése de continuité
est essentielle dans le Th.2.5.

Géneralisation (n varlables). Une fonction continue de n va-

riables f(xy,...,x,) vérifie la propriété suivante qu'on peut voir

comme une version & n variables de la propriété de la valeur inter-
médiaire.

(***) L'image par f d'une boule (ouverte ou fermée) est un inter-
valle de R.

La démonstration est laissée en exercice (Cf. Exercice 28).

Terminons ce paragraphe par un cas particulier important du
Théoréme des valeurs intermédiaires.

COROLLAIRE 2.6 Limage f([ab]) de lintervalle [a,b] par une fonction f con-
tinue et monotone est l'intervalle fermé de bornes f(a) et f(b).

Exemple 10 Voir sur des exemples pourquoi I'hypothése "continue
et monotone" est essentielle.

2.3 Inversion des fonctions continues.
Le résultat que nous avons en vue dans ce paragraphe est le
Th.2.9: la réciprogue d'une fonction continue et injective sur
un intervalle est elle-méme continue. Nous le déduirons des
deux résultats fondamentaux suivants. Rappelons que f désigne
une fonction d'une variable définie sur un intervalle I.
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THEOREME 2.7

THEOREME 2.8

THEOREME 2.9

St f est strictement monotone et si l'ensemble image f(l) est
un intervalle, alors f est continue sur |.

St f est injective et continue, alors f est strictement monotone.

Exemple 11 Déduire du Th.2.7 la continuité de la fonction sinus
(appliquer le Th.2.7 & la restriction de sin(x) a [-n/2,/2)).

Preuve du Th.2.7. Soit x, quelconque dans I. Nous allons démon-
trer, en revenant & la définition que xl_n)rr} f(x) = f(xq).

Soit € > 0. Le point capital de la preu‘\)/e est de remarquer que,
puisque f(I) est un intervalle et qu'it contient f(xy), il existe un petit
intervalle fermé J de longueur non nulle, contenant f(xg) et contenu
dans f(l)nH(xp)-e,f(xg)+€[. Notons f(a) et f(b) les bornes de cet in-
tervalle J. Il résulte de la stricte monotonie de f que lintervalle ou-
vert de bornes a et b est un voisinage de x, qui est envoyé par f
dans J, donc en particulier dans ]f(xy)-¢,f(xg)+€[.

Preuve du Th.2.8. On raisonne par l'absurde. Si f n'est pas
strictement monotone, il existe 3 points a, b, ¢ dans | vérifiant

() a < b < c et f(b) est & I'extérieur du segment de bornes f(a) et f(c).

Quitte & changer f en -f on peut supposer que f(c) > f(a). Ci-dessous
sont représentés les deux cas de figure possibles.

Y 4

iy
acmescponan

)
4
%

o

Dans chacun de ces cas, la propriété de la valeur intermédiaire
combinée au test des horizontales pour linjectivité permet de con-
clure que f ne peut pas étre injective.

Soit f une fonction continue et injective sur un intervalle | .
Alors la fonction f-1 , Téciproque de f, est continue sur
Uintervalle f(1) .

Preuve. Le Th.2.9 se déduit des Th.2.7 et Th.2.8. D'aprés le Th.2.8,
une fonction f continue et injective est strictement monotone. |l est
facile de voir qu'alors sa réciprogque -1 est également strictement
monotone (Cf. Exercice 11 du Ch.3). D'autre part, la fonction f1,
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La fonction Arcsin

La fonction Arcos

La fonction Arctg

definie sur Vintervalle f(l), a pour ensemble image I. C'est un inter-
valle, donc d'aprés le Th.2.7, 1 est continue.

Du Th.2.9, on déduit en particulier la continuité des fonctions
racines n-iemes et de la fonction exponentielle (Cf. Remarque
en §2.1). Voici d'autres exemples classiques.

La fonction sinus n'est pas injective mais sa restriction 2
lintervalle | = [-n/2,m/2] I'est. On note Arcsin la réciproque
de cette restriction. La fonction Arcsin est définie par:

{Arcsin(x) =y {sin(y) = X
x e [-1,1] = vy e [-n/2,%/2]

Exemple 12 Arcsin(1) = w/2; Arcsin(1/2) = n/6.

Attention! On a bien sin(Arcsin(x)) = x mais on n'a Arcsin(sin(y)) = y
que si y € [-w/2,m/2]. Par exemple, Arcsin(sin(3n/2)) = -n/2 et non
pas 3mn/2.

La fonction cosinus n'est pas injective mais sa restriction a
lintervalle | = [0,n] I'est. On note Arcos la réciproque de cette
restriction. La fonction Arcsin est définie par:

{Arcos(x) =y {;:os(y) = X
Xxe [-1,1] = e [0,n]

Exemple 13 Arcos(1) = 0; Arcos(1/2) = /3.

Attention! On a bien cos{Arcos(x)) = x mais on n'a Arcos(cos(y)) = y
que si y € [0,n]. Par exemple, on a Arcos(cos(-n/4)) = =n/4 et non
pas -n/4,

Exemple 14 Etablir la formule Arcos(x) + Arcos{-x) = .

Solution. Montrons que Arcos(-x) = m-Arcos(x). D'aprés la défi-
nition, il s'agit de montrer que

cos{m-Arcos(x}) = -x

n-Arcos(x) € [0,m]

* cos(m-Arcos(x)) = -(cos(Arcos(x))} = -x
» Par définition, Arcos(x) e [0,n]. On en déduit que m-Arcos(x) est
dans lintervalle [#-0,m-x] = [0,x].

La fonction tangente n'est pas injective mais sa restriction &

lintervalle | = ]-n/2,n/2[ I'est. On note Arctg la réciproque
de cette restriction. La fonction Arctg est définie par:

Arctg(x) =y tg(y) = x

x € R = ly e 1-n/2,n/2]
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Exemple 15 Arcig{1) = =/4; Arctg(\/—S) = /3.

Attention! On a bien tg(Arctg(x)) = x mais on n'a Arctg(tg(y)) = y
que si y € [-n/2,m/2). Par exemple, Arctg{tg(3n/4)) = n/4 et
non pas 3w/4.

Exemple 16 Montrer que, pour tout x > 0, on a:
Arctg(x) + Arctg(1/x) = /2.

D'aprés le Th.2.9, les fonctions Arcsin, Arcos et Arctg sont des
fonctions continues.

2.4 Image continue d'un fermé borné.

DEFINITION 2.10

DEFINITION 2.11

THEOREME 2.12

Nous nous contenterons dans cette section de citer et
d'expliquer une derniére propriété importante des fonctions
continues. Ici, f désigne une fonction de n variables définie sur
un sous-ensemble E de R™. On rappelle les deux définitions
suivantes.

On dit qu'un sous-ensemble E de RN est borné s'il peut étre
inclus dans une boule.

Exemple 17 L'intérieur d'une ellipse, d'un rectangle sont des sous-
ensembles bornés de R2. En revanche, le premier quadrant, la para-
boley = x2 ne sont pas bornés.

On dit qu'un sous-ensemble E de RM est fermé s'il contient
tous ses points adhérents.

Exemple 18 (a) Les boules fermées sont des fermés. Les boules
ouvertes ne sont pas des fermés: en effet, les points du bord d'une
boule ouverte B sont adhérents & B mais ne sont pas dans B.

(b) Un intervalle de R n'est un fermé que s'il contient ses bornes,
i.e., s'il s'agit d'un intervalle fermé. L'ensemble Z est un fermé.
L'ensemble {1/n | n € N*} n'est pas fermé.

L'image #(E) d'un ensemble E fermé et borné par une fonc-
tion continue f est un sous-ensemble fermé et borné de R.

On pourra retenir le Th.2.12 sous la forme suivante qu'on
utilise trés souvent:
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(*) Une fonction f continue sur un ensemble E fermé et borné
est bornée et atteint ses bornes.

Par "f atteint ses bornes", il faut comprendre ceci. L'ensemble
image f(E) est borné; il a donc une borne supérieure M et une
borne inférieure p. Raisonnons sur M; c'est le plus petit nombre
réel qui soit supérieur a tous les éléments de f(E). Il est im-
portant de comprendre qu'a priori, M n'est pas nécessairement
dans f(E). Mais c'est le cas sous les hypothéses du Th.2.12;
I'ensemble f(E) est fermé, il contient donc ses bornes p et M.
Autrement dit, les bornes u et M de f(E) sont des "valeurs at-
teintes” par la fonction f sur E.

La propriété (*) s'énonce donc de fagon plus précise:
(" bis) (3 &L e ENV x e E)( f(¢) < f(x) < f(£))

c'est-a-dire, f a un maximum et un minimum sur E.

Voici deux exemples: le premier est celui d'une fonction bornée
qui n'atteint pas ses bornes, le second montre comment on peut
utiliser le Th.2.12.

Exemple 19 Soient f(x) = 1/x et E = 11.2[. La fonction f est bor-
née sur E par 1 et 1/2, mais f n'atteint pas ces bornes. lci, le
Th.2.12 ne s'applique pas car E n'est pas fermé.

Exemple 20 Soient f(x) une fonction continue sur un intervalle
fa,b]. On suppose que, pour tout x e [a,b], on a 0 < f(x) < 1.
Montrer que b

lim f(f(x))” dx =0

N— 400
a

(La définition et les propriétés de lintégrale sont revues au §3).

Solution. La fonction f est continue, donc sa borne supérieure M

est atteinte, i.e., M s'écrit M = ({). De I'hypothése sur f, on déduit
M < 1. On a donc:

0 < f(x) £ M < 1 pour tout x € [a,b]
En élevant 4 la puissagce n et en prenant l'intégrale, on obtient

(**) 0< f(f(x))n dx < (b-a) MN

a
Or,comme 0<M<1,ona Ilim MP = 0, ce qui conduit & la con-
clusion désirée. N—+eo

Note. Dans I'exemple ci-dessus, bien comprendre que si la fonction
n'est pas continue, rien n'empéche la borne supérieure M d'étre
égale & 1, auquel cas linégalité (**) ne permet plus de conclure.
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