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CHAPITRE 1

COURBES ET SURFACES|

§1. COURBES PLANES.

1.1 Vecteurs du plan.

Le plan, noté R2, est rapporté & un repére orthonormeé
(O,i,j ); i dirige I'axe Ox des abscisses, | l'axe Oy des or-
données. Dans ce repére, tout point M du plan est repéré par un
couple {x,y) de nombres réels: x est son abscisse, y son or-
donnée. On note M(x,y) le point repéré.

Un vecteur?9 est la donnée_’d'un goup[g {a,b) de nombres réels.
Onlenote u = (ab) ou u = ai +bj;aethb s'ziE)peiIent les
composantes de u. Géométriquement, le vecteur u peut étre
représenté par une fléche de a unités de longueur le long de Ox
et de b unités de longueur le long_)de Oy (l'orientation des axes
étant donnée par le sens de i et j ). Cette fléche est d'origine
quelconque; un vecteur a donc une infinité de représentants

géometriques.

Milieu de deux poinis

Vecteur bipoint

Exemple 1 (a) Les vecteurs de base T = {1.0) et j_) = (0,1}
(b) Le vecteur nul 0 = (0,0)

Le milieu de deux points A(xa,ya) et B(xg.yg) est le point

|(1§(XA+XB),1§(YA+YB))

Etant dc_n_r)més deux points A(xp,¥a) et B{xg,yg), le vecteur
bipoint AB est le vecteur qui permet d'aller de A jusqu'a B, i.e.,

AB - {(XB-XA,YB-YA)-

R_f;emarquer que, si M est le point de coordonnées (x,y}, on a
CM = (x,y). On notera aussi gue deux vecteurs AB et CD peuvent

étre égaux sans que les points A et B soient égaux aux points C et
D: en fait, AB = CD ssi le quadrilatére (ABDC) est un paral-

" lélogramme (Cf. Exercice 2).
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La longueur d'un vecteur E) est notée |Iﬁ)il. Elle est donnée par
le théoréme de Pythagore:

U1 = ¥ a2+b2

Etant donnés deux points A(xp,ya) et B(xg,yp), Ia distance
entre A et B est notée d(A,B). C'est la longueur du vecteur A_é,
d'oll la formule

dAB) = V (xg-xa)2+(yg-ya)?
On vérifie que
{d(.A,B) = d(B,A) (Symétrie)

d(A,B) = 0 ssi A =B (Séparation)
d(A,C) < d(A,B)+d(B,C) (Inégalité du triangle)

. - - -
Soient u = (a,b) et v = (@'b); le vecteur somme U+v estle
. .. — -3
vecteur de composanies (a+a',b+b'). Géométriquement, u et v
s'ajoutent selen ia

Le vecteur u + v est porté par le troisiéme cété du tnangle de
cotés u et v mis bout a bout.

On obtient comme conséquence la "relation de Chasles":

AB+BC = AC.

Soient u = (a,b) etk € R un nombre réel. Le vecteur ku estle

vecteur ku = (ka,kb). Géométriquement, I etku sont repré-

sentés par deux fléches parallgies, Ei_()a sens égal ou opposé suivant
quek > Ogu k <_0) etde longueur [Ju ]| et {lku {] = |kl Jlu]|. Les

vecteurs u etku sont dits paralléles ou proportionnels ou
encore colinéaires. '

- —
Deux vecteurs non nuls u = (a8,b) et v = (a',b") sont donc
—
para!leles snls sont multiples l'un de l'autre, i.e., si v estdela
forme V = ku pour un certain Kk € R.

Exemple 2 U = (3,-2), V = (-9,6) et W = (-9/2,3) sont paral-
- —

lales car v = -3U etw = -3/20



PROPOSITION 1.1

LOl DU PARALLELOGRAMMME

Produit scalaire et
orthogonalité

?: (2,3)

u.. = (lf'?/?’)

THEOREME 1.2

Pour montrer que deux vecteurs pe sont pas paraligles, il est
souvent preferable d'utiliser ie critére suivant plutét que la
définition. La démonstration est laissée en exercice.

Deux vecteurs G) = {a,b) et V = (a',b') sont paraliéles ssi

est nul, ie., ssi ab-ab =10

. aa
(*} le déterminant ,b b’

Exemple 3 Les vecteurs It (2,-3) et v = (3,5) ne sont pas pa-

ralldies car 2.5-3{-3) = 19 % 0.

Exemple 4 Trouver t € R tel que T = (12,1} et v = (1,3} scient
paralléles.

La loi du triangle se généralise en loi du parallélogramme qui
donne géométriquement la somme et la différence de 2 vecteurs.

- - - =
Les vecteurs u+v et u-v sont gortés - par les deux diago-
ndles du parallélogramme de ¢otés U et v.

Soien_t) ﬁ) = (a,b} et V= (a',b"); le produit scalaire de E’ et 7,
noté u.v, est le nombre réel

.L

-3 =
u.v =aa' + bb'.

On verifie les propriétés suivantes (Cf. Exercice 25).

(i) (ku).v_=k(u.v)
(i) U.v=v.u R
(iv) 0.0 =[[U]I220(et=0ssiu=0).

(On dit que le produit scalaire est une forme bilinéaire symé-
trique définie positive).

Le produit scalaire permet de voir si deux vecteurs sont or-
thogonaux, i.e., si I'angle formé par ces deux vecteurs est un
angle droit.

Deux vecteurs U = {ab) et vV = (a',b) sont orthogonaux ssi
leur produit scalaire est ruil, ie., ssi aa'+ bb' = 0.

Démonstration. La démonstration s'appuie sur |e thgoréme de
Pythagore. En effet, formons le triangle de cbtés U et v : le troi-



1.2 Droites.

DEFINITION 1.3

/

. -3 -3 - -
sidme cbté porte le vecteur U+v , Les vecteurs U et v sont ortho-
gonaux ssi e triangle est rectangle, lLe., ssi

U4V = [T12 + V)12
soit, grace a la propriété (iv),
=3 3. =3 = 223 S-9
{(U+v ) {u+v)=U.U + V.V
En développant cette équation, on aboutit & |a formule désirde.

Exemple 5 Les vecteurs o = (3,-2) et v = (6.9} sont orthogo-
naux; les vecteurs U = (3,-2) et v = {1,2) ne le sont pas.

Exemple 6 Trouver t € R tel que T = (t,-1) et vV o= {t+2,3) soient
orthogonaux.

Exemple 7 Un vecteur orthogonal & T = {a,b) est, par exempie, le
vecteur n = {-b,a).

Gégéralisaﬂon. Si 8 désigne l'angle formé par les deux vecteursy
et v, on peut calculer le noi)nt._»ge cos(8) par la formule suivante

u.v
(") cos(8) =
L
Par exemple, pour Q= (2,\[5) etv = (-1,3‘\/3), on aobtient

cos(8) = 248 = 1/2
V728
ce qui correspond & a = 60° = n/3 radians.

La formule (*) généralise le Th.1.2; en effet, deux vecteurs ortho-
gonaux forment un angle de 90°, de cosinus égal a 0.

Une droite est entidrement déterminée dés que l'on connait sa
direction et I'un de ses points. De facon précise, on la defmlt
comme suit.

Solent A(x,y,) un point et U = (a,b) un vecteur non nul. La
droite D passant par A et paraliéle & u notée D = D(A, u)
est lensemble de tous les points M du plan tels que les vecteurs
AM et u sotent paralléles, Cest-g-dire;

D-{MecR2[3te RigAM =1tu }.

-
Le vecteur u est appelé vecteur directeur de D.

On notera que si U est un vecteur directeur de D, alors 25), .
—_F

plus généralement tout vecteur non nul paralléle & u est également

un vecteur directeur de D

-10-



Equation paramétrique

Equation cartésienne

. -y -3
En égalant les composantes des deux termes de I'équation AM = tu,
on obtient que les points M(x,y) sur la droite D sont ceux dont les
coordonnées sont de la forme

X = Xg + 1a
=¥, + tb
(i.e., coord. de M = coord. de A + comp. de 1U).

Le systéme ci-dessus est appelé équation paramétrique de D.

Exemple 8 Déterminer I'équation paramétrique de la droite (AB)
passant par les points A{-2,3) et B(3,1). Donner d'autres points sur
la droite (AB). Déterminer |'équation paramétrique de |z droite or-
thogonale a (AB) et passant par le milieu des points A et B {Faire une
figure}.

Soit n = {(o,B) un vecteur orthogonal & D, c'est-a-dire & ? On
dit que 0 est un vecteur normal a D. Par exemple, n o= {-b,a)
est un vecteur no_r)ma! a4 D. Etre paralléle a U est équivalent 3
étre orthogonal a n. On obtient donc

M(x,y} e D  ssi les vecteurs AM et 10 sont orthogonaux
ssi  AM.D = 0
ssi a{x-Xg) + B{y-yo) = 0

Cette derniére équation est appelée équation cartésienne de la
droite D. On se rappelera que les coefficients de x et y sont
exactement les composantes d'un vecteur normal 4 D.

Exemple 9 Soient A(1,-2) et B{(-1,2). Déterminer I'équation
cariésienne de la droite D passant par lorigine et orthogonale a
(AB), puis son équation paramétrique. Les points suivants sont-ils
sur D: E(3,6), F(2,3)? Donner l'équation cartésienne de (AB).
Chercher lef/les points d'intersection de {AB) ef de D.

Exemple 10 Tracer la droite d'équation 2x+3y-5 = 0. Donner un
vecteur normal, un vecteur directeur, I'équation paramétrique, les
points d'intersection avec les axes.

Exemple 11 Les droites suivantes sont-elles paralléles, orthogo-
nales, égales? Faire une figure.

Dy:2x-3y+1 = 0

Do: 6x+4y-7 = 0
1

DS:{X = ) + 2t

¥ = 1 - 3t

Dy4: -4x+By+m = 0

Réponses. Dy // Dg, Dy = Dy ssim = -2, D3 = D3, D11 Do.

Notes 1) Pour produire des points sur une droite, il est plus pra-
tique d'utiliser I'équation paramétrique. En revanche, il faut préfs-

-11-



Equation cartésienne
normalisée y = px+q et
pente d'une droite

rer l'equation cartésienne pour tester l'appartenance d'un point
donné a une droite.

2) Deux droites sont paralléles si leurs vecteurs directeurs sont pa-
raliéles, de fagon équivalente, si leurs vecteurs normaux sont pa-
ralléles. Elles sont égales si en plus elles ont un point en commun.
Leurs équations cartésiennes sont alors proportionnelles {mais pas
forcément les mémes).

3) On peut également déterminer I'équation cartésienne d'une droite

en "eliminant t dans I'équation paramétrique®. Ainsi, pour la droite

Da de l'exemple 12, on obtient:

x-1/2 y-1
2 -3

7
ce qui conduit & -3x-2y+§ =0

It est trés courant de résoudre en y dans I'équation cartésienne
d'une droite; on obtient alors son équation cartésienne sous
forme normalisée y = px+q.

Exemple 12 La droite d'équation 2x+3y-5 = 0 a pour équation
cartésienne ngrma!%sée

V=gx+3
Le nombre réel p s'appelle la pente de la droite D. Il caractérise
linclinaison de la droite D: entre 2 points distincts de la droite
D, les accroissements horizontaux Ax et verticaux Ay sont liés
par la relation
_Ay

P=ax

En conséquence, on obtient aussi la pente d'une droite en faisant le
B

guotient b/a des composantes d'un vecteur directeur u = {a,b) de
la droite. '

Exemple 13 La premiére diagonale a pour pente 1, la seconde -1.

Exemple 14 La droite de pente 2 et passant par A(1,3) a pour
équation normalisée y = 2x+1. Plus généralement, la droite de pente
p et passant par A(x,,Y,) @ pour équation normalisée

Y-Yo = P(X-Xg)

Exemple 15 Donner un vecteur directeur, un vecteur normal et les
points d'intersection avec les axes de la droite d'équation y = px+q.

L'équation cartésienne d'une droite peut s'écrire sous une
multitude de formes proportionnelles entre elles. Au contraire,
I'écriture de [I'équation normalisée est unique. Cela fait son
intérét. Deux droites sont égales ssi elles ont exactement la
méme équation normalisée. Elles sont paralliéles ssi elles ont
méme pente. Elles sont orthogonales ssi le produit de leurs
pentes vaut -1 (utiliser I'exemple 15).

-12-
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Courbes planes

Dans ce paragraphe, il faut exclure le cas des droites verticales.
Elles sont d'équation cartésienne x = X, qui ne se résolvent pas en
y (y prend des valeurs quelconques). On ne peut donc pas parlfer
d'équation normalisée pour ces droites ni de pente.

Exemple 16 On considére le rectangle (PQSR) ci-contre; on donne
les coordonnées des points P et R:

P(-2.1) ; R{-1,-2).
Donner un vecteur directeur de la droite (PR) puis I'équation de la
droite D passant par les milieux respectifs | ot J des cdtés PR et QS
ainsi qu'un vecteur directeur de D.

_)
Solution. PR = (1,-3). La droite D passe par [{-3/2,-1/2) et est or-
thogenale & (PR); d'ol son équation

3 1
(X+2)-3(y+5‘) =0 <z=i)y =3
Un vecteur directeur de D est U = (1,3).

Exemple 17 On considere le triangle OAB ci-contre. Déterminer
I'équation de la hauteur D issue de O puis les coordonnées du point
d'intersectien H des droites D et (AB).

Exemple 18 Représenter graphiquement le domaine de RZ2 défini par
les inéquations:
2X+3y < 6
{y—x < 0
y > -1

ues.

Les coordonnées. (x,y) des points d'une droite D donnée véri-
fient une equation du type ax+by+c = 0. Plus généralement, on
appelle courbe plane d'équation F(x,y} = 0 I'ensemble de tous
les points M(x,y) dont les coordonnées x et y sont lices par [a
relation F(x,y) = 0.

Exemple 19 Le point A(3,2) est un point sur la courbe d'équation
x2-y3.1 = 0 car 32-23-1 = 0. Le point B(1,2) n'en est pas un
puisque 12.23.1 = 8= 0.

L'équation d'une courbe plane peut s'écrire sous une multitude
de formes, équivalentes entre elles.

Exemple 20 La courbe d'équation x2-y3-1 = 0 a aussi pour équa-
tion x2-y3 = 1 ou 2x2-2y3 = 2 ou encore (y3+2)/(x2+1) = 1.

Les courbes planes les plus simples aprés les droites sont
celles de degré < 2, i.e., celles dont I'équation est de la forme

ax2+by2+cxy+dx+ey+f = 0
On appelle coniques ces courbes planes. Les exemples type sont
les suivants. :

-13-



Le cercle
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Les paraboles

C(O,r) centré & l'origine et de rayon r, d'équation x2+y2 = r2,
Le cercle C(O,r) est aussi I'ensemble de tous les points M 2
distance r de O, i.e., tels que d{O,M} =r.

Exemple 21 Représenter graphiquement les ensembles C, | et E
définis par

C = C(0,2)

b= { M(x,y) | x2+y2 < 4}

E = { M(x,y) | x2+y2 > 4

x2  y2

— 4+ = 1 ol a et b sont deux nombres réels non

d'équation
nuls.

Exemple 22 Représenter les ellipses d'équation

2 X
@+ 5= () 5+ L =1
. X2 L2
Lorsque {a| = |b|, I'ellipse d'équation ot b2 =1 est en fait le
cercle C(0,jal). a
2 2 2 2
' i X2 ¥E X ys
d'équation 2 b2 =1 {ou 2 p2 = 1)

oll a et b sont deux nombres réels non nuls. Ces courbes sont
constituees de deux branches et admettent pour asymptotes les
droites d'équation x/a + y/b = 0 et /a - y/b = 0

Exemple 23 Représenter les hyperboles 4x2-y2 =1, 4x2-y2 = 4,
y2-4x2 = 4.

d'équation xy = ¢ ol ¢ € R*. On peut la considérer comme un cas
particulier de la famille précédente. On verra qu'elle se déduit
de I'hyperbole d'équation x2-y2 = 2¢ par une rotation autour de
l'origine d'angle 45° = n/4 radians (Cf. Exemple 33).

Exemple 24 Représenter les hyperboles xy = 1, xy = 2, x2—y2 =
2, x2-y2 = 4, xy = -1 et xy = -2.

d'axe vertical d'équation y = ax2 et les paraboles d'axe hori-
zontal d'équation x = ay2 ol a est un nombre réel non nul donné.

Exemple 25 Représenter graphiquement le domaine plan D défini
par les inéquations

y > x2
>y2

-14-
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Intersection de deux courbes

Solutlon. La parabole y = x2 divise le plan en 2 _parties, I'une, no-
tée D, ol tous les points M{x,y} vérifient y > x2 et lautre, notée
D_, ol tous les points M(x,y) vérifient y < x2. Pour déterminer
quelle partie est D, et laquslle est D_, il suffit de "tester” un point
quelconque. Prenons le point A(1,2): 2 > 12, Donc la partie qui con-
tient A est la partie D,. Ensuite, on hachure la partie exclue du do-
maine, ici D_. On suit la méme procédure pour la seconde inéquation
définissant D. Finalement, le domaine D est la partie du plan qui n'a
jamais été hachurée. Pour déterminer si les différentes parties du
bord sont contenues ou non dans D, on regarde si les inégalités cor-
respondantes sont larges ou strictas.

Soient Cq et Co deux courbes d'équations respectives Fi(x,y) = 0
et Fo(x,y) = 0. Les points d'intersection de C; et Co sont les
points M(x,y} dont les coordonnées vérifient simultanément
Fq(x,y) = 0 et Fo(x,y) = 0.

Exemple 26 Déterminer les points d'intersection du cercle C{O,6) et
de la premiére bissectrice.

Réponse. A(3V2,3V2) et B(-3V2,-3V2)

Exemple 27 Déterminer les points d'intersection de !"ellipse
d'équation x2 4 y214 = 1 avec les axes de coordonnées, avec le
cercle unité. Faire une figure.

1.4 Transformation lan.

Par transformation du plan, on entend régle opératoire asso-
ciant a tout point M un point M' de telle fagon que les points M
et leurs transformés M' se correspondent de fagon biunivoque.
On rappelle ici les exemples usuels de transformations du plan.

Translation de vecteur _ﬁ) g Mixy) -  M{x+ay+b)

Y+
veb ,-%H‘
t
rp-qm '
: : N
O > | TX'N ’x

Syméirie par rapport a Ox. S;ox: M(x,y}) —=  M'(x,-y)

Y&
) T,
)
]
O S"‘ x
B2 el -;4,

.15-



Symétrie par rapport a Oy. Sioyt M{xy} —  M(-xy) .

Y
™ Mf
h S T "
: 5
x - >
0 x .

Symétrie par rapport 2 O.  S;5: M(xy) —  M(-x,-y)
b
1/ TP PPN

L]
]

—

-3¢
1
]
L]
L8
N ETEETERE -y

Symetrie par rapport 2 la  S;x: M{xy) -  M{y,x)
premigre bissectrice.

Y # A
n
Yoo
'
: [
]
Xp == A" _1M
! 1
A—— ; N Y
0 4 Y rx

Homothétie de rapport k he:  Mxy) - Mikxky)
{k0) et de centre O.

7/p
H,
KY ---------------- 1
f
)
1
Yp---- R !
] [
: Y
0 x Kx
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Rotation rg d'angle 8 rg: M(xy) — M{Xy)
autour de O.
X' = cos(0)x-sin(0)y

ol

y' = sin(6)x+cos(0)y
A .
”ﬂ -
o H
7 %

La transformation inverse de la rotation ry est la rotation r_q
d'angle -6.

Equation d'une courbe  Soient C une courbe plane d'équation F(x,y) = 0 et U = {a,b)
translatée un vecteur. La translatée de C par la translation t3 de vecteur
v est une courbe C'. Nous allons donner son équation. Chercher
I'équation de C', c'est chercher une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un point M(x,y) soit sur C'.

Un point M(x,y) est sur C* ssi le point dont il est le translaté
est sur C. Ce point est le point de coordonnées (x-a,y-b); il est
sur C ssi F(x-a,y-b) =

Conclusion: La courbe translatée C* est d'équation
F(x-a,y-b) =

-54\ Elle se deduit de celle de C en remplagant x et y par x-a et y-b
{et non . pas x+a et y+b).

Exemple 28 Donner des régles analogues pour les autres frans-
formations usuelles.

Exemple 29 C est la parabole y = x2. Déterminer les équations des
courbes Cq, Cop et Cg ci-contre.

G

\

Equation canonique des coniques
Exemple 30 La courbe C d'équation x2-2x+y2 3 est une conique.
Son équation se met sous la forme (x-1) +y2 4. La courbe C est
donc la courbe translatée du cercle C(0,2) par le vecteur U= (1,0),
e., le cercle centré en A(1,0) et de rayon 2.

Plus généralement, la courbe deduite du cercle C(O,r) par Ia
translation de vecteur u = (Xps¥o) €st un cercle; c'est le cercle
C(A,r) de centre A{x,.y,) et de rayon r. Il est d'équation
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(X'xo)z"'(Y‘yo)z =2
Le cercle C(A,r) est aussi 'ensemble des points M tels que
d(A.M} = r.

Exemple 31 L'équation x2+y2+2y = m est-elle I'équation d'un
cercle? Si oui, préciser le centre et le rayon. Pour quelle valeur de
m est-ce I'équation d'un cercle passant par l'origine?

De la méme fagon, les courbes déduites des coniques type du §1.3
par la translation de vecteur U = (Xo.¥o) sont des coniques: des
ellipses, des paraboles, des hyperboles. On obtient leur équation
en remplacant dans I'équation de la conique type, x et y resp. par
(x-xp) €t (y-yo): I'équation obtenue est dite canonique.

Exemple 32 Reconnaitre les courbes suivantes.
(a) C: xy+2x-y = 1 (b) C: 3x246x-3y = 1 (¢) C: 3y2+6y-x = 1

Solution. (a) L'équation de C se met sous la forme (x-1)(y+2) = -1.
On reconnait I'équation canonique d'une hyperbole équilatére.

On peut montrer que toute conique se déduit d'une conique type
du paragraphe §1.3 par une translation, suivie d'une
homotihétie et d'une rotation.

Exemple 33 Montrer que I'hyperbole équilatére d'équation xy = ¢
se déduit de I'nyperbole H d'équation x2-y2 = 2¢ par la rotation o
ol 8 = 45°,

Solution. Graphiquement, c'est clair. Vérifions le sur les équations.
Notons H' la courbe déduite de H par la rotation rg oli @ = 45°, On
obtient 'équation de H' en remplagant dans x2-y2 = 2c, les coordon-
nées (x,y} d'un point m par les coordonnées du point r.g{m) (Noter
le signe "-"). Ce point r.g{m) a pour coordonnées

{cos(-8)x-sin(-8)y , sin{-8)x+cos(-0)Y)
C'est-a-dire,

(cos()x+sin(@)y , -sin(8)x+cos(0)y)
soit —

2 Ve ,

(?(x+y) , ';(-x-»y) (puisque & = 45°).
La substitution dans I'équation de H donne

(x+¥)2/2 - (-x+y)2/2 = 2¢
ie.,

2xy = 2c.
Conclusion: la courbe H' est bien I'hyperbole équilatére de I'énoncé.
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§2. COURBES ET SURFACES DANS L'ESPACE.

2.1 Vecteurs dans l'espace.

z .
pe= Oyx
H
X2
5 R Ao
(EC ;
T pan Ouy 4

Milieu de 2 points

Longueur d'un vecteur

Z A
c

Vecteur bipoint

2]

L'espace & 3 dlmensmns noté R3, est rapporté a un repére
orthonormé (O, T v ,k ); i dirige I'axe Ox des abscisses, ]
l'axe Oy des ordonnées et K I'axe vertical Oz {(ou axe des cotes).
Dans ce repére, tout point du plan est repéré par un triplet
{x.y,z) de nombres réels: x est son abscisse, y son ordonnée et
z sa cote ou troisieme coordonnée. On nole M(xy,z) le point
repéré. Le plan horizontal Oxy et les deux plans verticaux Oxz
et Oyz sont appelés les plans de coordonnées.

Note. x,y et z sont les lettres communément employées pour les
coordonnées. 1l nous arrivera d'en préférer d'autres en des situa-
tions plus spécifiques, par exempie K, L et Q dans un contexta éco-
nomique.

Un vecteur U de composantes (a,b,c), correspond a la donnée
d'un t_r;plet_)(a b_g:) de nombres réels. On le note U = {a,b,c) ou
u ai +bj +ck . Le vecteur U = (a,b,c) est représenté géo-
metriquement par une fleche de a unités de longueur le long de
Ox, de b unités le long de Oy et de c unités le long de Oz
(lorientation des axes étant donnée par le sens de T), ? et.?).

Exemple 1 Les vecteurs de base T =({1,0,0), T’=(0,1,0) et
X {0,0,1); le vecteur nul 0 =(0,0,0).

Le milieu de deux points A(xp,¥a.Zp) et B(xg,yp.zg) est le
point .

|(1§(XA+XB),1E(yA+yB_),1§(ZA+ZB)).

Etant donnes deux points A(xp,¥a.2p) et B(xg.yp.2g), |
vecteur AB est le vecteur qui permet d'aller de A jusqu'a B, i.e.,

AB = (x-Xp.¥BYA-Zp-ZA)-

La longueur (ou norme) d'un vecteur “ﬂ) est notée ||G)]|. Elle est
donnée par le théoréme de Pythagore (qu'on applique aux deux
triangles rectangles indiqués sur la figure ci-contre):

_)
ol =V a2+b24c2
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Distance Etant donnés deux points A(xp,ya) et B{xg,yg), la distance

Somme de 2 vecteurs

Vecteurs parazlleles

entre A et B est notée d{A,B). C'est la longueur du vecteur A_é
d'oll la formule

d(AB)= \ (xg-xp)2+(yg-ya)2+(25-24)2

On vérifie que:

d(A,B) = d(B,A) (Symétrie)
{d(A,B) =0ssiA=B (Séparation)
d{A,C) < d(A,B)+d(B,C} (Inégalité du triangle)

— - - -
Soient u = (a,b,c) et v = (a'b',c'); le vecteur somme u+v est
Ie vecteur de composantes (a+a'b+b',cic’). Géométriquement,
u et v s'ajoutent selon la loi du triangle qui s'énonce comme en
dimension 2. La relation de Chasles AB + BC = AC s'en déduit de
la méme fagon.

Soient U= (ali)),c) et k e R un nombre réel. Le vgcteur _Ig est
le vecteur ku = (kakb,kc). Géométriquement, u et ku sont
représentés par deux fleches paralléles, de sins égal ou opposé
su:vant que k>0 ou k < 0 et de longueur ||u || et |[ku ]| = K|
|Iu il. Les vecteurs u etku sont dits paralléles ou propor-
tionnels ou encore colinéaires.

. —3 -3 -
Deux vecteurs donnés non nuls u = (a,bc) et v = (a',b'.¢")
sont donc paraIEeles sﬂs sont multiples I'un de l'autre, i.e., si
V estdelaforme v =k u pour un cerlain k € R. ’

Exemple 2 T = (2,5,-1) et vV = (6,15,-3) sont paralléles: V =30,
-—

Exemple 3 U = (3,-2,4) et ¥ = (-6,6,1) ne sont pas paralidles
car g¢'ils I'etaient, le coefficient de proporticnnalité k serait égal aux
trois nombres -6/3, 6/-2, 1/4 & la fois.

ﬂ)ote. De fic;on génerale, on voit que deux vectsurs
U = (abec) et v = (a'\b'c') sont paralléles ssi aVa = b'¥b = ¢'c
ou de fagon équivalente, ssi

aa' bb’
bb’ cc' cc
Cette derniére condition (qui doit étre préférée a la précédente qui

n'a pas de sens si l'un des nombres a, b, ¢ est nul), fournit
'analogue de la Prop.1.1.

aa'

sont nuls.

(*) les 3 déterminants

Exemple 4 Trouver s et 1t € R tels que T = (t,4s5,4} et v =
{s,1.t) soient paralléles:
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Produit scalaire et
orthogonalité

THEOREME 2.1

2.2 Plans.

N — - . . -3 -3
Smen_té u:(a,b.c) et v =(a',b’,c'}; le produit scalaire de u etv,
noté u. v, est [e nombre reel

G)V = aa' + bb' + ¢c'.
Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie
positive, c'est-a-dire vérifie les propriétés suivantes (Cf.
Exercice 60).

. = > 9 -
{i) (u v)w=u__.>w_)+v.w

(ii) (js)u_) =k k{u.v)

(i) y.y=v.y -
(iv) 6.U =]lu]?20(et=0ssiu=0).

Le Th.2.1 est I'analogue du Th.1.2.

- -
Deux vecteurs U =(a,b,c} et v =(a',b',c'} sont orthogonaux ssi
leur produit scalaire est nul, Le. ssi aa' + bb' + c¢' = 0.

—_

Exemple 5 Vérifier que les vecteurs T = {1,2,3}, vV = (-3,0,1)
et w = (1,-5,3) sont 2 & 2 orthogonaux.

Contrairement 3 la dimension 2, il existe des vecteurs non
proportionnels orthogonaux & un vecteur donné. Cependant,
'ensemble des vecteurs orthogonaux & un vecteur donné sont
"dans un méme plan".

DEFINITION 2.2 Soient A(X,.¥q.2,) un point et E) = {a,B,7) gn vecteur non

—
Y

4 Ay

Equation cartésienne

nul. Le plan P passant par A et orthogonal @ n est l’f)nsemb!e

—
de tous les points M(x,y,z) tels que les vecteurs AM et n
soient orthogonaux. C'est-G-dire,

P-{MeR3|AMLN }.

N est appelé vecteur normal au plan P .

En appliquant le Th.2.1, on obtient que les points M(x,y,z) sur
le plan P sont ceux dont les coordonnées vérifient

a(X-x,) + B{y-yg) + v(z-25) = 0.
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Produit

Cette équation est appelée équation du plan P. On notera que les
coefficients de x, y et z sont exactement les composantes d'un
vecteur normal.

g)xemple 6 Le plan P passant par le point A(1,2,3) et orthogonal &
n =(3,2,1) a pour equation 3(x-1)+2(y-2)+{z-3) = 0, i.e,
3x+2y+z-10 = 0.

Exemple 7 Les plans horizontaux sont d'équation z = ¢; les plans
paralléles au plan yoz sont d'équation x = a et les plans paralléles au
plan xoz sont d'équation y = b.

Exemple 8 Déterminer I'équation du plan passant P par les 3
points 1{1,0,0}, J{0,1,0) et K(0,0,1).

Solutien. On connait des points du plan P mais il faut déterminer un
vecteur normal & P. Un tel vecteur n s{(a,B,y} est un vecteur qui est
a la fois orthogonal & 1J(-1,1,0) et 1K(-1,0,1). Les nombres o, B, v
sont donc solutions du systéme

-a+ff =0
-o+y = 0

ce qui donne o = § = . Par exemple, on peut prendre ?1)~_—(1,1,1);
d'oll I'équation de P:
1(x-1)+1(y-0)+1(z-0) = 0 soit x+y+z = 1

Exemple 9 Les plans suivanis sont-ils paraliéles, orthogonaux,

égaux?

vectoriel

Pyi-2x-3y+42+1=0
PorBx+9y-82+7=0
Pgix +3y2-22-m=0
Pgix+2y +2z=0.

Répp1 ”PS ;P-l =P3 ssim= /2 ; P1 J_P4

Dans I'exemple 8, nous avons eu besoin de déterminer un vecteur 7
qui soit orthogonal & deux vecteurs donnés U et v . Plutdt que de
chercher n comme | nous_l;avon-s fait, on peut prendre pour n le pro-
gyit_)vectoriel de u et v . le produit vectoriel da U et v, noté
uav , est le vecteur
aa' aa'
cc’ cc' bbb )
Régle mnémotechniqus: on dispose les ¢omposantes de U etV en
colonnes dans un tableau

a a'

b b'

cc'
Pour | = 1,2,3, la i-idme composante de uav est alors le détermi-
nant 2x2 obtenu en barrant la i-éme ligne du tableau, affecté du
signe - pour i = 2 (et du signe + pour i = 1,3).
Noter qu'a la différence du produit scalaire, le produit vectorisl de
deux vecleurs est un yecteur,

uav ={ , - .




THEOREME 2.3

Le produit vectoriel TV de U et V ales propriétés suivantes:
(i) WAV est un vecteur orthogonal aux devx vecteurs Tetv.

{iiy Le produit vectoriel UAV est le vecteur nul ssi les vecteurs U et
v sont paralléles.

Démong}trg}lg_p. (i)_}Orl)vé_;ifie sans peine que les produits sca-
laires (Uav ). u et {(uav )y sont nuls,
(i) C'est exactement ce que dit ia note suivant l'exemple 3 en §2.1.

Exemple 10 Pronons comme dans l'exemple 8, T = (1,1,0) ot V¥
= (-1,0,1}. on trouve alors uav = {1,1,1).

Généralisation. La formule
-

(*) cos(g) = ——

Qv

donnant le cosinus de l'angle formé par les deux vecteurs VetV
est également valable dans l'espace a 3 dimensions. On peut obtenir
le sinus de 6 gréce au produit vectoriel. Précisément, on a (Cf.

Exercice 70) N

*") sin@) = ~——
hu (v i
Exemple 11 Pour T = -1,1,0) ot vV o= {-1,0,1), on trouve

cos(8) = 1/2 et sin{e) = V32, ie., 6 = 60°.

2.3 Sphéres et gutres surfaces simples.

DEFINITION 2.4 Soient A(X,Y,.2,) un point et r>0; la sphére de centre A

zd
Y
) 2:)("4-7':'
AL
* b4
Z'.tzx.z-o—y’-

et de rayon r, noté S(ar) , est l'ensemble des points M a
distance r du point A ; Le., :

Say ={M e R3|dAM) = 1.
Un point M(x,y,z) est sur la sphére S(A[r) ssi ses coor-
données %,y vérifient

(x-xg)2+(y-y5)2+(2-24)%= 12
On dit que Cest l'équation de la sphére S({A,r).

Exemple 12 La sphére S(0,r) centrée au peint origine O et de
rayon r est d'équation x2 + y2 4+ 22 = 12

Plus généralement, on appelle surface d'équation F(x,y,z) = 0
'ensemble de tous les points M(x,y,z) dont les coordonnées x,y,z
sont liées par la relation F(x,y,z) = 0.

On vient de donner la forme générale de I'équation d'une sphére.

Les plans sont d'équation de la forme ax+by+cz+d = 0. Voici
d'autres exemples de surfaces qui reviendront par la suite.
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2.4 Courbes dans |'espace.

2.5 Droites dans l'espace.

+ Le paraboloide de révolution d'équation z = a(x2+y2) (a # 0).
» Le double céne de révolution d'équation 22 = a(x?+y?) (a > 0).

» Le "cone de Cobb-Douglas” d'équation z-Vxy = 0.

[Dans le modéle économique de Cobb-Douglas, la production obtenue
Q, la main d'oeuvre employée L et le capital utilisé K sont reliés par
une relation du type Q = y K*L1-®, Pour un tel modéle, les points
(K,L,Q) sont des points d'une surface conigue du type ci-dessus
(L'exemple donné correspond & la valeur 1/2 du paramétre a).]

En général, lintersection de deux surfaces est une courbe dans
'espace. Une telie courbe est donc définie par 2 équations en
x,y,2. Précisément, si S1 et 82 sont deux surfaces d'équations
respectives Fy(xy,z) = 0 et Fp(x,y,z) = 0, la courbe inter-
section C = 810 S2 est d'équations
{F1(x,y,z) =0
Fo(x,y,2}) = 0

Exemple 13 La courbe C intersection du double cdne de révolution

d'équation z2-x2-y2 = 0 et d'un plan horizontal z = ¢ est d'équation

2,y2 - ¢2

{zz_xz_yz -0
= C

s = c ou, de fagon équivalente {;

La courbe C est donc un cercle dans le plan horizontal z = ¢, le
cercle centré au point A(0,0,c) et de rayon [c|.

Attention! x2+y2 =¢2 est I'équation d'un cercie dans le plan,
mais dans l'espace, ¢'est P'équation d'une surface, précisément d'un
¢ylindre circulaire.

Exemple 14 Déterminer la courbe C inlersection des deux sphéres
S(A4,2) et 5(A,,2) ou Aq= (0,0,1) et A5=(0,0,-1).
x‘?+y2 =3

A = cercle du plan Oxy de centre O, de rayon Vs,

Rép. C:

Exemple 15 Déterminer la courbe C intersection du paraboloide de
révolution z-x2-y2 = 0 avec les plan verticaux x = a ety = b,

Une droite dans l'espace est l'intersection de deux plans non
paralléles; une droite peut donc est étre définie par 2 équations
de plan. On appelle équation cartésienne d'une droite dans l'espace
tout systéme de 2 équations de plan définissant cette droite.
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Exemple 16 Les trois axes de coordonnées QOx, Oy, Oz sont res-
pectivement d'éguations

y =0 x =20 X =0
z=0"z=0"ly =20"

D'autre part, une droite peut également é&tre définie, comme
dans le plan, par un polr)ﬂ et un vecteur directeur: si
A(X4.¥q:2o) €8t un point et u = (a,b,c) un vec_t;eur non nul, la
droite D = D{A;u ) passant par A et paralléle 2 u est l'ep_)sembl:e)
de tous les points M du plan tels que les vecteurs AM et u
soient paralléles. C'est-a-dire,

D={MecR2|3tcRtq AM=tu}.

Comme en §1, on obtient I'équation paramétrique de D

X = xo+ta
Yy = y,+tb
zZ = zo+tc

(i.e., coord. de M = coord. de A + comp. de t:).

On obtient I'¢quation cartésienne de D en éliminant { de
I'équation paramétrique.

Exemple 17 Déterminer I'équation paramétrique et I'équation
cartésienne de la droite (AB) passant par les points A(-2,1,3) et
B(2,3,1). Déterminer I'équation du plan médiateur de [A,B], i.e. du
plan orthogonal & (AB) et passant par le milieu des points A et B
{Faire une figure).

Inversement, pour obtenir I'équation paramétrique d'une droite
a partir de son équation cartésienne, on résout le systéme des 2
équations en considérant une des inconnues (x, y ou z) comme
un paramétre .

Exemple 18 Déterminer un point et un vecteur directeur de la
droite D d'équation cartésienne
X+y+z = 3

X+2y-2 = 0 °
Solution. On pose z = 1. Le systéme conduit a
X = 6-3t
y = -3+2t
zZ =1

.._)
Le point A(6,-3,0) est donc un point de D et u = (-3,2,1) un vec-
teur directeur.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS. GENERALITES.

§1. FONCTIONS DE N VARIABLES.

1.1 Définitions et exemples.

La notion de fonction est naturelle: elle apparait & chaque fois
que l'on cherche a décrire quantitativement un phénoméne ol
une quantité mesurable dépend ou est fonction de un ou
plusieurs facteurs mesurables ou variables. Si n facteurs
Xq:---1X,, interviennent on dit que a est fonction des n variables

XqreenrXp et on écrit @ = a(Xy,...,x,).

Exemple 1 Les fonctions de la variable "temps” sont nombreuses.
Ainsi, la distance | parcourue par une automobile roulant & vitesse
constante v dépend de la durée t du trajet; | = l{t) est une fonction
de la variable t. Cette dépendance peut étre explicitée: pour des
unitds de temps et de distance bien choisies, on a I{t) = vi. De
méme, une pierre lachés dans un puils verical, se trouve, t se-
condes aprés, & la profondeur h = 1/2 gt2 (en matres pour g =
9,81...); h = h(t} est egalement une fonction du temps t.

Exemple 2 La surface s d'un caré est fonction s{l) de la longueur
de son ciié; en revanche, la surface S d'un rectangle est fonction de
2 variables, sa longueur L et sa Jargeur I. On a s = s{l) = 2 etS =
S(LB = LL

Exemple 3 "Plaque métallique chauffée a I'origine”™ Une
plague métallique est chauffée en un point O. La température d'un
point M de cette plaque dépend de sa position par rapport & O qui est
déterminée par les coordonnédes x et y de M selon deux axes Ox et
Oy tracés sur la plague. On a donc T = T{x,y} mais la dépendance
n'est pas aussi facile & expliciter que dans les exemples précédents.

Exemple 4 Selon la fonction de production de Cobb-Douglas, |a
production Q s’exprime comme fonction Q = Q{K,L) d{J capital K et de
la main d'oeuvre L selon la formule Q(K,L) = y K* L' (oll @ € [0,1]
et v 2 0).

Dans chacun de ces exemples est mise en évidence une relation
entre quantité étudiée et variables ol la connaissance des va-
riables détermine la quantité étudiée. Ainsi, la connaissance de
la longueur et de la largeur d'un rectangle détermine sa sur-
face. On appelle fonction la correspondance

variables — quantité étudiée.
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DEFINITION 1.1 On appelle fonction de n variables la donnée f d'une corres-
pondance

(XqsaXpn) = HXq,0x) (x4 r-Xp) € E)

associant & tout n-uplet (Xq,...,X,) d'un sous-ensemble E de
R" ., un unique nombre réel f(xy,...,x,) , appelé valeur de f
au point (Xy,....X,).

La notation suivante est également souvent utilisée pour la
fonction f:

f_{ E - R
(X g5 Xn) = f{xq,.0x,)

L'ensemble E s'appelle le domaine de définition de la fonc-
tion f. Trés souvent, il n'est donné qu'implicitement dans la dé-
finition de f. Ainsi, dans l'exemple 2, E est I'ensemble R, xR,
des couples (L,)) ol L et | sont positifs; en effet, longueur et
largeur d'un rectangle sont des nombres positifs. Quand aucune
contrainte due & la nature du probléme n'apparaft, le domaine de
definition est I'ensemble de tous les n-uplets (X4sme0sX,) pOUF
lesquels P'expression f(xy,...,x,) a un sens. C'est le cas no-
tamment quand ia fonction f est définie par sa valeur f(x1,...,xn)
en un point générique (x4,...,x,). Il est alors d'usage de noter Dy
le domaine de définition de f .

Exemple 5 La fonction "surface du carré” de I'exemple 2 est la
fonction | — 12 (I 2 0) ; son domaine est R 4~ Mais la fonction | — 2
est définie sur R tout entier.

Exemple 6 La fonction f définie par f(x) = 1/x a pour domaine
l'ensemble D¢ = R, Ja fonction g(xy) = 1/(x2+y2) a pour domaine
I'ensemble Dg =RZ\ {(0,0)}.

Exemple 7 La correspondance

-8 six< -2
x->1x3 si-2<x<2

8 si x > 2

définit une fonction d'une variable. De telles fonctions, définies par
différentes expressions sur des domaines disjoints sont dites
"définies par morceaux®.

Un nombre réel z est une valeur prise par la fonction f s'il
peut s'écrire sous la forme z = f(xq,....x,}. L'ensemble
image de la fonction, noté Dy}, est 'ensemble de toutes les
valeurs prises par la fonction sur le domaine; c'est-a-dire:

f(D) = { 5%qeuiXy) | (XqoenXy) € Dy b,
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L'ensemble image est un sous-ensemble de R. De fagon plus
géneérale, pour | sous-ensemble de Dy, on définit I'ensemble
image de | par f, noté f(l), comme l'ensemble de toutes les
valeurs prises par f sur I; ¢'est-a-dire:

1) = { H0xg0eeiXy) | (XqaeenX) € B

Exemple 8 L'ensemble image de la fonction f{x) = x2 est
I'ensemble de tous les carrés de noinbres réels; c'est 'ensemble R ..
L'ensemble image de lintervalle | = [2,3[ est I'ensemble de tous les
carrés de nombres réels compris entre 2 et 3 et différents de 3 i.e.,
f([2,3)) = [4,9{. On obtient de fagon analogue {([-2,3]) = [0,9].

Exemple 9 Soit f(x,y) = x2-y2. Montrer que {Dp) = R.
Déterminer ensuite I'ensemble f(D(O,1)) image par f du disque unité
DO.1) = { x2+y2 <1},

=f(Ve,0 i¢ >
Solution. Scifce R.Ona {c f(\/c,i) S,l ©=20
c=f(0,‘\/-c) siec< 0

D'ot f(Dy) = R. Montrons maintenant que f(D(0,1)) = [-1,1]. Dans le
raisonnerment précédent, si |¢| < 1, alors les points

(V1cl,0) et (0,V[c])
sont dans le disque D(O,1). Cela montre que {(D(O,1)) o [-1,1].
Montrons inversement que [-1,1] > {(D{O,1)). Soit {xy) ¢ D(0,1).
On a x2+y2 < 1; en particulier, 0 < x2 <1 et 0 < y2 < 1. Dol

-1 < fixy) = x2-y2 <1,
c'est-a-dire flx,y) e [-1,1].

1.2 Représentations du domaine de définition.

Une variable l.e domaine de définition d'une fonction d'une variable est un

Deux variabhles

sous-ensemble de R; généralement, on peut I'écrire comme une
réunion d'intervalles.

Exemple 10 Déterminer le domaine de définition des fonctions sui-
vantes:

@ ) = Yx + 1V 2+x (d) f(x) = \/ 1V 1-x2
(b} f(x) = Log @L:) (e} i(x) = e~1/Log(x}
(©) 1(x) = (;_—%})1 /2 M fx) = Vx2+2x-3

Le domaine de définition d'une fonction de 2 variables est un
sous-ensemble de RZ, Le., une partie du plan Oxy. En général,
c'est graphiguement qu'on en a la meilleure représentation.

Exemple 11 Déterminer et représenter graphiquement le domaine
de définition des fonctions suivantes:
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1.3 Opérations.

(@) f(xy) = xy/(x2+y?) M fooy) = Vxey21 + V 4-x2.y2

(b) f(x.y) = x/{2x-4y+1) (g) fixy) = \/2x-x2-y2
(c) flxy) = ¥Yx+y (h) f{xy) = '\/36'4x2-9y2
(@) fixy) = V1-x2 i) fxy) = 2oalx+1)
| (4-xy)1/2
(o) fxy) = (xy-1)1/2 0 fxy) = lﬂmﬁ?
(x-y<)

Deux fonctions de n variables s'ajoutent, se mulliplient, se
divisent de fagon naturelle. Si f et g sont deux fonctions de n
variables,

+ la somme f+g est la fonction
(Xq5Xp) = x4 e X )+ (X0 X )
définie en tous les points {x,,...,x,} ol f et g le sont. On a donc

Df“'g =Dfﬁ Dg

+ le preduit fg, est la fonction
(Xq:0-0Xp) = f(Xq, X} (Xy 0 x,)
définie en tous les points (x, »--sXpy) OU f € g le sont. On a done

+ le quotient f/g est la fonction

(Xq5--00Xp) = f(Xg X 19X, xy) 4
définie en tous les points (xy,...,x,) ol f et g le sont et ou
9(X{.-Xp) # 0. On a donc

Dyjg = Dy 1 Dg M { (g 1%p) | Gy senerk) = O }

Exemple 12 Déterminer et représenter graphiguement le domaine
de definition de la fonction /g ol f(x,y) = xy et g(x,y} = Log(xy).

La composition est une opération un peu plus délicate. La

fonction composée fog n'a de sens que si f est une fonction d'une

seule variable v — f(u). La fonction fog est alors la fonction
(Xq1.-X0) = Hg{xq,.0xp) ]

On notera que si f et g sont toutes deux des fonctions d'une va-
riable, les deux composées fog et gof sont définies mais sont
distinctes. '
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Exemple 13 (a) Soient f(x} = x+1 et g{x} = 2x+1. Montrer que les
fonctions fog et gof sont distinctes,

(b) Soient f(x) = sin{x) et g(x) = V1-x2
ensembles Dfog et Dgof sont distincts.

Montrer que les
Exemple 14 Soit f{x) = 1/{1-x). Déterminer fof, fofof et de fagon
générale N = fof...of pour n entier positif.

Exemple 16 Soit f{x,y) = Log(e(x+Y)3+1). La fonction f est composée

des fonctions "élémentaires” suivantes: g: (x,¥y) — Xx+y, h:u — us,
jv—= e, kiw— w+l et I:t— Log(t). On a f = lokojohog.

§2. GRAPHE D'UNE FONCTION.

2.1 Graphe d'une fonction d'une variable,
Considérons une régle métallique graduée chauffée en fune de
0f— ——m ' ' ses extremités O. La temperature T d'un point de la regle dépend
ﬁ— ' de sa distance a O, notée x. Il n'est pas facile de donner une
formule pour la fonction T = T(x); en revanche, on en a une
représentation graphiqUe intuitive assez bonne.

On a obtenu la figure ci-contre en reportant sur le plan R?
tous les points de coordonnées (x,T(x)) pour x variant entre 0
et la longueur de la régle. Le graphe ou courbe représentative
d'une fonction quelconque est défini de la méme fagon.

DEFINITION 2.1 Soit f une fonction d'une variable. On appelle graphe de f,
lensemble G; de tous les points du plan R? de coordonnées
(a,f(@a)} oi a wvarie dans Dy ; c'est-a-dire: '

Gy ={ M(aia)) {ae Dy}

Le graphe Gy est une courbe plane; elle est d'équation y = f(x)
(avec x € Dy).

Exemple 1 Graphes des fonctlons "simples

{a x> 0etx— 1 (b)x - xetx - -x
(c)x-;xaetx—>x3 {d) x - |x
(e) x —» 1/x {fl x - Vx
AN . A~
A ") <
-x x :

|

o

> >
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Exemple 2 Le graphe d'une fonction {(x) = ax+b est la courbe
d'équation y = ax+b; c'est donc la droite de pente a et passant par le
point A{0,b). C'est une droite horizontale ssi a = 0, i.e., ssi la fonc-
tion f est constante.

Exemple 3 Représenter le graphe des fonctions suivantes.

(a) f(x) = 2x+1

(b) o{x) = |x-1|+]x-2]+]2x]

(c) h{x} = [x] {(ob [x] désigne la partie entiére de x, l.e., le plus
grand entier inférieur & x).

Test des verticales Soit f une fonction et a ¢ D;. Le seul point du graphe G;
d'abscisse a est le point de coordonnées (a,f(a)). Autrement dit,
il ne peut y avoir deux points distincts de méme abscisse sur le
graphe d'une fonction. Cette propriété, qu'on appelle test des
verticales et qui caractérise les graphes de fonctions, peut
encore s'énoncer de la fagon suivante:

PROPOSITION 2.2 Une droite verticale ne peut couper le graphe d'une fonction
qu'en au plus un point.

Ainsi, un cercle n'est pas le graphe d'une fonction car il ne
T satisfait pas le test des verticales. En conclusion, le graphe
d'une fonction est une courbe plane, mais inversement, une
courbe donnée n'est le graphe d'une fonction que si elle passe
positivement le test des verticales.

s

Note. Une droite verticale x = a peut ne couper le graphe d'une
fonction en aucun point. En fait, ¢'est le cas ssi a ¢ D.. Par exemple,
fa droite x = 0 ne coupe pas le graphe de la fonction x — 1/x.

2.2 Graphe d'une_fonction de 2 variables.

On a également une représentation graphique intuitive de la
fonction température T(x,y) de l'exemple 3 du §1 (plague
métallique chauffée & l'origine). On a introduit ci-contre un
troisiéme axe Oz; le graphe est alors I'ensemble de tous les
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DEFINITION 2.3

points de l'espace de coordonnées (x,y,T(x,y)). Le graphe ou
surface représentative d'une fonction quelconque est défini de la
méme fagon.

Soit f une fonction de 2 variables. On appelle graphe de f,
lensemble G; de tous les points du plan R3 de coordonnées
(a,b,f{ab)) ou le point m{ab) varie dans D;; c’est-a-dire:

Gy = { M{a,b,f(a,b}) | m(a,b) e Dy}

Le graphe G; est une surface dans lespace; elle est d'équation
z = f(x,y) (avec (x,y} € Dy).

Pour une fonction de 2 variables, il convient donc de distin-
guer, d'une par, la représentation dans le plan RZ de son do-
maine de définition, et d'autre part, !a représentation dans
l'espace R3, de son graphe.

Za

) NS
Y A

xW

Repre‘schrlrmn dt Dg
dang R

Regréstnl’z"-on de GB dans Rr>

Dés que. 'on dépasse 2 variables, il devient plus difficile de
représenter graphiquement les fonctions. Le graphe d'une
fonction de 3 variables, par exemple, est une variété géomé-
frique de l'espace a 4 dimensions R4.

Exemple 4 Soit f(x,y) = x3-y2. Donner les coordonnees de plu-
sieurs points sur le graphe G; de f. Les points suivants sont-ils sur
Gg A(1,2,3), B(2,3,-1), C(4,8,0)?

Exemple 5 Le graphe G; d'une fonction constante (x,y) = ¢ est le
plan horizontal d'équation z = ¢.

Exemple 6 Le graphe Gy de la fonction f{x,y) = y est le plan
d'équation z = y. Plus généralement, le graphe d'une fonction du type
f(x,y) = ax+tby+c est un plan, le plan d'équation z = ax+by+c.
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Test des verticales

PROPOSITION 2.4

Exemple 7 Soit f(x,y) = x2+y2. Son graphe Gy est le paraboloide
de révolution z = xé+y2.

Exemple 8 Soit f(x,y) = y2. Les points d'abscisse x = 0 sur G
sont les points de coordannées (0,y,y2), i.e., les poinis de la para-
bole z = y2 du plan vertical x = 0. La fonction ne dépendant pas de x,
le méme raisonnement vaut pour x = a quelconque. C'est-a-dire: on
obtient le graphe G; en dessinant la parabols z = y2 sur tous les
plans verticaux x = a. D'olr la figure ci-contre; la surface obtenue
est un paraboloide cylindrigue.

Exemple 9 Le graphe Gy de la fonction f(x,y) = '\j1-x2-y2 est
d'équation

2,v2,52 _
z=V1-x2y2  ou de fagon équivalents {: ;yo 2% = 1
C'est donc la demi-sphére située dans le demi-espace supérieur z > 0.

La sphére compléte n'est pas le graphe d'une fonction de 2 va-
riables. En effet, pour qu'une surface donnée soit le graphe
d'une fonction de 2 variables, il faut et il suffit qu'elle satis-
fasse le test des verticales: si m(a,b) e Dy, le seul point de Gf
au dessus de m est le point M{a,b,f{a,b)). Autrement dit

Toute droite verticale ne peut couper le graphe d'une fonction
de deux variables qu'en au plus un point.

2.3 Relation d'ordre et graphes.

Soient f et g deux fonctions de n variables. On peut les comparer:
si E est contenu & la fois dans D; et dans Dg. on dira que f = g sur
E si pour tout (x4,...,x,) dans E, on a

f{Xq0eeXp) 2 9(Xq0eiXp)-
Geéométriquement, f = g sur E signifie que E, le graphe Gydef
se situe au dessus du graphe Gg deg.

Exemple 10 Soient f(x) = x2 et g(x) = x. On a { 2 g sur J-e,-1]
et sur [1,+<[ mais g = f sur [-1,+1).

‘Exemple 11 Soient f(x,y) = x2+y2, g(x,y) = 0, h{x,y) = 2xy et

k{x,y) = 2x. Montrer que f = g et f 2 h sur R<. Déterminer les par-
ties de R2 sur lesquelles f = k et celles sur lesquelles k > {.
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§3. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES GRAPHES DE FONCTIONS.

31quszt9_me_ﬁ.m9_\muab_el

DEFINITION 3.1

.'3/ \”“

[ et sur 3,41 ok deermt e [15]

THEOREME 3.2

Une des premigres choses que l'on peut dire de la courbe re-
présentative d'une fonction d'une variable, c'est qu'elle "monte”
ouw/et qu'elle "descend”. Cela renvoie a la notion de fonction
monotone sur un intervalle.

Une fonction x —» f(X) est dite croissante (resp. décroissante)
sur un intervalle | inclus dans Dy si pour tous a et b dans
l, on a

asb= f(a) < f(b)
(resp. a< b = f(a) 2 {(b)).

On obtient la définition de “strictement croissante” (resp.
“strictement décroissante”} en remplacant les inégalités par
des inégalitiés strictes. La fonction [ est dite (strictement)
monotone sur | st elle est soit (strictement) croissante soit
{stricternent) décroissante.

Une fonction f étant donnée, le probléme se pose alors de dé-
terminer les intervalles ol f est monotone. La théorie des
fonctions dérivées conduit au résultat suivant.

Soit f une fonction dérivable. Alors f est croissante (resp.
décroissante) sur les intervalles ot la dérivée f ne prend que
des valeurs 20 (resp. <0).

Le probléme précédent est donc ramené a celui de déterminer le
signe de f.

Exemple 1 Soit f(x) = x2-x; f{x) = 2x-1. la fonction f est donc
croissante sur [1/2,+e[ et décroissante sur ]--,1/2].

3.2 Propriétés de symétrie (une variable).

A

M’ M

--.-n -----

I \/‘\>

Soit f une fonction d'une variable. Dire que son graphe est syme-
trique par rapport & l'axe Oy, c'est dire que pour tout X e Dy, les
points du graphe G; d'abscisse x et -x ont méme ordonnée, i.e., que
f(x) = f(-x), pour tout x e D;. Une fonction qui a cette propriété
est dite paire.
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da-x

Exemple 2 x - x2, X - |x|, X - cos(x) sont des fonctions paires.

Dire que le graphe d'une fonction f est symétrique par rapport
au point origine O, c'est dire que pour tout x € Dy, les points du
graphe G; d'abscisse x et -x ont des ordonnées opposées (voir
figure ci-contre), i.e., que f(-x} = -f(x), pour tout x D.
Une fonction qui a cette propriété est dite impaire.

Exemple 3 x = x, x - X3, x - 1% x = sin{x} sont des fonc-
tions impaires.

Exemple 4 Déterminer si les fonctions suivantes sont paires, im-
paires.

(a) x —» sin(x)/(x3+x) d) x > (sin{x))?
(o) x - xB+5x4+3x2+1 (8 x — (sin{x)cos(x))/(x]x|)
(©) x - sin(x2) () x > sin(sin(x)).

Exemple § Déterminer toutes les fonctions paires (resp. impaires)
de la forme x — ax+b.

Ces propriétés de symétrie se généralisent. La droite verticale
x = a est axe de symétrie du graphe G; ssi pour tout x e Dy,
ona

f(2a-x) = f(x)

Le point A{a,b} est centre de symétrie du graphe Gy ssi -
pour tout x € Dy, on a

f(2a-x}) = 2b-f(x)

On notera que si une telle propriété de symétrie a lieu, il suffit
d'étudier f sur la moitié de son domaine, par exemple [a,+e[.

Exemple 6 Vérifier que la droite x = 1 est axe de symétrie de la
fonction f(x} = x2-2x.

Exemple 7 Vérifier que la droite x = 2 est axe de symétrie de la
fonction f(x) = |x-1|+|x-3]. Montrer plus généralement que si g est
une fonction quelconque, le graphe de la fonction f(x) = g(x)+g(2a-x)
admet la drolte X = a comme axe de symétrie.

Exemple 8 Vérifier que le point A(1,-2) est centre de symétrie de
la fonction définie par f{x) = x3-3x2. Méme question avec A(3,2) et
f(x) = {2x-1)/(x-3).

Les formules de définition sont toujours faciles & vérifier
quand on connait par avance l'axe ou le centre de symétrie. Mais
ces formules sont a proscrire quand on cherche & déterminer
s'il y a axe ou centre de symétrie. il y a plusieurs exemples
classiques & connaitre: ainsi, les fonctions f: x — ax2+bx+c
(ol a » 0) dont le graphe est une parabole, admettent pour axe
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de symétrie la droite verticale passant par lI'extremum de §,
i.e., la droite x = -b/2a (Cf. Exemple 6); le graphe d'une
homographie fi x — (ax+b)/(cx+d) est symétrique par
rapport au point d'intersection A(-d/c,a/c} des asymptotes
(Cf. Exemple 8). Ces exemples seront revus au Ch.3.

3.3 Peériodicité (une variable).

7 T
—

\ A LA/
A

3.4 Fonctions bornées.

Soit T # 0 un nombre réel. Une fonction f est dite périodique
de période T si pour tout x € Dy, les points du graphe G
d'abscisse x et x+T ont méme ordonnée, i.e., si pour tout x e
Dpona

H(x+T) = f(x).

Le graphe G;d'une fonction périodique de période T reste in-
changé si on le translate de T unités ie long de I'axe Ox.

Exemple 9 Les fonctions sinus et cosinus sont péricdiques de pé-
riode 2.

Exemple 10 Représenter les deux fonctions x — [x] et x — x-[x].
Montrer que la seconde est périodique.

Si T est une période de f, 2T, 3T, -T et plus généralement nT
pour n € Z en sont d'autres. Mais il est avantageux d'en con-
naitre une plus petite possible dans R;. On notera aussi qu'il
suffit d'étudier une fonction périodique de période T sur
n'importe quel intervalle de longueur T.

Exemple 11 Etudier la périodicité des fonctions suivantes (on
cherchera une plus petite période possible dans R ‘

{a) x — [sin{x}| (d) x -» sin(2x)+sin(6x)
{b) x = sin(3x) (e) x - 2x-[2x]
{c) x < sin{2xx) (x> cos(2x+3)

Une fonction f(x4,...,x,} est dite majorée (par un nombre
reel M) sur un sous-ensemble E si toutes les valeurs prises
par f sur E sont inférieures & M ; c'est-a-dire:

(V (Xq,.0xp) € EXH(Xq,...x,) £ M)

On obtient ia définition de "minorée” en changeant le sens de la
derniére inégalité. La fonction f(xy,.-.,x,,) est dite bornée sur
E si elle est & la fois majorée et minorée sur E; c'est-a-dire:

@ MM € R)Y (X),.X,) € EXM £ f{Xg,0X,) M)

Géométriquement, une fonction d'une variable f(x}) est majorée
(resp. minorée) sur E si son graphe reste au dessous {resp. au
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3.5 ncti s

dessus) d'une droite horizontale fixe sur E. Pour des fonctions
de deux variables, il faut remplacer les droites horizontales
par des plans horizontaux: par exemple, une fonction f(x,y) est
bornée sur son domaine si son graphe est coincé entre deux
plans horizontaux.

Exemple 12 Les fonctions sin et cos sont bornées sur R, supérieu-
rement par +1 et inférieurement par -1.

Exemple 13 La fonction 1/% n'est ni majorée ni minorée sur R
mais olle l'est par exempie sur lintervalle [1,2]. La fonction de 2
variables f{x,y) = exp(-x<-y ) est bornée sur R2 par 0 st 1.

DEFINITION 3.3 Une fonction f(Xq,...X,) est dife homogéne de degré ke R

THEOREME 3.4

si pour tout (X{,...Xp) € Df et fout nombreréel t1>0,0na
F(1X g pestX) = K £(Xq,0mXp)
K S‘appelle le degré dhomogénéité de f.

Exemple 14 Montrer que les fonctions suivantes sont homogénes.
Déterminer leur degré d’homogénéité.

(@) x —» xK (d) (xy) > tgly/x)
(b) (xy) — x3+2y3-3xy2 (@) (xy) = (x3+2y3)1/3
(€) (xy.2) = (xy+yz+zx)/(x+y+2) (D (xy) = x*y1-% (o e ]0,1]).

Pour t e R . hotons hy I'homothétie centrée & l'origine et de
rapport 1. De fagon précise, h, est la transformation

M(x,y,z) - M'(tx,ty.tz).

Les fonctions homogénes de degré 1 ont la propriété suivante.

Le graphe d'une fonction f(x,y} homogéne de degré 1 est in-
variant par toute homothétie hy.

Exemple 15 La fonction f(x,y) = x*y1-® est homogéne de degré 1.
Son graphe est un cone de Cobb-Douglas; il est invariant par toute
homothétie.

Démonstration. Soit P(x,y,f(x,y)) un point quelconque du graphe
Gj. Son image par h; est le point P'(tx, ty,tf(x,y)) Il s’agit de voir
que le point P' est encore un point du graphe, i.e., que ses coordon-
nées satisfont I'équation de G

3&me coord.= f{(1ére coord.,2éme coord.),
i.e., que tf(x,y) = #{tx,ty).
Cette égalité traduit exactement Thomogénéité de degré 1 de §.
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§4. FONCTIONS

IMPLICITES.

4.1 Une varjable
Y A
¢ ]
X
G

DEFINITION 4.1

Exemple 1 Considérons la parabole verticale C, d'équation 3y-x2 = 0.
La courbe C, est le graphe d'une fonction d'une variable: en efiet, C

satisfait le test des verticales. Pour trouver de quelle fonction c'est le
graphe, il suffit de résoudre en y I'équation 3y-x2 = 0. C, est le graphe
de la fonction y{x} = x2/3. On dit que l'équation 3y-x2 = 0 définit im-
plicitement y en fonction de x {ou définit une fonction implicite y(x)).

A linverse, la parabole horizontale C, d'équation 3x-y2 = 0 n'est pas
le graphe d'une fonction d'une variabie: C, ne satisfait pas le test des
verticales; on ne peut pas résoudre en y de fagon unigue I'équation 3x-
y2 = 0; par exemple, pour x = 3, I'équation a les deux solutions 3 et -3.
L'équation 3y-x2 = 0 ne définit pas implicitement y en fonction de x.

Une relation (ou équationy F(x,y) =0 entre x et y définit
implicitement y en fonction de x (ou définit une fonction
implicite y(x)) si

(") pour tout x € R, l'équation F(x,y) = 0 a au plus une solu-
tion y(x)

fen gros, st F(x,y) = 0 se résout en y de _fagon unigue).

On se rappelera la motivation géométrique: la relation F(x,y) =
0 définit une fonction implicite y(x} ssi la courbe C d'équation
F(x,y) = O satisfait le test des verticales. La courbe C est alors
le graphe de la fonction y(x).

Exemple 2 Etudier si les relations suivantes définissent implicite-
ment y en fonction de x.

(a) 293";!( -5=0 {c) xy-x =y
(b) 263Y°X .50  (d) x = ly|

Si la relation F(x,y} = 0 se résout en x de facon unigue, on dit
que la relation F(xy) = 0 définit implicitement x en fonction
de y (ou définit une fonction implicite x(y)). On notera que si
on laisse x en abscisse et y en ordonnée, la condition géomé-
trique pour que F(x,y) = O définisse implicitement x{y} est
cette fois le test des horizontales: aucune droite horizon-
tale ne doit couper la courbe C d'équation F(x,y) = 0 en plus
d'un point.

Exemple 3 Etudier si les relations suivantes définissent implicite-
ment y(x) ou/et x(y).

(a) x2-y2 = 1 (©) y2xy = 1
2x+y 1y

b =2 dy L =

{b) xy2 {d) Log{x) 1+\,;
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4.2 n variables,

Solution. (c) L'équation ne définit pas implicitement y{x): en effet,
pour x = 0, P'équation a deux solutions, 1 et -1. En revanche,
I'equation définit implicitement x(y): x{y} = (y2-1)ly.

De fagon générale, on dit qu'une relation F{X{seuXpsXpyq) =0
entre n+1 variables xy, ..., %X, ¢ définit implicitement Xn+1
en fonction de xq,..,x, (ou définit une fonction implicite
Xt (Xq:--0%Xp)) si

{(**) pour tout Xq,...,x,, I'équation F{Xq,-iXpsXp41) = 0 @ au
plus une solution Xn4+1{X1r0Xp)

(en gros, si I'équation F(X4:..sXn:Xpn 1) = O se résout de fagon
unique en Xns1)-

Pour n = 2, on dispose, comme en §4.1, du test des verticales:
la relation F(x,y,z) = 0 définit une fonction implicite z(x,y)
ssi la surface S d'équation F(x,y,z}) = 0 satisfait le test des
verlicales. La surface S est alors le graphe de la fonction

zZ{x,y).

Exemple 4 Etudier si les relations suivantes définissent implicite-
ment z(x,y).

(a) x+2y+3z = 1 (d) x24y2422= (2
(b) z-x2= y24 1 (e) z2-x2.y2 = ¢
232 2 Mzy2 _
© pyyz = (e =3

§5. NOTION D'ANTECEDENT ET APPLICATIONS.

DEFINITION 5.1

Soit f une fonction de n variables. Soit ¢ un nombre réel. On
dit gu'un point (Xy,....Xp) dans le domaine D; est un antéce-
dent de ¢ par f si f(x1,...,xn) =C.

Exemple 1 Soit f(x} = x+1. Le nombre ¢ = 8 a un unique antécé-
dent: x = 7. Plus généralement, tout nombre réel y a pour unique
antécédent y-1.

Exemple 2 Soit f{x) = x2. Le nombre ¢ = 4 a 2 antécédents: 2 et 2.
Plus généralement, tout nombre reel y > 0 a 2 antécédents: Vy et -‘\/;.
Un nombre réel y < 0 n'a pas d'antécédent.

Exemple 3 Soit f(xg) = x2+y2. Les antécédents de 1 par f sont

les points (x,y) de R= tels que nombre x2+y2 = 1; ce sont donc tous
les points du cercle unité C{O,1).
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Injectiviteé

PROPOSITION 5.2
(Critére algébrique)

Note. L'ensemble des antécédents par f d'un nombre réel donné peut
étre vide, réduit & un point, 2 un nombre fini de points ou méme infini.

vari
Géométriquement, on obtient les antécédents d'un nombre réel ¢
par une fonction f d'une variable de la maniére suivante: on
trace la droite horizontale d'équation y = ¢; les antécédents de ¢
par f sont les abscisses des points d'intersection de cette droite
et du graphe G;.

Une fonction f est dite injective si tout nombre réel ¢ a au
plus un antecédent par f. De fagon équivalente, f est injective
si on ne peut pas trouver deux nombres distincts Xy et X5 ou f
prenne la méme valeur. On peut formaliser cette définition de
plusieurs fagons:

(i) (v ye R)(L'équation f(x) = y a au plus une solution x e Dy)
(i} 3 xq.xp & Dg| Xq x5 et f(xq) = f(x5)

(i) (V xq.xp € Dp) (Xg # X = f(xq) = f{x5) )

(v {V xq,xp € Dy} (f{xq) = f(xo) = xq = Xp )

Exemple 4 Les fonctions x — X2, X — IXl, x - O ne sont pas in-
jectives, Dans chacun des cas, on a par exemple 1(2) = f{-2).

Exemple 5 La fonction x — ax+b est injective si a 2 0. En effet,
'équation y = ax+b a pour unique solution x = {y-by/a .

Exemple 6 Montrer que la fonction x — {(2x+1)/(x-1) est ‘injec-
five, Tout nombre réel admet-il un antécédent?

Exemple 7 Montrer qu'une fonction qui posséde un axe de syméirie
n'est pas injective. ldem pour les fonctions périodiques.

Dans la pratique, on utilise un des 2 critéres suivanis. Le
premier, qui dérive de la définition (i), est celui utilisé dans
les exemples & et 6.

f est infective ssi l'équation f(x) = y (avec x ¢ D)) définit
implicitement X en fonction de .

X

3
Exemple 8 : La fonction x —

est elle injective?
5eX-2
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PROPOSITION 5.3
(Critere géométrique)

Généralisation

¥ - Y
\J./s Ugl&
I %

Ensemble image

PROPOSITION 5.4

Méthode des horizontales

lLe second est un critére géométrique; on l'appelle test des
horizontales pour I'injectivité:

f est infective ssi toute droite horizontale ne coupe le graphe
G; qu'en au plus un point.

gt —
~N_ | //

- NV
X

S \ﬁ\)“}.. V:

PR

Soit |-un sous-ensemble de Dy. La fonction x — f(x) avec la
contrainie (x e [) est appelée restriction de f & | et notée
fl;- Son graphe est la partie du graphe G; située “au dessus” de I.
Une fonction f sera dite injective sur | si la restriction f|; est
injective, c'est-a-dire si tout nombre réel ¢ a au plus un an-
técédent par f qui soit dans 1.

Exemple 9 La fonction {{x} = x2 nlest pas injective, mais les
fonctions flg+ et fig- le sont.

L'ensemble image f(D;) d'une fonction f est 'ensemble de toutes
les valeurs prises par f (Cf. §1.1). Notons que dire gu'un
nombre réel ¢ est une valeur de f revient a dire que ¢ a au
moins un antécédent par f. On deduit

Un nombre réel ¢ appartient & Uensemble image (D) ssi la
droite horizontale y =cC coupe le graphe G; en au moins un
point. L'ensemble tmage {(Dy) de f est donc lensemble des
nombres réels ¢ tels que la droite horizoniale y =C coupe le
graphe Gj en au moins un point.

De fagon pratique, on détermine [l'ensemble image f(Dy) a
partir du graphe de f de la fagon suivante: on fait glisser une
droite horizontale y = ¢ le long de Oy; (D) est I'ensemble des
"niveaux” ¢ oll cette droite coupe le graphe.
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Généralisation

Surjectivite

Exemple 1C Déterminer les ensembles image des fonctions défi-
nies par les graphes ci-dessous. Sont-elles injectives?

A

|~
C
¢
<

P

...

On peut également trouver algébriquement l'ensemble image
d'une fonction: on résout en x I'équation y = f(x); I'ensemble
image est alors 'ensemble de tous les nombres réels y pour
lesquels cette équation a au moins une solution.

Exemple 11 Déterminer algébriquement les ensembles image des
fonctions suivantes

(8) x - 1/x (6) X — (2x+1)/($<-1)

(€) x ~ x2+2x-3 {d) x — exp { fﬁ )

Solutlon. (c) L'équation X24+2x-3 = ¥y a au moins une solution ssi
le discriminant du trindme x2-2x+(3+y) = 0 est 20, i.e., ssi -2y
2 0. L'ensemble image est donc ]-=,-2].

Il est cependant beaucoup plus aisé d'utiliser la Proposition 5.4
plutdét que la méthode algébrique. C'est une des raisons pour
lesquelles il est important de savoir tracer le graphe d'une
fonction.

Soit | un sous-ensemble de Dy. L'ensemble (I} image de | par f
est I'ensemble image de la restriction fl;. C'est donc I'ensemble
de tous les nombres réels ¢ tels que la droite horizontale y = ¢
coupe le graphe G; en au moins un point d'abscisse dans .

.Exemple 12 Déterminer les ensembles f(I} des fonctions de

l'exemple 10 pour | = R, =R, | = [24e], | = }2,4<0[.

Une fonction f est dite surjective sur | si l'ensemble f({l) est R tout
entier (on dit seulement "surjective” quand | = Dy). La fonction f est
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Réciproque d'une jnjection

surjective sur | si tout nombre réel ¢ s'écrit ¢ = f{x) avec x € |, ou
encere sl toute droite horizontale coupe le graphe G; en au moins un
point d'abscisse dans L.

Exemple 13 La fonction x — x3 est surjective (sur R) mais pas
sur R_.

Soit f une injection, i.e., une fonction injective. Soit y un
nombre réel dans I'ensemble image f(Ds) de f; y a au moins
un antécédent par f par définition de I'ensemble image et en a
au plus un car f est injective. Par conséquent, y a exac-
tement un antécédent par f; cet antécédent est x(y), l'unique
solution de I'équation f(x) = y . La correspondance

y = x{y) {y e f(Dg)
définit donc une fonction, appelée réciproque de f et notée 1.

Le domaine de définition de la réciproque 1 est 'ensemble
image de f, son ensemble image est le domaine de f et la valeur
de 1 en y est l'unique antécédent de y par f. On a donc, pour f
injective:

{x:f"(y) y = f(x)
ye f(Dy T X e Dy

De fagon pratique, on détermine la réciproque d'une fonction en
résolvant I'équation f(x} = y. Si cette équation définit
implicitement x{y), la fonction f est injective. Sa réciproque
est la fonction définie sur 'ensemble f(Dy) (qu'on détermine par
les méthodes expliquées plus haut) par f‘1(y) = x(y).

Exemple 14 Vérifier que la fonction f(x) = (2x+1)/(x-1) est in-
jective et déterminer sa réciproque.

Solution. On sait (Cf. Exemple 6) que l'éguation y = (2x+1)/(x-1)
se résout de fagon unique en x{y) = (y+1)/(y-2); f est donc injec-
tive. L'ensemble image de { est R\{2} (Cf. Exemple 11). La réci-
preque de f est la fonction

y - (y+1)(y-2) (y = 2}
qu'on peut noter aussi

X = (X+1)/(x-2) {x # 2)
{x et y somt des leitres muettes).

Exemple 15 Vérifier que la fonction f(x) = Vx-1 est injective et
déterminer sa réciprogue.

Solution. L'éguation y = Vx-1 se résout de fagon unique en x{y} =
y2+1; { est donc injective. L'ensemble image de f est R,. La réci-
progue de f est la fonction

y — y2+1 {y =2 0)
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Graphe de la réciproque

v A4
7\
X
iRy & Vx
Bijection

Attentlion! La fonction y — y2+1 est définie sur R tout entier
mais ce n'est pas la réciproque de f,

Exemple 16 Soit f{x) = x2. Les fonctions fig, et flg. sont injec-
tives. Déterminer leur réciprogue. + -

Soit f une injection. Dans le plan Oxy, le graphe de la réciproque
flixo f'1(x) est la courbe plane d'équation y = f'1(x) ou, de
fagon équivalente x = f(y). Le graphe de la réciproque 1 se
déduit donc du graphe G, de f en échangeant x et y, i.e., par une
symétrie par rapport & la premiére diagonale y = x.

Exemple 17 Tracer le graphe des fonctions
(@) x - (2x+1)/{x-2) b} x —» Vx-1

{utiliser les exemples 14 et 15).

Exemple 18 Trouver une condition nécessaire ot suffisante sur a et

b pour que la fonction f(x) = ax+b soit égale & sa réciproque.

Par une injection f, les éléments du domaine D; et ceux de
l'ensemble image f(Dy) se correspondent de fagon biunivoque. On dit
que f est une bijection de Dy sur f(D;). On notera qu'alors, la réci-
proque est également une bijection, de 1(Dy) sur Dy

5.2 Courbes de niveau des fonctions de 2 variables.

DEFINITION 5.5

Lignes de niveau et sections

Soient f une fonction de 2 variables et ce R. On appelle
courbe (ou ligne) de niveag ¢ de f I'ensemble des antécédents
de ¢ par f.Onlanote Ii ; c'est une courbe plane, d'équation
f(x,y) = c.

On appelle section d'un objet dans R3 toute intersection de cet
objet avec un plan, Par exemple, les sections d'une sphére sont
des cercles; les sections d'une boule sont des disques; les sec-
tions d'un cone sont des coniques (i.e., des ellipses, des hy-
perboles ou des paraboles); les sections horizontales d'une
sphére sont des cercles concentrigques.

Soit f(x,y) une fonction. La section de son graphe G; par le plan
horizontal z = ¢ est la courbe de I'espace R® d'équation

{f(x,y) =z {f(x,y) =c
z

7 = ¢ ou, de facon équivalente _ e

Autrement dit, c'est la courbe du plan horizontal z = ¢ d'équation
f(x,y} = c. Projetons cette courbe dans le plan Oxy, identifi¢ au
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plan R2. On obtient une courbe plane, d'équation f{x,y) = ¢, soit
la ligne de niveau ¢ de f. D'oll le résultat suivant.

PROPOSITION 5.6 La lgne de niveau C de f s'obtient en projetant sur le plan Oxy
la courbe section du graphe Gg par le plan horizontal z = c.

La représentation sur un méme graphique des courbes de ni-
veau ¢, pour des niveaux ¢ choisis a intervalles réguliers donne
une idée assez précise du relief de la surface représentative.

”

Lignes de nivegy de s

Les courbes de niveau sont utilisées sur les cartes géogra-
phiques pour rendre compte du relief ou, en météorologie, de la
température (les lignes de niveau s'appellent alors les iso-
thermes) ou encore de la pression (les lignes de niveau
s'appellent alors les isobares). On les utilise aussi en
Economie:

« En théorie de_la production: Si Q = f{K,L) est une
fonction de production, la courbe de niveau Q, est I'ensemble
des combinaisons possibles de capital K et de travail L per-
mettant de produire Q,. On I'appefle isoquant de niveau Q.

» En théorie de la consommation: Si U = U(x,y) est Ia
fonction d'utilite d'un consommateur, la courbe de niveau U, est
appelée courbe d'indifférence de niveau U, du consom-
mateur.

Exemple 19 Par ol passer pour aller de A & B sur la figure ci-

contre?
(@ Exemple 20 Déterminer les courbes de niveau des fonctions sui-
vantes:
(a) xy} -y (e) (xy) = Vxy
()  (xy) = y? () (xy) - 2x2+3y2
(€)  (xy) - x2+y?2 (@  (xy) - y2x2
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N

/ﬁ (d) (xy) - xy2 (h) (xy) - Xy+x+y
Rép. (a) droites horizontales (b) couples de dréites horizontales
k-/ symétriques par rapport & Ox (ou o) (c) cercles concentriques (ou
Exemple 21 Soit f{xy) = (x4+y4)l(8-x2y2). Déterminer et_re-

o) (d) paraboles d'axe horizontal () hyperboles équilatéres (ou )
(f) ellipses (ou ) (g) hyperboles (h) hyperboles.
La.g'\ts d¢ mivesy & F(T;Y)"“"J’i présenter graphiquement le domaine de définition Dy ainsi que I? fa
v courbe de niveau 2.

4 T Remarque. Une courbe de niveau est loujours incluse dans le do-
maine de définition de la fonction; cela résulte de la définition. Et
deux courbes de niveaux distincts ¢, et ¢, sont nécessairement
disjointes (en effet, un point m{x,y} de l'intersection devrait véri-

fier & la fois f(x,y) = ¢ et f(xy) = c5).

-

Pour avoir une meilleure représentation du graphe G; d'une
fonction f, on peut, en plus des lignes de niveau, regarder
Lignes de nveau de fGiy)eyt quelques sections verticales. Par exemple, les sections de G;
par les plans Oxz et Oyz sont, a l'intérieur de ces plans, les
courbes d'équation respectives f(x,0) = z et f{0,y) = 2.

Exemple 22 En utilisant cette méthode, tracer le graphe des fonc-
tions f(x,y) = x2+y2 et gix.y) = (x2+y2)1/2_

Graphes de révolution Le graphe G; d'une fonction f est dit de révolution (autour de I'axe
Oz) st les lignes de niveau sont soit vides soit des cercles centrés &
I'origine O. Tous les graphes de révelution sont des cas particuliers
du modéie suivant.

Soit ¢ une fonction d'une variable définie sur R, . Posons
fixy) = oY x2y2).

Alors le graphe G; de f est un graphe de révolution; il s'obtient en
faisant tourner autour de l'axe Oz le graphe de la fonction ¢(y) des-
siné dans le plan Oyz. -

Exemple 23 Identifier la fonction ¢ pour les fonctions f et g de
l'exemple 22.

§6. FONCTIONS PARTIELLES.

6.1 Définitions et notation.
Quand on fixe {i.e., quand on donne une valeur 3) n-1 variables
dans une fonction de n variables, on obtient une fonction d'une
variable. De fagon précise, si f(x4,....x,} est une fonction de n
variables et m, = (ay,...,a,) € Dy on note

f(a-l ,...,31_1 ,',ai+1 ,...,an)
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6.2 Etude d'un exemple.

la fonction obtenue en substituant a a X; pour tout j=idans
f(x4,....x,}, Cc'est-a-dire la fonction:

Xi - f(ai,...,a“ ,Xi.ai+1,...,an).

Les n fonctions f(a,,...,a; 4,%8;,¢,--8,), | = 1,...,n, associées
au point m,, = (a4,...,&,) € D; sont appelées fonctions partielles
de f au point m,.

Exemple 1 Soit f(x,y,z) = xyz+yz+z. Les 3 fonctions partielles de
f au point mg(-1,1,3) sont les fonctions

f(»,1,3): x — 3x46

f(-1,3): y —» 3

f(-1,1,4): 2z - 2

Reconsidérons l'exemple de la plaque métallique chauffée 3
l'origine (Cf. §1. Ex.3). La température d'un point de I'axe Oy
d'équation x = 0 ne dépend que de de son ordonnée y; la fonction
qui donne la température des points de l'axe x = 0 est la fone-
tion partielle

T(0,): y = T(0,y)

De fagon plus générale, la température des points de la droite
d'équation x = x, est donnée par la fonction partielle

T{xg,)r y = T{x,,y}

et la température des points de la droite y = Yo est donnée par
la fonclion partielle

T(.IYO): X = T(xvYQ)
Les graphes de ces fonctions sont visibles sur le graphe de T:

<V
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he de xve T(x0) cashe_de %y Tex3)
(Sec}‘-m de Gy par y=0) (5ecl'mn Gr par y= 3)
z A IFZ
’ v

Graé! é Y- T(QY)

(S:&hon de Grr por x= 0)

Graphe de v e T Ly)

+ Le graphe de [a fonction partielle T(x,,y) est la section du
graphe Gy de la fonction T(x,y) par le plan vertical d'équation
X = Xg.

« Le graphe de la fonction partielle T(xy,) est la
section du graphe Gy de la fonction T(x,y) par le plan vertical
d'équation y = y,,.

Ces résultats sont valables pour n'importe quelle fonction
f(x,y) de 2 variables. ‘

Les fonctions partielles décrivent comment varie une quantité
dépendant de n variables quand toutes les variables sauf une
sont fixées . Prenons par exemple la fonction de Cobb-Douglas
avec o = 1/2 (Cf. §1 Exemple 4): Q(K,L) = -NE\/_L Fixons K =

- alors Q(K,,L) = 5VL ou 5 _T\/K On voit que Q(K,,L)
cront comme \?_L en particulier moins vite que L: & capital
constant, doubler la main d'oeuvre n'a pas pour effet de doubler
la production. Nous reviendrons sur cela de fagon beaucoup plus
précise au moment de I'étude des dérivées partielles.
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CHAPITRE 3

FONCTIONS USUELLES

§1. FONCTIONS POLYNOMES.

Les fonctions polyndmes sont les fonctions du type
fox— ax"+ an_1x“'1 + o+ 34X+ 8,

ol a,, a4, .., 8, sont n+1 nombres réels donnés et n un entier
positif. Elles sont définies sur R; ce sont des fonctions paires si
ne figurent que des exposants pairs et impaires si ne figurent
que des exposants impairs. On appelle degré de f le plus grand
des exposants de x qui apparaissent dans 'écriture de f avec un
coefficient non nul; avec les notations ci-dessus, deg(f) = n si
a, #0.

Exemple 1 (a) f(x} = x°-2x3+2x2-1 est un polyndme de degré 5,
ni pair ni impair. :

(b) g(x) = x3-2x est de degré 3; g est impair.

(c) h(x) = x#+x2+1 de degré 4; h est pair.

Généralisation. On appelle mondme en n variables toute expres-
sion de la forme

™) ax'11 x'I';‘ ol ae R” et iq,...,In sont des entiers positifs ou
nuis,

c'est-a-dire, tout produit de puissances entiéres des indéterminées
multipli& par un nombre réel non nul. Le degré du mondme est
l'entier iq+...+in. On appelle fonction polynéme en n variables toute
somme de plusieurs mondmes. Son degré est défini comme le plus
grand degré des mondémes qui le compesent,

Exemple 2 (a) f(x.y) = x4y2+2x3y-5xy2-xy+9 est un polyndme
en 2 variables de degré 6.

(o) f{x,y,2,t) = xy+xz+xt+yz+yt+zt est un polyndme en 4 variables
de degre 2.

Nous allons ici étudier plus précisément les pelynémes en une
variable de degré 1, 2 et 3.

1.1 Fonctions affines (deqré < 1).
Elles sont du type

x — f{x) = ax+b.
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Le graphe de f est la droite du plan d'équation y = ax+b. La
fonction f est croissante si a > 0, décroissante si a < 0 et _
constante si a = 0. Si a # 0, la fonction f est injective et son
ensemble image est R tout entier (Test des horizontales). La

réciproque de f est alors la fonction
f-1 - X l(..'...t?. .
- X a ’

c'est aussi une fonction affine.

1.2 Fonctions trinémes (degré 2).

Elles sont du type
X - ¥H{x) = ax2+bx+c {ob a = 0).

Le graphe de f est la courbe plane d'équation y = ax2+bx+c.

Forme canonique d'un trinéme Exemple 3 Soit {(x) = 3x2+6x+1. On peut écrire:

Méthode pratique

3(x2+2x) + 1
3’[(x+1£ -1+
3(x+1)= -2
Cette derniére expression est appslés forme canonique du trindme
3x2+Bx+1. L'équation du graphe se met sous la forme
y+2 = 3(x+1)2

Le graphe se déduit donc de la parabole y = 3x2 par la translation de
vacteur u = {-1,-2).

3x2 4+ 6x+1

La méme procédure conduit a l'expression générale de la forme
canonique d'un trinéme:

2 bxec —afxe 2 F . D2-4ac
ax“+bx+c = *34 23

L'équation du graphe du trindme {x) = ax?+bx+c se met donc
sous la forme
YB = a(x-a)2 ol {a - biza
B =c-b?/4a
On conclut que le graphe d'un trindme est une parabole verticale,
de fagon précise, la parabole qui se déduit de Ia parabole y = ax2
par la translation de vecteur u = {a,B).

Exemple 4 Vérifier que la droite x = -b/2a est axe de symétrie du
trindme f{x) = ax2+bx+c (utiliser la forme cancnique).

Dans la pratique, on utilise rarement la forme canonique pour
tracer le graphe d'un trindme. On procéde plutdt comme suit:

*» On détermine l'axe de symétrie x = o en résolvant
I'equation f(x) = 0: o est l'unique solution de cette équation.
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L'équation du second degré

» l'extremum de la paraboele est le point de coordonnées
(a.f(a)}.
+ Si a > 0, la parabole est tournée vers le haut et

I'extremum est un minimum. Si a < 0, la parabole est tournée
vers le bas et 'extremum est un maximum.

Un trindme n'est jamais injectif et son ensemble image est
I'ensemble
fla),+=[ sia>20
(R) - { ]{ (@), ool

-oo,f(e}] sia< 0

Pour trouver les points d'intersection du graphe G; avec l'axe -
Ox, on est amené & résoudre I'équation du second degré
ax2+bx+c = 0. Quand il n'y a pas de racine évidente, on utilise
la regle suivante bien connue:

On calcule le discriminant A = b2-4ac.
* SiA <0, il n'y a pas de racines.
« Si A =0, il y aune racine dite double x = -b/2a
*SiA>0,ilya 2 racines distinctes:
b+V A -b-V A
1= " pa | O X2= T3 -

Exemple 5 Etudier les trindmes suivants.
(@) f(x) = 3x2+6x+1 (b) g(x) = -x2+x+2.

Exemple & Soient les deux points A{-2,1) et B{(6,1). Tracer plu-
sieurs paraboles passant par A et B. Montrer de fagon générale que
'équation d'une parabole verticale passant par A et B peut se metire
sous la forme y = aPg(X) + 1 ol Pg(x} est un trindbme que I'on dé-
terminera et a est un réel quelconque. Donner les coordonnées du
point extrémal. Soit C(4,5) un troisi@me point. Donner I'équation de
la parabole passant par A, B et C et {a représenter graphiquement.

Rép. Py(x) = (x+2)(x-8) = x2-4x-12 ; point extrémal {2,-16a) ; la
parabole passant par A, B et C est d'équalion y = -Po(x)/3 + 1.

Les fonctions cubiques sont du type
x — f{x) = ax>+bx2+cx+d (ol a # 0).

Le graphe de f est la courbe plane d'équation y = ax3+bx?+cx+d

Exemple 7 Soit f(x) = 2x3-6x2+7x-2. En utilisant I'identité re-
marquable du cube

{(a+b)3 = a3+3a2b+3ab2+b3
(a-b)3 = 23-322b+3ab2-b3
on peut écrire:
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THEOREME 1.1

2(x3- 3x2) +7X-2

2[(x- 1% 3x+1] +7x -2

3(x-1)

3(x1)2 + (x1) +1

Cette derniére expression est appelée forme canonique de la cubique
f(x) = 2x3-6x2+7x-2. L'equation du graphe se met sous la forme

y-1 = 3(x-1)3 + (x-1)

2x3.6x247x-2

o nun

Le graphe G; de f de deduit donc de la courbe y = 3x3+x (qui est plus
simple) par ia translation de vecteur U = (1,1).

Cette procédure de mise sous forme canonique se généralise et
permet de montrer que toute cubique se déduit par translation
d'une cubique "simple” y = ax3+Bx.

Exemple 8 Déterminer la forme canonique des c%blques suivantes.
(a) f(x) = x3+6x2+0x (b) f(x) = ax>+bx<+ex+d.

L'intérét de la forme canonique est théorique: étant donnée une
propriété géométrique, pour démontrer que les cubiques en
général ont cette propriété, il suffit de le démontrer pour les
cubiques "simples” y = ax3+Bx, ce qui est plus facile. C'est
ainsi que I'on démontre le résultat suivant.

Toute cubique posséde un centre de symétrie la, f{a)).
L'abscisse a de | est l'unique racine de l'équation f'(x) =
En particulier, le centre de symétrie est également l'unique
point d'inflexion de la cubigue.

Preuve._ |l suffit de le démontrer pour une cubique du type y =
ax3+13x. Mais alors c'est évident: en effet, la fonction x — ax2+Bx
est impaire et admet donc l'origine comme centre de symétrie;
(ax3+Bx)" = Bux a pour unigue racine X = 0; enfin, il est classique
{cela sera revu (Cf. Ch7 §2.3)) que si f" s'annule en changeant de
signe en x, le point correspondant du graphe M{x,f(x)} est un point
d'inflexion.

Dans la pratique, la forme canonique des cubiques est d'un in-
térét limité. Pour étudier une cubique donnée, on prétére uti-
liser la dérivée de 1, qui donne directement les variations de f

~(Cf. Ch.2 Th.3.2) et l'allure de son graphe. La dérivée de f(x)

= ax3+bx2+cx+d est le trindme f(x) = 3ax2+2bx+C; notons
A son discriminant.

Six cas se présentent.
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A< A=0

A>0

f(x) > 0 donc f est
croissante

f'(x) s'annule sans chan-

ger de signe (f'(x} = 0).
Dornc f croissante avec

a>0 T un pt & tangente // Ox

o

w

[1] [2]

f(x) a 2 racines, donc 2
2 0 & lext.
des racines, f'(x) < 0 &

lint. des racines,

0

extrema. f'(x)

f'(x) < 0 donc f es!
décroissante

f{x) s'annule sans chan-
ger de signe {I{x) < 0).-
Donc { décroissante avec

a<o0 y un pt a tangente // Ox.
p ~

A

ol 8

f(x} a 2 racines, donc 2
extrema. '(x) < 0-4 l'ext.
des racines, f'(x) 2 0 &
lint, des racines.

T

Y
X

6]

On retiendra la procédure suivante, qui permet une étude rapide d'une cubique

donnée f(x) = ax3+bx2+cx+d.

* On caloule les dérivées premiéres et secondes f(x) et f"(x) de f.

+ On résout l'équation f{x) = 0

2 racines distinctes ~—» confuguratlon E
1 racines double - configuration 2 B
configuration |1]

Pas de racine -

selonquea>0oua<0.
selonquea>0oua<0.
selonquea>0oua<0.

* Le centre de symétrie est le point I{c, f{o)) o0l o est l'unique racine de I'équation

f'{x) = 0; c'est aussi le point d'inflexion.

= Dans les cas de figure ,.et |E| les extrema de f sont les points A, (x4.f(x()) et

Ao (X5,f(x5)) Ol X4 et X, sont les deux racines de f(x) = 0.

Note. Les extrema A, et A, ont pour milieu le centre de symétrie | de la cubique.
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Exemple 9 Démontrer la note ci-dessus (procéder comme pour le
Th.1.1).

Exemple 10 Tracer les cubiques suivantes.
(@) y = 2x3-6x247x-2 (b) y = x3+6x2+9x.

Enfin, e test des horizontales montre qu'une cubique est in-
jective sauf dans les cas et @ et que son ensemble image
f(R) est toujours R fout entier (une cubique est toujours
surjective).

Exemple 11 L'équation y = 2x3-6x2+7x définit-elle implicitement
X en foncnon de y? Peut-on exp[:ctter x(y)? Montrer que la fonction
f{x) = 2x3-6x2+7x-2 admet une réciproque -1; tracer son graphe
et prouver qu'il admet un centre de symétrie dont on précisera les
coordonnees,

Solutlion. On verifie, que y = 2x3-6x247x est I'équation d'une
cubique C de type . Le test des horizontales montre alors que
cette équation définit implicitement x( ). La fonction f est donc
injective et admet une réciprogue -1 dont le graphe s'obtient 3
partir de C par symetrie par rapport a la premiére bissectrice. La
cubique C a pour centre de symétrie le point I(1,3) et le graphe G¢-1
e point symétrique I'(3,1). Il faut remarquer qu'on a obtenu toutes
ces conclusions sans expliciter x(y). Expliciter x(y) revient &
résoudre une équation du 3éme degré.

§2. FONCTIONS HOMOGRAPHIQUES.

Les fonctions homographiques sont les fonctions du type
ax+b
~ cx+d

o { # 0
nsupposeraque | 4"y o o

f:x >

[quand ¢ = 0, on obtient une fonction affine; et le cas ad-bc = 0 est
peu intéressant puisque l'expression (ax+b)/{cx+d) se simplifie
pour devenir constante. Ainsi (2x42)/(x+1) = 2 ].

Sous ces conditions, 'homographie f est définie sur Dy = R\{-d/c}.

x+1 .
Exemple 1 x - T, x— 1/x, X = 1 + 1/x sont des homographies.

x-17

Forme canonique Exemple 2 Soit f(x) = :x 5 On peut écrire;
-3x+8 -3/2{2x-5)-15/2+8
2x-5 2x-5
-3 1/2
=2 *a2x-5
-3 1/4
=2 tx-5/2
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Cette derniére expression est appelée forme canonique de
'homographie. L'éq%ation 1dl/.l4gl‘aphe se met sous la forme

Y+5= x-5/2 e
Le graphe se déduit dopc de I'hyperbole équilatére y = par la
translation de vecteur u = (5/2,-3/2).

La méme procédure conduit & I'expression générale de la forme
canonique d'une homographie:

ax+b _a (bc-ad)/c?

cx+d "¢ x+dlc
L'équation du graphe se met donc sous la forme

a_ _D oi Do Dead
¥"¢ = xedic T2

Le graphe d'une homographie est donc une hyperbole équilatére, de
fagon précise, I'hyperbole qE,i se deduit de I'hyperbole y = D/x par
la translation de vecteur u = (-d/c,afc). En particulier, les
droites d'équation x = -d/c et y = a/c sont asymptoles respecti-
vement veriicale et horizontale du graphe de f et leur point
d'intersection, le point I(-d/c,a/c) est centre de symétrie.

Méthode pratique Dans la pratique, on obtient rapidement le graphe d'une ho-

’1

AE

mographie f(x) = en suivant {a procédure suivante:

cx+d
. * On trace les 2 asympioies d'équation x = -d/c ety = a’c.

* Les 2 asymptotes partagent ie plan en 4 quadrants.
On détermine les 2 quadrants ol doivent étre tracées les deux
branches d'hyperbole en calculant un point du graphe.

* On trace 'hyperbole en tenant compte de la symétrie

par rapport au point intersection des asympitotes.

»~¥

2ol . 2x+3
x-1 Exemple 3 Tracer le graphe de Fhomographie {(x} = -1

Exemple 4 Montrer que toute homographie a la proprieté suivante;
les deux droites paralidles aux deux bissectrices et passant par le
centre de symétrie sont axes de symétrie du graphe.

Réciproque On résout I'équation f{x) = y:
ax+b
{y = ox+d
x # -d/c
ssi y(cx+d) = ax+b
ssi x(cy-a) = -dy+b
{x _-dy+b
ssi cy-a
y = alc
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Cela signifie que f est injective et que son ensemble image est
l'ensemble R\{a/c} (ce qu'on peut vérifier également sur le
graphe de f). La réciproque de f est la fonction f1 définie sur
R\{a/c} par

-dy+b
N
cy-a
C'est également une fonction homographique.
. . . 2x+3
Exemple 5 Déterminer ia réciproque de I'homographie f(x) = 1

§3. FONCTIONS PUISSANCES ET RACINES.
3.1 Eonctions puissances (exposant entier).

Les fonctions puissances sont les fonctions x — x", ol n est un
entier positif. Ce sont des fonctions paires si n est pair et im-
paires si n est impair. Elles sont strictement croissantes sur
R,. Leur représentation graphique est bien connue.

YA 1 1

Hox R

On notera que les points O(0,0) et A(1,1) appartiennent au
graphe de toutes les fonctions puissances et que fa position re-
lative de deux fonctions puissances dépend, sur R, de la posi-
tion de x par rapport a 1. Précisément:

pour x>1: L>x3>x2

pour 0<Xx<1: < XS < x?

>x>1
<X <1

Rappelons aussi les régles de calcul:
XM _ yNym

(xy)" = xMy"
(xn)m = xn m
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3.2 Eonctions racines.

n

impair

Y A

n pair

xRV

On obtient les fonctions racines en inversant les fonctions
puissances. De fagon précise, il faut distinguer deux cas.

L'exemple type est x — x3. Le test des horizontales montre que
quand n est impair, la fonction x — x" est injective et
d'ensemble image f(R) = R; c'est une bijection de R sur R. Sa
fonction réciproque est, par définition, la fonction racine n-
iéme. On la note

n n
Vixo ¥x ou x-— x'/N
Par définition, donc:

n- ‘
") Vx est 'unique nombre réel dont la puissance n-igme vaut x.

3 3 5 5
Exemple 1 V8 = 2; V-8 = -2; V32 = 2; V720 = 3.

n n ,
La fonction V: x - Vx est une fonction impaire et stricte-
ment croissante (Cf. Exercice 11). Son graphe se déduit de
celui de la fonction x — x" par symétrie par rapport a la
premiére bissectrice.

L'exemple type est x — x2. Quand n est pair, la fonction x — x"
n‘est pas injective et n'admet donc pas de réciproque. Par contre,
la fonction

x = x" (xz0)

restriction de x — x7 2 R_, elle, est injective. Son ensemble
image est R_; elle admet donc une fonction réciproque définie
sur R . Par définition, cette fonction réciproque est appelée
rac:ne n-iegme et notée

\f_'x - \/_ ou x-— x'n,
On retiendra que Ia fonction \f_ est definie sur R, par:
(**} Pour x 2 0, Vx est I'unique nombre rée! positif dont la

puissance h-iéme vaut x.

2
Exemple 2 (a)«!' 3 (b V-2 © V-3)2 =

(c) Vo1 =3 (d) V728 - a3

n n
La fonction ¥ : x — Vx est une fonction strictement crois-
sante sur R_ (Cf. Exercice 11). Son graphe se déduit de celui de
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la fonction x — x" (x = 0) par symétrie par rapport & la pre-
miére bissectrice.

Position relative Sur R, on a les in¢galités suivantes:

2— 3

pour x> 1: X525 x> Vx> Vx> > 1
2- 3

pour 0<X<1: <X <x?ex< Yx<Vx<.. <1

Exemple 3 Testeé ces inégalités sur des exemples.
(64 > V64 =8> VB4 =4 ...).

Exemple 4 Classer les 8 nombres suivants:

8 5 3~ 3
(1/2)12, 12, Vs, 82, V172, Vs, Vs, 8.

Regles de calcul Il existe pour les fonctions racines des régles de calcul ana-
logues a celles qui s'appliquent aux puissancsﬁs. Il est recom-
mandé d'utiliser 1a notation x!/" plutét que Vx quand on les
emploie.

(xy)h’n = x1/ny1fn
(x1/myt/m _ (x1/ayt/m _ y1/nm

Exemple 5 Combien vaut 4 \/ 3y (216)47?

Exemple 6 Démontrer que pour tout x = 0, (xm)*lln = (x1 In)m_

3.3 Eonctions puissances (exposant rationnel).

Soit r un nombre rationnel, c'est-a-dire une fraction r = m/n
de nombres entiers m et n. Pour x = 0, la puissance r-igme de
x est le nombre réel noté x" défini par:
«sir>0,ie., rs'écrit r = m/n avec m et n positifs,

xf = (Xm)wn = (x‘iln)m

+sir<0,ie.,rsécrit r = -m/n avec m et n positifs,

1
(Xm)1ln= (X'UI"I)I'TI

x' = pour X # 0

Exemple 7 (a) 813/4 = (811/4)3 =33 = 27
(b) 8213 = 14; 43/4 = 22
(c) 92/4 = g1/2 = 3,
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Reégles de calcul

La fonction x —» x'

Position relative

Parm apt R

Ix

W4

a/x

1/:*‘

Remarque. Pour que la définition de x" ait un sens, il faut qu'elle
ne dépende pas de la fagon dont on écrit r comme quotient d'entiors
r = m/n. En effet, pour tout a € N*, le' nombre rationnel r = m/n
s'écrit aussi r = (am)/{an); la définition de x' suppese donc qu'on a
verifié au préalable que, pour tout x > 0,

(xm)wn - (xam)tlan_

Les régles de calcul des puissances se généralisent. On obtient:

x™" = x"™x" pour xetys>0etretr rationnels
(xy)' = xfy" pour x > 0 et r rationnel

(x")" = x™ pour x > 0 etretr rationnels

Exemple 8 Faire I'étude compléte de la fonction x — x312,

De ffigon générale, la fonction x — x' est définie sur R _sir>0
et R, sir < 0; elle est & valeurs positives. Elle est croissante
sir > Q et décroissante sir < 0. dans tous les cas, elle est in-
jective. Son ensemble image est R, sir>0et R:r sir<o0.la
fonction x — x" a pour réciproque la fonction x — x17,

La position relative des fonctions puissances est résumée par
les inégalités suivantes.

]
x" s x¥ six > 1

Tsioecx <1

Pourr>r, {
x' < x

Exemple 8 Déterminer les lignes de niveau de la fonction
fix,y) = x® y1-® pour o = 1/2,1/3,1/4.

§4. LES FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME.

4.1 La fonction Log.

Rappel. La définition de la fonction Log s'appuie sur un résultat
classique d'intégration (Cf. Ch.6 §3 et Ch.7 §1.3), a savoir:

{*) St f est une fonction continue sur un intervalle 1, alors { est
intégrable et si a € |, la fonction
X

x - [f{t)dt

a
est une primitive de f (i.e., sa dérivée vaut f). De plus c'est l'unique
primitive de f qui s'annule en a.
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Propriété fondamentale

du logarithme

Définition du nombre e

La fonction Log désigne la fonction logarithme (népérien). Elle
est définie comme l'unique primitive de la fonclion x — 1/x

sur R, qui s'annule en 1; c'est-a-dire:
X

Log(x) = [ 1/t dt
1

La fonction Log transforme un produit en somme; précisément
Log(xy) = Log(x) + Log(y)  pour tous x,y € R,
(Cf. Exercice 35).

De 1a propriété fondamentale, il est facile de déduire les sui-
vantes:

Log(x") = n Log{x) pourx>0etne N
Log(1/x) = -Log(x) pour x > 0

n
Log(Vx) = %Log(x) pourx >0etne N’

Ces 3 formules peuvent &tre regroupées en une seule:

Log(x") = r Log(x) pour x > 0 et r rationnel

Par définition, la fonction Log est dérivable de dérivée ia
fonction x — 1/x (x> 0); elle est donc croissante sur R.,.On
reverra au chapitre suivant que

li = +oo0 li Ls = -oco,
x—l>Teo Log(x} = + et que x_l)rg+ og(x)

Son graphe est bien connu.

Exemple 1 Démontrer que

Log{x) > 0 ssi x > 1
Log{x) < 0 ssix < 1
Log(x) = 0 ssi x = 1 .

La fonction Log est injective et son ensemble image est R (Test
des horizontales). Elle admet donc une fonction réciproque dé-
finie sur R, qu'on appelle fonction exponentielle.

La fonction Log est injective et d'ensemble image R; par con-
sequent, tout nombre réel admet un unique antécédent. Le
nombre e est, par définition, 'unique antécédent de 1, soit
l'unique nombre réel vérifiant

loge=1.

Des calculs montrent que
e. 2,718....
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4.2 La fonction exponentieile.

Propriété fondamentale

de

i'exponentielle

yaoo e
Lz.sI
"] /\
F 4

La fonction exponentielle est notée exp. Sa valeur en x € R se
note indifféremment exp(x} ou e*. Par définition, c'est Ia
réciproque de la fonction Log; on a donc

Logy = x
X _
et =y — {y>0

et en particulier
{e'-"g(") = x pour tout x > 0

Log(eX) = x pour tout x € R

De la propriété fondamentale du logarithme, découle celle de
I'exponentielle: elle transforme somme en produit:

eX*¥ = e* &Y pour tous x,y € R

On en déduit aussi

enX - (eX)" pourxe R etne N
e X = 1/e¥ pour x € R
eX/M = = (eX)"™ pourxe Retne N*

Ces 3 formules peuvent étre regroupées en une seule:

r .
e'™ = (¥} pour x € R et r rationnel
Exemple 2 Démontrer loutes ces formules.

Note. En appliquant la derniére formule & x = 1, on obtient &' = &',
ce qu'il faut comprendre comme ceci: le terme e de gauche n'est
qu'une notation pour exp(r), le terme e’ de droite désigne la puis-
sance r-iéme du nombre e . 2,718...; d'aprés la formule, ces deux
termes sont égaux, ce qui est loin d'étre banal. Cela justifie la nota-
tion exp(x) = e*.

La fonction exponentielle, comme réciproque de la fonction Log,
est croissante (Cf. Exercice 11), dérivable de dérivée (eX)' =
eX (Cf. Ch.7 §1.2), tend vers 0 quand X — -0 €t Vers +oo
quand x — +eo. Elle est injective, d'ensemble image R:_; sa
reciproque est la fonction Log. Le graphe de la fonction
exponentielle est le symétrique par rapport & la premiére
bissectrice de celui de la fonction Log.

X

e” > 1 ssix

Onnoteraque Ye* <1 ssix <@

eX =1 s8six=0

v
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Exemple 3 Metlre les expressions suivantes sous la forme
a+blog(2)+clog(3).

(@) A = Log[(6V3)3) - Logi(2V6)3]

(b) B = Logi(12e)'/3] + Log{i/6).

Solution. (a) A = 3Log(6V3)-3Log(2V6)
= 3Log(2.33/2)~3Log(23/2 31/2)

3
= 3{Log{2) + ELog(B)} 3[ ~Log(2}) + —Log(3)]
= :2—3Log(2)+3Log (3)

4.3 Exponentielle de base a.

acl

-

4.4 Applications.

Echelle de Richter

Soit a un nombre réel tel que a > 0 et a = 1. On appelle expo-
nentielle de base a la fonction

x — a* &' gxLoga

Exemple 4 Pour a = e, on retrouve la fonction exponentielle. La
fonction exponentielle de base 2 est fa fonction x —» 2X; sa valeur en
3 est 23 = 8. Combien vaut 227

Note. La notation aX se justifie par le fait que, quand x est un nombre
rationnel, le nombre eXL092 est égal 4 la puissance x-iéme de a.

On verifie sans peine les propriétés suivantes, conséquences
des propriétés de l'exponentielle:

aX**¥ = aXa¥ pour tout x et y réels

a'™ = (a*)" sir est rationnel

X5 0 pour tout x e R

En dérivant a* = exp(xLog a) comme une fonction composée
(Cf. Ch.7 §1.2), on obtient:

(a*)' = Log{a) a*

La dérivée est toujours positive si a > 1 et toujours négative si
a < 1. La monotonie et allure du graphe différent donc selon
gue a > 1 ou a < 1. On notera cependant que tous les graphes
passent par le point de coordonnées (0,1).

L'échelle de Richter est une échelle universelle qui mesure la
magnitude ou force d'un tremblement de terre. On calcule la
magnitude M de la fagon suivante: on reléve sur un sismographe
I'amplitude x de la plus forte onde sismique; M est ensuite
donnée par la formule
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Calculs d'intéréts

Log(x

M=Log 10

+C

ol ¢ est une constante dépendant du sismographe utilisé, des
unités de mesure et de la distance du sismographe a I'épicentre
du tremblement de terre; cette constante est donnée par des
tables attachées au sismographe utilisé. Le nombre M, lui, ne
dépend que du tremblement de terre.

Considérons 2 tremblements de terre de forces M, et M,. On
cherche & les comparer. Supposons qu'ils se sont produits au
méme endroit; les amplitudes maximales Xy et X, relevées sur
un méme sismographe sont alors données par

Log(x4)
1% Log(10) * ©
LOQ(Xz)
M2 = Log(10) * ©
Par différence, on déduit:
Log(xs/x4)
o . . _ 10{Ms-M
Mo-My = Log(10) ce qui donne  x,/x; = 10{M2-My)

Exemple 5 Pour My = 55 et M, = 8,5, on obtient Xo/xy = 10. le
tremblement de terre de force 6,5 est donc 10 fois plus violent que
celui de force 5,5,

On dit que I'échelle de Richter est une échelle logarithmique de
base 10.

r
Exemple 6 Montrer que lim (1 + =) = ¢f.
M-+ m

. 5 . r
Solution. Cel;cl revient & montrer que lim m Log(1 +;) =T
Or m Log(1 + ) s'écrit: Moo

Log(1+'{r;) -lLog

r
m Log(1 + m) =T r

m
C'est donc r fois le taux d'accroissement de la fonction x — Log(x)
entre les points 1 et (1+ 1/m). Quand m tend vers +e, ce taux tend

vers la dérivée de la fonction Log en 1, c'est-a-dire 1/1 = 1.

Exemple 7 On dépose dans une banque un capital a. Quel est, en
fonction de Iintérét servi par cette banque, le capital acquis aprés t
années?

Solution. Il faut préciser la question. En effet, si la banque annonce
un intérét "annuel” de r%, le capital acquis dépend non seulement de
r mais aussi de la fréquence de calcul des intéréts. De fagon précise,
le capital acquis aprés t années vaut:
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si l'intérét est cal- a{t+r) pourt=1 [ a(1+nt pour t quelconque
culé une fois par an.

r r
si l'intérét est cal- a(li + 5)2 pourt =1 | a(l +“2-)2t pour 1 gquelconque

culé 2 fois par an.

r r
si l'intérét est cal- | a(t + ;)m pourt =1 a{t + ;)rnt pour t quelconque

culé m fois par an.

si l'interét est cal- ael pourt =1 ae’t pour t quelconque
culé contindment.

On a obtenu la demiére ligne en utilisant I'exemiple 6.

L'exemple 7 démontre la nécessité d'une définition précise de lintérét.
Nous adopterons les conventions suivantes.

Dans tout placement, l'intérét est calculé périodiquement. La période du

calcul sera prise comme unité de temps. L'intérét r du placement sera

toujours le taux d'intérét par période.

Si A est le capital initial, le capital C(n) acquis aprés n périodes vaut:
C(n) = A{1+n)"

On définit aussi le taux de croissance par période comme

AC”_* C(n+1)-C(n)
c c{n)

Le calcul donne
AC  A(1+n™T-A(+nN"  A(1+n)™((1+r)-1) i
¢ A(1+n)" - A(1+r)7 T
On constate donc que

() Le taux de croissance par période du capital C(n) est égal au taux
d'intérét par période du placement.

Notons maintenant que C{(n) = A(1+n" s'écrit aussi
C(n) = A e"¥ pour g = Log{1+n.
On linterpréte comme ceci:

(*} Le capital effectivement acquis aprés n périodes coincide avec
celui qui serait acquis si un intérét de g = Log(1+r) calculé de fagon
continue était appliqué.
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Indicateurs de
croissance

bt

Le nombre g = Log{i1+r) est appelé taux d'intérét instantané du
placement.

Note. L'égalité¢ C(n) = A e"9 n'a lieu que pour des valeurs entiéres de n. Comme le
montre la figure ci-contre, le capital C{n) reste constant entre deux périodes; ssuls
les points correspendant a des multiples entiers de la période se trouvent sur la
courbe y = A 9%, On dit que la fonction x — A 9% interpole la fonction C(n) aux

points entiers.

e taux de croissance instantané du placement est la quantité
d(Ae9) ghedt
Aedt  Aedt
D'or le résultat

(") Le taux de croissance instantané du placement est égal au taux d'intérét
instantané du placement.

Exemple 8 Un capital initial de 20 francs est placé au taux d'intérét trimestrisl de
5%. Quelle est l'expression du capital acquis apres 2 ans. Quel est le taux d'intérét g
instantané du placement? Quel taux d'intérét iy, annuel conduirait au méme capital
aprés un an?

Reéponses. Ceg.uital aprés 2 ans = C(8) = 1,058 : g = Log(1,05} ; 1+ign = 1,054
doll iy = 1,05%-1 = 21,55 %.

De fagon générale, on définit pour une fonction f d'une variable x
Des indicateurs ¢orrespondant Des_indicateurs instantanés.
4 un accroissement Ax de x;

L'accroissement (absolu) af
Af = f(x+Aax}-f(x)

L'accroissement relatif Af/f
At H{x+AX)-f(x)

f - f(x)
Le taux d'accroissement {absclu) Le taux d'accroissement instantané
At m AL_dt
AX Axl—->0 AX  dx (x}
Le taux d'accroissement relatif Le taux d'accroissement
ou taux de croissance. relatif instantané ou taux de
‘ croissance instantané.
1 af i, LAL_1df f
f Ax Ax—0 f ax ™~ fdx ™ f
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Notes. 1) Les quantités définies & gauche sont des fonctions de x et
de Ax tandis que leurs homologues instantanés de droite ne dépendent
plus que de x.

2) Les indicateurs absolus et relatifs définis ci-dessus différent en
ce que l'un mesure une variation en données absolues alors que lo se-
cond la mesure en données relatives, i.e, en pourcentages. Un salaire
qui passe en un an de 20 000 F & 22 000 F, augmente dans I'absolu
de 2000 F; relativement, cela correspond A une augmentation de
10%.

Exemple 8 (a) Le taux de croissance par période d'un placement
correspond au taux de croissance de la fonction C(n) = A(1+n)N
entre n et n+1 (i.e., An = 1); on sait que c'est aussi le taux d'intérét
du placement.

(b) Le taux de croissance instantané d'un placement correspond lui au
taux de croissance instantané de la fonction interpolatrice x — Ae9X;
on sait que c'est aussi le taux d'intérét instantané du placement.

Exemple 10 Soit f(x) = x2. Calculer les indicateurs de croissance
de f. Comparer les indicateurs entre x = 8 et x+AX = 9, les indica-
teurs entre x = 8 et x+AX = 10 et les indicateUrs instantanés au
point x = 8. Commenter.

4.5 Fonctions puissances (exposant dans R).
Soit r un nombre réel quelconque. Pour x > 0, la puissance r-
i2me de x est le nombre réel noté x" défini par:
x! = gflogx

Quand r est un nombre rationnel, on retrouve la définition de x'
donnée en §3.3: en effet, on a dans ce cas e'™09X = (gLogx)\ _ 4,

Exemple 11 (a) 2\/E =e\ELog2
(b) -(1/2)-“/ 3 _ o-V3Log(1/2) _ ¢V3Log(2) _ e

(c) Combien vaut x1/L09X pour tout x > 072

Pour r € R, la fonction x — x' est définie sur Rl; ses pro-
prietés sont essentiellement les mémes que pour r rationnel.

« Béqgles de calcul
X7 = x'x” pourxetys>0etretr dans R
(xy)' = x"y" pourx > 0etrdans R
(x")7 = x™ pourx > 0 etretr dans R
+ Monofoni
r croissante sir>0
X — X est . .
décroissante sir< o0
» Position relative
o xT s xTsix s> 1
Pour r > r', ,
x''<xsio<x <1
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Exempie 12 Soient a et b deux nombres réels teils que 0 < a < 1 < b,
Classer les nombres a2, aP, b3, b, 0 et 1.

27(3Y)* = 1

Exemple 13 Résoudre le systédme {
2% = 4,2Y

Solution. Le systéme se réécrit:
{:XY =3-3 Xy = -3
X+y _ 22 == {x+y =2
Les nombres x et y sont donc les solutions de I'équation U2-2U-3 = 0;
ce qui donne (x,y) = {1,-3) ou {xy) = (-3,1).

§5. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

5.1 Définitions.

On appelle cercle trigonométrique le cercle unité C(O,1)
Y _ orienté dans le sens inverse des aiguilles d'une montre et avec

8 M la demi-droite Ox comme origine pour la mesure des angles.
1 3
.\- Soit x € R. Partant du point A, on arrive aprés avoir parcouru
c . . x unités de longueur le long du cercle (dans le sens positif ou
o] ¢+ Ja négatif selon le signe de x), & un point noté M, .

Exemple 1 M, = A Mo =A ;M. =C; M, =C; Mm,2=B.

-

De cette maniére, & tout nombre réel x, on peut as_')socier un unique
angle ©,, & savoir l'angle formé par les vecteurs OA et OM,. On dit
que x est une mesure de l'angle ©, ou que l'angle 0, estde x
radians.

Attention! Un angle n'a pas une unique mesure: par exemple, 0 ot
2r sont 2 mesures de l'angle ©, = O, plus généralement, tous les
nombres de la forme x+2kr, m‘xci( est un entier quelconque, sont des
mesures de l'angle ©,. Cependant, il est facile de voir qu'un angle
donné a une unique mesure dans l'intervalle [0,2x].

Un angle d'un radian est un angle qui intercepte le cercle tri-
gonométrique en un arc de cercle long d'une unité de longueur.
Le radian est relié aux autres unités de mesure des angles, i.e.,
degrés et grades par la formule suivante:

2n radians = 360° = 400 grades = 1 tour

Longueur d'un arc de cercle Exemple 2 Expliquer comment on peut mesurer un angle avec une
corde et une régle graduée.

Considérons maintenant le cercle C{0,r). Soit © un angle de

mesure « € [0,2n[. La longueur | de l'arc du cercle C(0,r)
intercepté par l'angle © est donné par
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b
N/
b L+ o Sy,
: >
0 cavX, X
o
B

|l =ro
(Simplement voir que | = r x (long. arc AB) = ra ).
En particulier, la circonférence du cercle C(O,r) vaut 2nr.

Pour x réel quelconque, les trois nombres réels cos(x),
sin{x), tg(x} qu'on appelle lignes trigonométriques de x, sont
définis de la fagon suivante:

cos{x)} = abscisse de M,
sin{x) = ordonnée de M,
fg(x) = sin(x)/cos(x)

Exemple 3 Les lignes trigonométriques des angles classiques:

X 1] n/6 | x/4 |n/3 |ni/2]=x 3n/2|-n/2
cosixf 1 | Va2l Vesal1i2 1o |1 0 0
sin(x)] o | 172 | Vara{vas2| 1 0 R -
tgx) | o { vass|l 1+ [v3 | 2 0 ? ?

Les ? dans le tableau signifient que la tangente n'est pas définie aux
valeurs considérées.

Exemple 4 Résoudre les équations sin{x) = 0, cos(x) = 0, tg(x) = 0.

Exemple 5 Démontrer qu'on a tg(x) .—.RI—\IX {voir figure) (Utiliser
le Théoréme de Thalés).

Exemple & (Relations dans le trlangle rectangie):
Démontrer que dans le triangle ABC rectangle en B ci-contre, ‘on a
les relations suivantes (Utiliser le Théoréme de Thalds):

cos(o) = AB/AC = cbdté adjacent/hypoténuse
sin(a) = BC/AC = ¢5té opposé/hypoténuse
tg(a) = AB/BC = c0té opposé/coté adjacent

Des définitions, il vient immédiatement que, pour tout x € R,
sin2(x)+cos2(x)} = 1

En particulier:

-1 £ sin{x) < 1
-1 £ cos(x) £ 1

On note respectivement cos, sin et tg les fonctions x — cos(x),
x — sin{x) et x - tg(x). Les fonctions sin et cos sont définies
sur R tandis que la fonction tg est définie en tous les nombres
reels x pour lesquels cos(x} = 0, i.e., tous les nombres réels
sauf ceux de la forme 2£+k1r oll k est un entier quelconque.
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5.2 Propriétés de syméirie et de périodicité.

sin{x+2x) = sin(x)
tg{x+x) = tg(x)

cos{x+2xn} = cos(x)
Periodicité
Les fonctions cos, sin et tg sont donc périodiques, de période 2
pour cos et sin et & pour tg.

Preuve. Les points M, et M sont égaux; ils ont donc les

o N X+27
mémes coordonnees.

cos(-x) = cos(x)
Parité. Imparité: sin(-x} = -sin(x)
tg(-x) = -tg{x)

La fonction cos est paire; les fonctions sin et ig sont impaires.

sin{n-x) = sin(x)
tg(n-x) = -tg(x)

cos{m-x) = -cos(X)
métrie / x = §/2
Le graphe de la fonction sin est symétrique par rapport a I'axe
x = ©/2; les graphes des fonctions cos et tg admettent le point
I(n/2,0) comme centre de symétrie.

Autres formules de symétrie:
COs(X+®) = -CcO5(X) cos{r/2-x} = sin{x)
sin(x+x) = -sin(x) sin(x/2-x) = cos{x)
tg(x+x) = tg(x)

tg({wn/2-x) = 1/tg(x)

Exemple 7 Démontrer les formules ¢i-dessus en procédant comme
pour les trois premigres.

Exemple 8 A l'aide des formules précédentes, démontrer celles-ci:
cos(x+n/2) = -sin(x)
{sin(x“t/z) = c0s(X)
tg{x+m/2) = -1/1g(x)

5.3 Graphes des fonctions sinus. cosinus et tangente.

Les formules du paragraphe ci-dessus permettent de res-
treindre le domaine d'étude des fonctions sin, cos et tg: on se
limite successivement & [-n,+n] (périodicité), puis a [0,n]
{(parité ou imparité) et enfin 4 [0,n/2] (symétrie/ x = n/2).
En suivant un point se déplacant le long du cercle trigopnomé-
trique entre M, et M_,,, on constate que, quand x décrit
l'intervalle [0,n/2]:

« La fonction cos décroit de 1 & 0.
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« La fonction sin croft de 0 & 1.
+ La fonction tg croit de 0 & +oo.

Les variations des fonctions sin, cos et tg peuvent également se
déduire du signe de leur dérivée. Nous verrons au Ch.7 que:

{(cosx)' = -sinx

(sinx)' = cosx
(tgx)' = 1/c0s2x = 1+tgzx

On obtient les trois graphes suivants:

7 A Y’ tgﬁc)
an o 3 £l 4

Notes. 1) L'identité cos(x-n/2) = sin(x) indique que le graphe de la
fonction sin se déduit de celui de la fonction cos par translation par le
vecteur w/2i.

2) Les fonctions sin, cos et tg ne sont pas injectives. Leur ensemble
image vaut respectivement [-1,1], [-1,1] et R.
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3) Les droites verticales d'équation ... x = -2, x = w2, X =
3n/2, ... sont des asymptotes du graphe de la fonction tg.

5.4 Formules trigonométrigues (Formulaire).

Formu! "acddition ngl

cos{x+y) = cos(x)cos(y} - sin(x)sin{y)
sin(x+y) = sin{x)cos(y) + sin(y)cos{x)
tg{x}+tg(y)
190Y) =1 ig g (y)

cos{x-y) = cos(x)cos(y) + sin{x)sin(y)
J'sin(x-y) = sin(x)cos{y) - sin{y)cos(x)

tggx!-tgjg[
19 0XY) =5 g xtaly)
)

cos(x)cos(y) = 15 [cos(x+y) + cos(x-y)]
sin{x)sin(y) = - 1E[cos(x+y) - cos{x-y)]

sin{x)cos(y) = '15 [sin{x+y) + sin(x-y)]

Ls‘m(y)cos(x) = 15 [sin{x+y) - sin{x-y}]

rcos(p)+cos(c|) = 2cos(&gﬂ}os(}z—q)
cos{p)-cos{q) = -2sin(%}in(%g)
sin(p)+sin{q) = zsin(p%q):os(%l)

ksin(p)-sin(q) = 2cos(gg'g) sin(%l‘)

rmul lication nal

coS{2X) = cosE(x)-sin2(x) = 2c052(x)-1 = 1-2sin2(x)
sin{2x) = 2sin(x)cos(x)

tg(2x) _219(x)

1-t92(x)
cosz(g) _ 1+0025(x)
X 1-
smgg) _ _%(ﬁ

Exemple 9 Ecrire cos(3x) et sin{3x) en fonction de cos(x) et sin{x).

Formules: de reduction: Posons t = tg(x/2). Les fonctions
sin{x}, cos(x) et tg(x} peuvent s'écrire comme comme des
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fractions rationnelles de la variable t. Ces formules sont
utilisées notamment dans la recherche de primitives.

4 (x) 1_{2
cos(x) =
1412
< sin(x) =
1+t2
2t
tg(x) =
\. 1-t2

5.5 Equations classigues.

cos(x) = cos(a) Soit a € [0,2n]. L'équation cos(x) = cos(a) a 2 solutions évi-
dentes: a et -a. Il est facile de voir, en considérant le cercle
trigonométrique que ce sont les seules solutions dans [0,2x].
En conclusion, on a donc

X = a + 2k=n
C0s(x) = cos(a) ssi jou pour k entier quelconque
X =-a + 2kn

Pour résoudre une équation du type cos(x) = «, on cherche 4 se
ramener & une équation du type cos(x) = cos(a). Deux cas se
présentent

ela] > 1 (ie., ae [-1,1])

Dans ce cas, I'équation n'a pas de solution: en effet, a n'est pas
dans limage de la fonction cos.

el £ 1 (i.e., x e [-1,1])
Dans ce cas, o est dans l'image de la fonction cos; soit a un an-
técedent de a par cos. L'équation s'écrit maintenant
cos{x) = cos(a)

Ses solutions sont décrites plus haut.

Exemple 10 Résoudre les équations
{a) 2 cos(x} = 1 (b} cos(x) + sin{x) =1 (c) cos{x) + sin{x) = 2

Solution. (a) 2 cos(x) = 1 ssi cos{x) = 1/2 = cos(n/3). Les
solutions de I'équation sont donc les nombres réels x de la forme:

X = 7n/3 + 2k=

ou pour K un entier quelconque

X = -n/3 + 2k=x
(b) Divisons les deux cttés de I'dquation par
\l(coeff. de cos(x))2 + (coeff. de sin(x))2 = \IE
On obtient

?2 cos{x) + 1/_2—2_ sin{x) = "'2"“

ie., cos(m/4)cos{X) + sin{n/d)sin(x) = cos(r/4)
i.e., cos(x-nf4) = cos(m/4)
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Les solutions de I'équation sont donc les nombres réels x de la

forme:
X-n/4 = n/4 + 2Kn=n
{ou pour k un entier quelconque
X-n/4 = -n/4 + 2K=x
X = /2 + 2k=x
s0it {ou pour k un entier quelconque
X = 2k=x

{c} En procédant comme en (b), on aboutit &
cos{x-n/d) = V2
Comme V2 > 1, I'équation n'a pas de solution.

sin(x) = sin(b} Soita e [0,2r]. Les seules solutions dans [0,2x] de I'équation
sin{x) = sin(b) sont b et =n-b. On a donc
X =Db + 2k=n
sin{x) = sin(b) ssi jou pour k entier queiconque
X = xw-b +k=n

Pour résoudre une équation du type sin{x) = B, on cherche & se
ramener & une équation du type sin(x) = sin{b). Deux cas se
présentent

* Bl > 1 (i.e., Be [-1,1])
Dans ce cas, I'équation n'a pas de solution: en effet, B n'est pas
dans I'image de la fonction sin.

Bl £ 1 (i.e.,, B e [-1,1]) 7
Dans ce cas, B est dans l'image de la fonction sin; soit a un an-
técédent de a par sin. L'éguation s'écrit maintenant
sin(x) = sin(b)
Ses solutions sont décrites pius haut.

Exemple 11 Résoudre les équations
{a) 2 sin(x) = 1 (b) \Ecos(x) + sin{x) = ‘\E
(c) \{Ecos(x) + sin{x) = 3

tg(x) = tg(c) 1tg(x)=1g(c) ssix = c + kn, ol k est un entier quelconque

Une équation du type tg(x} = vy a toujours une solution: en effet,
lensemble image de la fonction tg est R tout entier (ig est
surjective). Si ¢ est une solution, les autres solutions sont les
nombres réels de [a forme x = c+km, ol k est un entier quel-
conque.

Exemple 12 Résoudre |'éguation tgzx = 1g(x).
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§1. LIMITES.

1.1

P

I

Sliminair "

- i;t\tin{aun

cdhevent,
e onferiean

Cpt. %liv\th’:;m J

CHAPITRE 4

LIMITES ET EQUIVALENTS

QW

v

L

L'étude de la notion de limite est !'occasion d'introduire
quelques définitions de "topologie”. Nous aurons besoin des no-
tions de point intérieur, de point adhérent et de point
d'accumulation d'un ensemble A. Nous commengons par des dé-
finitions informelles.

Soit A un sous-ensemble de R, R2 ou R3. Les points inté-
rieurs de A sont les points de A qui ne sont pas sur le "bord" de
A. Précisément, un point m, est un point intérieur de A si mg
est dans A et si une distance minimale d > 0 ie sépare de tous les
points du complémentaire de A (Cf. Déf.1.1). On dit aussi que A
est un voisinage de m, si m, est intérieur & A.

Exemple 1 Soit A = 10,11 U {2}. Le point 1/2 est intérieur & A; A
est un voisinage de 1/2. Les points 1 et 2 ne sont pas intérieurs 4 A.

On dit qu'un point m, est un point adhérent 2 A si on peut se
rapprocher aussi prés que l'on veut de m, en restant dans A. On
dit qu'un point m, est un point d'accumulation de A si on
peut se rapprocher aussi prés que l'on veut de my en réstant
dans A mais sans étre égal & my (Cf. Déf.1.1).

Exemple 2 Soit A = 10,11 U {2}; 0, 1, 2 sont adhérents & A; 0, 1
sont des points d'accumuiation de A mais 2 n'en est pas un.

Les points de A sont automatiquement adhérents & A. Les points
d'accumulation sont automatiquement des points adhérents. Les
points intérieurs de A sont automatiquement dans A; ce sont
aussi automatiquement des points d'accumulation de A. Toutes
les réciproques sont fausses.

Exemple 3 Remarquer qu'un point m, est un point intérieur de A
ssi il n'est pas adhédrent au complémentaire de A.

On définit enfin le bord ou la frontiére de A comme l'ensemble
des points qui sont adhérents mais non intérieurs a A.
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3

Formallsation Le reste de cette section va consister & mettre en forme ces dé-

DEFINITION 1.1

finitions. En fait, il s'agit simplement de traduire de fagon précise
l'idée de proximité, On va utiliser pour cela les notions de distance
et de boules. La distance entre deux points a été définie au Ch.1.
Rappelons une propriété importante: I'lnégalité triangulaire.
Tout d'abord Finégalité triangulaire pour lfa valeur absolue, qui jous
le role de distance dans R:

[x+yl<|x| +lyl
On en déduit I'inégalité suivante, qui est également d'usage fréquent:
|a-c| < ja-b] + |b-c|

On gardera a l'esprit que |x-y| est la distance d(x,y) sur la droite
réelle entre les nombres x et y. Ainsi, la condition Ix-al < & signifie
simplement que x e Ja-e,a+el.

De fagon générale, notons d [a distance sur R, R2 ou RS. L'inégalité
triangulaire pour la distance s'énonce: pour my, My, My trois points
guslcongues, on a:

(avec egalité ssi m, est sur le segment joignant my a mg).

On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre me et de
rayon r l'ensemble de tous les points m tels que d{m_,m) < r (resp.
d(mg,m} < r). On la note B(m,r) (resp. B(m,.n Sest Yn inter-
valle, un disque ou une boule selon que l'on est dans R, R¢ ou R®.
Ces notions s'étendent & RP; il suffit pour cela de définir la distance
sur RM. Si p(ay,...,a,) et q(by,...,b,) sont deux points de RN, leur
distance d(p.q) est définie par

d(p.q) = ‘\j(a1-b1)2 + ..+ (a,-b)2

Exemple 4 Soient m ¢ B(m,.netp = r-d(m,,m). Montrer que
B(mg,r) o B(m,p).

(a) Un point m, est dit intérieur & un ensemble A si A contient une
boule ouverte centrée en mg et de rayon t > 0. On dit aussi que A est
un voisinage de m, . .

(b) Un point my est dit adhérent & un ensemble A si toute boule
ouverte centrée en mgetde rayon 1> 0 coupe A.

{c) On dit que m, est un point d'accumulation de A si toute boule
ouverte centrée en My et de rayon 1> 0 coupe A en au moins un
point autre que Mg. On note A' l'ensemble des points d'accumudation
de A. .

Exemple 5 Soit A = 10,1] U {2}. Montrer que 1/2 est intérieur 3
A, que ni 1 ni 2 ne sont intériaurs a A, que 0, 1 et 2 sont des points
adhérents, que 0 et 1 sont des points d'accumulation de A mais que 2
n'en est pas un.

Solution. 1/2 est intérieur 4 A car la boule ouverte B(1/2,1/2) =
10,1[ contient 1/2 et est inclus dans A. En revanche, 2 n'est pas
intérieur & A car il n'existe aucune boule ouverte centrée en 2 qui
soit incluse dans A (pour r > 0 gueiconque, B(2,) ~CA o 12,241 =
@). Le raisonnement est analogue pour 1.

Les points 1 et 2 sont dans A donc sont adhérents & A. 0 est adha-
rent & A car n'importe gquelle boule ouverte centrée en 0 coupe A
(les points "proches" de 1 par valeur supérieure). N'importe quelle
boule centrée en 1 coupe A en une infinité de points (les points
"proches” de 1 par valeur inférieure); donc 1 est un point
d'accumulation de A. Raisonnement analogue pour 0. Par contre, la
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Cuverts et fermes

boule B{2,1/2) = 13/2,5/2[ ne coupe A qu'en 2; donc 2 n'est pas un
point d'accumulation.

Exemple 6 Soit A une boule ouverte. Déterminer I'ensemble de
tous les points intérieurs & A, les points adhérents & A et les points
d'accumulation de A. Méme question avec A une boule fermés, enfin
avec A = { m{x,y) € R2 |1 <xZ+y2 <4} U {0}.

Exemple 7 Montrer qu'un point intérieur & un ensemble A est au-
tomatiquement un point d'accumulation de A.

0
Il est d'usage de noter A I'ensemble de tous les points intérieurs 3 A
et A P'ensemble de tous les poﬁnts adhérents 4 A et Fr(A) les points
qui sont dans A mais pas dans A. |l résulte des définitions que:

— o
Ao Ao A
Ao Fr(A)

— o]
Ao Ao A

gxemple 8 Pour A =]0,1] U {2) (voir Exemple 5), nous avons:
A =101 A=1[01]1U {2, FrA) = {0,1,2} et A" = [0,1].

c 0 _ _
Exemple 8.1 Montrer que si A ¢ B, alors AcBet AcB.

Un sous-ensemble A de RT est dit ouvert s'il est voisinage de
chacun de ses points, i.e., si

(vmge A) (3 r>0) (Bimg,t) c A)
De fagon équivalente, A est ouvert ssi A = A,

Exemple 8.2 Montrer que les boules ouvertes sont des ouverts
(utiliser l'exemple 4). )
Exemple 83 Soit A une partie quelconque de RM. Montrer qu§
l'ensemble gest e plus grand ouvert inclus dans A. L'ensemble
est appelé intérieur de A,

0 0
Solution. Montrons d'abord que A est ouvert. Soit m ¢ A. Par
définition, il existe r > 0 tel que B(m,r} ¢ A. En utilisant les
exemples 8.1 et 8.2, on obtient

0 ]
B{m,r) = B(mr)jc A
ce qui prouve que m est intérieur & A.
Soit maintenant O un guvert tel que O ¢ A. En utilisant I'exemple
8,1, on déduit O = B¢ , ce qui montre que R est lo plus grand des
ouverts contenus dans A.

Un sous-ensemble A de RP est dit fermé s'il contient ses points
adhérents, i.e., si A= A.

Exemple 8.4 Soit A une partie quelconque de RP. Montrer que A
est ouvert ssi son complémentaire CA est fermé, que A est fermé
ssi son complémentaire CA est ouvert

Exemple 8.5 Montrer que les boules fermées sont des fermés,

mais ne sont pas des ouverts. Montrer que les boules ouvertes ne
sont pas des fermés.

-79-



1.2 Définitions.

Une variable

Attention! Il existe des ensembles ni ouverts ni fermés, par
exemple lintervalle [0,1[. Noter aussi que l'ensemble R™ est cuvert
et fermé.

Exemple 8.6 Soit A une partie quelconque de RM. Montrer que
l'ensemble A est le plus petit fermé contenant A. L'ensemble A est
appelé adhérence (cu fermeture) de A.

La notion de limite est assez naturelle. Par exemple, elle est
implicite quand on parle de vitesse instantanée d'un objet: en
effet, la vitesse instantanée est la "valeur limite" des vitesses
moyennes sur des intervalles de temps de plus en plus petits.
La notfion de limite dérive de celle de linfini (lI'infiniment
grand ou linfiniment petit): c'est ce qui se passe "& l'infini".
Ainsi, 2n est la valeur limite quand n "tend vers linfini" des
périmétres des polygones a n cdtés inscrits dans le cercle unité.

Précisons par des exemples numériques. Plus un nombre réel x
est grand, plus 1/x est petit; on dit que 1/x tend vers 0 quand x
tend vers +e et on écrit:

lim 1/x=0 ou ifx —= 0.
Xomp o0 X— +o0

La fonction sin{x)/x n'est pas définie en 0 mais on s'apergoit en
calculant des valeurs que les nombres sin{x)/x calculés pour
des x de plus en plus petits mais en restant non nuls, se rap-
prochent d'une valeur limite, & savoir 1. On a:

lim sin{x)/x = 1.
x—0

Exemple 8 A l'aide d'une calculette, on peut veir que

lim 2¥X =1, dim x1% =1, lim (1+x)1/X = e etc...
X— +oo X— +o0 x—0

Si la notion de limite est intuitive, en donner une définition est
beaucoup plus difficile. Le premier énoncé précis n'apparait
qu'au 19 éme siécle, dans le Cours d'’Analyse du mathématicien
frangais Cauchy.

("} Scient x, et L deux nombres réels. On dit qu'une fonction
f(x) a pour limite (ou tend vers} L quand x tend vers x, si les
nombres f(x) deviennent arbitrairement proches de L pourvu
que les points x s'approchent suffisamment de x,.

Notes 1) Comprendre ['expression "arbitrairement proche pourvu
que..." est essentiel: cela signifie que la distance entre f(x) et L de-
vient plus petite que n'importe quel nombre > 0, pourvu que...
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2) Il y a une condition sur x, pour que la définition soit raisonnable.
Cn souhaite regarder les va?eurs f(x} de f quand x se rapproche in-
définiment prés de X, en restant différent de x,. Encore faut il que
'on puisse, en restant a lintérieur du domaine D de {, se rappro-
cher indéfiniment preijﬂe X,. Par exemple, il ne peut étre question
d'étudier la limite de Vx quand x tend vers -1. La bonne hypothése
sur x, est la suivante: x, doit étre un point d'accumulation du do-
maine D; de f, c'est-a-dire Xg € (D). C'est en particulier le cas si
D: contient un voisinage épointé de X,, l.e., un voisinage de x

privé de X,

o’ [

La definition suivanie reformule de fagon axiomatique la défi-
nition donnée plus haut.

DEFINITION 1.2 Soient f(x) une jfonction, X, € (D) et L un nombre réel.
On dit que f(x) a pour limite L quand x tend vers X, ,ce

gue lonnote lim f(x)=L ou f(x) - L si
X=X, X=X

(Ve> 0)Fa> 0V xe D)0 < [x-x5] < a = [f(x)-L] < &)

Dans la définition suivante, x tend vers +e, i.e., devient trés
grand. Il faut supposer que D; contienne des nombres ar-
bitrairement grands, c'est-a-dire ne soit pas majoré, ce que
nous noterons "+ € (Dg)' ".

DEFINITION 1.3 Soient f(x} une fonction telle que + € (Df)' et L" un
nombre réel. On dit que f(x) a pour limite L quand X tend

vers +eece que lonnote tim f(x) =L ou f(x) - L si
X— +oe X3 400

(Ve> 0)3A>0)(Yxe DY(x > A = [f(x)-L] < ¢)

On obtient la définition de xu[n f(x) = L en remplagant x > A
par x <-A dans la définition ci-dessus.

Exemple 10 Etudier les limites des fonctions suivantes au(x)
point(s) indigués.
(a) f(x) = 1/x ; +ee (b) f{x} = ax+b ; x, quelconque
© 1) = Ixl ; (d) f(x) = 217X 4o
= x2 = .
(&) Hx) = x ,3  fx) = 1) 0,172

Solution. (e) Analyse du probléme: On soupgonne que I:m3 =9,

Montrons le. Il s'agit de montrer que 1x2 -8| devient aﬁ)nralrement
petit quand x se rapproche de 3. Dans un premier temps, on cherche
4 majorer |x2-9| pour comprendrg pourquoi cette quantité va deve-
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nir "petite”. On a |x2-9] = |x-3] |x+3|. Il y a 2 termes: le premier |x-
3| est petit car x est proche de 3; le second [x+3| est proche de 6; le
produit |x-3] |x+3| vaut en gros B |x-3| et est donc "petit".
Becherche du a: Soit ¢ > 0 quelconque. Comment choisir a > 0 pour
que la condition [x-3] < a garantisse [x2-9] = |x-3] |x+3| < £? Si déja,
on choisit ¢ < 1, on aura 2 < x < 4 et donc [x+3| < 7. Si alors on
s'arrange pour qu'on ait aussi a < e/7, on obtiendra

1x2-9] = |x-3] [x+3} < 7 (&/7) = £,
seoit la conclusion désirée.,

Rédaction: Soit £ > 0 quelcongue. Posons o = min(1,&/7). Soit x e D¢
tel que |x-3| < o . En remarquant que |x-3] < < 1 entraine 2 < x < 4
et donc {x+3] < |x| + 3] < 7, on obtient:

|x2-9] = |x-3] |x+3] < 7 (e/7) = ¢ ,

soit la conclusion désirée.

Remarque. La notion de limite a un caractére "local™

* le comportement de la fonction loin de x, n'a aucune incidence sur
la limite en x,,. On peut donc restreindre a loisir I'étude de linégalité
lf(x)-L] < £ 2 un voisinage donné de Xq. Cest ce que nous avons fait
dans l'exemple ci-dessus quand nous avons décidé de choisir o < 1 et
par la de ne s'occuper que des x dans [intervalle ]2,3[ (1/2 ou 2 &
la place de 1 aurait tout aussi bien marché).

* par contre, au voisinage de x,, les valeurs de f différent "peu” de
ia valeur limite L.

Exemple 11 Soit f une fonction telle que x&n}( fix) =L € R.
Montrer qu'il existe un voisinage de X, sur lequel f 8t bornée.

Solution. Par définition, on a

(Ve> 03 a> 01V xe DO < |x-x,| < & = |f(x)-L| < &)
Cela signifie que, pour £ > 0 quelconque, £ = 1 par exemple, il existe
un intervalle Jx5-o,xg+0[ sur lequel la fonction f prend des valeurs
toutes comprises entre L-g et L+e. (Evidemment ta fongueur 2a de
intervalle dépend de ). En particulier, la fonction f est bornée sur
lintervalle ]xq5-a,xg5+alf.

Considérons une fonction f telle que xj_i,'l‘w f(x) = L. Soite > 0.
On sait, par définition, qu'a partir d'un certain nombre A, les
nombres f(x) seront dans lintervalle JL-e,L+¢[. Le nombre A
dépend évidemment de &: plus ¢ est petit, plus A sera grand.

Exemple 12 Soit f{x) = {(x3-5x+1)/x3. Trouver A tel que

x>A= |f(x)-1] <&,
pour £ = 1/100, 1/1000. Montrer que lim f(x) = 1
X— toe
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n variables La notion de "limite" conserve un sens pour des fonctions de plusieurs variables.

DEFINITION 1.4 Soient f(xq,...,x,) une fonction de n variables, my(ay,...,a ) e (Dg) et L un
nombre réel. On dit que f(x1,...,xn) a pour limite L quand Xy tend vers ay,., X
tend vers &, ce que l'on note

lim  f(xq,...x) =L ou lim fm)=L si

X{-aq m—mg
x H
n=an (1x1-a1] < @
(Ve> 0)3F o> OV m(xyqXs) € DYy = [f(Xq1eX)-Ll < €)
IXp-apl <«
L m=zmg,

Remarque. La Déf.1.3 généralise la Déf.1.1. La aussi, on n'a fait que traduire la
condition: "les nombres f(x4,...,x,) deviennent arbitrairement proches de L pourvu que
m{x4,...,X,) s'approche suf lsamment de mg(aq,...,a,). La notion de vmsmage permet

d'umf:er les deux définitions: d'une maniére genéra!e ona Ilim fim)=L si
m-—m
o

(*) pour tout voisinage W de L, il existe un voisinage V de m, tet que f(Vi{m,}) soit
contenu dans W,

Exemple 13 Etudier les limites des fonctions suivantes au point indigué,
(@) flxy) = X ; (Xo.Yo) () f(xy.2) = ¥2+y2422 ; (0,0,0)
n

(b) f(xy) = ax+by ; (Xo.¥o) (A) f(XgsXp) = DX 5 (1.2,0)

Solution. (b) Montrons que f(x,y) a pour limite f(x,,yo) = axg+by, quand m{x,y) tend
vers mg{Xq.Yo)- Soit £ > 0. On choisit

E
o = mm(z[al 21bl 1)
Pour tout m{x,y) € Dj tel que jx-xg] < o et [y-yg| <o, 0ona
Hxy-H(X0,¥0)l = la(x-xg)+b{y-yo)l
R [be
< Ial IX'XOI + |bE Iy'yoi < ]a| + 2lbl =E

1.3 Variantes de_ la définition.

Limites a droite Exemple 14 La fonction f(x) = [x] n'a pas de limite quand x tend vers 0 (Cf. Exemplo
et a gauche 25 pour une démonstration). Cependant, les nombres [x] se rapprochent
arbitrairement prés de 0 quand x s'approche de 0 par valeurs supérieures et les
nombres [x] se rapprochent arbitrairement prés de -1 quand x s'approche de 0 par
valeurs inférieures. Il est d'usage de dire que {x} a une limite & droite et une limite &

gauche quand X tend vers 0, qui valent respectivement 0 et -1. On note:

lim [x]=0et |lim [x] = -1
>c—>o+[I x->0‘”
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N De fagon générale, pour demander qu'une variable x; tende vers g
par valeurs supérieures (i.e., X, — ai+) ou inférieures (i.e., X; =
’ g;)), il suffit de remplacer dans la Déf.1.4 la condition "Ix-a| <
—f a" respectivement par:
£ h Y
x 7
— X (i) a; < X; < g+ (i.e, 0 < x-3; < )
5! [x] (l') ai-O: < xi < al (i.e., -0 < Xi'ai < 0)

Exemple 15 La définition de lim f(x,y,z} = 8 est:
X—2°

y-0
Z=1*
-0 < X-2 < 0
(Ve>0)Fa>0)vmxyz) e Di( Iyl < = [{(x,y.2)-8] < &)
0<z+1 <«

Exemple 16 Etudier les limites, a droite, 2 gauche des fonctions sui-
vantes au{x} poini(s) indiqué(s).

{a) 1(x} = [x] ; Xg entier, puis X, hon entier.

{(b) f(x} = x/|x{ ; O

1

(c) f(x) = (x2-4)/|x-2| ; 2
(d) f(x} = x/[x] + [y]; {0,3)
(dy f(x) = x[ylIx| ; (0,3).

Limites & droite et & gauche ont un intérét théorique important pour
les fonctions d'une variable. On y reviendra en §1.4.

Limites en +- et en -~ De fagon générale, pour demander qu'une variable x; tende vers
+oo OU vers -eo, il suffit de remplacer dans la Déf.1.4 la
condition "[x;-g;| < «" respectivement par:

(ii) x> 1o

(ii'y  x < -1V«

Exemple 17 La définition de lim f{x,y,2) = 0 est:
X—2

Y= + oo
Z——oo

0 < |Xx-2] <a

(Ve>0)F a> 0}V m(xy.z) € Df)( {y > 1/a = [f{x,y,z)] < g)
z< -1/

Limites infinies La définition de limite se généralise aisément au cas d'une limite
infinie. 1l suffit de comprendre la condition "les nombres f(Xq,ex)
deviennent arbitrairement proches de +e {resp. -«) pourvu que...”
comme ‘les nombres f(xq,..,x;) deviennent arbitrairement grands

(resp. petits) pourvu que...". Il suffit donc de remplacer dans la
Def.1.4 la condition "[f(x4,...,x,)-L| < " par:
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Limites par valeurs
supérieures et inférieures

(111)  f(X{,0xp) > ¢ pour  +ee
(H1") f(xq,000x,) < -2 pour -

Plutdt que la lettre ¢ qu'on réserve pour des quantités petites, on
emploie plus communément la lettre A.

Exemple 18 La définition de lim f(x,y,z) = +« est:
X—2

Y 4o
Z—oo

0<|x-2]l<u
(VA>0)Fa> 0)¥ mixyz) e D) {y > 1/a = f(x,y,z} > A)
2< -1/a

Exemple 19 Démontrer que

lim 1/ = 4o, lim 1/X = -oo
+ -

, i 1/(x24y2) = 4oo
x—0 Xx— 0 (X.Y)“*(O-o)

On note parfois L+ (resp. L7} la limite pour indiquer que les
nombres f(x4,...,X,) se rapprochent de L en restant supérieur 3 L
(resp. inférieur & L). On obtient la définition précise en
remplagant dans la Déf.1.4 la condition "[f(xy,....x,)-L| < &" par:

(iv) 0 < f(x4,....xpl-L < ¢ pour Lt
(iv") € < f(xq,..x,)-L <0 pour L~

Exemple 20 lim 1/x =0%*, {im 1/x = 0~
X— +oo X—y-oo

1.4 Propriétés des limites.

Unicité de la limite

Sur l'existence des limites

Intuitivement il est clair qu'une fonction, si elle a une limite au
voisinage d'un point donné, ne peut en avoir qu'une seule. En effet,
comment l'ensemble des nombres f(m) pourrait-if se rapprocher
arbitrairement prés, de 2 nombres distincts a Ia fois?

Exemple 21 Rédiger une démonstration précise.

Maintenant, il faut marquer qu'une fonction n'a pas forcément
de limite au voisinage d'un point donné. Nous allons en voir 3
exemples: la fonction sinus en +e, la fonction [x] en 0, 1a fonction
xfy au point (0,0). Intuitivement, il est clair qu'il n'existe aucun
nombre fixel L duquel se rapprochent ces fonctions quand la
variable tend vers le point m, considéré. Le démontrer est plus
délicat. En général, on procéde de {a fagon suivante: on montre que

1 par nombre, nous entendons ici nombre réel ou +e OU -co,
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() il existe 2 nombres distincts Ly et L, et 2 familles infi-
nies de points m du domaine qui tendent vers m, et tels que les
valeurs f(m) correspondantes tendent vers L, pour une famille
et L, pour l'autre.

c'est-a-dire, énoncé de fagon plus rigoureuse:

{* bis) il existe 2 nombres distincts Ly et Ly et 2 sous-en-
sembles infinis F4 et Fo du domaine Dj telle que:
(i) mg est un point d'accumulation de Fq et de Fx.
(ii) Les fonctions fEF1 et flp,, restrictions de f & F{ et de Fo
ont respectivement pour limite L et Ly quand m tend vers m,,
ce qu'on note:

fim fm) =L, et lim f{m) =L,

m—mg m—m
m€F1 mEF2

Sous la condition (*}, I'ensemble de tous les nombres f(m) ne
peut se rapprocher arbitrairement prés d'un unigque nombre L;
la fonction f n'a donc pas de limite au point m.

[Plus formellement, il faut dire: la définition de la limite d'une res-
triction fi- s'obtient en remplagant dans la définition générale
I'expression "V me D¢ par "¥ me Dfn F*. Donc, si f a pour limite
L alors toutes les restrictions de f ont pour limite L. Sous la condi-
tion {*), une fonction f ne peut donc pas avoir de limite.]

La condition (*) est donc une condition suffisante pour qu'une
fonction n'ait pas de limite.

Note. En fait, on peut montrer que le critére (*) est une condition
nécessaire et suffisante. C'est une conséquence d'un résultat impor-
tant de topologie, le Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Exemple 22 Montrer que la fonction sinus n'a pas de limite en 4w,

Solution. Considérons les 2 familles de nombres réels
Fi={x=kn|ke Z}etFo={x=n2 +kn|ke Z}.

Ona
lim sin(x) = lim sinkx) = lim 0=0
X+ oo k—)-i-m k_)+°°
XEF1
iim sin{x) = lim sin(@2 + k) = fim 1=1
X— 400 Ko +oo K— +o0
xeFp

Comme 1 = 0, le critére {*) est satisfait: la fonction sinus n'a pas
de limite en +es.

Exemple 23 Montrer que la fonction f{x,y) = x/y n'a pas de limite
en m,(0,0).

Solution. Considérons les 2 familles de nombres réels
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Limites & droite et 3 gauche

THEOREME 1.5

={m{xx) | xe R\{0} } et Fo = { (x,x/2) | xe RO} }.

Fy et Fo sont deux droites passant par |'origine privées de ['origine;
en particulier, Forigine est un point d'accumulation de F4 et de Fp .

Etona

lim fim)= 1im {fxx)= I|im Xx =1
M—my, X— oo X— +oo

me Fy X

lim fm}= lim f{xx2) = [im —- =2
M—Mgy X— +o0 X—+o0 X/12
mEF2

Comme 1 = 2, le critére () est satisfait: la fonction f n'a pas de
limite en (0,0).

Exemple 24 Soit f(xy) = (x2+y2)/2x. Représenter sur un méme
graphe le domaine de définition de f, la ligne de niveau 1, notée 11, la
ligne de niveau 2, notée 12, Déterminer la limite de f{x,y} Iorsque
(x,y) tend vers (0,0), en restant sur 11, en restant sur 2. La
fonction f admet-elle une limite au point (0, O)‘?

Solution. La fonction f est définie sur R2\Ox. Les lignes de niveau
1" et 12 sont respectivement les cercles C(A(1,0),1) et C(B(2,0),2)
privés de lorlglne L'origine O{0,0) est un point d'accumulation de

Il et de 12. Sur une ligne de niveau c, la fonction f(x,y) est
idennquement égale ac. Onadonc
fX. = =
x Y 0,0 7 s, )5(0,0)
{x y)e i {X, y)e |
¥ = 2=2
(x,y)5 >(0,0) =, y)—>(oé0)
(x,y}el (x,y)el

Comme 1 # 2, la fonction f(x,y) n'a pas de limite au point O{0,0).
Exemple 25 Monirer que la fonction [x]r n'a pas de limite en Q.

Solution. Soient Fy = }-1,0[ et Fo = 10,1[. On a:

lim [x= lim -1 =1 " lim [x]= lim 0=0
X—0 x—0 X—0 x—=0
XEF1 XEF2

Dans ce dernier exemple, on a en fait raisonné sur les limites &
droite et a gauche de 0 de f. On peut également les utiliser pour
montrer qu'une limite existe, en vertu du résultat suivant.

Sott f une fonction d'une variable. La fonction f a une limite
L quand x tend vers X, ssi L est a la fois limite a droite et a
gauche de x, de f.

Preuve. Dans le sens =, c'est une conséguence du critére (*). Pour
la reciproque, il suffit de remarquer que les conditions

0 < XXg<aet-a<xXxg<0
des dsfinitions de L = Ein;+ f{x) et L = xlirr;c_ f(x) s'unissent pour
donner la condition —*o %o
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= s5in{i/)

0 < {xx%g| <0

de ia définition de _Him f{x) = L.
X—=Xp

Exemple 26 Soit  la fonction définie par

3 .
f(x):{x .31x>2_
asix«<?2

Etudier la limite de f en 2.

Note. |l existe des fonctions qui n'admettent ni limite & droite ni
limite & gauche; par exemple, la fonction x — sin{1/x).

§2. CALCUL DES LIMITES

2.1 Théorémes généraux.

THEOREME 2.1

Dans ce paragraphe et pour le reste du chapitre, m désigne un
point au sens large, c'est & dire un point a n coordonnées pou-
vant étre des nombres réels, +w, -, a}, g... D'autre part,
on suppose implicitement dans fous les énoncés que my, est un
point d'accumulation du domaine des fonctions dont on envisage
la limite.

Soient f et g deux fonctions de n variables telles que
mil_)mmo fim) = p _et mll_)rrranc| gim)=q, ot p et q sont deux
nombres réels. Alors, on a

iy Tim  (f+g{m) = p+q

m—mg
(in  1im  (fg}{m) = pq
m—mg

(i) sig=0, lim (fig}m) = p/q.
M—-mg

Preuve. Nous allons démentrer (i} pour les fonctions d'une variable
et laisser le reste du Th.2.1 en exercice. On écrit

fx)g(x)-pq = (f{x)-plalx) + plg(x)-q).
D'apres I'exemple 11 du paragraphe §1, la fonction g est bornée sur
un voisinage de Xg. C'est-a-dire, il existe A > 0 et oy > O tel que

{*) [g{x)| < A pour tout X € IXg-ctq,Xg+orq]
Soit € > 0 quelconque. Par définition de lim {(x) = p, il existe ap >
0 tel que X—Xg

(") [f(x}-p| < e/2A pour tout X € |xqy-tp,Xg+0so]
Par définition de Xi_l)rgog(x) = q il existe ag > 0 tel que

(***) lo{x)g| < e/{2|p|+1) pour tout X € Xg-0g3,xg+ug(

Posons o = min(aq,ap,03). Pour tout x € Jx5-a,xq+af, les trois
majoraticns ("), (**) et (***) sont valables. On obtient;

H(xdg(x)-pgl < [f{(x)-p] lg(x)| + [p| lg(x)-q|
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Ae e
<2A 7 2/pi+1
E
<2
Ce qu'il fallait démontrer.

£
+o, =€
2

Exemple 1 Calculer les limites suivantes:
x2-4
(@ fx) = 5 ——
x2+3x-10
3 2
XOZ+XY+Y
(b) f{x.y.z) =

X+Y+Z

au point 0

au point {1,2,3)

Les résultats ci-dessus s'étendent au cas de limites infinies,
avec quelques restrictions concernant les régles de calcul avec
+o0 et -co. Sont valables ies régles suivantes:

(+=) + p = 4+
(-) +p = -
(+0) + {+=) = +o
(-o) + (=) = -o

malis (+w) + (-=) est indéterminsé.

P X (+») = 42 5ip >0
P X (+) = -0 85ip <O
P X (-») = -« s5ip>0
P X (-} = 40 si p < 0O
(+) X (#e) = +o
(-o0) x (4e0) = -o0

mais 0 X (+ =) est indéterminé.

[

1/40 = OF
1/- = 0"
1/0*
1/07 = -oo

mais eofee @i 0/0 sont indéterminés

+ oo

Les cas (+eo)+(-e0}, 0 X (+90), 0 X (-00), cofec (= o x Q)
et 0/0 (= 0 x oo} sont appelés formes indéterminées. Le
Th.2.1 ne permet pas de conclure dans ces cas-1a. Cela ne veut
pas dire que la limite n'existe pas mais qu'il faut utiliser une
autre methode pour conclure. Il y a diverses techniques qui
permeltent de "lever l'indétermination”: simplification dans
une fraction, mise en facteur du terme prépondérant, multi-
plication par la quantité conjuguée (Cf. Exemple 2)... Ce sont
des méthodes ad hoc; c'est |'utilisation d'équivalents qui rendra
plus systématique la résolution de ce genre d'exercices.

Exemple 2 Etudier les limites suivantes:

X2-3%x+2 2x3 4% +1
(@) f(x) == en 2 (b) f(x) = =T o oo
x2-2x 3x3-x2+7x

x(V x+1 - ¥ x-1) en +oo. (d) f{(x) = ;‘fﬁ en 0%,

{c) f{x)
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THEOREME 2.2

THEOREME 2.3

Le résultat suivant, dit de composition des limites est
d'application constante. Dans la pratique, on peut “composer des
limites”. Cependant c'est faux en toute généralité (Cf. Exemple
6} si on ne rajoute pas certaines hypoth&ses. On pourra
vérifier que les hypothéses ci-dessous sont suffisantes.

Soient Hxy,...,x,) une fonction de n variables et g(x) une
Jonction de une variable telles que

lim fim)=a et lim g(x) = L.
m—>mo X—a

Alors on peut conclure que
lim gof(m) = L
m—>mo

silune des 3 hypothéses suivantes est satisfaite:

() g(a) = L

(i) g r'est pas définie en a

{iii} il existe un voisinage épointé de mg sur leguel f ne
prend jamais la valeur a.

Exemple 3 Etudier les limites suivantes:
(@) f(x) = V (2x+1)/x en 2, en +w

(b) f(x) = exp(x2-y2) en (0,0}, en (+e,0)
{c) f(x) = sin(x2+y2)/(x2+y2) en (0,0}

Le théoréme suivant est un résultat largement intuitif, voire
banal; sa démonstration est facile (nous la laissons en exer-
cice). Pourtant c'est un résultat fondamental pour toute
I'analyse réelle.

Soient f, g eth trois fonctions de n variables définies sur un
voisinage V de m,

f(m) < g{m) £ h{(m) pourtoutme V

9 im fm)= lim h{m)=L = lim g(m)=L
m-mg m-mg m-Mg
[f{m)-L] £ g(m) pour tout m e V|

(M1 lim  g(m) =0 = lim fm)=L
m-mg m—mg
fim) = g(m) pourtout me V

(i) 3 lim g(m) = +« = Jim fm) = 4o
m—)mo m—H’T‘Io
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2.2 Limites _classiques.

Limites par substitution

Exemple 4 En utilisant la figure ci-contre, montrer que
sin{x) < x < 1g(x) pour tout x € 10,7/2]
sin{x)

En deduire que lim =1
Xx—0 X

Solution. On a

AA' = 2sin(x)
long. arc AA' = 2x

Comme le plus court chemin de A a4 A' est la ligne droite, on a
2sin(x} < 2x. Considérons ensuite le secteur angulaire (OAC); son
aire vaut x/2 1. Elle est inférieure a Il'aire du friangle (CAB) qui
vaut tg(x)/2. Cela fournit la seconde partie de linégalité de
I'énoncé.

On peut réécrire cette indgalité

sin{x)
X

En passant a la limite, i.e., en appliquant le Th.2.3 (i), on obtient
bien que sin{x)/x tend vers 1 quand x tend vers 0,

cos(x} < < 1 pour tout x € ]0,%/2]

Exemple 5 Etudier les limites suivantes:
(a) f(x) = x sin{a/x) en 0, 40 &l -co

X

) fxy) = 55

X=+y

(Indication: montrer que, pour tout {x,y) # (0,0}, on a [f{x,¥}] < |x|)

en {0,0)

Exemple 6 Montrer que la conclusion du Th.2.2 est fausse pour
. 1six=0
f(x) = x sin(1/x) et g{x) = {0 si x £ 0

Montrer qu'aucune des hypothéses {i), (ii), (iii) n'est satisfaite.

Soit a étudier ia limite de f(x{,....x;} quand m(x,,....x,} tend
vers my(ay,...,a,). Quand les théorémes généraux s'appliquent,
il suffit tres souvent de substituer les coordonnées (ay,...,a,)
du point m, aux variables (xy,...,x,) pour obtenir la limite. Il
faut bien comprendre que cette procédure n'est pas toujours
légitime. 11 peut arriver:

que la substitution fasse apparaitre des formes indéter-
minées.

que I'on soit dans l'un des cas ob le théoréme de composition
des limites ne s'applique pas.

Exemple 7 Soit f(x) = [-x2]. On a lim_{(x) = -1 et {(0) = O.
x—0

ore

1 De fagon générale, I'aire d'un secteur angulaire de rayon r et d'angle ¢ € [0,2x] vaut ——.

2
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Clest ce type de questions qui conduit & I'dée de continuité. Nous
y reviendrons au chapitre suivant. Pour le moment, retenons
que l'on peut calculer les limites par substitution si cela a un
sens (i.e., si f(ay,...,a,) est défini) ef si la fonction est cons-
truite & partir des fonctions usuelles du Ch.3.

Fonctions monotones THEOREME 2.4 _ (a) Soit x} une fonction croissante et
non majorée (i.e., qui prend des valeurs arbitrairement
grandes). Alors

lim  f(x) = +oo
X— 400

(b} Soit f(x) une fonction croissante et majorée. Alors f
admet une limite _finie en +oo.

Preuve. (a) |l s'agit de montrer que
(VB>0O)IA>0)(Vxe Dx>A=1ix)>B)

Scit B > 0. La fonction f étant non majorée, il existe A tel que f(A) > B.
Soit maintenant x quelconque dans Dy tel que x > A. Comme f est crois-
sante, on obtient; f(x) = f(A) > B.

La démonstration de (b} s'appuie sur une propriété fondamentale de
Fensemble des nombres réels, que nous admettrons.

THEOREME-DEFINITION 2.5 Soit S une partie non vide et majorée de R. Alors il existe un plus
petit mgjorant de S. Ce nombre réel est appelé borne supérieure
de S. Par définition done, la borme supérieure d’'un ensemble S est
le plus petit élément qui soit supérieur & tous les éléments de S.

Exemple 8 Le nombre réel 1 est la borme supérieure de S = f0,1[.
En effet, les majorants de S sont tous les nombres de lintervalle
{1.+=[; 1 est le plus petit de ces nombres.

Remarques. (a) Rappelons que "majorant” signifie "nombre plus
grand que” et que "majorant de S" signifie "nombre plus grand que
tous les éléments de 8"

{b) Bien comprendre que la borne supérieure d'un ensemble S

* n'existe pas forcément {par exemple N, R n'ont pas de
borne supérieure).

* est un majorant de S (c'est le plus petit majorant de S).

- n'est pas en général un élément de S (voir Exemple 8).

(c) C'est ce dernier point qui distingue les notions de borne supé-
rieure et de plus grand élément. Le nombre réel 1 est la borne supé-
rieure de [0,1{ mais [0,1] n'a_pas de plus grand élément. Le nombre
réel 1 est la borme supérieure de [0,1]; il est dans [0,1], ¢'est donc
aussi son plus grand élément.

Preuve de Th.2.4 (b). Il faut d'abord deviner quelle va étre la
limite. Considérons I'ensemble image f(Dy); par hypothése, cest un
ensemble non vide et majoré. D'aprés le Th.2.5, I! admet une bomne
supérieure M. Montrons que
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lim f(x} = M

X=3 400

Il s'agit de montrer que
{*) (Ve>0}3A>0)0(Vxe Dg(x > A= [f(x}-M < ¢}
Soit ¢ > 0. Le nombre réel M-¢ n'est pas un majorant de f(Dg) (car il
est strictement plus petit que M qui est le plus petit des majorants).
Donc il existe x5 € Dy tel que f(x,) > M-e. Pour x > X, On &

M-g < f(Xq) < f(x) £ M < M+e
en particulier

M-g < f(x} < M«+=.
Nous avons donc établi {*) pour A = x,.

Note. Le Th.2.4(b) reste vrai si +e est remplacé par x} ou x (ol
Xo € R) et si "croissante" est remplacé par "décroissante®. Nous
laissons le lecteur énoncer et démontrer ces diverses variantes du
Th.2.4.

Les fonctions Log et exp vérifient les hypothéses du Th.2.4(a)
(Gf. Exercice 49). On a donc

lim Log{x) = += et lim  exp(x) = +oe
X—r+oo X— 40

Exemple 9 En déduire les limites suivantes:
lim  Log(x) = - et lim exp(x}) = 0%
X—0%t X—3-o0

(Utiliser Log(x) + Log(1/x) = 0 et exp(-x) = 1/exp{x)).

Croissance comparée des Les exemples suivants expliquent comment calculer les limites de
fonctions exponentielle, fonctions construites & partir d'exponentielles, de puissances de x et
puissance et logarithme de logarithmes.

Exemple 10 (Exponentielle et puissance en +o)
{a) f(x) = eX/x (b) f(x} = eX/x2 (c) f(x) = eX/xP

Solution (a). Pour (a), (b) et (c), il faut partir de linégalité
eX > x pourtoutx e R

{(qui se démantre par exemple en étudiant la fonction eX-x).
Pour (a), on l'éctit pour x/2 (avec x > 0), soit

eX2 5 xo2

En élevant au carré, on obtient (eX/2)2 = eX > x2/4, dont on déduit
eX/ix > x/4 x

Le Th.2.3 {iii) permet de conclure que {im — = +eo

X +ee X

Exemple 11 {Log et puissance en +:]°)_
(@) 1(x) = (Log(x)}x2 (b) (Log(x))/Vx

Solution (a). On pose u = Log(x) soit x = e¥. Cela donne f(x} = we2U,
Le théoréme de composition des limites permet d'écrire:
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lim  (Log(x))}x2 = fim u/fe2U
XD 4o U=y +oo

On est ramené au cas de I'exemple 10. La limite cherchée est nulle.

Exemple 12 (Exponentielle et puissance en -w)
(a) f(x) = x eX

Solution. On se raméne au cas de I'exemple 10 en posant u = -x et
en utilisant eX = 1/eX. La limite cherchée est 0.

Exemple 13 (Log et puissance en 0F)
(@) f(x) = x Loglx) (b} f(x) = Vx Log(x)

Solution. On se raméne au cas de Fexemple 12 en posant u = Log(x).

Ces idées se généralisent aisément et conduisent au principe
suivant appelé "régle de croissance comparée des fonctions
exponentielle, puissance et logarithme".

(*) En présence d'une forme indéterminée dans un produit,
exp(*) l'emporte sur toute puissance de * en +e et les
puissances de * I'emportent sur toute puissance de Log * en
+eo et en Ot

Cette régle sera énoncée plus rigoureusement plus loin {Cf. §3
Exemple 17).

Exemple 14 Etudier les limites suivantes:
(a) f(x) = (x2+2§+1)Log(1+x) en -1+

x .
by f =" = -]
) 1 Log(x)+\’; e
(¢} fx) = x1/X en oo
(d) f(x) = x Log{i/x) e® en +w

Solution. (a) f(x) est de {a forme (*)2Log{*) avec * = 1+x
tendant vers 0. Denc f a pour limite 0.

x2 x3/2
(b) f(x) = —7= — = =
) y x(1 + Log(x)l\/x) 1+ Log(x)l'\fx
D'aprés la régle, le dénominateur tend vers 140 = 1. D'olr f(x} tend
Vers oo,
{c) T(x) = exp(Log{x)/x) tend vers exp{(0) = 1 en +w.
(d) f(x) = -xLog{x)/e*; X I'emporte: la limite est nulle.

On fera attention de vérifier qu'on est bien dans le cadre
d'application de la régle. Voici quelques exemples ol la régle ne
s'applique pas.
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§3. EQUIVALENTS
3.1 Définitions.

DEFINITION 3.1

Exemple 15 (a) [i_)mO eX Log(x) = - (et non pas 1 comme le vou-
drait la régle): ici,xla regle ne s'applique pas car elle ne dit rien sur
la comparaison entre eX et Log(x) en 0.

L
{b} On verra plus tard que Iim0 _og_)((ﬁj =1
X

_..,)
(et non pas « comme le voudrait la régle): la régle ne s'applique pas
& Log{1+x} car * = 1+x tend vers 1 quand x tend vers 0.

Pour x grand, x2+x et x° sont du méme ordre de grandeur; par
exemple, pour x = 100, x2+x = 10100 et x2 = 10000.
Similairement, pour x petit cette fois, sin(x} et x sont
“presque égaux", "équivalents". Comment rendre compte de
cette propriété?

Soient f(x{,...x,) et g(xy,....x,) deux fonctions de n va-
riables. Soit mj e (Dang)' . On dit que les fonctions f et g
sont équivalentes au voisinage de m,, ce qu'on note
f(xq,...,x ~ O(Xq,..0X0) si

(x4 n) My 1 n)

nE'_ano B amen X} QXX ) =

Note. On demande en particulier & mg d'étre un point d'accumulation
du domaine de f/g. En particulier, la fonction g ne peut étre la fonc-
tion identiquemerit nulle. '

Exemple 1 On vérifie les équivalences (ou non équivalences) sui-
vantes:

{(a) X2 +X o x2 mais x2+x et x2 ne sont pas équivalents en 0.
{b) sin(x) 5 X (c) x+2 5 2
(d) x2-4 g 4x2) (e) x + Log(x) o X
2
(f) x=y+xy oy

Comme le montre (a), I'équivalence ou non de deux fonctions
dépend du point my, ot le probléme est posé.

Exemple 2 Existe-t-il des points au voisinage desquels les fonc-
tions x et x2 sont équivalents?

Remarque. Soient f, g, h sont trois fonctions non identiquement
nulles au voisinage d'un point m,. Ii est immédiat que

f o~ f {Reéfléxivité)
Mg

fmwo g=49 m~0 f {(Symétrie)

fmﬁ.0 getg m';) h= fm..a h (Transitivité)



PROPOSITION 3.2

3.2 Equivalents classigues.

Polyndémes

La relation "&tre équivalent au voisinage de my" est une relation
d'équivalence.

Soient f et g deux fonctions de n variables.
Si f~get lim g=L alors
Mg m—Mg

lim f=1.

f
Preuve. Il suffit d'écrire f = g (- ) et d'appliquer les théordmes gé-
néraux sur les limites. g

Ce résuitat, en dépit de sa simplicité, est d'une grande utilité. Il
permet de simplifier le calcul des limites. En effet, d'aprés la
Prop.3.2, on peut, dans le calcul de la limite d'une fonction,
remplacer celle-ci par une fonction équivalente sans changer
la limite. Dans la suite de cette section, on apprend comment
calculer des équivalents "simples" d'une fonction.

Tout d'abord, cette observation élémentaire qu'il faut garder a
l'esprit.

(") Si une fonction f admet pour limite au voisinage de m, un

nombre réel L non nul, alors f & L.
]
Trouver un équivalent n'est un véritable probléme que quand la

fonction en question a pour limite 0 ou « (ou pas de limite) au
point considéré. :

Pour les polyndmes, la régle est la suivante:

{a) Au voisinage de +e« 0OU -eo, une fonction polynéme est
equivalente a son terme de plus haut degré. C'est & dire:

n n-1 n ;
apX" + An X e+ BX + By~ X (si a, = 0)

{(b) Au voisinage de 0, une fonction polyndéme est équivalente A
son terme de plus bas degré.

Preuve (a). Il s'agit de vérifier que

n n-1
anx + an_1x + ...+ a1 X + ao an.1 % dg 1
=1+ I
a x" 8 X an xN

tend vers 1 quand x tend vers «, ce qui est immédiat,

Exemple 3 (a) x4-x34+3%x2 ~ x* et x4-x3+3x2 5 3x2
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Equivalents usuels

{s)) x2+x+1; X2 et x2+x+131

Les équivalences suivantes seront démontrées au Ch.7 (§2.5).

sin{x) o X
1-cos(x} 3 x2/2
t ~

9(x) 5 X

{ eX-1 .~ x
G
1 ~
Log( +x)0 X
V1+x -1 5 x/2

Plus gén. (1+x)® - 1 y ox sia # 0

Exemple 4 Démontrer I'équivalence ¥ 1+x - 1 g Y2

Exemple 5 Donner une approximation du nombre V1,00042.
Rép. 1,00021

Exemple 6 Pourquoi dans [a liste ci-dessus, ne donne-t-on pas
d'équivalents de e* et cos(x) au voisinage de 0?

3.3 Réagles de calcul des équivalents.

PROPOSITION 3.3

Soient 1, g, fy, 9; quatre fonctions de n variables.

(a) Si fm~o f; et g{ﬁ.0 gy alors fg o f104

{Autrement dit, le produit des équivalents est un équivalent du
produit }.

(b} Sifm~o f, et gfﬁ'o gy alors fig i, f,/9,

(Autrement dit, le quotient des équivalents est un équivalent
du quotient )

(c) Si fm~0 fy alors |f| e Ity

(d} Supposons f et f, positives au voisinage de m_ , Alors,
1 ; r 0
pour tout re R, si frﬁ'o fy alors (f) o {f1)

Preuve. Ces résultats sont des conséquences immédiates des
Th.2.1 et Th.2.2.

Exemple 7 Déterminer un équivalent et, le cas échéant la limite
des {onctions suivantes au voisinage des points indiqués.
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PROPOSITION 3.4

x2-4

(@) f(x) =, en 0, en 2, en -5, &N +co, €N oo,
x2+3x-10
1 1
(b} i(x) = .2 2. en 2, en -2, en +oo, €N o,
x2-9
(c) f(x) = en -3% et en 4w,
Vx-3
sin{x) 0

{d) 1) = \/2—5 en 0.
X<+ X

Solution (a) au point 2. On a;
x2-4 = (x+2) (x-2) 5 4(x-2)
et x2+3%-10 = (x-2){x+5) y 7(x2)

On obtient donc:

x2-4 4(x-2)
x24+3x-10 2 7(x-2)

4 4
"7 xs27

On utilise aussi fréquemment le résultat suivant, dit de com-
position des équivalents.

Soient {(x}, g{x} deux fonctions d'une variable construite a
partir des fonctions usuelles du Ch.3 et u{xy,....X,)) une fonc-
tion de n variables.

Si f(x) 5 g(x) et si m“—:?n u(Xy,...,X ) = Xg, alors
0

fu(xq,aX ) o g(u(Xy,....Xp))

flu(xq,....x 1)
Preuve. Il s'agit de voirque lim —————— - = 1. Or, par hy-
pothése, on a: m—sm@(U{Xq,. X))

f(x)
lim L et 1im Xy, X,) = Xo. Le résultat se déduit donc du
Xx—Xg 9(X)  m-m,

Th.2.2 sur les compositions de limites.

Exemple 8 On a sin(x2) ~ X2. En effet, sin u ~ uet lim x2 = 0.
0 0 x—0

Exempie 9 Déterminer un équivalent et la limite de la fonction

fix) = x-‘\/ x2-x
au voisinage de +eo.

Solution. On a; —
1 1
- 2' = - - o~ .
x\/x x_x(1‘\/1x)+wx(2x)

ce qui donne
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1
X"\/XZ'X ~ —
+9° 2 ¥ 3ie

=

Il est agréable d'utiliser le symbole * 4 la place de U(X{1eesXp)
pour simplifier les notations. Ainsi, la Prop.3.4 s'énonce plus
simplement:

) st f(x} ~ g(x), alors f(x) o g(*) & condition que *
tende vers x, auand m tend vers m,. °

Les équivalences usuelles du §3.2 peuvent &tre alors énoncées :

« sin{*) ~ * si * tend vers O quand m — m,,.
m
()2
+  1-cos(r) o, 2 si * tend vers 0 quand m —» m,.
e e¥ -1 o+ si » tend vers 0 quand m — m,,.
Mg
eic...

Exemple 10 Déterminer un équivalent et, le cas échéant la limite
des fonctipns suivantes aux points indiqués.

sin(3x) sin(x2-4)
a) eng {b) en -2, +2
V1-cos3x X+2
Log(1 3) g(1+2x2+2y2)
0 o. +2X+X en 0 ) Log(1+2x<+ en (0,0)
(7x+9x%4)2 sin(r{x2+y2))

Solution. (c) Log(1+2x+x3) . 2x+x3 . 2x ; (7x+9x%)2 _ (7x)2.
L'équivalent cherché est donc 2/(49x) ; la fonction tend vers +w en
0% et < en 0.

Attention!

1) Les équivalents ne s'ajoutent pas: en général, il est faux que, si
frﬁ'o fy et gn.]..0 gq alors f+grﬁ. 2f1+g1.

Voici un contre-exemple: 14X ~ 14x* et -1 » -1 mais x et X2 ne
sont pas equivalents. 0 0

2) Dans (") ci-dessus, il est essentiel que * tende vers x, quand m
tend vers m,. Par exemple, il est faux que sin(x2+1) solt équivalent
2 x2+1 quand x tend vers 0. L'équivalence sin * .. * ne s'applique
pasad * = x2+1 car x2+1 ne tend pas vers 0 quan‘& X tend vers 0,

3) Les équivalents ne peuvent étre "composés & gauche": il est faux
que, si f(x) g 9g(x), alors u(f{x}) X% u(g(x)). Ainsi, x ~_ x+1 et
pourtant exp?x) et exp(x+1) ne sont pas équivalents en +o.,
Cependant, c'est vrai pour certaines fonctions, par exemple, les
fonctions puissances et la valeur absolue (Cf. Prop.3.3 (c) et (d)).

Exemple 11 Déterminer un équivalent et, le cas échéant la limite
des fonctions suivantes au voisinage des points indiqués.
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y cos(3x)-1 Log(1+x3+2x4)

en 0 {b) en 0

sin2(2x) (2x-x2)4
2
(c) (x2+3x3}|_og(1+;) en +eo (d) COS(3/X) en +oo
(e) (x3+x)1/3-x en +eo (f) eX/{x+3eX ) en +oo
2x3 Va-x - 1
PRS- S, + - ~ s
(@) x+Log(x) en 0% et + {h) sin(x-3) en 3

e + 1/9!)(! en OF
e1/(xe!/¥) 4

3 3 3,x2 3
L 1)/ 1
(k) \jx3+x2 -\/xe'-x'2 en +o {I) 0g(x e x=sx+ P/ (X "+ )en 0, -1
Log(1+x+x2)

(i) tg{x)e3X-tg(x) en 0

Solution. (j) Notons respectivement n{x) et d{x) les numeérateur et
dénominateur de la fonction. On a

n(x) = e/ + Log(x) = e1/%(1 + Log(x)/e!1/X) &+ el/x
Et comme

lim  1/(xel’X) = 0
x— 0t ( )
on peut écrire que

1/ 1/%
e 1/(x7 1%} . 1/{xe} %)

On obtient donc que

2(2) g+ X2 = 4o quand x — 0%
{k) On écrit
S 3 3,42
100 = VxBex2 VX2 = (By2)1/8 | [EREN/3
<3 52

La quantité (x3+x2/(x3-x2) qui tend vers 1 quand x tend vers +,
se met sous la forme 1+* avec * tendant vers 0. Précisément
x34x2 ox2 2

=1+* ol * = ~
X3'X2 X3'X2 + e X

On obtient donc
2

1
= (x3.x231/3 1/3. e =
fix) = (x?-x<) [{1+*) 1] +...mx3 )

Exemple 12 Soit f(x,y} la fonction de deux variables
2sin{x)
exp(x2+x)-1
(a) Représenter le domaine de définition de f, en marquant en poin-

fillé les droites qui n'en font pas partie.

(b) Donner un équivalent simple de f{x,y) au voisinage de (0,0).
Quelle est Iz limite de { en ce point?

(c) Quelle est la limite de f lorsque (x,y) tend vers (-1%,2)?

flxy) = Log{1+y)

3.4 Infiniment grands et infiniment petits.
L'utilisation d'eéquivalents est particulierement intéressante
pour l'étude de formes indéterminées de la forme o/ et /0.
De fagon précise, la question se pose ainsi:
Déterminer la limite de /g au point x, quand f et g sont deux
fonctions d'une variable vérifiant:
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Au voisinage de x, = o

[1] limf=limg=w ou [2] limf=limg=0
(o]

X2Xy XX X—Xg  X—Xg

Dans le cas , on dit que f et g sont des infiniment grands et
dans le cas des infiniment petits.

Pour conclure, il faut comparer ces deux infiniment grands ou
ces deux infiniment petits. L'idée consiste & chercher des
équivalents de f et de g de la forme ax" (a # 0). Ainsi, on est
amené a distinguer des degrés dans la notion d'infiniment grand
ou d'infiniment petit.

Exemple 13 Les fonctions x2, x°, x7 sont des infiniment grands
d'ordre 2, 3, n, de méme que les fonctions 2(x+1)2, -(x-5)5,
(2x+1)N. Les fonctions 1/x2, 1/x3, 1/x" sont des infiniment pe-
tits d'ordre 2, 3, n ...

Supposons f d'ordre n, ie., f(x) ~ ax" et g d'ordre m, ie.,
g(x) ~ bx™. On a alors:

( .
0 SI N > M (

l[imf/g = L0 sin<m

(g est infiniment plus grand que
X300

f est négligeable devant g

ka/b stn=m {ou petits) du méme ordre

Dans le cas n > m, on a fait abstraction du signe; il dépend des
signes de a, b et de x = oo

Au voisinage de x, = 0 La méthode est identique; c'est également & des fonctions du

Au voisinage de x, € R

type ax" que l'on cherche & comparer f et g. Mais les notions
d'infiniment grand et d'infiniment petit s'inversent.

« Sif ~ ax" avec n > 0, f est un infiniment petit (d'ordre n) et
est d'autant pius petit que n est grand.

* 8if.. ax" avec n < 0, f est un infiniment grand (d'ordre In[}
et est d'autant plus grand que |n| est grand.

Ce sont ici les fonctions du type a(x-xo)n qu'on utilise comme
échelle pour graduer les infiniment grands et infiniment petits.

Exemple 14 Déterminer les limites suivantes

(x+1)2

(a) f(x) = en +o=
x+'\l x4
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(xcos(2x}-x)3 tq(3x4+x2)
(Log(1+x2))3
(©) f(x) = sin(2-x)

Log (x2-x-1 )

en ¢ (Discuter suivant a)

(b) 1{x) =

en 2

DEFINITION 3.5 Sotent f(xq,...,x,) et g{x¢,...,x,;) deux fonctions de n va-
riables. Soit m, e (Dmeg)' . On dit que la fonction { est neégli-
geable devant ¢ au voisinage de m,, ce qu'on nole
f(Xq,aXp) rﬁ; g(Xq,--Xpn) ou f=0(g) quand mo m, si

lHim f(x1 ,...,xn) / g(x1,...,xn) =0

m—m
0

Exemple 15 Au voisinage de +ee:

1 1 1 2

(a) <<—<<"<<“—<<1<<\/;<<x<<x << ...
x2 Vx

(b) (x+3)% << (x-5)4

Exemple 16 Au voisinage de 0%:

1 1

(a) . B T 2> e T > 15> Vx >> x »> x2 > ..

b3

X
(b) (sin(x2))3 << xS -1

Exemple 17 (Régles de comparaison eX, x', Log(x))
En utilisant les idées des exemples 10, 11, 12 et 13 du §2, on
montre que:;

(a) Au voisinage de +, on a (Log{x})f << x << eX
(b) Au voisinage de -, on 2 &% << (1T
(c) Au voisinage de OF, ona {Log(x)) << 1/x

Remarques. 1) Au voisinage de 0, on a:

1+42x-2x2+x3+x% = 142x-2x2 & o(x?),
ce qu'il est d'usage de lire ainsi: 1+2x-2x2+x3+x%4 est égal a 1+2x-
2x2, a un terme d'ordre > 2 prés. La notation "o" est irés utile
quand on veut effectuer un calcul approché ol on néglige les termes

supérieurs a un ordre donné. Nous reviendrons sur ce type de cal-
culs appeles developpements {imités au Ch.9,

2) Dire que f = o(1) quand m — mg ou que f << 1 signifie simplement

gue lim f=0. L
m-mg

3) Comme l'équivalence, "étre négligeable” est une notion "locale”,

i.e., dépend du point mg considéré. Ainsi x << x2 mais x2 5 X.
+ oo

Exempie 18 Deémontrer qu'au voisinage d'un point Mg, on a
(@) f ~ ge== -9 = 0(g)

(b} f = olg) == =g o)
(c)f~ahetg~bhetath+ 0= f+g ~ (a+b)h

Ex: Vx+1 + Vax:1 ~ 3vx).
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§4. BRANCHES INFINIES.

4.1 Branches infinies et asymptotes_verticales.
Les notions de branche infinie, d'asymptote d'une fonction d'une
variable dérivent naturellement de l'idée de limite.

Soient f(x) une fonction d'une variable et X, un peoint {(au sens
large, i.e., X, =a, at, a(avec @ € R) ou +e 0U - }. On
M suppose gque X, € (D). Notons, pour tout x € Dy, M (x.f(x)) le
point du graphe Gy d'abscisse x. On dira que f présente une
FAN 3 branche infinie au voisinage de x, si le point M, s'éloigne

Oj X arbitrairement loin de l'origine, i.e., si d{O,M,) tend vers e,
~quand x tend vers X, . La notion d'asymplote n'est pas nouvelle;
on connait les asymptotes des homographies. De fagon générale,
on dit qu'une droite D est asymptote du graphe G; d'une fonction
fen x, sil y a branche infinie en x, et si le point M, se rap-
proche arbitrairement prés de la droite D quand x tend vers X

DEFINITION 4.1 Notons d(My,D) la distance minimale entre My et un point de D. La
droite D est asymptote du graphe Gj de f en xg si

lim d(O,My) = += et lim d(My,D)= 0
X—Xg X Xg

Exempte 1 Soit f(x) = 1/x. Notons d(M,,Ox) et d{M,Oy) .la dis-
tance entre le point My et les axes Ox et Oy. Montrer que

(a) lim  d{OMy} =+ et lim d(M,,0x) =0
N X—3+o0 X— +oo
7 . .
X by lim d{OM,) = +oet {im d{M,Oy) =0
()X—>0+ ( x) A { % OY)

Il y a essentiellement 2 cas ot on a une branche infinie:

X, =a atou afavecae R)et lim {x} = o
X X

o]
g = 450 0U
Qa&-&) Dans le cas qui généralise l'exemple 1({b), il y a automati-

quement asymptote en x,, & savoir la droite verticale x = x,.

Exempie 2 Déterminer les asymptotes verticales de la fonction
f(x) = 1/(x2-2x). Donner l'allure du graphe de f.
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A Exemple 3 Soit f(x} = e HX L'axe Oy es! asymptote en 0 mais
e pas en 07,

En §4.2, on étudie le cas , qui est plus intéressant. Nous
allons voir qu'il n'y a pas nécessairement d'asymptote.

b

0

4.2 Branches infini n oo asym bli
: Dans ce paragraphe, X, = +e OU -. Pour fixer les idées,
nous prendrons X, = +ee.

Soient f(x} une fonction telle que ++ € (Dy)' et D une droite
d'équation y = ax+b. Notons, pour tout x € Dy M,(x,f(x)} le
point du graphe Gy d'abscisse x et P,(x,ax+b) le point de D
d'abscisse x. La distance enire ces deux points vaut:

d(M,.P,) = [f{x}-(ax+b}],

D'autre part, la figure ci-conire montre que la distance mi-

nimale d(M,,D) entre M, et un point de D vaut

d(M,,D) = [cos | d(M,,P,).

On obtient donc:

() La droite D d'équation y = ax+b est asymptote du graphe G
de f en +oo gsi
tim f(x)-(ax+b) = 0

X~ +oo
Le probléme est de déterminer a et b. Pour cela, on utilise le
fait suivant: si lim f(x)-(ax+b) = 0, alors on a nécessai-
rement: X

a= lim f{x)}x et b= iim f(x)-ax

X—= oo X =3 + o2

[Preuve. |l suffit, pour le voir, d'écrire:

{f(x) _ H{x)-{ax+b) +ax+b

X X X
f(x)-ax = (f(x)-(ax+b)) + b
et de passer a la limite en +co.]

En conséquence, s'll existe une asymptote d'équation y = ax+b,
alors a et b sont déterminés par les limites ci-dessus. Par oppo-
sition aux asymptotes verticales du §4.1, il est courant d'appeler
"asymptotes obliques” les asymplotes en +eo et en -oo.
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Méthode pratique d'étude des
branches infinies en 4+

Yyt y= x2esiax)
0 X
x
7 [+ f’
i S X
Yo ¢ u'\_t Y

xv

3

/

Cas particulier: asymptoie horizontale.
Quand xl_iﬂl,f(x) = L e R, on peut conclure directement que la
droite horizontale y = L est asymptote du graphe G; de f.

Exemple 4 Déterminer les asympiotes en +w et en -« des fonec-
tions suivantes:

x2+1
(@ 00 = "5

b) f(x) = x + '\fxa-x+2

On pourra suivre la procédure suivante:

Oncalcule lim f{x)
X— 4 o0

Exemple 5
f(x} = sin{x):

+ si la limite n'existe pas, la discus-
sion s'arréle la (pas d'asymptote).

« si Xl_l)g’] f(x}y = b € R, la droite
y = b est asymptote horizontale.

Exemple 6
(a) f(x) = (x+1)/x
{b) f(x) = 6X en =

* 8

~[2]

lim f(x) = o
X— +oe

Oncalcule Hm f{x)/x
X-—3 +o0

« si la limite n'existe pas, la discus- Exemple 7
sion s'arréte la (pas d'asymptote). f(x) = x(2+sin{x)).
*si lim f(x)/x = oo, Exemple 8
X— 4o
pas d'asymptote. On dit dans ce cas (a) f{x) = x?
qu'il y a branche parabolique d'axe Oy. (b) f(x} = eX
+*si lim f(x})x =ae R
X— +o0
On dit que y = ax est direction asymp-
totique du graphe G.
-
Oncalcule lim f(x)-ax
X + o0
« si la limite n'existe pas, la discus- Exemple 9

sion s'arréte la . f{x) = x+sin{x).

Exemple 10

(a) f(x) = Log(x)
(b} f(x) = x+Log(x)

* si xﬂwa(X)-ax = ea,

pas d'asymptote. On dit dans ce cas
qu'ity a branche parabolique d'axe
la direction asympiotique y = ax.
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y‘:i'

ki

+si lim f(x}-ax = b e R Exemple 11

X—+oe
La droite y = ax+b est asymptote . (@) ffx) = x + 1x
du graphe Gy. (b} f(x) = x

~[4]

Position de la courbe par rapport § I'asymptote.

Il s'agit de déterminer le signe de f{x)-ax-b quand x tend vers +oo,

+ si _1im f(x}-ax-b = 0%, la courbe se situe au dessus de
X—+o0 |
son asymptote_éu voisinage de +o.

+ s _lim f(x}-ax-b = 07, la courbe se situe au dessous de
X— 400 |
son asymptote au voisinage de +ee.

Exemple 12 Etudier les branches infinies des fonctions suivantes.

)
{a) f(x} = Xx _+21 {b) f{x) = x+\/ X2-x+2
() f(x) = x-Vx (d) f(x) = x e1/X

Solutlon. (b) En_:e. On voit facilement que

1 2
f(x)/x=1+’\/1- x+>_<2

tend vers 2 et que

2
—— -1 + =
-X+2
f(x)-2x = \/x2-x+2 - X = L = X
Vx2.x42 + x 1. 2
1 - + + 1
X x2

tend vers -1/2 quand x tend vers +e.

La droite d'équation y = 2x-1/2 est donc asymptote. La position du
graphe Gy par rapport & son asymptote est donnée par le signe de

f(x)-(2x-1/2) = \/x2-x+2-(x-1/2)

On I'écrit sous la forme —

1

f(x)-(2x-1/2) = V x2-xa2 \/ x2-x+z

Il devient alors clair que f(x)-{2x-1/2) est positif au voisinage de
+oo; l@ graphe Gj se situe donc au dessus de son asymptote.

En -e lci, on a 0
0 X-2 _ - X
x-'\/ X2-x+2 i 2
1+ 1 - +
b 2

X
Par conséquent, i(x) tend vers 1/2 quand x tend vers --. La droita
y = 1/2 est asymptote horizontale. La position du graphe Gy par
rapport & son asymptote est donnée par le signe de
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fx)-1/2 = (x-1/2) + Vx2-x42

=\/x2-x+2 - \/ ()<-1;f2):2 (au voisinage de -=)

~Vx2x42 - V x2-x51/4

Le graphe Gy se situe au dessus de son asymplote.

(d) On voit sans trop de difficultés que y = x+1 est asymptote du
graphe Gy au voisinage de +e et de -«. L'étude du signe de f(x)-(x+1)
est elie plus delicate. Nous allons devoir utiliser I'inégalité

eY > 1+u pourtoutue R
Au voisinage de +, on écrit
i(x)-(x+1) = x(e!/X-1)-1 2 x(1;) 1 =0
Le graphe Gf se situe donc au dessus de son asympiote.
Au voisinage de --, on écrit
f(x)-{x+1) = x(e!/X.14) - 1 < x(1;) 1=0
Le graphe G se situe donc au dessous de son asymptote.

Déterminer la position de la courbe par rapport & ses asymp-
totes peut étre délicat. Ainsi, en (b) et (d) dans l'exemple ci-
dessus, nous n‘avons conclu que grace & des arguments ad hoc.
Nous verrons au chapitre 8 comment les développements li-
mités permettent de rendre cette étape plus systématique.

4.3 Plan d'étude des fonctions d'une variable,
On a regroupé ci-dessous les divers points qu'une étude com-
plete d'une fonction d'une variable doit faire apparaitre.

Domaine de définition, propriétés de périodicité et de sy-
métrie éventuelles, choix du domaine d'étude.

Continuité et derivabilité. Etude aux bornes du domaine
(limites aux bornes du domaine, prolongements par continuité

éventuels).

Variations de f (signe de f', tableau de variations, points
stationnaires et extrema relatifs).

E] Branches infinies (directions asymptotiques, branches
paraboliques, asymptotes).

Convexité (signe de ', intervalles de convexité, de conca-
vité, points d'inflexion).

@ Points et tangentes remarquables {intersection avec les
axes de coordonnées, avec les asymptotes).
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Représentation graphique.

Propriétés ensemblistes de f (injectivité, ensemble image,
réciproque éventuelle).

Le point , avec le point qu'on déduit de .eut étre
i

considere comme la conclusion de I'étude. Les points et
constituent ta charpente de I'é¢tude. Dans de nombreux cas,
cette "charpente” suffit pour répondre aux questions posées.
Les points , et @ apportent des précisions supplémen-
taires. Ces points seront revus dans les chapitres suivants. On
trouvera au Ch.8 un exemple complet d'étude de fonctions (Cf.
Ch.8 §3 Exemple 7).
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CHAPITRE 5

SUITES ET SERIES

§1. LA CONVERGENCE DES SUITES.

1.1 Définitions.

On appelle suite réelle toute "succession infinie de nombres
réels”. Par exemple, la suite des entiers non nuls:
12345 ..,
la suite des puissances de 2
12 4 8 16 32 64 128 256 512 ..,
la suite des approximations décimales (par défaut) de =:
3 3,1 3,14 3,141 3,1415 3,14159 ..,
la "suite de Fibonacei”
011235813 21 34 55 89 144 ..,
dont chaque terme est la somme des deux précédents.

De fagon formelle, une suite réelle est définie comme la donnée
d'une application u : N* —» R de I'ensemble N* des entiers non
nuls vers l'ensemble R des nombres réels; la valeur u{n) de u
en l'entier n est le n-iéme terme de la suite. Plutét que u(n),
on le notera uy; la suite u : N* - R sera notée (Up)nso0-

Note. On a choisi dindexer les termes d'une suite par l'ensemble
N* des entiers > 0. Ce choix n'est pas standard. On peut préférer
par exemple l'ensemble N tout entier; le premier terme de ia suite
est alors ug et non uq.

Si f(x) est une fonction d'une variable reelle telle que Dy > N*,
on definit une suite réelle {uy)n-p en posant u, = f(n). On dit
dans ce cas que [a suite (Up)n.o €St donnée par une formule
explicite.

Exemple 1 La suite des entiers non nuls est la suite (n),,q. La
suite des puissances de 2 est la suite (2”‘1)n>0.

Il'y a d'autres fagons de définir des suites. Par exemple, on peut
donner ses k premiers termes (k € N*} et donner une formule
exprimant tout terme en fonction des k précédents. On dit dans
ce cas que la suite est définie par une relation de récurrence
dordre k.

Exemple 2 La suite de Fibonacci est la suite (uq)q. o définie par uy
=0, up = 1 et la relation de récurrence d'ordre 2

un+2=un +Un+1.
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Exemple 3 (Sultes arithmétiques et sultes géométriques)
(a) La suite arithmétique de raison r et de premier terme a est la
suile (Up)p. g définie indifféremment par:

a a+r a+2r a+3r a+4r aibr
ou

Unp = a + {n-1)r (n>0)
ou

Uy = a

Un+1 = Un+r
(b) La suite géométrique de raison r et de premier terme a est la
suite (up)p.p définie indifféremment par:

a ar ar2 ar3 ar"' -

up = am-t (n>0)

{U1 = &

Un+1 = TUp
Trouver une formule explicite pour une suite définie par une
relation de récurrence peut &tre un probléme difficile. On
verra dans le cours de seconde et de troisiéme année, des mé-

thodes générales pour certains types de récurrence
(recurrence linéaire, affine etc...).

ou

ou

lci, on va s'intéresser 3 la convergence des suites. Pour foute
suite (Un)nsg. il est naturel de regarder “si les nombres réels
U, se rapprochent arbitrairement prés d'un nombre rée! fixe L
pourvu que n devienne suffisamment grand®. On dit alors que L
est la limite de la suite (), ou que la suite (ug)y.g Con-
verge vers L. Par exemple, la suite des approximations déci-
males de n converge vers e nombre x (sans qu'aucun terme de
la suite ne soit jamais égal & n).

De fagon formelle, on a défini les suites réelles comme des
fonctions & valeurs réelles définies sur N; le sens précis de

lim ua=L (le R}
N3 eo

sera celui gqu'on a donné aux paragraphes §1.2 et §1.3, i.e.,
(Ve>0)@AN>0)(Vn>0)n2N=fuy-lf<e)

De méme, on dira que

Hm up = +e si
N—3 oo

(VA>0)3N>0)(Vn>0)nz2N= u,>A)
{On obtient la définition d'une limite égale & -e en remplagant
"un > A" par "u, < -A")
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1.2 Exemples.

La convergence des suites est un cas particulier de la théorie
générale des limites. En particulier, tous les résultats géné-
raux du Ch.4 restent valables. Noter cependant que pour les
suites, seule a un sens la notion de limite au voisinage de +e,
Donnons quelques exemples.

Exemple 4 Etudier la limite des suues suivantes.
(@) up =1 (r>0) (B)uy= r

(c)un_\/— {c > 0) (d)un=‘\r

{(e) Up = (- 1) {f) Uy = (_1)n/n
Solution. {a) On sait que lim 1/x" = 0. On a donc & plus forte
raison lim 1/nf =0 X~ 4 oo

N— +oo

[Remarque. li est général que si {{x) a une limite L quand x tend
vers +e, alors la suite (f{n))p,g @ pour limite L. Mais la réciprogque
est fausse {Penser 3 f(x) = sin{nx)).]

(b) Si r = 0, la suite est constante, égale & 0. Supposons r % 0. On
commence par etudier |u,| pour ne pas avoir & se soucier du signe.
Ona

lugnl = jri? = enLoglr
Sirf < 1, alors Logir] < 0 et |uy| tend vers 0. La suite {uy)ns0 lend
alors également vers 0.

[Noter que, de fagon générale, on a:

fim vy =0 &= Hm Jupl =
N3 4o N—3+co

mais que ceci devient faux si 0 est remplacé par L # 0 (Penser & u,

= (-1)7).]

Si Ir| > 1, alors Loglr| > O et |u,] tend vers +e. Sir> 0, u, = Jugf; la
suite (Up)pso 1&nd donc vers +e. Sir < 0, la suite, en valeur abso-
lue, tend vers +eo et prend allernativement les signes + et -

Si |r} = 1, alors, ou bien r = 1 et la suite est constante, égale & 1, ou
bien r = -1 et ia suite {up)n,p oSt la suite -1 1 -1 1 -1 ; elle
n‘a pas de limite (Cf. (e)).

En résumé, on a:

si-1<r < lim M=0
N-3 4o
sijr] » 1 lim 1N = 4eo
N +eo
sir=1 M =1 pourtoutnso0
sir=-1 " = (-1)7 n'a pas de limite

(d) On & u, = elLog(n}/n. on sait (Ci. Ch.4 §2.2 Croissance
comparée...} que

iim Log{n)/n =
N— 4o
L.a limite cherchée est donc 1.
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Critére de non-convergence

(e) I est clair que la suite de terme général (-1)1, qui prend alter-
nativement les valeurs 1 et -1 n'a pas de limite. Pour le démontrer,
on utilise le critere (") du §1.4 du Ch.4. Ce critdére, dans le
contexte des suites, s'énonce ainsi

(") Pour montrer qu'une suite (up)n.g n'a pas de limite {finie ou in-
finie), it sutfit de montrer qu'il existe deux nombres distincts Ly st
Lo et deux familles d'entiers tendant vers += et tels que les termes
up correspondants tendent vers Ly pour une famille et L, pour
f'autre.

Pour montrer que la suite {(-1)"),.0 n'a pas de limits, il suffit de
noter que la suite des termes de rang pair est constante, égale 3 1
el donc tend vers 1 et que la suite des termes de rang impair est
constante, egale a -1 et donc tend vers -1.

Note. On retiendra également de cst exemple que, comme les fonc-
tions, les suites n'ont pas nécessalrement de limlte.

Exemple 5 Etudier la limite des suites suivantes. En donner si
possible un équivalent simple.

3.
(2) un=——“—2n +n:1 {b) unzn(\‘nn -\/n-*l)
n{n+1)@
(c) uy = sin(n2)/n (d) uy = {n/e)"

Solutlon. (a) La théorie des équivalents decnne

U, .. 2n2-@
N

La limite est donc

0 sias>?2
2 sia=2

4+ 00 sia<?2

{b) Pour trouver un équivalent de up, on met nVn-1 en facteur;

=
up =n\‘n—1( E-i‘-!-“”

= mfm(‘\f 1+ % - 1)

On sait que (1+*)1/2 .1 “1,5.‘* quand * tond vers 0. On obtient

donc

Up - aVn-1 L \/;

n-1 o
Conclusion: la suite {Undnsg tend vers +e.

{c} Pour tout n >-0, on a: juyl £ 1/n. Le Th.2.3 du Ch.4 permet de
cenclure que la suite (up)y.o tend vers 0.

{d) up, = (n/e)" = enLogn-n

Ona .
nlLogi{n)-n = nlog(n}{1 - t/Login}) oo nlLog(n)

Conclusion: la suite {Un)nsp tend vers +ee.

Dans les exemples ci-dessus, les suites étudiées sont définies
par une formule explicite. Hors de ce contexte, il n'y a pas de
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méthode générale pour étudier la convergence d'une suite. A
force de tatonnements, d'observations, de tentatives, on arrive
a se faire une idée du comportement de la suite; le calcul deg
premiers lermes est scuvent une bonne indication. La seconde
partie du travail consiste & démontrer ses impressions. Voici
un exemple. Nous donnerons dans le paragraphe suivants
quelques résultats souvent utiles dans ce genre d'étude.

Exemple 6 Etudier la suite de terme général u, = 2M/n! (ol nl dé-
signe la quantité appelée "factoriglle n”, i.e., nl = n{n-1)...2.1).

Solution. On calcule les premiers termes.
U1 =2;Up=2;uU3 =48 uy=2/3;u5=4/15; ug = 4/45 .,
I semble que nl augmente beaucoup plus vite que 27, forgant le quo-
tient uy & converger vers 0. On va préciser cette impression en cal-
culant up, 4/up.

Unei 20411 2

Un  (n+1)1 20 D+l
Effectivement, plus n est grand, plus Un4q devient petit par rapport
a up. Par exemple, on peut écrire

2
Unet S35 Un désquenz2

On en déduit, que dés que n 2 2,

2 (2 2yt
Un+1.<..3UnS 3 Un_1S...S 3 Usg

On a donc, dés que n 2 3,

. _2,)"2
{*} Ou,s (3 us
2\n-2

Comme 0«23 <1,ona lim (5) =0
N—+eoo

Le Th.2.3 du §2 permet de conclure de (%) que la suite (Un}nsg tend
vers 0. :

Note. Rappelons que la notion de limite a un caractére local. Pour ja
limite, ce qui compte c'est ce qui se passe pour n grand. Ainsi, il
n'importe pas que linégalité (*) n'ait lieu que pour n 2 3,

§2. PROPRIETES DES SUITES.

2.1 Suites bornées.

Une suite réelle {up),.o est dite majorée (resp. minorée) s'il
existe un nombre réel fixe M qui soit supérieur (resp. infé-

rieur) & fous les termes de ia suite, ¢'est-a-dire
BEMeR)(VYn>0)(u, M
{resp. (3MeR) (Y n>0){u, 2 M)

Une suite bornée est une suite qui est & la fois majorée et mi-
norée, c'est-a-dire
(32 Me R} (Y n>0) (upl < M)
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PROPQSITION 2.1

2.2 Suites monotones.

THEOREME 2.2

Exemple 1 Les suites (sin(n))psg. {((-1)")h-q sOnt bornées par 1.
La suite des entiers est minorée par 0 mais est non majorée. La
suite ((-2)")5p est ni mzjorée ni minorée.

Exemple 2 Montrer qu'une suite qui tend vers +e n'est pas majorée.

La suite des approximations décimales de n, qui converge vers
=, est bornee: minorée par 3 et majorée par 4 par exemple.
Plus géneralement, on a;

Toute suite convergeant vers un nombre réel est bormiée.

La réciproque est fausse; la suite ({-1)"),,o est bornée mais
n'es! pas convergente,

Demonstration. Soit (uy)n.p une suite telle que

lim up=LeR .
N—3+oa

Par définition, on a
(Ve>0)(IN>0)Vn>0){n2N= Juyl|<s)

Cela signifie que, pour ¢ > 0 quelcongue, tous les termes de la suite
sauf un nombre fini sont dans [intervalle Jl.-e,L+&[. (Evidemment le
nombre d'excepticns, dépend de ). Prenons € = 1, alors it existe un
entier N, tel que tous les termes sauf peut-Gtre les Ng. premiers
sont dans lintervalle ]L-1;L+1]. Posons

M = max(L+1.u1,u2,.‘.,uNo).. _
Alors M est un majorant de tous les termes de la suite.

Similairement, le nombre m = min{L.-1,u4,u»,...,upy ) est un mino-
rant de la suite (Uy)nsg- °

Une suite monotone est une suite qui est scit croissante (i.e.,
Ups+t 2 Up pour tout n > 0), soit décroissante (i.e., up,q Sup
pour tout n > 0). Dans le contexte des suites réelles, le Th.2.4
du Ch.4 sur les limites de fonctions monotones devient.

(a) Toute suite croissante et majorée a une limite finie. Toute
suite décroissante et minorée a une limite finie,

{b) Toute suite croissante et non majorée tend vers +es.
Toute suite décroissante et non minorée tend vers -,

Exemple 3 Etudier la suite réelle (un),,q définie par
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2.3 Suites adjacentes.

(*) un=\/1+V1+...'\!1+ﬁ (nsignes"\/_')

ou, de fagon équivalente, par

{U\I = 1
{.I) .
Unet = '\'11+Un

Solution. La suite {u4)n.q est croissante: en effet, on passe de u,
a up,q en remplagant le dernier "1" de () par 1+V1 =2 > 1. La
suits (Unlp-g ©St majoréel en effet, pour tout entier n > 0, on a:

un=VT+V1+...“J1+\Fl‘< 2+ N 2+ ...\!2+'\,_4_ =2

D'apres le Th.2.2, Ia suite {Up)n.q & une limite L € R. Pour trouver
la valeur de L, on utilise le raisonnement suivant, qui est d'usage
fréquent.

[Considérons la suite {up,1)n.0: elle est obtenue en enlevant son
premier terme 3 la suite (Ug)n.g. Elle a donc la méme limite que la
suite {Uplpso, i.e., le nombre réel L. Mais, on a aussi
Unst =V 1+
Les théoréemes sur_les limites montrent donc que la suite de terme
général Uy, 4 = -J1+un converge aussi vers V1i+L. Comme il y a
unicité de la limite, on obtient :
1+‘\!§ ]

2

L=\f1+L etdonc L=

Notes. 1} Avec I'habitude, on dit plus rapidement: en "passant & la
limite" dans V'égalité upy,q = \] 1+up, on obtient L = V1L,

2) Attention! On n'a le droit de "passer & fa limite" qu'une fois gu'on
sait que la limile existe.

Solent (up)nso et (Mndnso deux suites réelles. On dit qu'elles
sont adjacenies si elles vérifient les trois conditions suivantes:

{1} {updnsp st croissante et (vy)n,o €St décroissante.
{(2) uy £ v, pour tout entier n > 0.

3 lim vp-u., =0
()n—>+oon n

Exemple 4 Soit (up)p.g (resp. (Vpln,o) 12 suite des approxima-
tions décimales de w par défaut (resp. par excés). Vérifier que
(Un)n>0 €t (vpin»p Sont des suites adjacentes.

Exemple 5 Montrer que les sultes (Uy)n.g et (Vp)nspo Oéfinies par
L L et Vp=U 1 {n > 0)
22+32-:-...+n2 n=Un+Q

sont des suites adjacentes.

Solution. Les conditions (2) et {3) sont évidentes puisque
0 vp-uy = 10
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THEOREME 2.3

2.4 Suites extraites.

La suite {up),. o est croissante car
Unsi-Up = 1/(n+1)2 > 0.
ft reste & voir que vy, 1-vy < 0. On a:
1 11

Vn41Va = (n+1)2 Th+l

_n#n(n+1)~(n+1)2 - 1

= 5 0.
n(n+1)2 n(n+1)2

Le résultat essentiel concernant les suiles adiacentes est le
suivant.

Deux suttes adjacentes (up)y.g et (Vo)p,g Sont automaiique-
ment convergentes. De plus, elles ont la méme limiie L € R.

Démonstration. Dans le [...) ci-dessous, on montre en utilisant {1
et (2), que la suite (up)p. o @St Majorde et que la suite {vp).p est
minorée. Le Th.2.2 montre alors que les suites {(Undnso © (Vpdnso
ont une limite finie. En passant & la limite dans {3), on obtient que
ces deux limites sont nécessairement égales.

[Soient h et k deux entiers > 0 quelconques. On a

Uh < Upyk S Vhaek S Vg
La premiére inégalité résulte de la croissance de {Un)nsp, [a seconde
de la condition (2) et la troisidme de la décroissance de (Valnap- On
a donc établi que pour h, k entiers > 0 quelconques, on a Un < vy
Autrement dit, tout terme de la suite (up),,p est infériour & tout
tarme de la suite (vy)n,0. En particulier, v est un majorant de la
suite {Up)n,p €t Uy est un minorait de 12 suite (vp),s0-]

Note. Pour l'existence des limites des deux suites, ce qui est le point
essentiel du Th.2.3, on n'a besoin que des conditions {1) et {2},

Exemple 6 Grace au Th.2.3, on pewt conclure que les suites con-
sidérées dans les exemples 4 et 5 ont une limite. Dans lexemple 4,
la limite commune des suites (uplpsago (Valnso ©5t le nombre réel
w. Par contre, dans 'exemple 5, on ne connait pas la valeur de Ia
limite; le Th.2.3 permet seulement d'affirmer qu'slle existe.
(D'autres méthodes montrent que cette limite vaut n2/6).

Soit (Up)nso une suite réelle. La suite (Upp)n.g st la suite

Uz Hg Ug ... Uzn Uopnip .-
des termes de rang pair. Plus généralement, soit (pp)nsg Une
suite strictement croissante d'entiers (p, = 2n ci-dessus). La

- suite (upn)n>0 est la suite

Up1 Up2 Upg + Upp Upnyy
On dit que la suite (uPn)“>° est une sous-suite ou suite extralte
de la suite {Up}nso-
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PROPOSITION 2.4

Exemple 7 Calculer les premiers termes de la suite extraite
{Upnlnsp de la suite de Fibonacci pour la suite (py)n.g des multiples
de 4 puis pour la suite {pn)q.p des nombres premiers.

On peut réénoncer le critere (’)-de §1.2 en termes de suites
exiraites,

St une suite a deux sous-suites convergeant vers des limites
distinctes, alors elle m'a pas de limite. Ou, de facon
équivalente, si une sulte (Up}n.g a une limite L, alors toutes
les suites extraites de (up),.p convergent vers L.

On utilise souvent la Prop.2.4 pour montrer qu'une suite n'a
pas de limite.

.10
Exemple 8 Etudier fa suite définie par ug = (1+ L;)—)n

1 1
Solution. On a upp = (1+ )" et upn, 1 = (1- 3" La suite (Upnlnso

converge vers e ot la sufle (Uon+1)nsp converge vers ile. Les
nombres e et /e étant distincts, la suite (up)n,g n'a pas de limite.

On appelle valeur d'adhérence de la suite (u)nsq toute
limite d'une suite extraite de (up)n»o. D'aprés la Prop.2.4, une
suite convergente a une unique valeur d'adhérence, 2 savoir sa
limite. Dans l'exemple 8, e et t/e sont deux valeurs
d'adherence distinctes de (up)n,p; la suite (uy),.g NE converge
donc pas. :

Note. Inversement, supposons qu'une suite n'ait qu'une valsur
d'adhérence L {finie ou infinie). Peut-on affirmer que L est la limite
de fa suite? La réponse est oui. C'est une conséquence d'un résultat
important de topologie, le théoréme de Bolzano-Welerstrass.

Cas particutier: les sultes trenquées. Soit (uy)y.0 Une suite
réelle et k un entier fixé. La suite oblenue & partir de (u,)p.q n lui
enlevant ses k premiers termes est la suite {(Up k)nsp, 1-6., 1 SUC-
cession
Uk+1 Uk+2 -+ Uken Ukenet

C'est une suite extraite de {up),.o. Mais comme, pour ce qui est de
la convergence, les premiers termes ne comptent pas, il y a équiva-
ience entre la convergence de (Up)p.p €t la convergence de la suite
tronquée (Un.kinso-
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DEFINITION 2.5 — Un nombre réel @ € R est appelé point d’accumuiat%ion, d’un sous-
“ensemble- A CR si '

(1) pour tout € > 0, il existe une infinité d’éléments z € A tels quez £ a etz —al <c.
LEMME 2.6 — S$0it (us)ns0 une suite réelle et a € R. Si a est un point d’accumulation
de l'ensemble {u, | n > 0} des termes de la suite alors a est une valeur d’adhérence de la suite

(un)n>0-
Remarque. La réciproque est fausse (prendre u, = (—1)").

Preuve. En faisant ¢ = 1 dans (1), on obtient un élément up, tels que up, # a et fu, —af < 1.
Supposons construits n entiers Piy--spntels que py < p3 < --- < p, et lup, —a] < 1/2% et
Up, # @, k =1,...,n. D’aprés (1) pour ¢ = 1/2"*! Pensemble des entiers p tels que u, # a et
[up — a| < 1/2"*! est infini. On en choisit un, qu’on note p,yq qui soit > p,. De cette facon,
on construit par récurrence une suite {Pn)n>0 d’entiers strictement croissante ot telle que

(2} [up, —a| < 1/2" et u,_ # a pour tout entier n > 0

D’aprés (2), la suite (up, )nso converge vers a qui est donc une valeur d’adhérence de (2 )n>o.

(]
2.5 Suites de Cauchy

DEFINITION 2.7 — Une suite (25 )n>0 est dite de Cauchy si
(3) (Ve > 0)(3N > 0)(Vp,q > N)(lup — u,] < €)

LEMME 2.8 — Toute suite (¢n)n>0 convergeant vers une fimite ¢ € R est de Cauchy.

Preuve. Soit ¢ > 0. Par définition de “lim,,_, 00U, = {7, il existe N > 0 tel que pour tout
n 2 N, |u, - €] < g/2. Montrons que la condition (3) est satisfaite pour cet entier V. Soient
P, ¢ deux entiers > N. On a donc ju, — €| < £/2 et lug — €] < /2. On déduit :

'2— =E ]
THEOREME 2.9 (Th. fondamental) — La réciproque du lemme 2.8 est vrale, i.e., toute
suite de Cauchy a une limite £ € R.

lup—uql=r(up—f)+(f~uq)istup—er+fe—uq|<§+



La démonstration de ce théordme est I'objet de la section suivante. Commencgons par deux
propriétés des suites de Cauchy qui interviendront dans cette démonstration.

LEMME 2.10 — Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve. Soit (¢n)n>0 une suite de Cauchy. D’aprés (3), pour ¢ = 1, il existe N > 0 tel que
pour tous entiers p,¢ > N, on ait |u, — u,| < 1. Posons

A= ma,x(l + I‘LLN[, [ull, . 7IUN—II)

Montrons que A est un majorant de la suite (v,)nso. Soit n > 0.5 1 < n < N — 1, on a
évidemment [u.| < A. Supposons maintenant n > N. On a

funl = ltn ~ un) +un] <lup —uni+|uy] <1+ Jun] < 4

(L’avant-derniére inégalité résultant de n > ¥). [O
LEMME 2.11 — Toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence £ € R converge vers
£.

Preuve. ]l s’agit de montrer que

i

(4) (¥ > 0)(AN > 0)(¥n 2= N)(Jun — €] < €)

Soit £ > 0. Par définition de “valeur d’adhérence ", il existe une sous-suite a>0 qui converge
Pu/n> g
vers {. Donc il existe un entier N; > 0 tel que

£

(5) Vn > Nilu,, — € < 3

D’autre part, comme la suite (un)n50 est de Cauchy, il existe un entier Ny > 0 tel que

(6) Yp.q 2 Noylup —ug| <

Bo

Soit N = max(Ny, N3). Montrons que la condition (4) est satisfaite pour cet entier N. Soit
n > N. Comme n > Ny, on a d’aprés (5), fu,, — €| < 5- Comme n > N,, d’aprés la remarque
ci-dessous, on a aussi p, > N et donc d’aprés (6), [y, — un| < . On déduit :

3

2:5 i

£
|un — €] = Wun — up, )+ (up, = &) < |u, — up. |+ fup, — € < 3 +

Remarque. Si (pr)n>o0 est une suite strictement croissante d’entiers > 0, on a Pn > T, pOUr
tout n > 0. Cette propriété se démontre par récurrence. Pour » = 1 : on a p; > 1 puisque )
est un entier positif. Supposons p, > n. De la stricte croissance, on déduit Pnt1 > Pn. Comme
Pn €l pny1 sont deux entiers, on a automatiquement pppy > p, + 1> n + 1.



(com Piémeh‘?’}
§3 Propriétés fondamentales de R

3.1 Enoncé du théoréme fondamental
Rappelons quelques définitions.

DEFINITION 8.1 - On appelle plus grand (resp. plus petit) élément d’un sous-ensemble
A CR un élément de A plus grand ou égal (resp. plus petit ou égal) 4 tous les autres éléments
de A.

Remarque. Un sous-ensemble A C R ne posséde pas forcément de plus grand (resp. plus
petit) élément (par exemple A =]0,1{). Mais s'il en possede un, alors celui-ci est unique. En
effet, supposons que a; et a; soient deux plus grands éléments de A. On a alors par définition
ay > ap et a3 > ay d’oit a; = a,.

DEFINITION 3.2 — Oa dit qu’un nombre réel a € R est la borne supérieure (resp. la
borne inférieure) d’un sous-ensemble A C R si a est le plus petit majorant (resp. le plus grand
minorant) de A, de fagn plus précise, si Iensemble des majorants de A (resp. des minorants de
A) admet a comme plus petit élément (resp. comme plus grand élément).

THEOREME 3.3 (Th.fondamental) — Les conditions (i), (i), (iii), (iv), (v) sont
équivalentes. :
(i) Toute suite de R décroissante et minorée a une limite £ € R.

(i) (a) Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure, et

(b) Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure, et

(c) Toute suite de R croissante et majorée converge vers la borne supérieure de ses termes, et
(d) Toute suite de R décroissante et minorée converge vers la borne inféricure de ses termes.

(iii) Toute partie de R infinie et bornée a un point d’accumulation.
(iv) Toute suite de R bornée admet une valeur d’adhérence a € R.

(v) Toute suite de R de Cauchy a une limite € € R.

3.2 Preuve du Th.3.3
() = (#2). O faut vérifier que sous la condition (i), les propriétés (a), (b}, {c), (d) sont satisfaites.

Preuve de (a). Soit 4 C R une partie non vide et majorée. Notons A+ lensemble de ses
majorants, i.e., '

At ={zcRNa€ A, a<z)

Il s’agit de montrer que A% a un plus petit élément.

Par hypothése, A et AT sont non vides. On choisit @ € A et b € AT, Pour chaque entier
n > 0, on divise Pintervalle {¢,b] en 2" intervalles égaux (de longueur (b—a)/2™). Les 2" + 1
points de cette subdivision sont les points

(b-a) k(b — a)
on < < a- ——2n_" <
Soit k, le plus petit entier tel que Pintervalle

In=[e+ kn(g; a),a+ (ko ;l(b_ a)[

-< b

a < a-+
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contienne un élément de A1, Pour tout entier n > 0, on a

LnAY £

et d’autre part, il n y a pas d’élément de A' en degd de l'intervalle I,. On divise ensuite
Uintervalle I, en deux intervalles J,, ; et J, 2 de méme longueur. Plus précisément Jng et Jno
sont les deux intervalles

{ Jnl_[a+k{_ba) +k(ba)+u+1
Jng =[a+ X “"") + =g a4 “’“’ 2|

On a alors

Ja1 N AT # 0 ou bien JuaNAY £

et d’autre part, il n y a pas d'élément de A* en decgd de Vintervalle J,, ;. Par conséquent, on a

In+1 = Jn,l ou bien Iu-{-l = Jng

Grace a ce qui précede, on peut construire une suite (uy )0 vérifiant pour tout n > 0

() { u, € I, N At

Unt1 S Up

Construction : on choisit u; € [Ij. Supposons construits ui,...,uy vérifiant (1) pour
n = 1,...,N. On définit uny;; de la fagon suivante : on prend pour un4+y un élément de
Iny1 N AT qui soit < uy. (On peut choisir unyr = uy saufsi uy € Jyg et que Inpy = Iy .
Mais dans ce cas, on prend pour uny; n'importe quel élément de [y, NAY = Sy N AT cet
élément sera automatiquement < uy).

La suite (t,)n>0 ansi construite est décroissante d’aprés (1) et est minorée par a (puisque
tous les termes sont dans A%). Gréice 3 'hypothése (i), cette suite a une limite ¢ € R.

Montrons que £ est la borne supérieure de A. Soit z € A. Pour tous entiers n, m tels que
n>m>0,ona

TS Uy S Uy

En passant a la limite en n, on obtient, pour tout entier m > 0 et tout z € A4

(2} r<E€< u,

Donc £ est un majorant de A. Supposons que ce ne soit pas le plus petit majorant, i.e., qu’il
existe £/ € AT tel que £ < {. Revenons au découpage de ja,b] en 2" intervalles égaux. Pour
n suffisamment grand, i.e., pour n supérieur ou égal & un certain entier n,, les deux éléments
£,£' seront dans deux intervalles distincts du découpage. Par construction, les termes u,, seront
donc < £ pour n > n,. Cela contredit la seconde inégalité de (2). [

Preuve de (c). On va déduire (c) de (b) qu'on vient de démontrer. Soit (un)ns0 une suite
croissante et majorée. L'ensemble A = {un|n > 0} de ses termes est non vide et majoré. D’aprés
(b), A posséde une borne supérieure L. Montrons que lim, o %, = L.

Soit € > 0 quelconque. Le nombre L — ¢ étant < L n’est pas un majorant de A. Donc il
existe un élément uy € A tel que uy > L — . Soit = un entier > N. On a alors
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L-e<uy<u, <L

(Utiliser la croissance de (un)n>o et le fait que L est un majorant de A). Ceci montre en
particulier que pour tout entier n > N, onaju, — If <e. [

Preuve de (b) et (d). Or déduit (b) de (c) comme on a déduit (2) de (i) et ensuite (d) de
(b) comme on a déduit (c) de (a). (On peut aussi remarquer que, en changeant u, en —u,, on
obtient que (c) 4> (d), et en changeant A en —4, que {(a) < (b)). O

La preuve de () = (¥7) est complete.

() = (iii) Soit A C R une partie infinie et bornée. D'aprés (ii), elle a une borne inférieure.
Mais cette borne inférieure n’est pas forcément un point d’accumulation de A. Cependant on a
le résultat suivant qui sera un point essentiel de la démonstration.

LEMME 3.4 — Soit B C R une partie non vide et minorée. Si inf(B) n’est pas un point
d’accumulation de B, alors on a

inf(B\ {inf(B)}) > inf(B)

Preuve. Posons & = inf(B). Que b ne soit pas un point d’accumulation de B signifie qu’il existe
€ > 0 tel que pour tout = € B, ou bien z = b ou bien [z — b| > . Mais alors tous les éléments
de B sauf peut-&tre b lui-méme sont nécessairement > 6+ ¢. Autrement dit le nombre réel b+e
est un minorant de B\ {6}. Le nombre réel inf( B\ {b}) qui est le plus grand des minorants de
B\ {b} estdonc >b+¢c. O

Revenons a la démonstration de (¢4) = (iit). On définit par récurrence une suite (AnyMp)rso
(An C A, m, € R) de la fagon suivante. On pose

Al =4
my Ziﬂf(AI)

Si (An,my) est le n-iéme terme de la suite, on pose :

{ Ani1 = An\ {mn}
M1 = inf(Anp1)
Pour tout n > 0,0ona 4,41 C A, C A. On en déduit My < Mayy < sup(A).

[1ére inégalité : car Pensemble des minorants de Ay est inclus dans ’ensemble des minorants
de An+1']

[2eme inégalité : soit £ € Anyq. On a alors Mut1 < z. D'autre part, comme A, C 4,z € A et
donc z < sup(A). D’olt mayy < sup(4).]

Draprés (ii)(c), la suite (m,)n>0, croissante et majorée, a une limite m € R. Montrons que m
est un point d’accumulation de A. Tl y a deux cas :

ler cas : Pour tout n > 0, m,, < m.
H s’agit de montrer que

(Ve > 0)(3z e A)(z £ met |z — m| <)

Soit ¢ > 0. Par définition de “limg, 400 s = m”, il existe N > 0 tel que pour tout n > N,
on ait {m, —m| < cetdonc m—¢ < m, <m {puisque m est un majorant de la suite).
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Dans le cas considéré, on a méme m, < m. Fixons n = N. Le nombre my étant le plus grand
minorant de Ay, le nombre m n’est pas un minorant de An. Donc il existe z € Ay C A tel
que my < £ < m. En particulier, on a

t#Emetfm—zl=m-z<m-my<e

2eme cas : 1l existe un entier n > 0 tel que m, = m.
On a alors my, = Muq1 = m. Légalité m, 1 = my se rééerit inf(B, \ {inf(B,)}) = inf(B,).
D'apres le lemme 3.4, on déduit que le nombre inf{B,) est un point d’accumulation de B,.
Comme B, C A, c’est @ fortiori un point d’accumulation de A.

Cela termine la preuve de (i¢) = (zit). 0O

(#12) = (iv) Soient (#n)}a>o une suite bornée. L’ensemble 4 = {u,|n > 0} de ses termes est
donc une partie de R bornée. On distingué alors deix cas.

ler cas : A est infini.
D’aprés (iii), I'ensemble A a un point d’accumulation a. D’aprés le lemme 2.6, ¢ est automa-
tiquement une valeur d’adhérence de la suite {2y, )n>0-

2éme cas : A est fini. (par exemple pour u, = (-1)").

Dans ce cas, il existe au moins un élément de A qui s’écrit @ = u, pour un infinité d’entiers
n > 0 (principe des tiroirs). Soit (up, )n>o la suite extraite de (#,)n>0 consistant en tous les
termes de la suite (un)n>o €gaux & a. La suite (u, )n>o est la suite constante égale & a et
converge donc vers a. Le nombre réel a, limite d’une suite extraite de (¥, }n>0, est une valeur

d’adhérence de (tp)avo. [

(iv) = (v) Soit (2, )a>o une suite de Cauchy. D’aprés le lemme 2.10, elle est bornée. D’apres
I’hypothése (iv), elle a alors une valeur d’adhérence . D’aprés le lemme 2.11, elle a une limite
{cR. O

(v) = ({) Soit (un)n>o une suite décroissante et minorée. Soit a un minorant de la suite. On
va montrer que la suite (u,),>0 est de Cauchy. L’hypothese (v) permettra alors de conclure
qu’elle a une limite £ € R.

Il s’agit de montrer que

(3) (¥ > 03N > 0)(¥p,q 2 N)(lup — gl <)

Soit € > 0. On choisit un entier n tel que (u; — ¢)/2® < €. Puis on divise |'intervalle [¢, ;] en
2" intervalles égaux (de longueur (u; — @)/2"). Les 2" + 1 points de cette subdivision sont les
points
k(u
—a+ —(—;———l kE=0,1,...,2"
Soit k, le plus petit entier tel que lintervalle [ak,ar41[ contienne au moins un terme de la
suite (tn)p>0- Notons uy ce terme et vérifions que (3) est satisfaite pour cet entier N. Soient
P, ¢ deux entiers > N. Les termes u, et u, sont d’'une part < un (décroissance de (u,)nso) et
d’autre part > ai, (par minimalité de k,). Comme uy < ag 41, 4p et u, sont tous deux dans
Uintervalle {ax,,ar, +1[. On déduit
Uy —a

[tp — gl € ak,41 - ax, = on <€ O
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Ie Th.3.3 affirme que 5 propriétés sont équivalentes. En fait non seulement ces propriétés
sont équivalentes mais elles sont vraies. Pour le voir, il suffit de vérifier I'une d’entre elles. Or
que 'une de ces propriétés soit satisfaite est vrai par définition de R. Le but de la section
suivante est de préciser un peu cette définition qui n’a jamais été donnée de fagon précise.

§4 Définition de R

DEFINITION 4.1 — Un corps commutatif totalement ordonné (R,+,%,<) est dit
archimédien si pour tout « € R et tout b € R tel que b > 0, il existe un entier n > 0 tel
que nb > a.

Exemple : le corps Q.

THEOREME 4.2 — Le Th.3.3 reste vrai si on remplace R par tout corps commutatif
archimédien R.

Preuve. La démonstration du Th.3.3 se généralise sans difficultés. On n'a en fait utilisé que
des propriétés d’un corps commutatif archimédien en général. [J

THEOREME 4.3 (admis} — I existe un corps archimédien vérifiant 'une (et donc toutes)
des conditions (i), (i), (iii}, (iv), (v). De plus si deux corps archimédiens vérifient ces conditions, '
alors ils sont isomorphes.

DEFINITION 4.4 — Ce corps, unique & isomorphisme preés, est noté R.

DEFINITION 4.5 — Un corps commutatif archimédien est dit complet s’il vérifie la
condition (v) du Th.3.3. Le corps R est donc par définition le seul (3 isomorphisme pres) corps
commutatif archimédien complet.

Le Th.2.9 est donc une conséquence de la définition de R et du Th.3.3.

Contre-exemple. Le corps Q est un exemple de corps archimédien non complet. Il existe des
suites (Up Jnso & termes u, € Q de Cauchy mais qui n'ont pas de limite dans Q. Par exemple,
la suite (un)n>0 définie par récurrence par uy = 1/2 et upyy = v + % est une suite de Q
décroissante et minorée par 0. Elle est donc de Cauchy. Si elle avait une limite ¢ € Q, cette
limite serait solution de £ = €% + ;. Or cette équation n’a pas de solution dans Q. (En fait, cette
suite a une limite dans R\ Q).
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§3. SUITES RECURRENTES D'ORDRE 1.

Généralisation

Il n'y a pas de méthode systématique précise pour I'étude des
suites recurrentes Up,q = f(us). On peut seulement dégager un
certain nombre de principes (Cf. Conclusion plus bas).

Exemple 1 (a} Soit {(x) = x3-3x24+3x. Montrer que

(i} {{x} < x pour tout x € [1,2}

(i 1(11,2)) = [1,2).

(b} Soit (ug)a.p la suite définie par uy = 32 et Up g = Hup).
Déduire de (a) que la suite est décroissante et minorde. A-t-sile une
fimite? Justifier. Si oui, donner sa valeur.

Solutlon. {a) Linégalité¢ (i) s'obtient en factorisant f(x)-x:
fx)x = x3-3x242x = x(x2-3x42) = x(x-1)(x:2)

On fait une étude rapide de la cubique f(x). La fonction f{x) est
croissante sur R. En effet;

P(x) = 3x2-6x+3 = 3{x-1)2
“En particulier, f est croissante sur le segment [1,2] et
H,2) = [{(1nH2)] = 1,2]

(b) Montrons par récurrence que Uy € [1,2] pour tout n > 0. Clest
vrai pour n = 1 par hypothése. Supposons Uy e [1,2]. On a alors

Un+t = Ku) € 1([1,2) = [1,2) (daprés (i)

La propriété est donc démontrée. On écrit maintenant linégalité (i)
pour x = uy. On obtient

f{ug) S uy soit  un,q Suy

La suite (up)y, o est donc décroissante, Comme elle est minorée par
1, elle a une limite L. En passant 2 la limite dans I'égalité valable
pourtotn > 0

Unst = Up3-3u,243u,,
on obtient
L=13-3L243L ¢z L{L-1){L-2) = D == L = 0, 1 ou 2

Mais en passant 4 la limite dans Pinégalité 1 < un £ 2, on obtient que
1 £ L <2 Cela exclut la valeur L = 0. D'autre part, la suite étant
décroissante, on a Uy S Uy = 3/2 pour tout n > 0 et donc L < 3/2.
D'oU finalement L = 1, '

Attention! Le raisonnement donnant la décroissance de (Untn>0
doit étre fait aprés aveir meritré que up € [1,2] pour tout n > 0. En
effet, c'est & cette condition qu'on peut faire x = un dans (i).

Une partie du raisonnement se généralise sans difficultés. Soit
(Un)aso une suite définie par uy =ae R et uy,q = f{un), ol
f(x) est une fonction construite & partir des fonctions usuelles
du Ch.3 (ou pius généralement une fonction continue (Ct.
Ch.6)). Supposons qu'on connaisse un segment S = [a,b] ayant
les trois propriétés suivantes (dans I'exemple 1, § = [1,2)):
(Huy=ae S ‘

(i) La fonction f(x)-x est de signe constant sur S.

(iii) (S ¢ S (on dit que S est stable par f).
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le}= Ly

gf"l}’ Yy

Procédure graphique

Un autre exemple

Alors, on montre facilement, en généralisant l'exemple 1, que:
* pour tout n > 0, uy € S, en particulier, la suite (up),, o est
bornée, '

* la suite {u,)n.0 €St monotone,

* par conséquent, la suite (up)nsp @ une limite L € R,

+ cette limite L est une solution de I'équation f(x) = x; on dit
que L es! un point fixe de f. D'autre pant, L € S.

Il reste que le segment S vérifiant (i), (i}, (iii} n'est pas
donné a priori. Il n'est d'ailleurs pas garanti que ce segment
existe et que la méthode indiquée soit exactement celle & suivre.
Il faut commencer par faire une élude graphique. Précisément,
on frace sur un méme graphigiie le graphe Gy et la premigre
bissectrice y = x. La procédure suivanie permet de suivre
graphiquement le comportement des termes de la suite.

On reporte sur la figure le point My(uq,f{uq)) du graphe Gy. A
partir du point My, on se déplace horizontalement jusqu'a
couper la 1ére bissectrice, on se déplace alors verticalement
jusqu'a couper le graphe Gy en un point Ms. Ce point est le point
de coordonnees (us,f(us)). On répéte la méme procédure a
partir du point Mo etc... On obtient de cette fagon une suite de
points {Mp)n,0 dont les abscisses constituent la suite (Un)h. 0.

Par exemple, sur la figure ci-contre, on voit que la suite
(Un)nso cONverge en décroissant vers le point fixe a de f le plus
petit. Il faut ensuile démontrer ce qu'on a observé
graphiquement. Dans le cas présent, on peut suivre la méthode
exposée plus haut en prenant pour S le segment {«,B] ot B
désigne le point fixe de f le plus grand.

Remarque. Le premier terme uq est une donnée déterminante de la
définition d'une suite récurrente. Par exemple, on observe gque si
Uy <o dans l'exemple graphique précédent, la suite converge en
croissant vers a, et si uy > B, la suite tend vers +e en croissant.

Exemple 2 Etudier fa suite (u,)n.p définie par vy = 52 el Upyt =
f(up) ob f(x) = x2-4x+6.

Exemple 3 Reprendre l'exemple 3 du §2 avec cette nouvelle
méthode.

L'exemple ci-contre est différent. On observe que les termes de
la suite (Un)n.p Convergent vers le point fixe L de f en
“tournant autour” de L. Plus précisément, ia suite des termes
d'indice pair converge vers L en croissant et la suite des termes
d'indice impair converge vers L en décroissant. Dans cette
situation, on peut procéder de la fagon suivante. Les suites
(Valn>o 81 (Wp)ps0 de terme général vy, = unp et Wy = Uop .,y

-119-



Ny

Conclusion

vearifient les relations de récurrence v, ,q = fof{vy) et w4 =
fof{w,,}. On calcule fof{x} et on montre que

» Les intervalles [0,L] et [L,+=] sont stables par fof; on en
déduit, en raisonnant par récurrence, que v, € [0,L} ot w,,
[L,+ef pour tout n > 0.

» fof(x} > x pour tout x € {0,L], ce qui entraine que la suite
{(Vn)ns0 ©st croissante.

« fof(x) < x pour fout x € [L,+«], ce qui entraine que la suite
(Wn)n»o sl dacroissante.

On en daduit que les suites (Vp)a.0 € (Wpin-o ONt une limite.
Cette limite est nécessairement égale a L, le seul point fixe de
fof. D'aprés l'exercice 13, on peut conclure que la suite
(Up)nso @ pour limite L.

Exemple : Etudier la suite (up)n. g définie par ug = 4 et uy 1 = f(u,)
. +

ol f(x) = i

On retiendra les peints suivanis pour l'étude des suites

récurrentes up,q = f{ug).

- L'étude graphique, qui donne une idée précise du

comportement de la suite (up)n.0-

- La recherche d'intervalles stables par f: si f(I) c | et si ujel,

tous les termes de la suite (U)o sont dans |; on obtient de

cette fagon des majorants et des minorants de la suite {up)n..0-

- L'étude du signe de f(x)-x: la suite (up),.o ©st monotone si

f(x)-x est de signe constant sur un intervalie qui contient tous

les termes de la suite.

- La recherche des points fixes de f: si f est construite & partir

des fonctions usuelles (ou, plus généralement continue), la

limite de la suiie (uy),.0. St elle existe, est un point fixe de f.

Remarque. Dans ie cas particulier ol f(x) est croissante, on peut
aussi, pour la monotonie de la suite, utiliser la remarque suivante.
La suite (up)n,.o st croissante si Uy 2 uy et décroissante si up < uy.

§4. SERIES NUMERIQUES.

4.1 Définitions et exemples.

Soit (up)asg une suite réelle. Considérons la suite {Up)pso
construite & pariir de (u,),.o de la fagon suivante: pour tout
entier n > 0, U, est 1a somme des n premiers termes de la suite

(Un)n>0, i.e.,
Up = ug+uo+...4up,

ce qu'on peut noter aussi
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Up = Zuk
k=1
La suite (Up)p.po des "sommes partielles” U,,, est appelée série
de terme général u,. La série est dite convergente si elle.a une
limite finie et divergente sinon. Quand elle existe, la limite de

fa suite (Up)n,p est appelée somme de la série de terme u, et
est notee

Exemp[e 1 (Séries géometriques) Etudier Ia convergence de
fa série de terme général 11 (n > 0).

Solution. On commence par calculer la somme partielle des n
premiers termes

Up = T+r+r24 41
Pour cela, on calcule {r-1)U,. On cobtient

{r-1)Up = rM-1
d'cl la formule, valable pour r # 1
-1
L
Conclusions:
sirf<1 la serie est convergente de somme 1/{1-r)
sir] > 1 Un rn T/r-1, 1a série diverge
sir=1 Uy = n, la série diverge, sa somme vaut +«
sir=-1 U, = (-1)"-1, 1a série diverge

Exemple 2 L'exemple 6 du §2 montre que la série de terme
général 1/n2 est une série convergente,

Exemple 3 (Séries de Riemann) Plus généralement, la série de
terme général 1/n® est une série convergente si s > 1 et divergentes
si s < 1. Plus précisément, si s < 1, les sommes partielles
1
Up=1+"7"+..+
28 nS
tendent vers +«. La preuve de ce résultat important est proposée
en exercice (Cf. Ch. 7 Exercice 24).

Remarque. Comme pour les suites, la convergence d'une série ne
dépend pas de ses premiers termes. Précisément, si p est un entier
fixé, la convergence de la série de terme u, est equivalente a la
convergence de la série de terme uy,,. En revanche, sl y a
convergence les sommes de ces deux series différent. On a:

ZUn+p ZUn S,

n=1

Le point essentiel de ['étude d'une série est celui de sa
convergence. Délerminer ensuite la valeur exacte de sa somme
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est un probleme difficile qu'on ne sait pas faire en général.
Dans la suite de cette section, nous allons donner les
principaux tests de convergence. Ceux-ci reposent pour la
plupart sur les résultats du début de chapitre sur les suites,
qu'on applique a la suite des sommes partielles.

PROPOQSITION 4.1 Sila série de terme général u, est conwergente, alors la suite
(Undnso @ pour limite 0.

La premiére chose & vérifier quand on étudie une série, c'est
que son terme géneral tend vers 0. Attention! Cela ne suffit pas
pour que la série converge. La suite (1/n),.q tend vers 0 mais
la série de terme général 1/n diverge (Cf. Exercice 8).

Preuve de la Prop.4.1. Si U, désigne la somme partielle U, =
Uqi+Up+...+lUp, ON A
Up-Up.y =up
Par définition, la série de terme u, converge ssi la suite {(Un)nso
" tend vers une limite finie S. D'aprés I'égalité ci-dessus, la suite
{uUn)n-p est donc une suite convergente, de limite S-S = 0.

PROPOSITION 4.2  Si u, et v, sont les termes de séries convergentes et si o et
B sont deux nombres réels quelconques, alors la série de terme
général au,+Bv est convergente. Et on a alors

z(aun‘*‘ﬁvn) =a Eun + Zun
n=1 n=1 n=1

Preuve. Pour tout entier n > 0, on a:

n n n
(*) Z(auk+[3vk) =0 Zuk + BZuk
k=1 k=1 k=1
ce qui, en introduisant les suites (Uplnso, (Vpdnso: Wninso des
sommes partielles de termes respectifs u,, v, aUy+Bvy,, se note
Wy, = ally + BV,

Par hypothése, les suites (Up)pn.g, (Vainso ont une limite quand n
tend vers +e. D'aprés les théorémes geénéraux sur la convergence
des suites, la suite (Wj)n.p est également convergente. Cela
signifie exactement que la série de terme auy+Bv, est convergente.
On obtient la formule de la Prop.4.2 en passant a limite dans (*).

4.2 Séries a termes positifs.

Dans ce paragraphe, on ne considére que des séries dont les
termes up, sont tous positifs (ou nuls). La remarque de base
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PROPOSITION 4.3

THEOREME 4.4

dans ce cas est que la suite (Up)psp des sommes partielles est
une suite croissante. D'aprés le Th.2.2, on a donc

Pour une série @ termes U, positifs,

— ou bien les sommes partielles U, sont majorées par un réel
A (indépendant de n) et alors la série est convergente.,

— ou bien les sommes partielles U,, ne sont pas majorées et
alors les sommes partielles tendent vers + ; la série est
divergente. -

Note. La Prop.4.3 ot plus généralement les résultats de ce
paragraphe s'appliquent

- si la serie considérée est A termes positifs, mais seulement a
partir d'un certain rang {(Cf. §4.1 Remarque).

- si la série considérée est a termes rnégatifs (on applique les
résultats & la série de termes opposés).

De la Prop.4.3, on va déduire le résultat le plus important de
cette section.

Soienit (Uninso et (Volnsg deux suites a terimes positifs.

(a) On suppose que 0<u, <v, pour tout h> 0. Sila série de
terme v, est convergente, alors la série de terme U, l'est
aussi. De facon équivalente, si la série de terme v, est
divergente, alors la série de terme u,, l'est aussi.

(b) On suppose que up oo Vp . Alors la convergence de la
série de lerme Uy est équivalente a la convergence de la série
de terme vy .

Preuve. (a) Sous 'hypothése, on a, pour tout n > 0
Up = Ug+..+Up S Vg = vido4v

Donc, si la suite (V)0 est majorée, la suite (Up)n.q l'est aussi.
Le résuitat se déduit donc de fagen immédiate de la Prop.4.3.

(b) Par hypothése, la suite (un/vp)psp tend vers 1. En faisant & = 1
dans la définition, on obtient que, pour n suffisamment grand,
{précisément, supérieur a un certain entier N), on a

1/2 < upivp £ 372,
et donc

v 3vp

N, =

2 U=
L'énoncé (b) découle maintenant du résultat (a). Si la série de terms
up converge, la série de terme v, aussi, d'aprés la premiére
inégalité. Si la série de terme uy, diverge, la série de terme v, aussi
d'aprés la seconde inégalité.
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PROPOSITION 4.5

De fagon pratique, pour étudier la convergence d'une série &
termes positifs, on essaie de comparer son terme général (en
le majorant, en le minorant ou en cherchant un équivalent) au
terme général d'une série de référence dont on sait si elle
converge ou si elle diverge. Comme série de référence, on
utilise le plus souvent les séries de Riemann de terme 1/n$
(Cf. Exemple 3) ou les séries géométriques de terme r (Cf.
Exemple 1},

Exemple 4 Etudier la convergence des séries de terme général
1

(@) up =" (0) up = (n2+3)1/2.
n<-cos{n)
1 \tog(n) g - og(n)
(c) up = (E_og(n)) (9) un =( “Log(n)
Solution. (a) 1 < ! et L 1
’ n2.cos(n) nZ+1 n2+f +oo p2

La série de Riemann de terme 1/n est convergente.
Conclusion: La série de terme u,, est convergente.

{b) Un calcul d'équivalents donne
3
2 1/2. 2.
(ne+3) n e 20
Il y a donc divergence.

{c)On a
1__og(n) _ 5
(m) = exp[-Log(njLog(Log(n))] < exp[-2Log(n)] = 1/n

dés que n est assez grand (précisément dés que Log{Log{n)) = 2). II
y a donc convergence.

1y 1
(d) On a; (1 Too (n)) ogln} _ exp(Log(n)Log(1 oo (n)))

1 1
Or Lo-g(n)Log(1 Tog (n)) e Lcsg(n)Log = 1

Conclusion: la suite (up)p,g tend vers e # 0. La série de terme u, ne
converge dong pas.

Du Th.4.4, on peut déduire un certain nombre de régles de
convergence classiques.

Soit (Uplpsp une suite & termes positifs.

{a) Begle "n“up". (Cf. Exercice 30)
Sl existe o> 1 tel que n_l;p n*u, =90, alors la série de
terme u, est convergente. S’ existe o <1 tel que

nIir{p n%up = +eo, alors la série de terme u, est divergente.
—3 o

(b} Régle de Cauchy. (Cf. Exercice 31)

La série de terme U, est convergente si nIil‘E upglM<1 et
—_ oo
divergente si nl_{)rl‘l upM > 1. La reégle de Cauchy ne permet
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pas de conclure si la suite (u,1/"),.q a pour limite 1 ou n'a
pas de limite.

(c) Begle de D'Alembert. (Cf. Exercice 32)

On suppose ici en plus que tous les termes u,, sont non nuls. La
série de terme u, est convergente si I:m JUnst/up <1 et
divergente si .-.U,Tm”nﬂluﬂ >1.la régle de D'Alembert ne
permet pas de conclure si la suite (up,.1/upin-0 2 pour limite
1 ou n'a pas de limite.

Exemple 5 Etudier la convergence des séries de terme général

n

{a) up = a'ﬂ {b) u, = 2—2
2n+1 ?\l

€) uy = (3n 2T (d) up, =5_n

Solution. (a) Régle "n®u," avec a = 2: convergence.
(b) Régle de d'Alembert ou de Cauchy: divergence.
(c) Régle de Cauchy: convergence.

(d) Regle de d'Alembert: divergence.

4.3 Séries a termes de _signe quelconque.

Convergence absolue

THEOREME 4.6

Pour une série dont les termes u,, ne sont pas de signe constant
quelconque, on peut tout d'abord essayer de se ramener 3 la
situation du paragraphe précédent en regardant la série de
terme |u,|. Une série de terme genéral u, est dite absoiument
convergente si la série de terme genéral ju,| est convergente.

Si une série de terme u, est absolument convergente, alors
elle est convergente.

Nous admettrons ce résultat dont la démonstration utilise la
notion de suite de Cauchy.

Exemple 6 La série de terme sin(n)/n\I; est absofument
convergente. En effet, on a:

sin(n)| __1
mVn | < n3/2

La série de terme sm(n)lml; est donc convergente.

Dans la pratique, pour montrer qu'une série est convergente,
on commence par chercher & montrer qu'elle est absolument
convergente. On dispose pour cela de fous les résultats établis
pour les séries & terme positif. Attentionl La réciproque du
Th.4.6 est fausse: il existe des séries qui sont convergentes
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Séries alternées

THEOREME 4.7

mais pas absolument convergentes. Par exemple, la série de
terme (-1)"/n n'est pas absolument convergente. Les résultats
suivants vont montrer que c'est une série convergente.

Une série de terme genéral u, est dite alternée si ses termes
prennent alternativement les signes "+" et "-" et si la suite
{lunhnso tend vers 0 en décroissant.

Toute série alternée est convergente.,

Exemple 7 La série de terme (-1)/n est alternde et est donc
convergente. On peut montrer qu'elle converge vers Log(2) (Cf.
Ch.9 Exercice 28).

Exemple 8 Montrer que la série de terme (-T)RLogz(n)l\m est
convergente. (lndic.: montrer qu'elle est alternée a partir d'un
certain rang). :

Preuve du Th.4.7. Le terme général u, d'une série alternde peut
se mettre sous I'une des deux formes
up = (-1)"x, ou up = (1M Ix,

ol (Xp)n>p @St une suite a termes positifs tendant vers 0 en
décroissant. Quitte a changer uy, en -up, on peut toujours se ramener
a la premiére forme. Il s'agit de montrer que la suite (Up)p.q des
sommes partielles a une limite finie. On va montrer que les suites
(Uopnso €t (Uon,1)ns0 Sont adjacentes ([...] ¢i dessous). Le Th.2.3
permettra de conclure que ces deux suites convergent vers la méme
limite |. € R. Ce qui, d'aprés I'exercice 13, montrera que la suite
(Uninso converge vers L.

[Verifions les 3 conditions définissant les suites adjacentes.
(1) (Uop)psg est décroissante et (Unp,,1)ns0 €St croissante:

Uo(ne1)-U2n = Upne2+Uon,q = Xon0-Xope1 S O
Uon+3-Uong1 = Ugpys+lonen = Xpp43+X2n,0 20

(2) Ugj,1 < Usy pour tout entier n > 0:
U2n+1-Uzn = U241 = X2n41 S0

{3) La suite de terme Upp, 1-Uap = -Xoq,1 tend vers 0.]
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