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CHAPITRE 6

CONTINUITE

Une fonction f(x) définie sur un intervalle | est continue si on
peut tracer son graphe d'un seul coup de crayon. Il s'agit d'une
proprieté "globale” de la fonction. La fonction de gauche sur la
figure ci-dessous est continue sur R.
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Celle de droite ne l'est pas: il y a une “rupture” ou
"discontinuite® au point x, = -1; par contre, il y a continuité
en tous les autres points. La continuité apparait donc aussi (et
d'abord} comme une propriété *locale”, i.e., une propriété de la
fonction en un point donné.

§1. CONTINUITE EN UN POINT.

1.1 Définitions.

Commengons par quelques exemples typiques de discontinuité.

Y4k 7‘\ N

= o A

f0) = lim f lim f= lim f f n'a de limite ni &
x—0 +

x—0%  x-0° droite ni & gauche de 0

Exemple 1 Tracer le graphe des fonctions suivantes et préciser
quel est le "type de discontinuité™ en 0.

(a) f(x) = [x]
_ e-‘llx2 six=#0

© ) = {SL"(”X) Sxeo



DEFINITION 1.1

Dans les trois cas de figure ci-dessus, la limite de f en 0, soit
n'existe pas, soit est différente de la valeur de f en 0. On dira
qu'une fonction f est continue en 0 si l'inverse est vrai, i.e., si
la fonction f a une limite en 0 qui vaut {(0).

Soient f(xq,...,X,) une fonction de n wvariables et
my(@y,---,8,) € Dy La fonction fest dite continue en my si

la limite lim f de { en m, existe et vaut f{m,).
m—my,

Pour vérifier la.continuité d'une fonction en.en un. point, il faut
donc calculer et comparer deux nombres: 'un est une valeur de
f, l'autre est une limite.

Exemple 2 Scient { et g les deux fonctions définies par

1/x2 six £ 0 -1/x2 si X =0
flx) = {e . ot (%) ={e . *
1 six=20 0 six =20
. 1732 . # f{(0): f non continue en 0
Ona)(liToe =0 ' {= g(0): g continue en 0

Exemple 3 Etudier |a continuité en x5 € D des fonctions suivantes.
(a) f(x) = x (b) f(x) = 1/x (¢) fix) = & (d} 1(x) = Ix
(e) T est construite & partir des fonctions usuelles du Ch.3.

Remarque. En fait, il y a continuité de f en m, ssi la limite de f en
m, existe et peut élre calculée par substitution (Cf. Ch.4 §2.2).
Donc dire comme au Ch.4 que le calcul des limites par substitution
est licite pour les fonctions usuelles revient exactement & dire que
ces fonctions sont continues en chaque point dé teur domaine. Cela
sera formellement établi un peu plus tard (Cf. §2.1 Remarque).

Exemple 4 Etudier la continuité des fonctions suivantes en 0.

@ 1x) = [+2] en 0 o 10 = {FgmR S X

1.2 Continuité a droite et a gauche.

DEFINITION 1.2

Dans ce paragraphe, T désigne une fonction d'une variable.

Une fonction f(x} est dite continue ¢ droite (resp. & gauche)
d'un point x, de son domaine si

x_LLTgfg ) = fixg) (resp.,xirilaf(x) = f(xg))



PROPOSITION 1.3

1.2 Théorémes géneraux.

PROPOSITION 1.4

Exempie 5 La fonction i{x) = [x] est continue & droite de 0 mais
discontinue & gauche de 0.

La proposition suivante résulte du Th.1.5 du Ch.4.

Une fonction f(x} est continue en un point Xy € Dy ssi elle
est confinue a droite et a gauche de  x,.

Exemple 6 Etudier la continuité, a droite, a gauche des fonctions
suivantes en un point x5 € R.

(@ fx) = [x] (b) 1(x) = [-x] (¢) f(x) = [x]+[-x]

Exemple 7 Déterminer les valeurs des parameétres a et b pour que
la fonction f définie par

3 pour x < -1 ‘
f(x) = {ax+b pour -1 £ x<2
Log({x/2) pour x > 2
soit continue.

Notes. (a} On distingue deux cas dans I'étude de la continuité d'une
fonection “"définie par morceaux”;

* en tout point x5 frontiere d'un des morceaux, on calcule les ii-
mites & droite et & gauche de x, et on utilise {a Prop.1.3.

= en un point x5, non frontiére, i.e., intérieur a I'un des morceaux,
it y a continuité ssi I'expression définissant f sur le morceau consi-
deré est continue en Xg.

{b) Une fonction peut étre discontinue en un point x, pour diverses
raisons: discontinuité a droite, mais pas & gauche ou linverse ou
discontinuité des deux cdtés... Répondre a ces questions s'appelle
préciser la nature de la discontinuité,

La Proposition ci-dessous résulte des Th.2.1 et Th.2.2 du Ch.4.

(i) Soient f et g deux fonctions de n variables continues en
m,-. Alors les fonctions f+g et fg sont continues en m, . Si
de plus g(m.,)# 0, alors la fonction f/g est continue en m,.

(i} St f est continue en m, et g continue en f(m,), alors
gof est continue enm,,.

Exempie 8 Les {onctions polyndmes, en particulier les fonctions
puissances x", n € Z, sont continues en tout point x, € R. Les fonc-
tions homographiques, et plus généralement les fractions rationnelles
(i.e., fractions de deux polyndémes) sont continues en tout point de
leur domaine.



Exemple 9 Etudier la continuité des fonctions suivantes.

@i = e

(6) 1) = [ + Vx-[x]
x3

© fixy) = x2+y2 si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = {0,0)

Solution. (¢) La fonction f est continue en tout point (x,y} # {0,0)
(Prop.1.4}. Voyons si elle est continue a l'origine (0,0). En ce point,
la Prop.1.4 ne s'applique pas; il faut revenir 4 la définition. La
valeur de f en {0,0) est 0 et la limite de f en (0,0) vaut également 0
(Cf. Ch.4 §2 Exemple 5); f est donc continue en (0,0). Conciusion; f
est continue en tout point de RZ.

Continuité et suites Le résultat suivant a un intérét théorique important: la continuite
peut étre étudidée au moyen de suites. Nous nous limitons pour sim-
plifier aux fonctions d'une variable.

THEOREME 1.5 Soit {(x) une fonction et X5 e (Dy)' . Alors T est continue ssi pour
toute suite (Xp)n. qui tend vers Xg,ona

lim  f{x,) = f(x
lim_fxn) = (o)

Démonstration. Dans le sens =, c'est une conséquence immédiate
du Th.2.2 du chapitre 4 sur les compositions de limites. Inversement
nous allons montrer que si f n'est pas continue, il existe une suite
(Xp)n>0 qui tend vers X, et telle que la suite {(f{(xy))n5p Ne tende pas
vers f(xg). Si f n'est pas continue en xq, on a par définition

) Ae>0)Va>0)3xe D [x-Xg| < o ot [{x)-f(xp)] 2’is)
Prenons o = 1/2", pour n un entier quelconque; (*) fournit
l'existence d'un élément x, vérifiant
(*") Xp-Xgl < 1120 et [f(x)-f{xg)l 2 &

Considérons la suite (Xp)p.o ainsi construite. A cause de la pre-

miére partie de la condition (**), elle tend vers x,. La seconds
partie interdit & la suite (f(xy).g de converger vers f(xg).

Remargque. On peut utiliser le Th.1.2 pour montrer qu'une fonction
n'est pas continue en un point: par exemple, {x] n'est pas continue en
0 car la suite [-1/n] converge vers -1 = [0l. On donne dans
exercice 15 une application classique de la partie directe du Th.1.2.

1.3 Prolongement par continuité

Considérons la fonction définie sur R* par f{x) = sin{x)/x,
dont le graphe est représenté ci-dessous & gauche.
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Le graphe G¢ La fonction sin{x)/x La fonction sin(x)/x
prolongée par f(0) = 2 prolonges par f(0) = 0
(non continue). - {continue).

La fonction f n'est pas définie en 0; prolonger f en 0 signifie
definir f en 0. Il y a de mulliples fagens de prolonger f en 0: i
suffit de choisir une valeur dans R. Cependant, la fonction f ainsi
prolongée, n'a guére de chances d'étre continue en 0. Sauf sion a
choisi comme valeur de f en 0 le nombre 1 = )Ei_)rno sin{x)/x .

Plus généralement, soient f(x4,...,x,) une fonction de n va-
riables et m, un point ot f n'est pas definie. Supposons que f
admet pour limite un nombre réef L quand m = (x4,...,x,) tend
vers m,. Alors la fonction f(xy,...,x,) prolongée en m, par
fimg) = L est continue en m,. On dit qu'on a prolongé f par
continuité au point m,.

Viex - 1

Exemple 10 Peut-on prolonger la fonction f(x) = sin(x)

continuité au point 07

par

Pour qu'une fonction f soit prolongeable par continuité en un
point m,d Dy, il faut et i suffit que f admette une limite finie
quand m tend vers m, (en particulier, m, doit étre un point
d'accumulation du domaine). Etudier les prolongements par
continuité éventuels d'une fonction est donc un simple exercice
de calculs de limite.

Exemple 11 Etudier la continuité des fonctions suivantes en préci-
sant la nature des discontinuités éventuelles. Peut-on les prolonger
par continuité?

(@ 1(x) = xix| (b) f(x) = —222¥2X
Vx24+2x+1
(c) #(x) = (1+x) Log [1+x] (d) fx) = EE%JH
VetV et VT
() f(x) = o X 0 f(x) = —l"-‘:—ggi"—i
(@) Tl = N h) ) = J—LJ—J“”XQ Vix-1
2.y2
() 1) = o 1/X 0 fxy) = x_a:y_
sin_n:(xz_-v-y_g)_ sin{x+y)
k f ’ = ] f ’ =
{k) f(x,y) Log(1 +x2+y2) {0 fxy) XY

YA
APNEPWA LIS
= 0 % U o U ' ¥

r4



Solution. (e)—(h) Les 4 fonctions sont continues sur Dy = R\{0} en
vertu des théorémes généraux sur la continuité. 1l faut étudier en-
suite le comportement de la fonction en 0. Sur un voisinage de 0 as-
sez petit, par exemple }-1/2,1/2{, on a

V13-V %11 = V14x-V 1x 5 X

Conclusions:

(e) f(x) 5 sgn(x)m — 0; f se prolonge par continuité: f{0) = 0.
(fy f(x) 5 X/|x] n'a pas de limite en 0; f ne se prol. pas par cont.
(g) () 5 1 — 1; { se prolonge par continuité: f(0) = 1.

(h) f(x) 5 1/X n'a pas de limite en O; f ne se prol. pas par cont.

(i) f est continue sur Dy = R2\{Oy} (th.gén.). En un point mgy{0,b} ob

b # 0, la fonction f n'a pas de limite finie (considérer les points

m{x,b} par exemple), donc ne se prolonge pas par continuite. En re-

vanche, la fonction tend vers 0 quand m(x,y} tend vers O{0,0): en
- effet, on a -la-majoratien :

x2+y2| x|
2x -2

La fonction f se prolonge donc par continuité en (0,0): {(0,0) = 0.

Exemple 12 Soit r ¢ R\Q. Montrer que, pour r 2 0, la fonction
puissance x — x' se prolonge par continuité en 0.

1
X Log(%) si x>0

Exemple 13 Soit f(x} = el/X _ gxaX

X

Pour quelle valeur du paramétre a la fonction f se prolonge-t-slle
par continuiié en 07

six <0

§2. PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES.

2.1 Continuité sur un ensemble.

DEFINITION 2.1 On dit qu'une fonction f(xy,...,x,} est continue sur un sous-
ensemble E de R" si elle est continue en tous les points de E.
Le domaine de continuité est 'ensemble de tous les poinis de
R ou f est continue. Enfin, f est dite continue si f est con-
tinue sur son domaine de définition.

Exemple 1 Les fonctions polyndmes en n variables, les fonctions
fractions de deux polyndmes sont des fonctions continues. La
fonction [x] a pour domaine de continuité I'ensemble R\Z; ce n'est
pas une fonction continue.

De la Prop.1.4, on déduit immédiatement

-10-



PROPOSITION 2.2 (a) Sif et g sont deux fonctions continues sur E, alors
f+g, fg sont continues sur E et f/g est continue sur
I'ensemble E\{m e RN | g(m) = 0}. Si f est continue sur E
et g est continue sur f(E), alors gof est continue sur E.

(b) Si f et g sont deux fonctions continues, alors f+g, fg,
flg et gof sont continues.

Les fonctions usuelles du Ch.3 sont continues. D'apres la
Prop.2.2, toutes les fonctions construites a partir des fonctions
usuelles sont également continues.

Remarque. La continuité des fonctions usuelles peut étre formelle-
ment établie de la fagon suivante. Certains arguments s'appuisnt sur
des resultats & venir.

« Les fonctions polyndmes. La continuité provient de celle de la
fonction x et des théorémes généraux (Prop.2.2). Ce cas fournit en
particulier la continuité des fonctions puissances entiéres et des
fonctions fractions de deux polyndmes.

n
+ les fonctions racines n-iémes \/_ Ce sont des fonctions réci-
proques de fonctions continues (Cf. Th.2.9)

+ La fonction Log. Elle est définie comme primitive de fonction con-
tinue; elle est donc elle méme continue (et méme dérivable).

« La_fonction exponentielle. C'est la réciproque de la fonction Log.
» Les fonctions puissances. Elles sont construites & partir de la

fonction exponentielle. (Quand l'exposant est rationnel, on peut éga-
lement déduire la continuité de celle des fonctions racines n-iémes).

» La fonction sin. La continuité en 0 résulie de linégalité |sin(x)| < ix|.
On obtient la continuité en un point quelcongque en utilisant les for-
mules d'addition (Cf. Exercice 18)

» Les fonctions cos et tg. Elles se déduisent de la fonction sin: pour

tout xe R, ona
.
cos(x) = sm(E -%x)

sin{x)

t9(x) = cos(x}

2.2 Propriétés locales.

Soit f(x4,...,x,) une fonction continue en un point m,. Par dé-
finition, la valeur f(m,) de f en m, est la limite de f en m,,. Il
en résulte que

(*) au voisinage de m,, la fonction f prend des valeurs f{m)
"peu différentes” de f(m,).

-11-



PROPOSITION 2.3

Cet énoncé est certes imprécis mais il traduit assez bien lidée
qu'il faut avoir de la continuité en un point.

Exemple 2 Voir sur un exemple pourquoi I'énencé ne s'applique pas
si la fonction { n'est pas continue.

Le résultat ci-dessous précise 'énoncé {*).

Soient (xy,....x} une fonction continue en un point m, et
€ un nombre strictement positif quelconque. Alors il existe un
voisinage de m, sur lequel la fonction prend des valeurs
toutes comprises dans lintervalle ]i(mg,)-g,f(m }+e[.

Preuve. La Prop.2.3 ne fait que reformuler la définition de la conti-
nuité de f en mg.

Nous expliquons dans I'exemple suivant comment il faut uti-
liser Fénoncé (") et la Prop.2.3.

Exemple 3 Soit f(x1,...,x ) une fonction continue en un point mg,.
On suppose {(mg) = 0. Montrer qu'il existe un voisinage de my ol f
ne s'annule pas.

Solution. Intuitivement, c'est clair. En effet, d'aprés I'énoncé (*),
au voisinage de my, T prend des valeurs "proches”™ de f(mg), qui est
non nul. Si elles sont sufiisamment proches, elles né peuvent pas étre
nulles. il s'agit maintenant de rendre rigoureux ce raisonnement.
Supposons dans un premier temps f{m,) > 0. On choisit € = f{m)/2;
c'est un nombre strictement positif. D'aprés la Prop.2.3, il existe un
voisinage V de mg sur lequel f prend des valeurs comprises dans
lintervalle ]f(mg)-g,f{mg)+¢[, i.e., lintervalle

:If(mo) 3f(m,) [
| 2 2 )

En particulier, elles sont non nulles. Si f(mg) < 0, le raisonnement
est similaire.

Exemple 4 Montrer quil existe a > 0 tel que, pour tout x dans
lintervalle J-o,cf, on ait

1 ) 1
’2" JLog{1+x}| < [sin{x}| < E [Log{1+x)|
sin
{Appliquer le resultat de 'exemple 3 & la fonction f{x) = E'{gé%)—[)

Exempie 5 Soit f(x1,...,xn) une fonction continue en un point mg,.
En utilisant ta Prop.2.3, montrer qu'il existe un voisinage de X, sur
lequel f est bornée.

-12-



2.3 Propriété de la_valeur intermédiaire.

Théoréme des valeurs
intermédiaires
{(1ére forme)

Dans ce paragraphe, { désigne une fonction d'une variable dé-
finie sur un intervalle [

Soient a et b deux éléments de |. Considérons maintenant un
nombre quelconque A compris entre f(a) et f(b). Les deux
points A(a,f(a)) et B(b,f(b)) du graphe G; se trouvent de part
et d'autre de ia droite y = A (voir figure ci-contre). Si f est
continue sur [, on peut aller du point A au peint B le long du
graphe "sans lever le crayon”. On est alors obligé de couper la
droite y = A. On appelie celte propriété la propriété de la va-
leur inlermédiaire. C'est la plus importante propriéte des
fonctions continues sur un intervalle.

Exempie 6 Voir sur un exemple pourquoi I'nypothése de continuité
est essentiells.

THEOREME 2.4 __ Soit f une fonction continue sur un
intervalle | et a et b deux éléments de |. Alors

(*} Toute droite horizontale y = A passant entre les points
A{a,f(a)) et B(b,(b)) coupe le graphe G; au moins une fois.

La propriété (*) s’énonce de facon équivalente

(* bis) 8i A est un nombre réel quelconque compris entre
f(a) et f(b), alors il existe c entre a et b tel que f(c) = Ai.

Exemple 7 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose
f(a)(b) < 0. Montrer que f s'annule au moins une fois entre a et b,

Exemple 8 Montrer qu'un bo!ynbme de degré impair a au moins une
racine dans R.

Preuve du Th.2.4. Nous donnons une preuve succincte de (* bis).
Elle s'appuie sur une propriété fondamentale de |'ensemble des
nombres réels (Cf. Ch.4 Th.2.5), & savoir

{**} Toute partie S non vide et majorée admet une borne supérieurs
(i.e., un plus petit majorant}.

Supposons par exemple f(a} = & (si f(a) < A, le raisonnement est
analogue). On considére I'ensemble S = { x € [a,b] | f(x) 2 A}. C'est
un ensemble non vide {a € S) et majoré {par b). Scit ¢ sa borne su-
périeure. Les deux points suivants montrent qu'on ne peut avoir ni
f(c) > A ni f{c) < &.

= Supposons f(c) > A. En utilisant la Prop.2.3, on obtient qu'il existe
un voisinage de ¢ ol  prend des valeurs > & (s'inspirer de l'exemple

3). Cela contredit le fait que c est un majerant de S.

= Supposons f(c) < A. En utilisant la Prop.2.3, on obtient qu'il existe
un voisinage de c ot f prend des valeurs < A. Cela contredit le fait
que ¢ est Je plus petit des majorants de S.

Conclusion: f(c) = A.

13-



En d'autres termes, le Th.2.4 énonce qu'une fonction continue
qui prend les valeurs o = f(a) et B= f(b) en a et b prend éga-
lement toutes les valeurs intermédiaires. C'est-a-dire,

(v ap e (1)} (}) = [o.B])

Cela signifie exactement que l'ensemble image f{I) est un in-
tervalle (Cf. Exercice 25 pour un rappe! sur les intervalles).

Théoréme des valeurs THEOREME 2.5 _ L'image f{l} d'un intervalle | par
intermeédiaires une application continue f est un intervalle.
(2éme ferme)

Exemple 9 Voir sur un exemple pourquoi I'hypothése de continuité
est essentielle dans le Th.2.5.

Généralisation {n variables). Une fonction continue de n va-
riables f(xq,....x,) vérifie la proprieté suivante qu'on peut volr
comme une version & n variables de la proptiété de la valeur inter-
médiaire.
(***} L'image par f d'une boule (ouverte ocu fermée) est un inter-
valle de R.

La démonstration est laissée en exercice (Cf. Exercice 28).

Terminons ce paragraphe par un cas particulier important du
Théoreme des valeurs intermédiaires.

COROLLAIRE 2.6 Limage f([a,b]} de lintervalle [a,b] par une fonction f con-
tinue et monotone est lintervalle fermé de bornes f(a) et {(b).

Exemple 10 Voir sur des exemples pourquoi I'hypothése “continue
et monotone” est essentielle.

2.3 Inversion des fonctions_continues.
Le résultat que nous avons en vue dans ce paragraphe est le
Th.2.9: la réciproque d'une fonction continue et injective sur
un intervalle est elle-mé&me continue. Nous le déduirons des
deux résultats fondamentaux suivants. Rappelons que f désigne
une fonction d'une variable définie sur un intervalle I.

-14-



THEOREME 2.7 Si f est strictement monotone et st l'ensemble image () est
un intervalle, alors { est continue sur |

THEOREME 2.8 Si f est injective et continue, alors f est strictement monotone.

Exemple 11 Déduire dv Th.2.7 la continuité de la fonction sinus
(appliguer le Th.2.7 & la restriction de sin(x) & [-w/2,r/2]}.

Preuve du Th.2.7. Soit x, quelconque dans I. Nous allons démon-
trer, en revenant & la définition gue xi_t;'t; fix) = 1(xg).

. . . . 0
Soit ¢ > 0. Le peint capital de la preuve est de remarquer que,
puisque f(I) est un intervalie et qu'il contient f(xs), il existe un petit
intervalle fermé J de longuedr non nulls, contenant f(xo) et contenu
dans f{)n}i(xg)-£.f(xg)+el. Notons f(a) et f(b) les bornes de cet in-
tervalle J. Il résulte de la stricte monotenie de f que lintervalle ou-
vert de bornes a et b est un voisinage de x, qui est envoyé par f
dans J, donc en particulier dans )f(xg)-e,f(xg}+el.

Preuve du Th.2.8. On raisonne par l'absurde. Si f n'est pas
strictement monotone, il existe 3 points a, b, ¢ dans | vérifiant

(") a < b < c et f(b) est & 'extérieur du segment de bores f(a) et f(c).

Quitte & changer f en -f on peut supposer que f(c) > f{a). Ci-dessous
sont représentés les deux cas de figure possibles.

Dans chacun de ces cas, la propriété de la valeur intermédiaire
combinée au tes! des horizontales pour l'injectivité permet de con-
clure que { ne peut pas étre injective.

THEOREME 2.9 Soit f une fonction continue et injective sur un intervalle | .
Alors la fonction 1, réciproque de f, est continue sur
Vintervalle f{l} .

Preuve. Le Th.2.9 se déduit des Th.2.7 et Th.2.8. D'aprés le Th.2.8,
une fonction f continue et injective est strictement monotone. Il est
facile de voir qu'alors sa réciproque 1 est également strictement
monotone {Cf. Exercice 11 du Ch.3). D'autre part, ta fonction 1'1,

-15-



La fonction Arcsin

La fonction Arcos

La fonction Arctg

définie sur l'intervalle 1{l}, a pour ensemble image I. C'est un inter-
valie, donc d'aprés le Th.2.7, -1 est continue.

Du Th.2.9, on déduit en particulier la continuité des fonctions
racines n-iemes et de la fonction exponentielle {Cf. Remarque
en §2.1). Voici d'autres exemples classiques.

La fonction sinus n'est pas injective mais sa restriction a
Fintervalle | = [-r/2,m/2] I'est. On note Arcsin la réciprogue
de cette restriction. La fonction Arcsin est définie par:

{Arcsin(x) =y {sin(y) = X
x e [-1,1] =y e [-n/2,n/2]

Exemple 12 Arcsin{1) = =n/2; Arcsin{1/2) = =/6.

Attention! On a bien sin(Arcsin{x)) = x mais on n'a Aresin{sin(y)) = y
que si y ¢ [-n/2,7/2]. Par exemple, Arcsin(sin(3n/2)) = -n/2 et non
pas 3u/2.

La fonction cosinus n'est pas injective mais sa restriction a
intervalle ! = [0,x] l'est. On note Arcos la réciproque de cette
restriction. La fonction Arcsin est définie par:

{Arcos(x) =y _ {?os(y) = X
x e [-1,1] = e [0,x]

Exemple 13 Arcos{l) = 0; Arcos(1/2) = n/3.

Attention! Cn a bien cos{Arcos{x)) = x mais on n'a Arcos(cos(y)) =y
que si y € [0,x]. Par exemple, on a Arcos{(cos(-n/4)) = w/4 et non
pas -w/4.

Exemple 14 Etablir la formule Arcos(x) + Arcos(-x) = .

Solution. Montrons que Arcos{-x} = =m-Arcos(x). D'apras la défi-
nition, il s'agit de montrer que

cos(m-Arcos(x)) = -x

n-Arcos(x) e [0,x]

+ cos(m-Arcos(x)) = -{cos(Arcos(x))) = -X
» Par définition, Arcos{x) e [0,n]. On en déduit que f-Arcos(x) est
dans lintervalle [n-0,x-7t] = [0,x@].

La fonction tangente n'est pas injective mais sa restriction 3

l'intervalle T = J-n/2,n/2[ I'est. On note Arctg la réciproque
de celte restriction. La fonction Arctg est déefinie par:

Arctg(x) =y tg(y) = x

x ¢ R “= Ay e 1-7/2,1/2]
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Exemple 15 Arctg(l) = n/4; Arctg(\ls) = 7/3.

Attention! On a bien tg(Arctg(x)} = x mais on n'a Arctg{tgly)) =y
que si y € [-w/2,an/2]. Par exemple, Arctg{tg(3n/4)) = w/4 et
non pas 3n/4.

Exemple 16 Monirer que, pour tout X > 0, on a:
Arctg(x) + Arctg(i/x) = wn/2.

D'aprés le Th.2.9, les fonctions Arcsin, Arcos et Arctg sont des
fonctions continues.

2.4 Imaage continue d'un_fermé borné.

DEFINITION 2.10

DEFINITION 2.11

THEOREME 2.12

Nous nous contenterons dans cette section de citer et
d'expliquer une derniére propriété importante des fonctions
continues. lci, f désigne une fonction de n variables définie sur
un sous-ensemble E de R". On rappelle les deux définitions
suivantes.

On dit gu'un sous-ensemble E de R" est borné s'il peut étre
inclus dans une boule.

Exemple 17 L'intérieur d'une ellipse, d'un rectangle sont des sous-
ensembles bornés de RZ. En revanche, le premier quadrant, la para-
bole y = x2 ne sont pas bornés.

On dit qu'un sous-ensemble E de R" est_fermé sl contient
tous ses points adhérents.

Exemple 18 (a) Les boules fermées sont des fermés. Les boules
ouvertes ne sont pas des fermés: en effet, les points du bord d'une
boule ouverte B sont adhérents & B mais ne sont pas dans B.

{b) Un intervalle de R n'est un fermé que s'it contient ses bornes,
i.e., s'il s'agit d'un intervalle fermé. L'ensemble Z est un fermé.
L'ensemble {1/n | n € N*} n'est pas ferme.

L'image f(E) d'un ensemble E fermé et borné par une fonc-
tion continue f est un sous-ensemble fermé et borné de R.

On pourra retenir le Th.2.12 sous la forme suivante qu'on
utilise trés souvent:
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(* Une fonction f continue sur un ensemble E fermé et borné
est bornée et atteint ses bornes.

Par "f atteini ses bornes”, il faut comprendre ceci. L'ensemble
image {(E) est borné; il a donc une borne supérieure M et une
borne inférieure p. Raisonnons sur M; c'est le plus petit nombre
réel qui soit supérieur & tous les éléments de f(E). Il est im-
portant de comprendre qu'a priori, M n'est pas nécessairement
dans f(E). Mais c'est le cas sous les hypothéses du Th.2.12;
I'ensemble f(E) est fermé, il contient donc ses bornes p et M.
Autrement dit, les bornes u et M de f(E) sont des "valeurs at-
teintes” par la fonction f sur E.

La propriété (*) s'énonce donc de fagon plus précise:
(* bis) (3 &L e ENV x e EY f(§) < f(x) < H{())

c'est-a-dire, f 2 un maximum et un minimum sur E.

Voici deux exemples: le premier est celui d'une fonction bornée
qui n'atteint pas ses bornes, le second montre comment on peut
utiliser le Th.2.12.

Exemple 19 Soient f(x} = 1/x et E = ]1,2[. La fonction f est bor-
née sur E par 1 et /2, mais f n'atteint pas ces bornes. lci, e
Th.2.12 ne s'applique pas car E n'est pas fermé.

Exemple 20 Soient f{x) une fonction continue sur un intervalle
fa,b]. On suppose que, pour tout x e [ab], ona 0 < f{x) < 1.
Montrer que b .

{La définition et les propriéiés de l'intégrale sont revues au §3).

Selution. La fonction f est continue, donc sa borne supeérieure M
est atteinte, i.e., M s'écrit M = i(f). De I'hypothése sur f, on déduit
M < 1. On a donc:

0 <f(x) <M <1 pour tout x e [a,b]
En élevant & la puissagce n et en prenant lintégrale, on obtient

{(**} 0= j(f(x))“ dx < (b-a) MN

a
Or,comme0<sM<1,ona lim M =0, ce qui conduit & la con-
clusion désirée. N—+eo

Note. Dans P'exemple ci-dessus, bien comprendre que si la fonction
n'‘est pas continue, rien n'empéche la borne supérieure M d'étre
égale a 1, auquel cas linégalité (**) ne permet plus de conclure.
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Exemple 21 (a) Montrer que le Th.2.12 devient faux si f n'est plus
supposée continue.

(b} Montrer que limage d'un ensemble E borné par une fonction con-
tinue n'est pas nécessairement bornée.

{c) Montrer que limage d'un ensemble E fermé par une fonction con-
tinue n'est pas nécessairement un fermé.

§3. L'INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES.

3.1

- r

31 M{b-o)

M -/
&/

AR //f 5

’

|
Soit f(x) une fonction positive sur un intervalle [a,b].
Considérons le domaine plan D compris entre le graphe Gy, l'axe

Ox. et les.deux droites verticales x = a et x = b. Bien qu'on_ait

une bonne intuition de ce qu'est Faire de D, il est difficile d'en
donner une définition précise. C'est 'objet de cette section: étant
donnée une fonction f définie sur un intervalle [a,b] (de signe
quelconque), on va construire un nombre réel qu'on notera

b .

[f{x)ax,

a

qu'on appelera intégrale de f entre a et b et qui, si f est positive
sur [a,b], s'interprétera comme I'aire du domaine plan D. Cette
construction supposera des hypothéses sur [a fonction f. Dans la
pratique, ces hypothéses seront presque toujours satisfaites:
les fonctions "continues par morceaux” seront "intégrables”.

Nous repoussons au paragraphe §3.2 la construction de
lintégrale, qui est délicate. Nous allons ici indiquer ses pro-
priétés, qui, reflétant les propriétés des aires, sont plu‘é ma-
niables que la définition et suffisent pour résoudre la plupart
des problémes. Ces proprietés de base devront étre établies
formellement, une fois l'intégrale définie.

(1) si f est constante, égale a M sur [a,b], alors
b
Jfix)dx = M(b-a)
a

(10) si f est positive sur [a,b] alors
b

JfHxydx = ©
da

(Ia) si f est définie sur [a,b] et c e [a,b], alors
b c b

fiydx = Jixydx + [i(x)dx
a a c

[Cette propriété reste valable méme si ¢ est & lextérieur de
I'intervalle [a,b], si on convient de poser pour ¢ £ a
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[+ a

[iydx = -Jix)dx ]
a [+

(I4) si f et g sont deux fonctions définies sur [ab] et si A etp

sont deux nombres réels quelconques, alors
b b b

JOf(x)+pg(x)dx = A Jix)dx + ufg{x)dx
a a a

Ces propriétés ont ces conséquences souvent utiles:

(Is) si f et g sont deux fonctions définies sur [a,b] et sif2 g
sur [a,b], alors
b b

Jfodx 2 Jg(x)dx
a a

[On applique (o) a f-g puis on utilise {I4).}

(lg) si f est bornée sur [a,b], supérieurement par M et infé-

rieurement par m, alors
b
m(b-a) < [f(x}dx < M(b-a)
a

[On applique (lg) & linégalité entre fonctions m < f < M et on utilise (14).]

(17) si f est définie sur [a,b], alors

b b
{ix)dx| < fif(x)|dx
a a

Hw

[On applique {l5) & l'inégalité entre fonctions -|f| < { .<_ ifl.]

Exemple 1 Soit f la fonction dont le graphe est représenté ci-
contra. Utiliser les propriétés (ig) et (l4) pour donner une
interprétation de l'intégrale de f entre a et b en termes d'aires.

Réponse. On a

b
Jixydx = Aq-Ap+As
a

oll A; désigne l'aire du domaine plan D;, i = 1,2,3.

Exemple 2 Donner un encadrement de Jf(x)dx pour

(a) f(x) - Vx3-3x42 a=0;b=2 a

(b)f(x):\f1+x4 a=-1;b=1

Solution. (a}) Une étude rapide de la cubique x3-3x+2 montre que
les valeurs maximale et minimale de f{x} sur [0,2] sont respecti-

vement 2 et 0. Dol I'egcadrement

0(2-0) = 0 < [fi(x)dx < 2(2-0) = 4.
a
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On démontrera au chapitre suivant (Cf. Ch.7 Cor.1.11) le ré-
sultat fondamental suivant, qui permet de calculer la valeur
exacte d'une intégrale: si f est continue sur [a,b] et si F désigne

une primitive de f sur [a,b], alors
b
Jf{x}dx = F(b)-F{a)
a

3.2 La construction _de l'intéarale.

Fonctions en escalier

93
Vi . |
%
s
BIL O v %G Anth

Fonctions continues

Une fonction en escalier sur un intervalle [a,b] est une fone-
tion f qui est "constante par morceaux" sur [a,b]. Plus préci-
sément, on demande qu'il existe une partition de l'intervalle
[a,b]- en un-nombre fini-n de sous-intervalles faj,a;, i}, 0 <i<
n-1, sur chacun desquels f soit constante. On appelle subdi-
vision de [a,b] (associée a f) la donnée ordonnée des points

8p=8<8) <8 <..<8yq1<8y=h
Lintégrale des fonctions en escalier n'est pas difficile a définir,
Si f est une fonction en escalier associée & une subdivision

comme ci-dessus et si v; désigne la valeur prise par f sur
l'intervaile [aj,&j, 1], 0 < i < n-1, on pose

b n-1
[fadx = > (aj, 1-ajv;
a i=0

On vérifie sans peine que les propriétés (1) jusqu'a (l4) sont
satisfaites pour les fonctions en escalier.

[Indiquons deux points qui interviennent dans cette vérification:

+ L'intégrale d'une fonction en escalier f ne dépend pas de la
subdivision associée a f choisie.

» Toute combinaison linéaire Af+pg de deux fonctions en escalier f et
g est une fonction en escalier.]

Il s'agit maintenant d'étendre la définition de Iintégrale 3 des
fonctions f plus générales. Le principe de la construction est le
suivant. Sous certaines hypothéses sur f, on peut trouver une
suite (fy)n,o de fonctions en escalier qui converge (en un sens a
définir) vers f. On définira alors lintégrale de f sur [a,b]
comme la limite | des intégrales I, des fonctions f,. Il y a plu-
sieurs difficultés. Qutre la question de la convergence d'une suite
de fonctions en escalier vers f, il n'est pas évident que la suite
(In}nso converge vers un nombre réel I. D'autre part, pour que
la definition ait un sens, il faut vérifier que le nombre | ne dé-
pend pas de la suite (fy)n.0-
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Construction Soit f une fonction définie sur [a,b). On dira qu'une fonction en esca-
lier g approche f & &£ prés sur [a,b] si
If(x)-g(x}] < £ pour tout x e [a,b]
Graphiguement, une fonction en escalier approchant f & £ prés est
une fonction en escalier dont le graphe est compris entre le graphe
%ﬁ)ﬁ des fonctions f+c et fe (voir figure). On dira qu'une suite (f nln>0
) converge uniformément vers f sur [a,b] s'il existe une suite
x)-E € de nombres réels positifs vérifiant:
~— n/n>0 eel f

AN
0
I

et N / b . poltll:n tost n>g f, approche f & g prés.
N—y+oo n-

Nous supposons désormais que { est continue sur [a,bl. Il y a une fa-

gon assez naturelle d'approcher f par une suite (f,) de fonctions en

| escalier. Pour tout entier n > 0, on découpe lintervalle en 27 inter-

YA _ valles de longueur (b-a)/2"; on définit alors f; comme la fonction en
~ escalier qui sur chacun des intervalles

4 Sk = la+k(b-a)2M,a+(k+1){b-a)/2N], (0 < k < 2N-1)
ast conslante, égale & '

v = min {f(x) | x € Si}.
/ On sait que ce minimum existe d'aprés le Th.2.12. Posons ensuite:
N
w < b

bl =
s ke 49, o3) o Jitriex.
On remargque alors que pourtout n>0,0na
fa(X) < fo,4(x) pour tout x e [a,b).1
On déduit donc grace & la propriété (I5) (que l'on sait vraie pour les
fonctions en escalier) que la suite (ln)n.p est croissante. D'autre
part, elle est majorée: si M est un majorant de { sur [a,b), alors

M(b-a) est un majorant de la suite (lp)q.g- La suite (I3)n.q, crois-
sante et majoréa, converge donc vers un nombre réel 1

La difficulté de la construction de lintégrale réside dans le résuitat
suivant.

THEOREME-DEFINITION 3.1 Soit f une fonction continue sur {a,b}. Alors :
(a) La suite (fy)pso de fonctions en escalier définie ci-dessus con-
verge uniformément vers f.
(b) St (gp)n»o est une autre suite de fonctions en escaller conver-
geant uniformément vers {, alors la suite (Jp)n.g des intégrales
b

dp = Ign(x)dx
a
converge vers le nombre réel |.
Ce nombre réel | est appelé intégrale de f entre a et b et noté
b
= [f{x)dx
a

1 Pour cela, il faut noter que
« on obtient ie découpage de lintervalle [a,b] au rang n+1 en divisant en deux chacun des intervalles Sy

donnés par le découpage de lintervalie [a,b] au rang n.
+ le minimum des valeurs d'une fonction sur un intervalle augmente si on réduit l'intervalle.
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En fait, seul {a) est difficile; sa démonstration requiert un résultat
important de topologie, le théoréme de Heine: une fonction continue
sur un intervalie [a,b] est uniformément continue (Cf. Exercice 48}.
Nous admettrons (a).

Preuve de (b). ll s'agit de démontrer que la suite de terme général
Jp tend vers [ On écrit

b b b
Jo-l = Jgn(x)dx - an(x)dx + an(x)dx -1
a a d
b b

= [(on(x)-fndx + an(x)dx -
a a

L'inégalite triangulaire et la propriété (l7) {que l'on sait vraie pour
les fonctions en escalier), donnent la majoration:
b b

(*) Mol < J’|gn(x)-fn(x)|dx + J'fn(x)dx 1
a a

Les suites de fonctions en escalier (fq)n.0 €t (In)n-0 cONVergent
uniformément vers f (par hypothése pour g et d'aprés (a) pour f).
Par définition, il existe deux suites {en)n.q ©t {0n)nsp tendant vers
0 et telles que, pour tout x € [a,b]

{If(X)-fn(X)l < Ep

[f(x)-gn(x}i < ap
On en déduit que, pour tout x € [a,b]

|fn(x)'gn(x)| < En+lp,
ce qui, reporté dans (*), conduit &

b
Np-ll - < (b-a)eq+rog) + J'fn(x)d-x -1
a

Chacun des deux termes du membre de droite tend vers 0. On conclut
donc que |[J,-1| tend vers 0.

Il reste pour terminer la construction & vérifier que lintégrale ainsi
définie posséde les propriétés {l4) jusqu'a (l4). Nous allons démon-
trer (Io) et {I4) et laissons en exercice {I1) et (I3).

Preuve de (I5). On suppose f continue et positive sur fa,b]. Il
s'agit de montrer que lintégrale de f entre a e b est positive. Il
suffit de remarquer que fa suite {fh)n.p de fonctions en escalier ap-
prochant f, qu'on a défini plus haut, est, sous I'hypothése "f = 0 sur
[a,b]", une suite de fonctions positives sur [a,b]. En conséquence, on
a pour fout n > O:

b

I = J'fn(x)dx >0
a

En passant 3 la limite, on obtient
b

I = [f(x)dx = 0.
ad

Preuve de (l5). Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b].
Soient (on)n-0 € (Wnlp>p deux suites de fonctions en escalier con-
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Fenctions continues par morceaux

\a/

ot

G‘t} N

vergeant uniformément vers f et g. Donnons nous deux nombres
réels A et p. Pour tout n > 0, la fonction Ag,+pwy est une fonction en
escalier. Nous disons d'autre part que la suite (A@p+U¥nln-p cON-
verge uniformément vers Af+pg.

[En effet, si pour fout n > 0, g, approche f & g, prés et w, approche f
a o prés, alors, il résulte de l'inégalité

[(Af+ng)-(hon+nwp)l = A{-on)en(g-vn)l < M F-onl + k] [g-nl
que Aop+ityp approche AM+ig a [Alep+ipla, prés. La suite (Alep+|plop)hso
a pour limite G puisque les suites {Eq)n.p ©t (tp)n-p tendent vers 0
par hypothese.]

On écrit ensuite la propriéié (I4) pour les fonctions en escalier ¢
et yq:
b ' b b
[rentysmyn(idx =& fondx + bk [yn(xidx
a
En passant a la limite, on obtient

b b b

Jlf(x)ﬂng(x)dx = % [fxdx + pJg(x)dx
a a a

On étend la définition de l'intégrale aux fonctions "continues par
morceaux” de la fagon suivante. Une fonction f est continue par
morceaux sur [a,b] s'll existe une subdivision
dg=a<aj<ap<..<dpq<d=b
de lintervalle {a,b] telle que les restrictions fl] ay,ay (1 < k £ n-1)
solent continues et admettent des I:mltes f:nles 3 d+rone de g et a
gauche de ay,1. Pour toutk = . la fonction flja, a4 peut
étre prolongée en une foncuon contmue sur lintervaile fermé
[ak,ak41)- On pose alors

b aj IR b
fidx = Jfodx + ..+ Jfxdx + .+ Jf(x)dx
a a ak an_1
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§1. DERIVEES.

1.1_Définitions.

Une variable

DEFINITION 1.1

CHAPITRE 7

DERIVEES

Soit f(x) une fonction d'une variable et x, e D;. Le taux
d'accroissement de f en x, entre les points X, et x,+Ax est dé-
fini par (Cf. Ch.3 §4.4)
f(xo+AX) - f(xg)

AX _
C'est une fonction de Ax, qui n'est pas définie pour Ax = 0.

Af/AX = (AT/AX)(X g,A%) =

La fonction f est dite dérivable au point X, € D si le taux
d'accroissement admet une limite finie quand AX tend vers
0. On appelle alors dérivée de f en Xy ce nombre réel limite
et on le note f(xg) ou (dffdx)(xy) . En résumé

df .
f-(xo)= a‘)—((xo) = lei];! =

La correspondance x — P(x) est appelée fonction dérivée de
f et notée f.

Exemple 1 Etudier la dérivabilité des fonctions "simples”.

Solution (a) f{(x) = x2. Soit Xg un nombre réel quelconque, On
calcule le taux d'accroissement Af/ax:

(xo+Ax)2 - (x02) 2onx+(Ax)2

On fait tendre Ax vers O:
lim AfiAx = lim 2x5+Ax = 2x,
Ax—-0 AX—0

Conclysion: f est dérivable en Xo et f(xg) = 2x,.

(b) f(x) = V'x. Pour Xg20,0na

i
f = = e ——— — 2R [P
atrax Ax Ax)( xg+ax + \ xg) Vxo+ax + 4 xg

Conclusion: « sl xq > 0, { est dérivable et f(xy) = -_1/2\]?(-;
* Si xg = 0, Af/AX tend vers +e quand Ax tend vers
0; f n'est pas dérivable en x5 = 0.
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DEFINITION 1.2 Sile taux d'accroissement a une limite a droite (resp. & gauche)
de X, . ondit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) de X,.
On appelle dérivée a droite (resp., a gauche) de X, ces limites;
on les note f4'(xp) (resp.. fg'(xo) ).

DPuTh.1.5 du Ch.4, il résulte:

PROPOSITION 1.3 Une fonction f est dérivable en un point X, sstfest déri-
vable a droite et a gauche de xq et f4'(xg) = fg'(Xo)-

Exempie 2 La fonction |x| est dérivable & droite et & gaiche de 0:
fq'(0) = 1 et i5'(0) = -1. Mais elle n'est pas dérivable en 0. Est-elle
derivable en X, # 07

Remarque. Si f est dérivable en un point xg, alors f est continue en x,.

[Preuve. On écrit Af = {Ax){Afrax). Quand Ax tend vers 0, Af tend
vers 0.f'(xg) = 0. On a donc:

lim  f(xg+ax)-f(Xg) =0 ou lim f{x,+AX) = f(x
AX—0 (Xo+Ax)-(xo) AX—0 Xo+ax) o)

Ce qui est 'exacte définition de la continuité de f en xg.]

La réciproque est fausse (voir l'sxemple 2).

n variables Soient f(x4,...,x,} une fonction de n variables et me(ay,--.,a,)
un point dans le domaine Dj de f. Considérons la fonction par-
tielle

f(s,ap,...,ap) : Xy > f(xq,20,...,8,}

C'est une fonction de la variable xq. Si elle est dérivable en x;
= ay, Sa dérivée est appelée dérivée partielle de f par rapport 4
X1 au point mg = (ay,...,a,) et est notée

of .

E(ap...,an) ou f,(1(a1 yensBp)
Notons (Af/Axq){(ay,...,a,) le taux d'accroissement de la fonc-
tion partielle f(+,ap,...,a,} en x; = a4, c'est i dire:

Af f{aj+Axy,ap,...,8,) - f(aq,...,2,)
ay,...,a,

AXq

Alors, par définition, on a

Cette définition se généralise.
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DEFINITION 1.4

Méthode pratique

Pour i=1,..,n, la dérivée partielle de f par rapport & la
ieme variable au point Mg = (84,...,3,) est définie comme la
dérivée en X = g;, quand elle existe, de la fonction partielle
Haq,....8j.1,*,8{41s--8n) - On la note

of ,

E;i-(a1_,...,an) ou i (a,...a,)
Par définition, on a donc

ot o (Af

aXi(a1 reenslp) = ALEEO (AXJ(&H v

ou

FAFY f{ay,...,aj+AXj,...,8p) - f(a,_,..._,an_)
[ )(a1 seenr@p)

AX; AX;

Exemple 3 Calculer les dérivées partielles de f(x,y) = yx2+yS au
point {1,2), au point (x,,¥g).

Solution. » Par définition, (3f/0x){1,2) est la dérivée de la fonc-
tion partielle f(x,2) = 2x2+8 en x = 1.
e OF
D'ot a)((1,2) = 4X|y.1 =4
De méme, au point (Xq,¥o), on calcule f{x,yq):
f(X,Yo) = Yox2+y§

(df/ax){xq,Yo) est la dérivée de cette fonction de x en x = x,.
. af
Dol FIx¥oYo) = 2YoXlx=x, = 2YoXo
* Pour (of/dy}{xg.Y¥o)» On calcule f(xq,y):
Hxo¥)) = xgy+y3
(0f/9y)(xq,¥o) est la dérivée de cette fonction de y eny = y,.

. of
Dot . 5 {Xo.Yo) = (x§+3y2)ly_y, = ¥5+3v§
En particulier, {of/dy)(1,2) = 13.

On calcule la dérivée partielle (9f/ox)(x5.¥o) ({resp.,
(dT/9x)(xo.¥o)) €N dérivant f(x,y) comme une fonction de x
(resp., y), i.e., en considérant y {resp., X} comme constant, et
en remplagant ensuite x par x, ety par y,. On laisse le lecteur
énoncer la régle pour plus de deux variables.

Exemple 4 Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes

(a) f{x,y) = 3xy4+2x2y3+x3-5 aux points (x5,¥o) et (2,-1)
(b) fix.y.2) = xyz + Xy + y/z aux points (X4,¥q) € Dj.
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1.2 Calcul des dérivées.

Régles de calcul

PROPOSITICN 1.5

PROPOSITION 1.6

Note terminologique. En Economie, les quantités étudiées depen-
dent généralement de plusieurs facteurs. La dérivée partielle par
rapport & un facteur donné est aussi appelé quantité marginale rela-
tive & ce facteur. Par exemple, si Q = Q(K,L} est une fonction de
production, la production marginale relative au capital est la dérivée
partielle (dQ/dK).

Les résultats suivanis, qui se déduisent des théorémes generaux
sur les limites sont [aissés en exercice.

(Opérations algébriques) _ Scient f(x} et g(x) deux fonc-
tions dérivables sur un intervalle | (ie., en tout point de 1 ).
Alors

{a) f+g,fg sont dérivables sur | et
(f+g)'{x}) = F{x)+g'(x)
(fg){x} = f(x)g(x)+(x)g'(x)
(b) f/g est dérivable en tout point x de | ot g{x}#0 et
£y, fi{xdg(x)-f{x)g'(x)
()0 -

g(x)2
{c)} En particulier, on a

CE}M ) -g .('x;(z

(ki)' (x} = k f'(x) pour tout ke R

(fM'x) = n P17 pour tout ne Z

Exemple 5 Démontrer (c) a partir de (a) et {b).

(Composition des fonctlions) _ Soient f une fonction déri-
vable sur un intervalle ouvert | et g une fonction dérivable
sur un intervalle ouvert J contenant f(l) . Alors gof est dé-
rivable sur | et pour tout X dans |,ona

(gofY'(x) = g'{f(x)).f'(x)

Remarque. On peut préférer cette fagon d'énoncer la Prop.1.6:
sous les bonnes hypothéses, si z = z{(u) et u = u(x) alors z est une
fonction de x de dérivée

dz dz  du

dx(x) = dU(u) dx(x)

-28-



Exemple 6 Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

@ fx) = VY x24 1 (b) f(x) = \/ 5’%25
(¢) f(x) = Log(Logtx)) (d) f(x) = Y Vx

PROPOSITION 1.7 (Inversion des fonctions) _ Seit f une fonction injective et déri-
vable sur un intervalle |. Alors la fonction réciproque t1 est
dérivable en tout point y de f{l) ou f(F1(y)) 20 etona

FIyy) = ————
= e

Remarque. On. peut préférer cette facon d'énoncer la Prop.1.7:
sous les bonnes hypothéses, si y = y(x) définit implicitement x en
fonction de y et si (dy/dx)(x) # 0, alors la fonction x(y) est déri-
vable en y = y(x) et

(y)

—“( X)

Exemple 7 Calculer la dérivée de la fonction exponentielle g(x) = eX.

Solutien. La fonction g(x) = exp(1x) est la fonction réciproque de la
fonction f{x) = Log{x), i.e, g = f!. Par définition, la fonction Log
est de dérivée 1/x. La Prop.1.7 donne

, 1 1
90) = gy = 1 = oW

g(y)
On obtient le résultat bien connu: exponentielle coincide avec sa
dérivée,

n
Exemple 8 {(a) Calculer la dérivée de la racine n-igme g(x) = \l;
(b) En déduire la dérivée de x' pour r un nombre rationnel.
(c) Déterminer la dérivée de x* pour a un nombre réel quelconque.
{d) Donner une formule résumant (a}, (b} et (c).

Dérivées usuelles En plus des régles ci-dessus, il faut connaitre les dérivées des
fonctions usuelles du Ch.3. On les a regroupées ci-dessous &
gauche. Fréquemment, on les combine avec la Prop.1.6: si u =
u{x) et g = f(u}, alors g est une fonction de la variable x de
dérivée g' = u' '{u). On obtient alors les régles de dérivation de
la colonne de droite.

(x")' =1 x1 (re R) (ufy =ru u! (re R)
(exp(x))' = exp(x) (exp(u}))’ = u' exp(u)
(Log x ) = 1/x (Log u) = u¥u
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(sin x}' = cos x (sin u) = u' cos u

{cos x)' = -sin x {cos u)' = -u' sin u
(tg x)' = 1+tg2x (tg u)' = u'(1+tg2u)

= 1/cos2x = u'/cos2u
(Arcsin x)' = 1V 1-x2 (Arcsin u)' = uN 1-u2
(Arcos x)' = A 1-x2 (Arcos u)' = N 1-u2
(Arctg x)' = 1/(1+x2) (Arctg u) = u'Y(1+u2)

Attention! Le domaine -de validiié des formules ci:dessus est ie
domaine de définition des fonctions considérées, sauf dans les cas
suivants:

« f{x) = x" et 0 < r < 1: f est définie, continue mais non dérivable en O.
+ f(x) = Arcsin{x}) ou f(x) = Arcos{x): en 1 et en -1,  est définie,
continue mais pas dérivable.

Exemple 9 (a) En revenant a la définition, démontrer la formule
{sin(x))' = cos(x). Déduire ensuite grace aux Prop.1.5 et Prop.1.6
les dérivées de cos(x) et de tg(x) (Ecrire cos(x) = sin(n/2-x) et
tg(x} = sin{x)/cos(x)).

(b} En utilisant la Prop.1.7, démontrer les formules des trois der-
niéres lignes du tableau précédent (Utiliser Ch.6 Exercice 34).

Exemple 10 Calculer les dérivées des fonctions suivantes sur leur
domaine de définition.

@ ) = —— () 1(x) = - z;ﬁﬂ;g
(©) 1(x) = sin( x 3) {d) f(x) = sin(3x)cos(4x)
CDS X
X
(e) f(x) = Ry (N f(x) = x2Log(x)
(g) #(x) = Log(Log(x)) (h) f(x) = xX
(i) f(x) = 2X7+ X () fx) = Loglx]

Exemple 11 Soit f(x) = exp(-1/x2). Montrer que f se prolonge par
continuité en x = 0. Etudier alors la dérivabilité de la fonction f.
Déterminer 1.
Solution. On a:

lim f{x) = C

X—0 )
On prolonge f par continuité en posant {{0) = 0.

D'aprés les résultats généraux sur la dérivabilité (Prop.1.5, 1.6 et
1.7}, la fonction f est dérivable sur R* et

2 1
fl = ——r —
00 = 5 exp( xz)
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En x = 0, les théorémes généraux ne s'appliquent pas; il faut revenir
a la définition. Le taux d'accroissement de f en 0 vaut

f(ax)-1(0) exp(-1/(Ax)2)

Ax AX
il tend vers 0 quand Ax tend vers 0. Donc f est dérivable en 0 et
f{0) = 0. En conclusion, la dérivée ' de T est la fonction définie par

2 ex ! six =20
P(x) = { p( )

0 six =20

Af/IAX =

Exemple 12 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes

(a) f(x) = Ix-1] (b) f(x) = \/(x-1)2(x+2)

2x-x2 si0<€x<1
c) flx) = d) f{x ={x _
{c) f(x} Tepx| (d) f(x} 2 5ve2  six > 1
. (-1)Vx+2 si x 2 1
Solution. {b) f{x %1V x42 = {
on. (o) {x) = x-1| (1-)Vx+2 si x < 1

D'aprés les théorémes généraux, f est dérivable sur ]-2,1[ U 1,+<[ et

Vx+2 +_(_x___1__L si X e ]1,+0f

2Vx+
Nx+2 - sixe ]-2,+1]
2\! X+2
En -2 et 1, il faut revenir & la définition. En -2, le taux d'accroissement
vaut:

Fx) =

f(-24a%)-1(-2) |ax-3[V ax
AX = AX
Il tend vers 3.« = o quand Ax tend vers 0; f n'est donc pas déri-
vable en -2.
En 1, le taux d'accroissement vaut:

f(1+ax)-f(1)  [ax]V3+ax
AX =

Quand Ax — 0, Af/Ax est équivalent a WIE[Ax[le. On conclut que
« f n'est pas dérivable en 1

+ 1 est dérivable & droite de 1 et fy'(1) = '\/_

« f est dérivable a gauche de 1 et fg (1} = \/5

AfIAX =

Af/AX =

Les résultats de ce paragraphe ont été énoncés pour des fonc-
tions d'une variable mais s'appliquent au calcul des dérivées
partielles en général: en effet, celles ci sont définies comme les
dérivées des fonctions partielles, qui sont des fonctions d'une
variable.

Exemple 13 Déterminer les dérivées partielles des fonctions sui-
vanies,

(a) 1(x,y) = eXY+ysin(x)+xLog(y) (&) fixy) = xylx2+y2
(©) f(xy) = eXZcos(y) () fxy) =
(e) flxy.z) = (xy)¥< ( f{xy.z) = Arctg(y/x)
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Exemple 14 Soit f(x,y) la fonction définie par

ax4.2y3
f(x,y) = = 55 si (x,y) # (0,0)
X=+y
f(0,0) = 0

Montrer que f a des dérivées partielles par rapport 4 x et y en tout
point de R2,

Solution. Pour (x,y} # (0,0), les théorémes généraux s'appliquent;
¢'est un simple calcul. Au point {0,0), il faut revenir 4 la définition.
Les fonctions partielles au point (0,0) sont les fonctions

f(x,0) = 3x2 et f(0y) = 2y

Elles sont dérivables respectivement en x = 0 et ¥y = 0. Donc f & des
dérivées partielles par rapport 4 x et y qui valent

at at
ax(oro) = 6X|X=0 =0 et ay(oio) = 2Iy=0 =2

1.3 Dérivées d'ordre supérieur.

Une variable

PROPOSITION 1.8

Soit f une fonction d'une variable dérivable sur un ensemble I.
La fonction dérivée f: x — f'(x} est une fonction d'une variable
définie sur un sous-ensemble de |. On peut & nouveau dériver
f; la dérivée de f' est une nouvelle fonction qu'on note  ou f(2).,
De fagon plus générale, pour tout entier n = 0, la dérivée n-
ieme f(N) de f est définie par:

{f(o) = f

f(n) = (i(n-1)y

On dit que f est n-fois dérivable sur un ensemble E si f{N} est
définie en tout point de E.

Exemple 15 Calculer les dérivées n-iémes des fonctions (n e N)
(a) f(x) = x2 (b) f(x) = xK (€) f(x) = 1/(1+x)
(@) f(x}) = 1/(1-x) (e} f(x} = sinfax+b) (f) f(x) = e2X

Le résultat suivant permet de calculer [a dérivée n-ieme d'un

produit. Sa démonstration se fait par récurrence. Nous la
laissons en exercice.

{Formule de Leibniiz) _ Si f et g sont n jfois dérivables sur
un ensemble E, alors

1]
(fg)(n) = Z cP #p) g(n-p)
p=20

ni

AP e, . N P_
ou G désigne le coefficient binomial C = pl(n-p)!-

Exemple 16 Calculer la dérivée n-idme de f{x) = xsin{x).

-32.



n variables Soit f(xy,...,x,,} une fonction de n variables. Les n corres-
pondances

of .
(Xq,0X) = a—xi(x1 enXpg) T= 1.0

définissent n nouvelles fonctions de n variables, appelées
fonctions dérivées partielles de f par rapport a x; et notées

{of/dx;), i = 1,....,n. Leur domaine de définition est I'ensemble
des points (Xq,...,x,) de Dy ol (9ffdx)(xy,...,x,,) est défini, i
=1,....,n

Exemple 17 Soit f(x,y) \/x2+y2 Montrer que le domaine de dé-
finition des deux denvees partielles (2f/dx) et (af/ay) est
R2\{{0,0)}.

Les derivées partielles (0f/0x;), i = 1,....,n peuvent & leur tour
étre dérivées par rapport & chacune des variables x;, i =
1,...n. Les dérivées partielles des dérivées partielles sont
appelées dérivées partielles d'ordre 2 de f. Nous utiliserons les
notations suivantes.

J  of. déf. 32f

8x(axl) T XX sii#]
o af, ol 22
axlax) = ax2

De proche en proche, on définit les dérivées partielles de
d'ordre un entier k = 0 quelcongue. Elles sont au nombre de nX.

Exemple 18 Calculer les dérivées partielles d'ordre 2 de la fone-
tion f définie par f(x,y) = eXY+ysin(x)+xLog(y)

Solution. On trouve

221 3 3f 9

ax2 =3xlax = axYe XY+ycos(x)+Log(y)) = y2eXY-ysin{(x)

22f _i(ﬂ) ——( eXY+ycos(x)+Log(y)) = xyeXY+eXY+cos(x) 1
gyax ~ayax ~aye Y gly)) = xy +

32t 3 of 3
axay ~ axlay = axt
9%t 3 of 3
2 ay(ay)

xexy+sin(x)+§) = xyexY+exY+cos(x)+;—

(xe Xy & sm(x)+'x‘) = x2eXy.
y y2

On constate que les dérivées “croisées" (92f/dydx) et
(22/oxdy) sont égales. Il s'agit d'un fait général.
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THEOREME 1.9 (Théoréme de Schwarz) _ Soient f(xq,....X,) une fonction de
n variables et my(ay,....A,) un point de D;. Si les dérivées
partielles d'ordre 2 de f, (a2f/8xjaxi) et (BQfIBXiaxj) sont
définies sur un voisinage de My et sont continues en Mg,
alors

Rai 22t
axjaxi‘a-l ,...,an) = aXian(31 ,...,an)

Dans la pratique, les hypothéses du Th.1.9 sont presque
toujours satisfaites. On retiendra cependant qu'en toute géné-
ralité, le résultat devient faux si on se dispense de toute hy-
pothése. Le Théoréme de Schwarz est assez difficile 3
démontrer; nous l'admettrons.

Exemple 19 Démontrer que le Théoréme de Schwarz est vrai pour
les fonctions polynomiales.

Exemple 20 Soit f(x,y) = sin(x2-y2). Mentrer les identités sui-
vantes.

af af
(@) yy,(xy) + xa(x,y) =0

22f 32

f
(b) axay(x,y) = 3y x(><,y)
2 2
(c) :_X'é'(X,Y) + gay_zf(X,y) = -4(x2+y2)f(x,y)

1.3 Primitives et intégrales.
Dans ce paragraphe, ne sont considérées que des fonctions d'une
variable. Soit f{x} une fonction définie sur un ensemble E. On
appelle primitive de f sur E toute fonction F dont la dérivée
vaut f sur E, i.e., F'{x} = f{x}, pour tout x € E.

Exemple 21 Soit f(x) = x". La fonction F(x) = (x"+1yn+1 est une
primitive de f sur R. Les primitives de f sur R sont toutes les fonc-
tions qui différent d'une constante de F.

Exemple 22 Montrer que la fonction définie par f(x) = Log|x| est
une primitive de 1/x sur R*.

Le résultat suivant est fondamental.

THEOREME 1.10 Soit f une fonction d'une variable continue sur un intervalle 1.
(a) St Fy et Fp sont deux primitives de f, alors la fonction
F1-Fo est constante sur .
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COROCLLAIRE 1.11

(b} Pour ifout ae |, il existe une unique primitive F de f

qui s‘annule en a. Cette primitive est donnée par la formule
X

Fix) = | f(i)dt
d

Démonstration. {a) On a (F{-F»)' = {-f = 0. Une fonction dont Ia
dérivée sur un intervalle | est nulle, est constante sur l. (Ce résul-
tat classique sera redémontré (Cf. Ch.8 Cor.1.5)).

{b) Il s'agit de montrer que la fonction F donnée dans 'énoncé du
Th.1.10 est.dérivab!e en tout point x4 € | et que F'(xy) = f(xg). Le
taux d'accroissement de F en x, vaut

Xo+AX
[ ftydt
AF F{xg+AX)-F(Xg) %p
AX AX T Ax

On veut montrer que AF/Ax tend vers {(x,) quand Ax tend vers 0.
Pour cela, on cherche & évaluer J(AF/ax)-f(xg)]. On a

Xo+AX Xgt+AX Xg+AX
[ t(t)dt Jf(xo)dz j (f(1)-f(xq))dt
_A'E ¢ X XQ Xo
ax < Wo) =T ) AX = AX

Soit & > 0. Par définition de la continuité de f en x,, il existe un voi-
sinage ]xq-a,Xg+c[ de X, sur lequel f prend des valeurs f(t) véri-
fiant |f(1)-f{x,] < €. Supposons {Ax| < a. On obtient alors

Xgp+AX

_[. edt
8F X
e~ o) 1 € =5 ) =&

C'est ce qu'il fallait démontrer.

Exemple 23 Quelle est unique primitive sur R] de (x) = 1/x,
qui s'annule en x = 1, en x = 27

Le corollaire 1.11 est une conséquence trés importante du
Th.1.10: ce résultat permet de ramener tout calcul d'aires, de
volumes, plus généralement tout calcul intégral & un calcul de
primitives.

Soit f(x) une fonction continue sur lintervalle {a,b] et F
une primitive de { sur [ab). Alors lintégrale de a @ b de la
Jonction f peut éfre calculée par la _formule suivante:
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PROPOSITION 1.12

Note. Il est usuel de noter [F(t)]?i le terme de droite.

Exemple 24 Trouver le nombre réel ¢ tel que l'aire de la région
plane limitée par les courbes d'équation x =0, x =c,y =Q et y =
e* vaut 1.

Nous nous bornerons a donner deux régles élémentaires du calcul
des primitives (Prop.1.12 et Prop.1.13 ci-dessous). Pour des
exemples pas trop compliqués, la connaissance des régles de
dérivation, qu'on "applique & l'envers®, est souvent suffisante.
On verra dans le cours de 2nde année des méthodes permettant le
calcul des primitives de certains types de fonctions (fractions
rationnelles, fonctions trigonométriques etc...).

Exemple 25 Déterminer fes primitives de f(x) = xeXZ.

Solution. x est, A un facteur 2 prés, la dérivée de x2. Donc, & un
facteur constant prés, f(x) est de la forme ueY ol u = x2, qui est la
dérivée de eY, Dérivons eX<:

(exz)'z oxeX® 0
On corrige en divisant par 2. La fonction eX“/2 est une primitive de
f(x); les primitives de (x) sont les fonctions de la forme eX=. ¢,
olce R.

On peut préférer, pour ce type d'exercices, faire un change-
ment de variables, c'est-a-dire appliquer le résultat suivant.

Soient uft) une fonction dérivable et de dérivée continue sur
un intervalle [u,p] et { une fonction continue sur
Vintervalle image u([w,B]) . On a alors, pour tout x € [o,p)

X u{x)
jf(u(t))u'(t)dt = | f(u)du
o u(a)

On retiendra qu'a droite comme & gauche, les borhes
d'intégration sont les bornes du segment ol varie Ja variable et
que la "differentielle” (i.e., I'expression compléte "f{«)d-") 3
intégrer est la méme; seule change son expression en fonction
de la variable. La notion de différentielle ainsi que les régles de
différentiation seront précisées au §2. La démonstration de la
Prop.1.12 est proposée en exercice (Cf. Exercice 19).

Exemple 26 Refaire I'exemple 25 en utilisant la Prop.1.12.

Solution. Une primitive de xex2 est donnée par la formule
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PROPOSITION 1.13

X
Flix) = Jtetzdt
0

On pose U = t2. On a donc du = 2tdt. On exprime ensuijte la différan-
tielle tet2dt en fonction de u:

2 du 1
“dt = teU— - — M
te' dit = te 2t_2edu
Les nouvelles bornes pour u sont 0 et x2. La Prop.1.12 donne alors

X X2

1 2 1
Fix) = j tet?dt = j 1Ee”du = [Eeudu ]}B = E(ex2-1)
0

0
Conclusion: La fonction e"2/2 est une primitive de f(x).

Terminons en rappelant une régle classique: la régle
d'intégration par parties.

Soient u{x) et v(x) deux fonctions-dérivables et de dérivée
contirue sur un intervalle [a,b] . Alors, pour tout x e [ab],
on a.

X X
Juvindt = [uvly - Juv'(t)dt
a a

Démonstration. La formule s'écrit aussi
X

Jwviru@vimydt = [uvnl;
a

Elle dit simplement que la fonction u(t)v(t) est une primitive de
u'{tpv{ti+u{t)v’{t) sur lintervalle [a,b].

Exemple 27 Trouver une primitive de la fonction xsin(x).

Solution. On pose

{ u'(t) = sin{t)

t)y = -
On 2 donc {u( ) cos{t) + ¢

v({t) =1t v'(t) =1
La Prop.1.13 fournit
x X
ftsinthdt = [tcos(t)ly - J-cos(t)dt
0

o

[teos(tlly + [sint]y = [-tcos(t)+sin(t)]g

Conclusion: la fonction -xcos{x)+sin{x) est une primitive de la fonc-
tion xsin(x).

Remarque. Ne pas oublier qu'on peut toujours vérifier un calcul de
primitive en dérivant e résultat obtenu.
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—————

Primitives usuelles

Fonction f (t)

et (m#£0)

a (a>0,a#1)

1/(#2+1)

Y({##+a®)  (a#0)

1/v/1—12
1/vVE+b (8#£0)
1/ cos(t)

1 / sin(t)

Primitive F(t) sur tout intervalle I C Dy
{4 une constante prés)

tozv{-wl
a+1

Inlf]  (logarithme népérien)
sint)
mébs(t) |

tg(t)

—1/te(t)

—Injeos(t)] .

n|sin(t)]

emt

= T Com

at

In (a)

arctg(t)

- (ifajarctg(ifa)
- avcsin()”
: :_,1‘1;-1{5 + Vt& + b

“ Inftg(s + g

In ftg(5)]



§2. APPROXIMATION LOCALE ET DIFFERENTIELLE.

'une_vari
Soit f(x} une fonction dérivable d'une variable. Nous avons défini au
Ch.3 (§4.4) un certain nombre de guantités permettant d'apprécier la
croissance de f. Rappelons les.

Indicateurs "réels" correspon- Indicateurs instantanés.
nta un roissement Ax;
Le taux d'accroissement (absolu) Le taux d'accroissement
instantané
Af Af  df
— lim —=7" = f{x
AX AX—0 AX  dx (x)
Le taux d'accroissement relatif Le taux d'accroissement
ou taux de croissance. ' relatif instantané ou taux de

croissance instantané

141 i LAL 10t f

f Ax ax—of ax  fdx  f
L'élasticité de f par rapport a x L'elasticité (instantanée)
entre x et x+Ax de f par rapport & x

Af/f lim af/ff  (di/dx) 1

AXSX Axl-aO axix — ffx “xf{

Elasticité Ouvrons une parenthése sur ce nouvel indicateur. Si y = y(x) est une
fonction de x, dérivable et & valeurs > 0, I'élasticité de y par rapport 4
X, notée ey, est definie par

_ {dy/dx)  xy'
e Y/X - y/ X - y
Cette quantité s'obtient comme limite quand Ax tend vers 0 des rapports
Ayly
Ax/X

des accroissements relatifs de y et de x. Le sens de 'élasticité est le
suivant. Si y est d'élasticité ey,y(x,) = e au point xo, alors, une
variation relative de r % (= Ax/x) de x, au voisinage de x,, induira une
variation relative de y & peu prés égale a er % (= Ay/y).
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Exemple 1 Déterminer I'siasticité des fonctions suivantes.
@y=ax (b)y=x* (y=e* (dy=akx

Exemple 2 Déterminer les fonctions y dérivables sur R; verifiant
(a) By/x = U (b} By/x = OX

Solution. (a) On a ey/x = O ssi xy-ay = 0. On sait que la fonction x%
est solution. Calculons la dérivée de (x%y):
(x%y) = x%y - ax %1y = x0Ty qy) = 0
La fonction {x™®y) est donc constante sur-R:, C'est-a-dire:
(x%y)=kie,y=kx
Les fonctions solutions sont donc celles de ia forme k x©.

Siy = y(Xy.....X,) est une fonction de n variables, I'élasticité de y
par rapport a x;, notée ey/x; €st définie comme l_'él_as-ticité_ de la i-
ieme fonction partielle y(xy,....Xj_{,*.Xj+1,....X,}, l.e., par
(ay/ox;))  xi{dy/ax;)
Oy T Tyrxg T y

L'élasticité présente 2 propriétés intéressantes pour le calcul.

PROPOSITION 2.1 (a) Si yq et yo sont deux fonctions de X, alors
C(y1ya)x = €yqix ¥ By,ix
(b} Si y=y(u) et u=ux), alors
Cyix = €y Curx

Preuve. C'est une simple vérification.
X(y1¥2)' X(yiyo+y{y¥d) xyj xyb

@ Syl =Tyl T yiyz . Ty yo " Sy1/x * Syoix
b {(dy/dx) _ (dy/du}(du/dx) (dy/du) (du/dx) e
(b) ey/x = y/x  (yfu){u/x) — (ylu) (usx) " Yl Curx

L'élasticité est une donnée fréquemment utilisée en Economie. L'un
de ses avantages est qu'elle ne dépend pas des unités choisies pour x
et y, contrairement au taux d'accroissement.

Exemple 3 Si le baril de pétrole vaut 20 dollars, quel est le prix en
francs d'un hectolitre de pétrole (an choisira 1 $ = 6 F et 1 barit = 150
L)? La demande exprimée en barils, d'un pays importateur, dépend du
prix pq du pétrole, exprimé en dollars par barils, selon la formule
Dy{p1) = 10%(5 - 0,5 py)
Exprimer cetle méme fonction de demande en fonction du prix ps’
exprimé en francs par hectolitre. On obtient une fonction Dao(po).
Montrer que
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Approximation

locale

dDy dDy

1 - —=
a5 P1) * 55, (P2)
mais que

©D/p1(P1) = eDp/p,(P2)
Tracer |'une des courbes eD-/p-(pi): i = 1,2 en précisant les unités
choisies. e

Exemple 4 Soient y = y(x), t = ax et z = by. Montrer que:
By/x = €zt

On utilise aussi I'élasticité en Economie pour apprécier par
exemple comment varient les biens par rapport aux prix et au
revenu.

Exemple 5 Les demandes A et B de deux biens dépendent de leurs
prix uhitaires p et q et du revenu R de l'agent. C'est-a-dire,

{A=Mnmm

B = B(p,q,R)

Les élasticités ep; : A/ ©A/R SONt appelées respectivement élas-
ticité prix direct, elasticité prix croisé et élasticité revenu de A.

La théorie micro-économique montre que, généralement, P'élasticité
prix direct est négative. C'est-a-dire,

epmp <0 et ®B/q < C

Quelques biens (Van Gogh ...} peuvent avoir une élasticité prix direct
strictement positive et a l'autre extréme, des biens correspendant &
des besoins vitaux peuvent étre inélastiques, i.e., d'élasticité nulle
par rapport & leur prix.

Les définitions ci-dessus conduisent aux classifications de biens sui-
vantes:

Biens substituables et biens complémentaires.

*siep/q <0 etepgyy < 0, les biens sont dits complémentaires
{(par exemple automobiles et essence). Si on augmente le prix q, la
demande A (et la demande B) vont diminuer.

*siep/q > 0 etegyp > 0, les biens sont dits substituables (par
exemple deux mémes produits de marque différente). Si on augmente
le prix g, la demande A (au contraire de B} va augmenter.

Biens inférieurs et blens de luxe.
+siep/p < 0, le bien A est dit bien inférieur (par exemple les
rutabagas). Si on augmente le revenu R, la demande A va diminuer.

*siepp > 1, le bien B est dit bien de luxe (par exemple le tou-
risme, la culture). Si on augmente le révenu R, la demande A va aug-
menter, et dans une proportion plus importante que le revenu.

« I 0" a y pas de terminologie standard pour les biens "normaux®,
i.e., ceux pour lesquels ona 0 L epyp < 1

Le principe général de "'approximation locale {d'ordre 1)" est
le suivant. Les indicateurs instantanés sont définis comme li-
mites quand Ax tend vers 0 des indicateurs "réels" corres-
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pondants. Par conséquent, quand l'accroissement Ax de la va-
riable est petit, les indicateurs instantanés constituent une
"bonne approximation* des indicateurs réels.

De fagon précise, on a
Af L df
Ax(XO) = dx(xo) + 0{1)
ol o{1) désigne un terme qui tend vers 0 quand Ax tend vers 0.
Cela conduit &

(*) Af=paAx+ Ax o{1) olionanoté p=ac%(xo) = f(xp)

Autrement dit, l'accroissement Af = f(xy+Ax)-f(x,) peut étre
approximé par le terme "linéaire” pAx. L'erreur qu'on commet
est le terme {Ax)o(1); il est négligeable devant Ax.
L'approximation est donc d'autant meilleure que Ax est petit.

Exemple 6 Trouver une approximation du nombre réel =‘\}4,0008.

Solution. Si f{x) = ‘\/; Xo =4 et Ax = 0,0008, alors & = f{xq+Ax).
On peut dire, en utilisant la continuité de f, que & vaut 4 peu prés
{(xg) = 2; c'est une approximation d'ordre 0. Mais on peut étre plus
précis en utilisant la formule d'approximation d'ordre 1 {*), i.e.,

\/x0+AX - \/Za 2\}ZAX

§-2= 1— 0,0008
ce qui donne finalement
&~ 2,0002.

soit

Essentiellement donc, la connaissance de f(x,) et de T(x,)
donne une bonne approximation des valeurs de f en des points
Xo+AX proches de x,, en tout cas meilleure que celle que donne
la simple connaissance de f(x,). Ce principe se généralise avec
la formule de Taylor-Young (Cf. Ch.9): on peut obtenir
d'encore meilleures approximations des valeurs f(xo+Ax) si on
connait d'autres dérivées de f en x,.

Exemple 7 Expliciter la formule (*) pour les fonctions suivantes.

@ f(x) = x2  (b) f(x} = 1x (¢) f(x) = eX (d) f(x) = Vx
La tester sur des exemples.

2.2 Différentielle d'une fonction _de n variables.
On cherche ici & généraliser la formule d'approximation (*) au
cas d'une fonction f(xy,...,x,) de n variables. Une premiére idée
consiste & appliquer (*) & chacune des fonctions partielles qui
sont des fonctions d'une variable. On obtient, pour mo(a1,...,an) et
pour tout i = 1,...,n,
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THEOREME 2.2

flaq,...a+8xj,....ap}-f(aq,....a )} = Py AX; + AXj 0i{1)

ol on a noté p; = (dffgx;)(m,) et ol o;(1) désigne un terme
qui tend vers 0 quand Ax; lend vers 0.

Mais cela suppose que seule la i-iéme variable change, les
autres étant fixées. Or on souhaite pouvoir estimer
I'accroissement Af quand toutes les variables bougent en méme
temps. On désignera par Af I'accroissement

Af = f(aq+AXy,....ap+4Ax0) - H(ay,...,a,)
et

AmM = (AX{,....AXp)

le "vecteur" accroissement de la variable m(x1,...,xn).

Si les fonctions dérivées partielles difoxq,...,0f/dx, existent
sur un voisinage de Mgy(ay,...,a,) et sont continues au point
Mg, alors

. of of
{(*) Af=‘a“)*(*1“(m°)Ax1 +...+'ax—n(mc,)mcn + [|[am|] o(1)

ot ||Am|| = ‘\/ (Axq1)2+...+(AX,)2 est la norme du vecteur ac-
croissement et o1} désigne un terme qui tend vers 0 quand
am tend wvers {0,...,0).

I} s'agit d'un résultat d'approximation de l'accroissement Af de Ia
fonction entre les points my(ay,...,a,) et M{@aq+Axq,...,.ap%Axp).
Quand le vecteur accroissement Am est petit en norme, Af peut
éire approximé par le terme

of of _
E(mo) AXq + . + gx—n'(mo) AXp

Ce terme est appelé différentielle totale de f au point
mMo(ay,....a8,) calculée pour l'accroissement Am = (AX{,...,AXp)
et est noté

dim  (am)

Le terme d'erreur jlAm]|[ o(1) est négligeable devant ||am||, la
tongueur de l'accroissement. La formule (*) est appelée
identité de la différentielle.

Notes. 1} L'expression dfz{Am) est une combinaison linéaire des
variables Axq, ..., AXp. C'est le sens du Th.2.2: on approxime la
fonction 1 gréce a4 une application "linéaire” au voisinage de tout
point mg. '
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2) La preuve du Th.2.2 est proposée en exercice au Ch.8 (Cf,
Exercice 9).

3} Si f verifie les hypothéses du Th.2.2, alors f est nécessairement
continue en m, (S'inspirer du cas d'une variable {Cf. §1.1
Remarque)).

Exemple 8 Lxpliciter la formule (*}) pour f(x,y) = xy aux points
mg{1,2) puis mgla,b).

Solution. {a+aAx){b+Ay)-ab = bAx + aAy + |lamljo{1}
{lci, le terme reste |[|Am||o(1) peut étre explicité: ||am|lo{1) = AxAy).

Exemple 9 Trouver une approximation des nombres réels suivants.
(a) (1,9992)2x 3,0012 (o) V8,0986 x 1,0008

X2y, Xg = 2, Yo = 3, AX = -0,0008

Solution (a) On pose f{x,y)
(1,8992)2x 3,0012 est alors

et Ay = 0,0012. Le nombre &
8 = f(xg+AX,yg+AY)
On l'approxime par
&= f{Xg,¥Yq) + P{AX + pody

ol
f(xg,¥0) = 12
pqy = (af/ox){2,3) = 12
p2 = (ot/0y)(2,3) = 4

doll § =~ 12 - 12 x 0,0008 + 4 x 0,0012 = 11,9352,

Il est fréquent d'ometire dans les notations la référence au
point m, ainsi que celle a I'accroissement Am = (AX,...,AXp)-
La différentielle de f peut étre ainsi définie par
af of
df = x4 dxq + .. + ., dxn
ot dm = (dxq,...,dx,) désigne un accroissement générique.

L'identite de la différentielle devient alors
Af = df + {Jdm]jo(1)

Il est bien entendu que ces deux formules n‘acquiérent de sens
concret qu'une fois qu'ont été stipulés le point "base" m, ainsi
que l'accroissement Am = {AXq....,AXp) auxquels on veut les
appliquer.

Exemple 10 Deux automobiles roulant respectivement &4 120 kmvh
et 118 km/h partent en méme temps d'un point O pour aller respec-
tivement en deux points A et B situés a 250 kms et 245 kms de O.
Laquelle des deux arrivera en premier 4 destination? Donner une
estimation de ['écart de temps.

Solution. La durée d'un parcours est donnée par la fonction Iiv. Sa
différentielle vaut

d{v) = diiv - Idvive
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Posons lg= 250, I5+Al = 245, vy= 120, vo+Av = 118, L'écart de
temps At entre les deux parcours est alors donné par
ig+al g Al lglav)

v§

Al = - =
VotAV Vg Vg

c'est-d-dire, en secondes
-5 250{-2
i (220 25
120 (120)2

L'automobile allant en B y atteindra son but & peu prés 25 secondes
avant l'autre.

At = 3600 (

Les notations que nous avons utilisées ne sont pas standard.
Signalons les variantes suivantes:

+ L'accroissement (Axq,...,AX,) peut é&tre noté (hy,....hy) {ou
(h,k} s'il n'y a que n = 2 variables).

- La notation m{xy,...,x,,) est parfois mieux adaptée au contexte
que m{aq+AXq,...,an+Axp). Le vecteur accroissement devient
alors Am = (xq-aq,....Xn-dp).

Exemple 11 En deux variables, lidentité de la différantielle
s'écrit au point (2,-3):

f(2+h,-3+k) = (2,-3) + p1h + pok + \/h2+k2 o(1)}

‘{p1 = (3f/3x)(2,-3)
“lpo = (81/3y)(2,-3)

Exemple 12 Ecrire en trois variables, l'identité de la différen-
tielle entre les points (ab,c) et (x,y,2).

Enfin, on n'oubliera pas que dans le cas d'une variable, Identité
de la différentielle n'est autre que la formule (*) de §2.1:

(") Af = p AX + Ax o1)
: of dt \
ol P=21Xp) = G (Xo) = Fixo)

La difterentielle d'une fonction d'une variable f(u) est donc
donnée par la formule

df = f'(u)du

2.3 Différentiation_en chaine.
Donner un sens précis & "l'opérateur différentiel d" est délicat.
Nous nous contenterons ici d'indiquer ses propriétés et
d'expliquer comment les utiliser formellement pour calculer
les dérivées partielles de fonctions composées (§2.4) et de
fonctions définies implicitement (§2.5).
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L'opérateur différentiel d associe & toute fonction f sa
"différentielle” df. Ses propriétés sont les suivantes:

() dif+g) = df + dg
(i) d(fg) = fdg + gdf

(i) si f = f(xq,...,x,)), alors
of of
df = axq dxXq + ... + o, dx,,
En particulier, si u est une fonction de n variables et ¢ une

fonction d'une variable, alors

d(e(u)} = ¢'(u)du
On a par exemple:

d(uh) = nuP-Tdu
d(1/u) = -du/u?

d{e") = eUdu

etc...
(iv) Si x4, ..., X, sont n variables "indépendantes” et g =
aij(x4,.-X,) » i = 1,...,n, sont n fonctions de Xqs s X2 ON A

f= f(x1 ,...,xn)

df=a1dx1 + ... +anan = {ai - a”aXi, i=1,...,n

Exemple 13 Calculer df pour f(x,y} = x4y2+eys. En déduire les
derivées partielles (9f/9x) et (af/oy).

Solution. df = dix4y2+e¥3)
d(x4y2) + d(e¥”)
x4d(y2) + y2d(x4) + o¥%ayd)
x4(2ydy) +y2(4x3dx) + ¥ (3y2dy)
= 4x3y2 dx + (2x*y+3y26Y7) dy
En utilisant {iv), on déduit
{ 9f/ax = 4x3y2

af/9y = 2)(4),(+.‘?.yzey3

H

Exemple 14 Soit z = z(x,y) avec x = x{r,1) et y = y(r,1). Calculer
dz en fonction de dr et di. En déduire 9z/dr et az/at.

Solution. On a

4z dz.
dz =axdx+aydy
dz dx ax 9z dy ay
=ax(ard”atd‘“ay(ard”at
0z 9x 9z 9y 9z dx 9z dy.

=axartayar O * Gxar tay s O

dt}

d'ols

N
Ead

(22 _azax dzdy
ox or dy or
i 9zdx 9dzdy
t T axart oayoar

ot Q
|N -
QU qp

=]
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Dans cet exemple, on a d'abord exprimé dz en fonction de dx et
dy, puis dx et dy en fonction de dr et dt. Ce type de procédure,
qui permet de calculer les dérivées partielles de fonctions
composées, est appelé différentiation en chaine .

Exemple 15 Soit z = x2y—Log(x) avec X = U24v2, y = wZ-v2 et u =
u(t) et v = vit). La quantité z est donc une fonction de la variable t
Calculer dz/dt.

Exemple 16 Scoit z = f(x+ay) ol f est une fonction d'une variable.
Montrer que (dz/dy) = a {9z/9x).

Solution. On a z = f{u) avec u = x+ay. On calcule dz
dz = f'{u) du
= f'{u) (dx + ady)
= P{x+ay)dx + af(x+ay)dy
On obtient donc
f'{x+ay)

oz/ax
dz/dy = af'(x+ay)
On a bien (9z/dy) = a (0z/dx).

It

Exemple 17 Un tronc d'arbre augmente de diamétre et de hauteur
respectivement de 2 cm et de 10 cm chaque année. A quelle vitesse
le volume de bois augmentera-i-il quand l'arbre aura 5 m de haut et
1 m de diamétre?

Sclution. Le tronc d'arbre est assimilé & un cylindre de diamétre D
et de hauteur H. Son volume V est donné par la formule

D?H
v )
On cherche dV/dt connaissant dD/dt = 2ecm/an et dH/dt = 10cem/an.
Cna: oH
X 24H) == (opHE2
dV =7 (2DHAD + D?dH) =7 (2DH’ -dt + 023?:”)
de quoi on déduit '
&V = dD dH
LA @ n2
gt =4 @OH G+ D)
et donc
V " 3
(7)D=1=5 (10x(0,02)+ 0,1) = 0,235 m3/an
dt Hes 4

Formule d’Euler Le résultat suivant, appelé formule d'Euler, est une application
classique de ce genre de calculs.

PROPOSITION 2.3 Soit {{X4,-. X)) une fonction homogéne de degré k. St les dé-
rivées partielles de f sont continues, on a

af af
x15?+ v F Xné}: = kf{x4,...,xp)
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Exemple 18 Vérifier la formule d'Euler pour les fonctions
suivantes. 2 .9

(@) f(xy) = B+y3 (b) fixy) = L

xey (@ fioy) = exply/x)

Preuve de la Prop.2.3. Soit m(x,, -Xp) un point fixé dans le
domaine Dy de f. Considérons la fonctlon de la variable t
uq = txq
O{1) = f(Uq,.eup) - KF(xq ixp) O Y oo
Uy = tx
Ona " n

af af )
do = (E(U-l ,...,Un)dU1 +...+5_(U1 ,...,un)dun) - ktk 1 f(x1 ,...,Xn)dt

af
= (m(t-x1,...,txn)x1+.. (tx1 )xn)it - kik- 1f()<1. n)dt

Mais, par définition de 'homogénéité (Cf. Ch.2 Dé£.3.3), on a aussi g =
0 et donc de = 0. On obtient done

d of
(ax1(tx1, Lt n)dx1+....-4-ﬁ(tx1,...,txn)dx,.,)=ktk'1f(x1,....xn)

Il suffit de substituer 1 & t pour obtenir le résultat désiré.

2.4 Différentiation implicite.
Dans ce paragraphe, on explique comment calculer les dérivées
partielles d'une fonction y = y(X4,...,X,) solution d'une (ou
plusieurs} équations F(x4,...,x,.y) = 0.

Situation 1:y = y(x) est solution de F(x,y) = 0.
On calcule dF en fonction de dx:

dF oF
dF = Ix dx + a—y'dy
OF 4y 4 OE(9Y
= ox d * 3y ldx dx)
oF o Fdy
(8)( 3y dx)dx
Mais F(x,y(x)) = 0; on a don¢ dF = 0, d'ou
dy {dF/dx)
~ (dF/ay)
Exemple 19 y = y{x) est une fonction dérivable de x solution de

F{x,y} = 0. Calcuter y'(x) dans les cas suivants.
(@) Fixy) = y34y-x  (b) F(xy) = x2+y2-1

Situation 2: z = z(x,y) est solution de F(x,y,z) = 0; on trouve
dz/ox et 9z/ay.

Exemple 20 Calculer les dérivées partielles de z = z(x,y) sachant
que z est solution de 23+x22+y22-y = 0.
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2.5 Calculs d'éqguivalents.

Solution. On écrit 0 = d(z3+x2z+y2z-y)
3z2dz + x°dz + 2xzdx + y2dz + 2yzdy - dy
= 2xzdx + (2yz-1)dy +(x2+y2+322)dz

On déduit:
-2Xz 1-2yz

Z = dx +
x2+y2+322 x2+y2+322
Les variables x et y étant indépendantes, on cbtient

dz __ -2xz S & __t-2yz
IX  x24y24322 oY x2,y2;4322

d dy

Exemple 21 La fonction de demande D d'un produit dépend du prix
P et aussi du revenu Y du consommateur. La fonction d'offre S dé-
pend seulement du prix P. On fait les hypothéses suivantes.

{dD/9P) < 0
{aD/3Y) > 0
{dS/dP) > 0
La position d'équilibre du marché est définie par la condition
D(P,Y) = S(P)
Le prix d'équilibre Pg, est solution de cette équation; c'est une
fonction de Y. La quantite
dPg’g
dy

mesure 'évolution du prix d'équilibre en fonction du revenu du con-
sommateur. La technique de différentiation implicite conduit &

Peq - (aD/aY)

dY = (3D/aP)-(dS/dP)
Le prix d'équilibre augmente avec le revenu. A une augmentalien de
AY du revenu doit correspendre une augmentation

- {(aD/3Y)
APgq = ((aD/aP)-(dS/dP))AY
du prix pour que soit conservé I'équilibre du marché,

Situation 3: x = x(z) et y = y(z} sont solutions de

gé:§§§ : 8 ; on trouve dx/dz et dy/dz.

Exemple 22 Calculer les dérivées de x(z) et y{z) sachant que x et
y sont solutions du systéme

x24y2 = 1

X+y+2 = 1

2xdx+2ydy = 0
Xax+<ydy et on trouve

dx+dy = -dz
2y
dx = ox-2y dz
-2%
dy = 2x-2y 9%

Soit f(x) une fonction d'une variable dérivable au point x,. On
cherche un equivalent de f au voisinage de x,. Si f(xg) # 0, on
écrit simplement
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PROPOSITION 2.4

f(x) X5 f(xq)

Si f(xy) = 0, la question est plus délicate. La Prop.2.4 donne
une reponse dans le cas ol f'(xg) = 0.

Si f(xg) = 0 et f{xg) # 0, 0n a f(x) 7 f'(Xo) (x-Xo).

Preuve. L'identité de la différentielle s'écrit
f(x) = PlxgHx-xg) + {x-xg)o(1)
Cn en déduit
f
“‘—(L=1 + o{1) soit  f{x) . Plxg)(x-xq)

f'{xg ) (x-Xg) Xo

Exemple 23 Etablir toutes les équivalences usuelles (Cf. Ch.4
§3.2) & partir de la Prop. 2.4.

Exemple 24 {a) Donner un équivalent au voisinage de 2 des fonc-
tions f(x} = Log(x)-Leg(2) et g{x} = 2X.x2,
(b) En déduire la limite de f(x)/g(x) quand x tend vers 2.

Exemple 25 La fonction y(x) est solution de y3+y-2x = 0. Donner
un équivalent de y(x) quand x tend vers 0.

Solution. La valeur y(0) est solution de y(0)3 + y{0) = 0. Cette
equation a pour unique solution y(0) = 0. Calculons y'(0). La méthode
de differentiation implicite conduit a

dy 2

dx  3y2,4
On en déduit y{0) = 2, ce qui donne finalement y(x) 3 2x.

§3. ESPACES TANGENTS.

3.1 Droite tangente au graphe d'une fonction d'une variable.

Sécantes et tangentes

Soit f(x) une fonction d'une variable dérivable en x,. Soit
Mo(Xo,f(x0)) le point correspondant sur le graphe G; de f. On
appelle sécante en M, au graphe Gy toute droite passant M, etun
autre point M(x,f(x}) du graphe G;. Quand M se rapproche de
My, les sécantes (MgM) tendent vers une droite limite passant
par Mg, appelée tangente au graphe Gyen M.

Les sécantes (MyM) et la tangente en M, sont des droites pas-

sant par My; il reste donc, pour déterminer complétement ces
droites, & donner leur pente.
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Interprétation géomeétrique
des dérivées partielles
d'une fonction f(x,y)

Sécante (M,M) Tangente en M,

Af df .
Pente: A—x(x") a;(xo) = f(Xg)

. f '
Equation: y-f(X) = 51X} (X-Xo)  ¥-T(Xo) = Sh{x o) (X-xo)

Exemple 1 Déterminer I'équation de la tangente au graphe de f(x) = e*
enx=0etx=1. (Rép.iy = x+1 ; ¥y = ex+e).

Exemple 2 Trouver l'équation de la parabole d'axe vertical ayant
une tangente horizontale au peint A(1,0) et une tangente au point
d'abscisse x = 0 paralléle 3y = x. (Rép.: y = -x2/2 + x -1/2).

Exempie 3 Soit M le point d'ordonnée 7/4 sur la tangente & y = x3
au point A(1,1). Quelle est l'abscisse de M? (Rép.: 5/4).

Soit f(x,y) une fonction de deux variables et my(xg,y,) € Dy

Par définition, les deux dérivées partielles (of/ox)(m) et
{of/dy){my) sont les dérivées des fonctions partielles f(x,y,)

et f(xs,y}). Ce sont des fonctions d'une variable dont on obtient le
graphe en coupant la surface Gy respectivement par fe plany = y,
et le plan x = x,. On déduit donc de ce qui précéde que

(of/ax){my} = pente de la tangente en My(x,.yo.f(X5.¥0)) &
la courbe section du graphe Gi par le plan y =y,

{ot/oy)(my) = pente de la tangente en My(Xs,Yo.f(X0.Yo)) &
la courbe section du graphe G par le plan x = Xg-
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Exemple 4 "Plaque metallique chauttée & I'origine" (Ci.
Ch.2 §1 Exemple 3 et §6.2)

T

DK
/I

‘/ y

s e

ol 3 4 ol - X
Graphe_de T{Oy) Graphe de T{x.3)
{{oT/9y}(0,3} = pente de Dy) {(0T/0x){0,3) = pente de Dy)

On a (3T/3x)(0,3) = 0 et (3T/3y)(0,3) < O.

Exemple 5 Trouver I'équation de la tangente au point A(-3,1,25) & la
courbe section du paraboloide elliptique z = x%+16y2 par le plany = 1.
{Rép. z = -Bx+7).

3.2 Plan .tangent au graphe d'une fonction de 2 variables.

Plans sécants Soient f(x,y) une fonction de deux variables et mg(xq,Yo)e Dy.
Considérons le plan passant par les trois points du graphe Gy

MO(XO,YQ,f(x()lyo))
M (x +Axy L H(x +A%,Y )

On dit que c'est un plan sécant issu de My, 1 a pour équation

af Af
2-1X0:Yo) = 5 (X0:Yo)(X-Xo) + 1fXo,¥ o) (¥-Yo)

[l suffit pour I'établir de vérifier que les coordonnées des trois
points Mg, My et Mo satisfont cette équation.]

Plan tangent On suppose ici que fa des dérivées partielles continues au point
mg. Quand Ax et Ay tendent vers 0, les plans sécants issus de
M, se rapprochent d'une position limite appelée plan tangent au
graphe Gy au point M.
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On obtient I'équation du plan tangent en faisant tendre Ax et Ay
vers 0 dans I'équation des plans sécants:
of of
2-1{X0:¥ o) = 3, {X0:¥o) (X-Xg) + 3yt Xo:¥Yo)(y-¥o)

et un vecteur normal & ce plan est le vecteur

of af
"= (a_x(xO’V°)= g;(xo,yo},-ﬂ

Exemple 6 Trouver l'équation ainsi qu'un vecteur normal du plan
tangent au graphe Gy au point M, dans les cas suivants.

(8) f(xy) = x24y2 et mg= (0,0), (1,1), (Xo.¥o)

(b) f(x,y) = yeeX et my = (0,-3)

It

Solution. (a) En my{0,0): le pl_a9n tangent est d'équation z = 0 et un
vecteur normal est le vecteur i = (0,0,1).
En my{xg.¥o): le plan tangent est d'équation
z2-(x24y2) = 2%5(X-Xg)+2y o ly-Yo)
et un vecteur normal est le vecteur 1 = (2%g,2yp,-1).

3.3 Tangenie 3 une ligne de niveau.

DEFINITION 3.1

Soit f(xy,...,x,) une fonction et my{ay,...,a,) s Dy .
Supposons que les deérivées partielles ol/dx;, i = 1,...,n , exis-
tent toutes au point Mgy . On appelle alors gradient de f qu
point My, le vecteur
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AAm e n

e
gm-l g("'o)

PROPOSITION 3.2

h

LT

\m: grod Bme)

f
grad Kmy) = (;T:(mo), ’ai (o))

de composantes les n dérivées parttelles de f au poird m,,

Limitons nous au cas de 2 variables: le vecteur

f
0780 f(xy) = (G(x,) 5ex,¥))

est donc un vecteur plan. Avec le gradient, on peut réécrire
I'identité de la différentielle la maniére suivante:

- - —
f(xo+AX,¥o+Ay)}-f(X0.¥0) = grad f(xo.y0). Am + |Jam||o(1)
ol Am = {Ax,Ay) désigne le vecteur accroissement. Le terme
preponderant dans le membre de droite est le produit scalalre

grad f(xo,yo) Am

des vecteurs grad f{xq,¥o) €t Am. D'apres linégalité de Cauchy-
Schwarz (Cf. Ch.1 Exercice 25), pour des accroissements A?n
de méme norme, ce terme est maximal quand les vecteurs
grad f(xg.yo) et Am sont paralléles et de méme sens.

[Rappe! (Inégalité_de Cauchy-Schwarz): pour tous vecteurs non nuls
etv,ona

S T <YV

avec
._)

. iir . . = N
» égalité & droite ssj u et v sont paralléles et de méme sens _
* égalité & gauche ssi U et v sont paralléles et de sens opposé.]

A2

- On obtient cette propriété géométrique importante du gradient.

A partir du point Mg(Xq.Yo) . le vecteur g;;d f(xg.Yo) pointe
dans la direction du plan Oxy qui indique la ligne de plus grande
pente sur le graphe Gj au voisinage du point Mg(Xg,Y0,/(X0.¥,))-
En conséquence, le vecteur grad f{Xo.¥o) est un vecteur orthogo-
nal en Mg a la ligne de niveau ¢ = f(xy,y,).

Exemple 7 Soient f(x,y) = \/x2+y et mg(Xp,Yq). S'aider de la fi-
gure ci-contre pour deviner la direction de gr?xd f(xg.¥g)- Vérifier
son intuition par le calcul.

Exemple 8 Trouver la directicn dans laquelle la fonction définie

par f(x,y} = eX(cos(y)+sin(y)) augmente le plus rapidement au point
0(0,0)? Dans quelle direction f décroit-elle le plus rapidement?

De la Prop.3.2, se deduit 'équation de la tangente D, enm, a
fa ligne de niveau c = f(x,,y4). La droite Dm passe par Mg et le
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vecteur grad f(x,,yo), s'il est non nul, en est un vecteur
normal. La droite Dm0 a donc pour équation

f f
() Sxa¥o)xxg) + Slx0.¥g)y-yg) = 0

Exemple 9 Ecrire I'équation de la tangente au point my(-1,2) & la
ligne de niveau 9 de la fonction f(x,y) = x2+2y2.

Solution. La courbe I? a pour equation x2+2y2 = 9. On vérifie que

le point mg y appartient: (-1)2+2(2)2 = 9. Le vecteur
grad (-1,2) = (-2,8)

est un vecteur normal a 1?. On en déduit I'équation de la tangente en mg:
-2(x+1} + 8B{y-2) = 0

: x 8
ie., y=j3+3

3.4 Tangente a un rbe plane.

DEFINITION 3.3

Notre but ici est de donner un support théorique rigoureux aux para-
graphes precédents. |l nous faut commencer par donner une défini-
tion précise de la notion de tangente a une courbe.

Soient C une courbe plane, my un point de C et D une droite. On
dit que la courbe C admet la droite D pour tangente en Mgy si

(m,D)
(**} d(m,D) = o(|1mo_’m][) j.e., ssi lim a r: =0
quand m — mg, m"Ténéo [mgm]

en restant sur C

Il convient d'expliquer l'origine de cette définition. Remarquons
d'abord que si (") a lieu, la droite D passe nécessairement par mg-
En effet, on peut réécrire (**)
_)
d(m,D) = [Imem|| o(1)
En faisant tendre m vers mg, on obtient
d(my,D) =0
ce qui indique que mg € D. Rappelons ensuite que la distance d(m,-p_}
d'un point m & une droite D passant par m, et de vecteur normal n
est donnée par la formule (Cf. Ch.1 Exercice 36):
- =
[ n.mgm|
dmD) = —
—)
I nl
Done, (**) demande que le produit scalaire
- Mom -
n )

- -

Inf [imgmil
tende vers 0 quand m tend vers m, en restant sur C. Autrement dit, le
vecteur n est un vecteur normal de la limite des sécantes (mym).

Conclusion: la dreite D apparait comme la limite des sécantes {mgm);
c'est bien |idée qu'on se fait de la tangente & la courbe C en Mg
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THEOREME 3.4

Nous allons maintenant démontrer Ie résultat suivant.

Soient C une courbe plane d'équation F(x,y) =0 et My (Xo,¥o)
un point de C . On suppose les _c_i)érivées partielles de F(xy) con-
tinutes en Mg . Si grad F(mp) # 0 , la courbe C admet pour tan-
gente en Mg la droite D passant par mg et de vecteur normal
W= gfgd F(mg) . La droite D est d'équation

oF aF
axXo Yol XX} + 53Xy My-yo) = 0

Exemple 10 Ecrire |'équation de la tangente au point me{-1,2) a
l'ellipse..déquation. x2+.2.y.2 = 9, Comparer avec lexemple 9.

Exemple 11 (a) Le graphe d'une fonction d'une variable f(x) est un
cas particulier de courbe plane. Vérifier que le Th.3.4 redonne dans
ce cas les résultats du §3.1.

(b) Les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) sont des courbes planes.
Vérifier que le Th.3.4 redonne dans ce cas les résultats du §3.3.

Exemple 12 Ecrire |'équation de la tangente au point mo(o,‘\@) ala
courbe i1f/2 de niveau 1/2 de f(x,y) = (x4+y4)l(8-x2y2).

Solution. On peut appliquer la formule {*) du §3.3 mais il est plus
rapide de simplifier I'équation de If/r et d'utiliser le Th.3.4. La
courbe | ¢ est d'équation

A4 1 .
%‘“:E == 2x4+2y4+x2y2-8 =0
8-x=y

On applique le Th.3.4 & F(xy) = 2x}+2y4+x2y2.8: |a tangente en
mo(O,\/_é) a I1f/2 est d'équation

0{x-0) + 16V2(y-V2) = 0 ie., y=v2

Exemple 13 Soit C la courbe d'équation x2-3y2 = B,

(a) Trouver lefles points Mg(xs,yg) sur C ol la tangente soit paral-
léle & la premiére bissectrice.

{b} Trouver le/les points My(xy.¥o) sur C ol la tangente soit ortho-
gonale a la premiére bissectrice.

Solution.(a) On cherche les points Mo(Xo,¥o) qui vérifient les deux
conditions:

2,2

xo-syo = B (Me C)

grad f(Mg).(1,1) = 0 (tangente/H1 ére biss.)
On obtient le systeme

2 4.2

X;-3yg = 6

2xg-6yy = 0

qui a pour solutions les deux points A(3,1) et B(-3,-1).
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Preuve du Th.3.4. Ecrivons lidentité de la différentielle entre
les points mg(xg,¥o) et m{xg+AX,yq+Ay):

F{Xg#AX, Yo +AY)-F(Xg,¥g) = g?éd F(mo).m?m + 1|m—:m][ o(1)
Si les points m, et m sont sur C, on obtient '
gr?td F(mo).m::m + ]Im:mﬂ o1} =0
c'est-a-dire
gr?td F(mo).m:m

- = o(1)

lImgmy|
ou encore, en nofant D la droite passant par mg et de vecteur normal
le vecteur grad F(mg).

d{m,D}

= o{1)
lImgm}

On. obtient donc la conclusion désirée & un détail prés: il reste a
établir qu'il existe des points m{xy+AX,yo+Ay) sur C avec Ax et Ay
arbitrairement petits, autrement dit que My est un point
d'accumulation de C. On peut voir ce dernier point comme une consé-
quence d'un résultat théorique important: le théoréme des fonctions
implicites. Nous repoussons au chapitre suivant sa démonstration
(Cf. Ch.8 Prop.4.2 ou Exercice 41).

3.5 Plan tangent & une surface.
La section §3.4 se généralise sans difficulté & la dimension supé-
rieure. On oblient la notion de plan tangent & une surface. Nous re-
tiendrons {'analogue du Th.3.4.

THEOREME 3.5 Soient S une surface d'équation F(x,y,z) = 0 et mg{Xg.yo.2o) un
point de S. On suppose les dérivées partielles de F()f,y,z)
continues en Mg . Si grad F(mg) = 0 , la surface S admet pour
plan tangent en My le plan P passant par Mg et de vecteur
normal ﬁ)zgrad F(mg) . Le plan P est d'équation

oF _ aF aF
axtXo Y grZod(XXo) + 50X Y 0 Zo WYY ) + (XY 0 i20)(2-2.) = 0

Exemple 14 Quelle est le plan tangent a la sphére x2+ y24+22= 1 au point
Mq(0,0,1)? Vérifier que le Th.3.5 donne un résultat conforme & lintuition.

Exemple 15 Donner un vecteur normal et une équation du plan tangent a
la surface d'équation yeXY+z2 = 0 au point my(0,-1,1).

Exemple 16 Le graphe d'une fonction de deux variables f(x,y) est un cas

particulier de surface dans R3. Véritier que le Th.3.5 redonne dans ce cas
les résultats du §3.2.

Exemple 17 Trouver lefles points sur le paraboloide z = 1-):"3-33!2 ol le
plan tangent soit parafiéle au plan P d'équation 4x+6y+z = 3.
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Solution. Soit My(x4.¥q.25) un point du paraboloide. Un vecteur normal au
A 4

plan Py tangent en M, est donné par n, = (2xq,8y4,1). Un vecteur normal

du plan P est Ee_\)recteur_%n = {4,6,1). Les plans P, et P sont paralléles ssi

les vecteurs ny et n sont proportionnels. A cause de leur 32&me

composante, s'ils sont proportionnels, ils doivent étre égaux. Ce qui donne

Xg=2,ypg=1letzy = 1-22-3.12; l.e., un point solution: M,(2,3,-6).

Sous les hypothéses du Th.3.5, on appelle normale 8 S en mg la
droite passant par mg et paralléle au vecteur grad F(mgp). La normale
coupe perpendiculairement le plan tangent en m,.

Exemple 18 Montrer que les normales & la sphére S: x2+y2+22 = 1 pas-
sent toutes par l'origine.

Solution. Soit Mo = (X0:¥0,2Z0) UN point quelconque sur S. La normale & S
en my est portée par le vecteur

.-)
n = (Xg.¥p:2p)
et passe par m,. Elle est donc d'équation paramétrique
X = Xg+IX,
Y = Yo+lyg
Z=Zg+tz,
Pour t = -1, on obtient l'origine.
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CHAPITRE 8

OPTIMISATION. CONVEXITE

§1. EXTREMA RELATIFES.

1.1 Définitions.
Y A

XX

DEFINITION 1.1

On s'intéresse ici aux exirema relatifs d'une fonction, c'est-a-
dire, aux points m, du domaine ol f prend une valeur qui soit
extrémale, i.e, maximale ou minimale, au voisinage de mg.

Exemple 1 Soit f la fonction dont le graphe est représenté ci-
contre.

« La fonction f a un minimum relatif en 1 et -3 qui vaut -4. La va-
leur -4 est aussi le minimum absolu de f.

« La fonction { a trois maxima retatifs: +1 aiteint en -2, +3 atteint
en 2 at 5 atteint en -5. Le maximum absolu de f est +5.

Précisons la notion d'extremum relatif pour les fonctions de
plusieurs variables.

Soient {(X4,....X;) une fonction et mg € Dy On dit que f{m)
est 'un maxdmum ({resp. minimum) relatif de f s'il existe une
boule B(my,r) de rayon r>0 ol {f ne prenne que des va-
leurs < f(mg} (resp. = f(mg)).

Exemple 2 La fonction f dont le graphe est représenté ci-dessous a
deux maxima relatifs.

< W

®
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Dans les paragraphes suivants, nous donnons des résultats qui
permettent de déierminer les extrema relatifs d'une fonction f
qui sont intérieurs au domaine Dy. La théorie développée dans
les paragraphes suivants ne dit rien sur ce qui se passe a la
frontidre du domaine. En particulier, elle ne permet de rien
conclure quant aux éventuels extremas absolus de f, i.e., les
valeurs maximales ou minimales de f sur tout le domaine Dy.

Exemple 3 A partir de leur graphe, étudier les extrema, relatifs
et absolus, des fenctions suivantes. .
R x2+y2

(@) fixy) = x2+y2 (b) f(x.y)
(c) flxy) = in x2+y?2 (d) f(xy) (\(x2+y2)3-\lx2+y2

1l

1.2 Les théorémes fondamentaux.

THEOREME 1.2 Soient f(x} une fonction et x, un peint intérieur au do-
maine D;j. Si 1 a un extremum relatif en x, et si f est déri-
vable en X,, alors f(xg) =0

Géométriguement, le Th.1.2 signifie qu'en un extremum relatif
de f intérieur & Dy, la tangente au graphe Gy est horizontale.

Preuve. Suppasons par exemple, comme sur la figure ci-contre que
f ait un maximum relatif en x,. Les sécantes (MyM) ont une pente 2
0 pour M & gauche de Mg et une pente < 0 pour M & droite de M,,. La
pente de la tangente, qui est la limite des sécantes, est donc & Ia fois
< 0 et 2 0: elle est nulle.

Attentlon! La réciproque du Th.1.2 est fausse: ce n'est pas parce
que f(x5) = 0 qulil y a nécessaitement un extremum reiatif en x,.
(Contre-exemple: f(x)= x3 avec %o = 0)

(") Pour qu'il vy ait extremum relatif en x,. il faut en plus de f'(xy) = 0,
que_le graphe Gy se situe localement du méme coté de la tangente en Xou
c'est-3-dire que le graphe "ne traverse pas® sa tangente en Xx,.

THEOREME 1.3 (Théoréme des accroissements finis) _ Soit { une fonction
continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur 1a,b[. Alors
il existe c e Ja,b[ tel que

f(b)-fla) = (b-a)f'(c)
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Note. Ce résultat est souvent énoncé avec b = a+h. La conclusion
devient: il existe 8 e ]0,1[ tel que f(a+h)-f(a) = hf'(a+8h)

On va déduire le Th.1.3 du résuitat sﬁivant.

THEOREME 1.4 (Théoréme de Rolle) _ Soit ¢ une fonction continue sur un
intervalle [ab] et dérivable sur Jab[. Si ¢(a) = ¢(b) alors
il existe ce Jab[ tel que ¢'(c) = 0.

Le Théoréme de Rolle est géométriquement plus intuitif que le
Th.1.3: si ¢(a) = ¢(b), le graphe de ¢ doit passer par un ex-
N tremum, ol la dérivée s'annule.

Q.

c

Preuve du Th.1.4. D'aprés le Th.2.12 du Ch.6, la fonction ¢ a un
maximum et un minimum absoclus sur [a,b]. Si I'un des deux est atteint
sur la,bf, c'est un extremum relatif intérieur &4 D, et le Th.1.2
s'applique. S'ils sont tous deux atteints aux bornes de [a,b], alors, &
cause de I'nypothése ¢(a) = ¢(b), la fonction ¢ est nécessairement
constante. La dérivée ¢' est alors nulle en tout point ¢ € Ja,b[.

Preuve du Th.1.3. On introduit la fonction

e{x) = (b-a)f(x)-f(a)) - (x-a)(f(b)-f{a)).
La fonction o vérifie ¢{a) = @(b) = 0. D'aprés le Th.1.4, il existe ¢
dans ]a,b[ tel que ¢'(c) = 0. Or, on a

¢'(x} = (b-a)f(x) - (f(b)-f{a)).
L'egalité ¢'(c) = 0 conduit donc &
f{b)-f(a) = (b-a)f'{c).

Note. Nous avons déduit le Th.1.3 du Th.1.4. Notons qu'inversement
le Th.1.4 correspond au cas particulier du Th.1.3 ol f(a) = f(b).

Le théoréme des accroissements finis est un résultat fonda-
mental. I} implique en particulier 'énoncé suivant.

COROLLAIRE 1.5 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | .
(a)Si f(x) = 0 pour tout x e |, alors la fonction est crois-
sante sur |.
(b)Si f(x) <0 pour tout x e |, alors la fonction est décrois-
sanle sur [.
(c)Si f(x} = 0 pour tout xe |, alors la fonction est
constante sur |
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Le corollaire 1.5 réduit donc I'étude de la monotonie d'une
fonction f a celle du signe de sa dérivée f.

Exemple 4 Retrouver en utilisant le Cor.1.5, les propriétés de mo-
notonie des fonctions usuelles.

Preuve du Cor.1.5. (a) Soient a et b dans | tels que a < b. D'apras
le Th.1.3, il existe ¢ e ]a,b[ tel que f(b)-fla) = (b-a)f'(c). Si T ne
prend que des valeurs positives, on obtient

f(b)-f(a) = 0.
Les preuves de (b} et (c) sont similaires.

Attention! 1l est important dans le Cor.1.5 que | soit un intervalle.
La fonction x —» 1/x par exemple est de dérivée -1/x€ < 0 mais
n'est pas decroissante sur son domaine R*. Elle est décroissante sur
les intervalles Fi': et R”.

1.3 Méthode pratiqgue d'étude des variations d'une fonction d'une variable.
Supposons donnée une fonction f dérivable sur un domaine D. On
obtient le sens de variation de f en étudiant fe signe de la dé-
rivée f";

« f croft sur les sous-intervalles de D ot f = 0.
« f décrolt sur les sous-intervalles de D ou f < 0.

Il 'est d'usage de présenter les résultats dans un tableau appelé
tableau de variations de f. La premigre ligne correspond a la
droite réelle des x; on y indique les bornes du domaine, les
points de changement de signe de ' et d'éventuelles autres va-
leurs remarquables. On reporte dans la seconde ligne le signe de
f' en fonction des intervalles obtenus et en troisiéme ligne le
sens de varigtion de f correspondant.

Les points ol il y a un extremum relatif sont parmi les solu-
tions de I'équation f(x) = 0. On appelle point stationnaire
tout nombre réel x solution de cette équation. Les extrema re-
latifs de f sont donc parmi les points stationnaires de f. On sait
que la réciproque est fausse. La condition, dite du premier
ordre, (x5} = 0, est une condition nécessaire mais non suf-
fisante pour qu'it y ait un extremum relatif en x,.

Un point stationnaire x, intérieur & Dy donne effectivement lieu

a un extremum relatif gi la dérivée f change de signe en x,.

Plus précisément, fe Cor.1.5 indique que:

» si f' passe de - & + en x,, alors il y a un minimum
relatif en x,; localement, le graphe Gy reste au dessus de sa
tangente en x,,.
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« si f passe de + & - en x,, alors il y a un maximum
relatif en x,; localement, le graphe Gy reste au dessous de sa
tangente en x,.

« si f s'annule sans changer de signe en xg, alors il n'y
a pas d'extremum relatif en x,; localement, le graphe G;
traverse sa tangente.

Dans la pratique, examen du iableau de variations suffit donc
pour décider s'il y a extremum relatif en un point stationnaire.

Exemple 5 Etudier la fonction f(x) = Log{x)/x.

Solution. La fonction f est définie, continue, dérivable sur Dj = R;.
Les limites aux bornes de Dy sont données par

lim  Log{x}/x = - et lim Log(x)/x = 0O%
x—0% X —> 400
On en déduit que les droites x = 0 et y = 0 sont asymptotes du

graphe Gy.
La dérivée de f vaut:
P(x) = 1-Log(x}
x2
La fonction Log est croissante; on obtient donc
1-Log({x) > 0 ssi 1 > Log(x} ssi e > X

1-log(x) < Ossi e <X

D'oll le tableau de variations:

X {1 0 e + oo
)] + 0 -
() | flooo —> 18 ™= 4

et le graphe G

Yo

&

n
®

I y a un maximum relatif en x = e.

Exemple 6 Etudier les fonctions
(@ fx) = e!* -2 @eR)  (b) (x) = cos3(x)

Note. Le point le plus important de ce genre d'exercices est bien sir
'étude du signe de la dérivée f.

-63-



Existence d'exirema

(conditions

sutffisantes)

Nous terminons par une discussion ihéorique de la condition "f' change
de signe en x,". En une variable, cela ne présente d'intérét que pour
des exemples assez pathologiques (Cf. Exemple 7). Par contre, c'est
une bonne introduction au cas de plusieurs variables.

Deux types de conditions garantissent le changement de signe de f'.

Conditions locales.

f'{xg) = 0 et i"{xy) # 0 = extremum relatif en x,

On appelle condition du second ordre la condition de gauche;
c'est une condition suffisante pour qu'il y ait extremum relatif en Xg-

[Preuve. On a

o . |“‘ f'_(..x.o+Ax)..-f'.(.xo.) . . - f'xg+ax)
o) = Mo AX T x%g X

Pour Ax voisin de 0, la quantité f'{x,+Ax)/Ax est du signe de *{xg).
Si I"(xg) > 0 par exemple, on obtient:

f'{xg+AXx) > 0 si Ax » O
'{xg+AX) < 0 8i AXx < O

La dérivée f' change donc de signe en x,; il y a un extremum relatif
en X5. (Dans le cas considéré, c'est un minimum relatif; c'est un
maximum relatif dans le cas f"(x5) < 0). ]

Conditions globales.

f'(xg) = 0 et f'{x) monotone
sur un veisinage de x,

= |extremum relatif en x,

[Preuve. f s'annule en X, et est monotone sur un voisinage de x,;
elle change donc nécessairement de signe en xg.]

Remarque. Si f est deux fois dérivable, la condition "f(x)
monotone sur un voisinage de xo" équivaut & "f"(x) de signe
constant sur un voisinage de Xg"

Pour des raisons qui deviendront claires au §2, la condition de
gauche est aussi appelée condition de convexité. C'sst une autre
condition suffisante pour quil y ait extremum relatif en x,. Dans la
pratique, il est rare qu'elle ne soit pas satisfaite et qu'il faille
recourir & la condition locale pour montrer qu'il y a extremum
relatif en un point x,. Voici cependant un exemple.

Exemple 7 Soit f(x) = 3x¥sin(1/x) - x2.

{a) Montrer que f se prolonge en une fonction dérivable sur R.

(b} Montrer que f a un maximum relatif en x = 0.

{c) Montrer que f' est continue en 0 mais n'est monotone sur aucun
voisinage de 0 {(on mentrera que " n'a de signe constant sur aucun
voisinage de 0).
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1.4 Conditions_du premier ordre (plusieurs variables).

THEOREME 1.6 Soient f(xy,....x,} une fonction et my(aq,...,a,) un point
intérieur au domaine D;. St f a un extremum relatif en m,
et si f admet des dérivées partielles en my, alors

-3 -
(") grad f(mo) =0

c'est-d-dire,
(afioxq)(aq,...,a,) = 0

(*bis)

{of/2 x__n-_) (84,ee@p) = 0

Preuve. Supposons, comme sur la figure, que f a un maximum re-
latif en mg. La fonction partielle f(xy,an,...,ag) @ alors un maximurmn
relatif en ay. Sa dérivée en ay est donc nulle, c'est-a-dire:

(9f/8x4)aq,...,ap) = O
On procéde pareillement pour toutes les autre dérivées partielles.

™
i

X
On appelle condition du premier ordre la condition (*} du

Th.1.6 et point stationnaire {(ou crilique) tout point mg
intérieur au domaine Dy qui satisfait cetle condition.

Nous nous concentrons déesormais sur le cas de 2 variables.
D'aprés le Th.1.6, un point mg(Xs,¥o) oU it y a extremum re-
latif est nécessairement un point stationnaire. Chercher les
points stationnaires constitue donc la premiére étape de I'étude
des extrema relatifs d'une fonctlion f: il s'agit de résoudre le
systéme
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{(affax)(x.y)
(af/dy)(x,y)

0
0
2

Exemple 8 Trouver les points stationnaires de f(x,y) = x2y— x? -y2
Rép. O{0,0), A(1,1/2), B(-1,1/2)

Attention! La réciprogue du Th.1.6 est fausse: comme en une
variable, la condition du premier ordre ne garantit pas
'existence d'un extremum en m,. Nous donnons des contre-
eigmpies au E)aragraphe §1.5. Géométriquement, la condition
grad f(mo) = 0 signifie que le plan tangent au graphe G; en
Mo (Xo,Yo.f{X0:¥Yo)) est horizontal.

(**) Pour_qu'i iL_extrefum relatif en mo, il faut en pi
de grad fim ) = 0, que le graphe Gf se_situe localement du
méme c6té du plan tangent en my,

Notre objectif dans la seconde partie de ce chapitre sera de
donner, comme en une variable, des critéres pratiques per-
mettant de décider si un point stationnaire donne lieu 4 un ex-
tremum relatif.

ion 2 variables: exempl

1.5 Poin ionnai
[ S
b4
X Zw KlbYL

NV

Exemple 9 f(x,y) = x24y2. L'origine O(0,0} est le seul point sta-
tionnaire. C'est un minimum retatif (et méme absolu).

Exemple 10 f(xy) = -x2-y2. L'origine 0O(0,0) est le seul point
stationnaire. C'est un maximum relatif (et méme absolu).

Exemple 11 f(x,y) = y2-x2. L'origine O(0,0) est le seul point
stationnaire. Ce n'est pas un maximum relatif car la fonction par-
tielle f(0,y) = y2 a un minimum en 0. Ce n'sst pas non plus un mini-
mum relatif car la fonction partielle f{x,0) = -x2 a un maximum en
0. On dit qu'il y a un col ou un point selle en O,

Plus généralement, nous dirons qu'il y a col ou point seile en un
point stationnaire mg(x,.y,) S'il existe deux sections verti-
cales du graphe Gy présentant ['une, un maximum refatif en my
et l'autre un minimum relatif.
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1.6 Eormule de Tavlor-Young_ 3 l'ordre 2.
La formule de Taylor-Young & l'ordre 2 est un raffinement de

l'identite de la différentielle, qui peut étre considérée comme la
formule de Taylor-Young a l'ordre 1. Cette formule sera généralisée
et démontrée au chapitre suivant.

THEOREME 1.7 (a) Soit f(x} une fonction deux fois dérivable en un point X,
intérieur au domaine Dy Alors

Hxg+Ax) = f{xg) + F(xg)AX + 1Ef"(xo)(ﬁ\x)2 + (Ax)20(1}

ot o(1) désigne un terme qui tend vers 0 quand Ax iend vers 0.

{b) Soient f(x,y)' une fonction de deux variables et mg, un point
intérieur au domaine Dj. On suppose que les dérivées partielles
d'ordre 2 existent et sont continues sur un voisinage de m,. Alors

of _ of
f(Xxo+AX,Yo+AY) = {{Xg.Yg) + l:g;(xo,yo)ax + é';(xo,yo)Ay] +

2¢
4; 2X0.¥0)(4x)2 + zamxay(XOvYO)AXAy + a_(xo yo>(Ay)2]

+ ((Ax)2+(ay)2)o(1)

oit o{1) désigne un terme qui tend vers 0 quand (Ax,Ay) tend
vers (0,0).

Classiquement; on note:

(92f
Ix 2(X0 Yo) = f{Xg.Yo) =

I
-

|
w

2f
axay(xo Yo) = 8{Xg.¥g) =

221
\ayz(x01y0)= t(XO:YO) = 1

La formule de Taylor & l'ordre 2 en deux variables s'écrit alors:

f(xg+AX,yo+AY} =
- 1
f(o,¥o) + dfm (M) + 5 [r(Ax)2+28AxAy+t(Ay)2]
%
+ o(llam[[2).

- . :
ol Am = (AX,Ay) désigne le vecteur accroissement.
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Interprétation géométrique Une variable. Désignons les points d'abscisse xg+Ax sur le
graphe Gy et sur la tangente a Gy en My{xq,f(xg)) respecti-
vement par M et M'. Ces sont les points de coordonnees

M{xo+aX,f(xo+Ax)) et M'(x,+AX,f(xg)+1'(xg)AX)
Notons H V'écart vertical entre M et M, i.e
H = fxg+ax)-(f{xp)+{'(x5)Ax})

- ’[ df: plort

A
0]

D'aprés lidentité de la différentielle, la quantité H est un o{Ax).
C'est-a-dire, l'erreur commise quand on identifie les points M et
M', est négligeable devant Ax. La formule de Taylor-Young a
l'ordre 2 donne un équivalent de H:

H =3 I'(xo)(8x)2+0((8%)2)

Exemple 12 Donner une nouvelle démonstration de l'implication
{'(xg) = 0 et f"{xg) = 0} = extremum relatif en x,.

Solution. Le point x, est un point stationnaire. Il s'agit maintenant
de veérifier la condition (*) de §1.2, i.e,, que le graphe Gj reste
localement du méme coté de la tangente en X,. Cela revient a
montrer que H a un signe constant sur un voisinage de xo Or d'aprés
la formule de Taylor-Young, on a:

H=3 L r(x0) ()2 (140(1))
Pour Ax assez petit, 1+0{1) > 0 et H est donc du signe de "(xy).

Deux__variables. Notons P le plan tangent & Gy au point
Mo{Xo.¥o f{Xg,¥o)) €t m le point de Dy de coordonnées
(xg+AX,Yo+4y). Considerons alors les points au dessus de m sur
le graphe Gy et sur P; désignons les respectivement par M et M'. Ce
sont les points de coordonnées

M (xo+Ax » Yot AY , f(xo+Ax,y°+Ay))

of of
M (xo+Ax s Yot Ay, f(xo,yo)+a—x(xo,yo)Ax+$(xo,yo)Ay)
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Notons H I'écart vertical entre M et M, i.e.,

af of
H = f(xo+Ax,yo+Ay)-(f(xo,yo)+a—x(xo,yo)Ax+§;(xo,yo)Ay)

N

D'ap[(;as lidentité de la différentielle, la quantité H est un
o(|]|am][). C'est-a-dire, I'erreur commise quand on identifie
les points M et M', est négligeable devant ||JAm{|. La formule de
Taylor-Young a l'erdre 2 donhe une estimation plus précise de
H.Ona:

H =:,12- [r(Ax)2+25Axay+t(Ay)2] + O(HA—%H?)

1.7 Conditions du second ordre (2 variables).

Nous donnons ici un critére permettant de décider, pour chaque
point stationnaire, s'il s'agit d'un maximum relatif, d'un- mini-
mum relatif ou d'un col. Ce résultat ne s'applique qu'aux
fonctions de 2 variables.

THEOREME 1.8 Soient f(x,y) une fonction de deux variables et my(X,.yo) un
point stationnaire de {. On suppose que les dérivées partielles
d'ordre 2 de f existent et sont continues sur un voisinage du
point M. On calcule la quantité $2-t au point mg,.

« si s2-rt < 0, alors il y a un extremum relatif en m,,.
- maximum relatif si r<Q
- minimum relatif si r>0

+si $2-1t> 0, alors il y a un col en m,,.

+ si §2-1t = 0, ce théoréme ne permet pas de conclure.

Exemple 13 Vérifier que le Th.1.8 donne bien les conclusions ob-
servées dans les exemples types du §1.5.
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Exemple 14 Déterminer la nature des points stationnaires de

2
X
fxy) = 2y - - y2.

Solutien. On sait (Cf. Exemple 8) qu'l y a 3 points stationnaires:
0(0,0), A(1,1/2), B(-1,1/2). On calcule les dérivées partielles
d'ordre 2 de f.

921/9x2 = 2y-1

321/9x9y = 2x

321/9y2 = -2

Au point O{0.0). On obtient

r -1

5 = 0 et s2t = -2
i = -2

Hy a donc un extremum relatif en O(0,0). Comme r = -1 < 0, c'est
un maximum relatif.

Au_point A{1.1/2). On obtient

r =0
s = 2 et s2t = 4
t = -2

Iy & un col en A{(1,1/2).

AU point A(-1.1/2). On obtient
r =20
s = -2 et s2-1t = 4
t = -2

'y a un col en A(-1,1/2).

Exemple 15 Etudier les extrema relatifs de f(x,y) = x4+y4-2(x-y)2.

Rép. 3 points stationnaires: ©(0,0), A(\]E,-NIE), B(-‘\IE;\IE).
Minimum relatif en A et B. Le Th.1.8 ne permet pas de conclure pour
I'origine ©{0,0).

Remarque. Quand s2-rt = 0, e Th.1.8 ne permet de rien conclure
quant & la nature du point stationnaire mg,. Tout peut arriver: ex-
tremumn relatif, col ou autre chose.

Exemple 16 Vérifier que, pour chacune des fonctions f suivantes,
l'origine est un point stationnaire ol s2-rt = 0. Tracer le graphe de
f. En déduire la nature du point stationnaire.

(@) fixy) = xteyd  (0) fxy) = x*yt (o) fixy) = ¥3

Preuve du Th.1.8. Par hypothése, le point mgy est un point sta-
tionnaire de f. 1l s'agit maintenant de regarder si le graphe Gs se si-
tue localement du méme coté du plan tangent en mg. Cela revient &
étudier si I'écart vertical

af af
H = f(xg+AX, Y g +AY) - (f(xo,yo)+5";(x0,yo)Ax+a(xo,yo)Ay)
qui ici vaut simplement

H = {Xo+AX,Y o +AY)-1(X0,Yo),
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§2. CONVEXITE.

2.1 Ensembles et fonctions

a un signe constant, pour A = {aAx,Ay) petit en norme. D'aprés la
formule de Taylor-Young, on a

H =% [r(Ax)2+2sAxAy+t(Ay)2] + of||am][2)

La ggite de la démonstration serait facile s'il n'y avait pas le terme
0(||Am}f2). En effet, il n'est pas difficile de déterminer le signe de Ia
quantité trindmiale

;
T =5 [rax2s2saxay+iian?]

On écrit
2
._.L S 2 rt-s 2
T_2[(Ax+rAy) + 2 (Ay)

D'odl

. si s%-rt < 0, T est du signe de r; il y a extremum relatif, maxi-
mum si r < 0 et minimum si r > 0.

« 8 g2urt > 0, T n'a pas de signe constant; il est positif pour éer-
taines directions de l'accroissement Am et négatif pour d'autres. If y
a un col en mg.

Malheureusement, la présence du terme o(]l&?ﬁ[’@) complique un peu
la demonstration. Nous expliquons comment on peut procéder dans le
cas "s2-rt < 0 et r > 0", Les deux autres cas sont similaires.

On choisit un nombre réel o > 0 assez petit pour que les deux
nombtres 1' = r-a ett = t-o soient de méme signe que r et t et que
s2r't < 0 {C'est la continuité de la fonction (r,s,) — s2-rt qui
rend ce choix possible). Le raisonnement ci-dessus montre que la
qguantité trindmiale

T = Jé‘ [r'(Ax)2+25A-xAy+t'(Ay)2]
est positive. Mais on a

H =T+ 5((8x)2+(8y)2) + o(laM{2)
On déduit donc

H (2 +o(1)) {142

Pour des accroissements Am = (Ax,Ay) assez petits en norme, on
aura donc

H=20

convexes.

DEFINITION 2.1

Un sous-ensemble C de R, R2 ou R3 est dif convexe s'il a la
propriété suivante: pour tous points A et B dans C, le seg-
ment [A.B] est inclus dans C.

Exemple 1 Les sous-ensembles convexes de R sont les intervallss.
R* n'est pas convexe. Les seuls sous-ensembles de R convexes et
finis sont 'ensemble vide et les singletons.
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g Exemple 2 Les disques, les intérieurs d'ellipses, de triangles sont
convexes. La parabole y = x2 n'est pas convexe, mais la partie du
plan au dessus de la parabole y = x2 est convexe.

e

Exemple 3 Les boules son{ convexes. La partie de l'espace R3 au
Le d 2 dessus du paraboloide z = x2+y2 est convexe.
! P! grae ¢ e Xe

DEFINITION 2.2 On appelle épigraphe dune fonction f d'une variable (resp. de
deux variables) la partie du plan R2 ({resp. de l'espace R3) st
tuée au dessus du graphe de {. L'épigraphe de f est donc défini
par linéquation y 2 f(x} (resp. z 2 f{x\y) ).

T~z Une fonction f est dite convexe si son épigraphe est convexe et
concave st -f est convexe.

Exemple 4 Les fonctions f(x} = x2 et g(x) = -x2 - sont respective-
ment convexe et concave. Les fonctions affines x - ax+b sont & la
fois convexes et concaves.

N

¥

Epigraghe de Gy} K y? Géométriguement, une fonction est convexe si la courbure de
son graphe est dirigée vers les y positifs et concave si elle est
dirigée vers les y négatifs.

rl'\

N AN\,
-3\/ \ 4

F onvexe br E3-1,

concove sur [.I,‘!.]
3 t]"'q-sgr d inflegicn en-!

Y

\ |/,
=T A I

F cenveve F corcone

*Nf

2.2 Sécantes et _convexité.

Soit f(x) une fonction convexe sur un intervalie i. Soient a et b
dans | tels que a < b. Considérons les points du graphe G; cor-
respondant A(a,f(a)) et B(b,f(b}). On observe qu'entre A et B,
le graphe Gy se situe toujours en dessous de la sécante {AB). On
va traduire cette observation. 1] s'agit d'exprimer le fait que,
pour tout © € [a,b] le point S est au dessous du point R (Cf.
figure ci-contre).

Le nombre @ est entre a et b; on peut donc I'écrire

®© =a+tb-a) ie, o = {t-ha + tb

ol le paramétre t est dans lintervalle [0,1].
Les coordonnées du point S sont donc
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PROPQOSITION 2.3

S({1-t)a+tb,f{{1-t)a+tb))

On obtient ensuite celles du point B en écrivant I'équation de Ia
sécante (AB).

y-tla) = LOHHEL )

Le point R est de coordonnées
R{(1-t)a+tb,(1-t)f{a)+tf(b))

En écrivant que l'ordonnée de S est inférieure a celle de R, on
obtient le résultat suivant.

Une fonction {(x) définie sur un intervalle | est convexe ssi
enire deux points quelconques du graphe de 1, la sécante Joi-
gnant ces deux points se situe toyjours au dessus du graphe Gy,
c'est-a-dire ssi, pour tous a,b dans | et touf te [0,1],ona

f((1-Qa+tb) < (1-0)f(a)+tf(b).

Remarques (1) Une fonction f(x) est concave si pour tous a, b
dans lettout t e [0,1], on a

f{(1-t)a+tb) = (1-1)f(a)+tf(b)
Les fonctions affines sont les seules fonctions qui soient 3 [a fois
convexes et concaves (Cf. Exercice 43).

(2) La Prop.2.3 reste valable pour une fonction de 2 variables. II faut
juste remplacer lintervalle I par un domaine convexe C de R2 et voir a
et b comme des points de ¢e domaine; i.e., a = a{x1,y1). b = b(x2,y2)
et (1-)a+tb est le point de coordonnées ((1-)xq +1x2,(1-1)y4 +tyo).
En fait, la convexité en 2 variables se raméne a la convexité ‘en une
variable. En effet, il résulte de la définition que

{*) Une fonctien f(x,y) est convexe ssi pour tous a, e dans R2, la
fonction d'une variable ¢(t) = f(a+te} est convexe.

{3) La condition de la Prop.2.3 peut aussi se formuler de la fagon
suivante. Une fonction f est convexe si pour tous points distincts A,
B, C sur le graphe G apparaissant dans cet ordre de gauche i
droite, on a

(*") pente de (AB) < pente de (AC) < pente de (BC)

(4} La caractérisation ci-dessus est importante; on peut notamment
en deduire les propriétés suivantes des fonctions convexes.

{a) Si la fonction f est convexe et dérivable, les pentes des
tangentes au graphe Gy vont en croissant entre deux points a et b
tels que a < b (Cf. Exercice 23).

(b) Une fonction convexe (ou concave) sur un intervalle |
est nécessairement continue en tout point intérieur a | (Cf. Exercice
24); aux bornes de lintervalle, il peut y avoir ou ne pas y avoir
continuité,

(c) Un minimum relatif d'une fonction convexe est automa-
tiquement un minimum absolu (Cf. Exercice 25).
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2.3 Critére de convexité {une variable).

THEOREME 2.4

COROLLAIRE 2.5

La condition de la Prop.2.3 est difficile a vérifier. Dans la
pratique, on utilise les critéres de ce paragraphe pour étudier
la convexité des fonctions d'une variable.

Une fonction { dérivable sur un intervalle | est convexe ssi
sa dérivée ' est croissante sur |.

Preuve. (=) La condition "' croissante” est |'exacte traduction de la
propriété des tangentes observée plus haut (§2.2 Remarque (4) (a)).

(<=) Soilent a et b dans [tels que a<bette [0,1] Il s'agit de mon-
trer que
f((1-ha+tb) - (1-}f(a) - tf(b) < ©
Considérons le terme de gauche comme une fonction d(b)deb.On a
O'(b) = t [I'((1-f)a+tb) - ffb)]

La dérivée ' étant croissante par hypothdse, on a $'(b) < 0. On en
déduit que la fonction ® est décroissante. En particulier

®(b) < ¢(a) = 0.
On déduit du Th.2.4 le trés important critére suivant.

Soit f une fonction deux fois dérivable. Alors | est convexe sur
les intervalles ot ' 20 et concave sur les intervalles ot * <0.

Exemple 5 Etudier la convexité des fonctions usuelles.

En un point x, ol la dérivée seconde f* s'annule en chan-
geant de signe, la courbure du graphe G; change de cété. On
dit que x4 est un point d'inflexion.

Exemple 6 Etudier la convexité des fonctions suivantes. Tracer
leur grapha.
(a) f(x) = x3-3x (b) f(x} = x*-6x2+12 (¢} i(x) = Log{x)/x

Sotution.{c) Nous avons étudié cette fonction plus haut (§1
Exemple 5). Pour la convexité, on calcule

{2Log(x)-3)
f"(x) = 3
X
Lg fonction f est donc concave sur 10,e3/2] et convexe sur
[€3/2 40 Le point A(e3/2,3/(2e3/2)) est un point diinflexion.
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Attention! Ii n' y a pas nécessairement de point d'inflexion en un
point x, ol la dérivée seconde " s'annule sans changer de signe
{Centre-exemple: f(x) = x4 et Xg = 0).

Le graphe d'une fonction convexe se situe en dessous des sé-
cantes mais au dessus des tangentes. De facon précise, on a

PROPOSITION 2.6 Soit f une fonction convexe dérivable sur un intervalle |.
Alors pour tout Xg € |, le graphe G se situe au dessus de la
tangente a Gj en X,.

Preuve. La tangente & Gy en x, a pour équation
y = f(Xg)+f'{xg)(X-Xg).
Il s'agit doenc de montrer que la fonction
o(x) = 1(x) - (f(xg) + FXp)(x-Xg))
est = 0 sur I. La dérivée de ¢ vaut
e'(x) = T(x)-f'(xg)
On déduit de la ¢roissance de f' (Th.2.4) que ¢'(x) est< 0 six g Xg et
2 0 si X 2 X5; la fonction @ a donc un minimum en xg. C'est-a-dire,

o(x) 2 ¢(xg) = 0 pour toutx € L

Le graphe d'une fonction se situe donc au dessus de ses tangentes
sur les intervalles ol f est convexe et au dessous sur les in-
tervalles ou f est concave. En un point d'inflexion, le graphe
traverse sa tangente.

En combinant maintenant la Prop.2.6 avec I'énoncé-(*) de
§1.2, on obtient

COROLLAIRE 2.7 Soient { une fonction convexe dérivable sur un intervalle |
el X, un point stationnaire de {. St f est convexe (resp. con-
cave) au voisinage de X,, alors f a un minimum (resp. un
maximumj en Xg.

En fait, ce résultat n'est pas nouveau. Nous retrouvons en effet
le second type de condition, que nous avons appelée globale, sous
laguelie on peut conclure a l'existence d'un extremum relatif en
présence d'un peint stationnaire (Cf. §1.3 ) .
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2.4 Critere de convexité (deux variables).

Du Th.2.4 et de la Rem. (2) du §2.2, on déduit e résultat suivant

THEOREME 2.8 Soit f(x,y) une fonction possédant des dérivées partielles conti-

THEOREME 2.9

nues sur un domaine convexe C du plan. Alers la fonction 1 est
convexe ssi pour tous points mq et mo dans C,ona

—.)
(dfme-dfm1 J{momy) 20

Preuve. D'aprés I'énoncé (*) de §2.2 et le Th.2.4, une fonction
f(x,y) est convexe sur C ssi pour tout aXg.¥gle Cete = {uv), la
fonction de la variable t

o(t) = f(a+rtd) = f(xg+tU,yg+tv)
est de dérivée croissante. On a
, af af -
¢'(t) = aX(xoﬂu,yon\:)u + ay(xo+tu,yo+t\f)v = dfmm(e)
o0 m(t) désigne le point de coordonnées (Xg+tu,yq+tv).
La dérivée o'(t) est croissante ssi pour ty et to quelconques, le taux
d'accroissement :
— -
Tmtig)€ ) m(rg)( ) 1 (df df H(tp-14)€)
= - -t1)e
to-t (to-ty )2 m(to) m(ty)/ntz-ty
est positif. On termine la démonstration en posant my = m(ty) et
mo = mits) et en remarquant que

(t2-14)% = (mamy)

Note. L'intérét du Th.2.8 est que la condition de convexité qui y est-
donnee est intrinséque: elle est valable pour n'importe quel nombre
de variables. En particulier, pour une fonction d'une variable f(x),
elle s'écrit plus simplement

(f(x2)-F'(x1)){xg-%y) 2 0,
ce qui est I'exacte traduction de la croissance de f'.

De ce paragraphe, nous retiendrons surtout le critére suivant.

Soit f(x,y) une fonction définie sur un domaine convexe C.
On suppose que les dérivées partielles d'ordre 2
- T

a2 = axdy ’t=ay2

sont continues sur C.

(a) La fonction f est sur C ssi

(") le trinome rU2 + 2sU + 1 est toujours positif
c'est-a-dire, ssi
(*bis) [s?-rt <0, r >0, t> 0|entoutpointdeC.

{b) La fonction ! est sur C ssi

{*) le trinome U2 + 2sU + t est toujours négalif
c'est-a-dire, ssi
(* bis) s?2-rt <0, r < 0,.t< 0fentoutpoint de C.
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PROPOSITION 2.10

Preuve du Th.2.9. D'aprés le début de la preuve précédente, f est
convexe ssi fa fonction de t

31 at
o'(t) = ax(xo+tu,yo+tv)u + ay()(c,4-tu,yo+t\.f)\.r

est croissante, i.e., si la dérivée seconde ¢" est positive. Cr, on a

2
Q"(t) = aﬁ"“—z(xo+tu,yo+tv)u2 +
X
0 32f t o 921 . v
axay(x°+ u,yg+tviuv + —(ayz Xo+lU,y4+tv)v

i.e.,

e"lt) = e + 2suv + e = v2(rU2 + 2sU + 1)
ol r, s et t sont pris au point de coordonnées (Xo+1tU,yo+1v) et ol on
a posé U = unv.

Exemple 7 Etudier |la convexité des fonctions suivantes.
(a) f(xy) = Logly-x2) (6) f(xy) = exp(x2+y)

Solution. (a) La fonction f est définie sur Dy = { m(x,y) [ y > x2 }.
C'est un domaine convexe du plan {car c'est I'épigraphe de x —» x ).
La fonction f admet sur Dy des dérivée partielles d'ordre 2 conti-
nues. Un petit calcul montre que

r_-2y—2x2 .= 2% (= -1

(y-x2)2 (y-x2)2 " (y-x?)2

On obtient ensuite

2. L 2x2-2y

(y-x2)2

C'est une quantité négative quand m(x,y) varie dans D;. Comma r et t
sont £ 0 sur Dy, la fonction f est concave.

En deux variables on a le méme type de résultats qu'en une
variable quant a la position du graphe par rapport aux plans
iangents.

Soit { une fonction convexe admettant des dérivées partielles
continues sur un domaine convexe C. Alors pour tout
Me(Xe.Yo) € C, le graphe Gy se situe au dessus du plan tangent
a Gf en mg.

Preuve. On se raméne au cas d'une variable en introduisant la
fonction

(1) = fiMmg+1€) = f(xg+tu,y o +tv)

.= s . .
ou e = (uv) désigne un vecteur quelconque. C'est une fonction con-
vexe. D'aprés la Prop.2.6, on a

o{) 2 ¢(0) + ¢'(O)t
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Ona
i at
o't} = ax(xo+tU:Yo'*‘tV)U + ay()-(0+Iu,yc,+t\f)\p'
L'inégalité précédente devient donc
af af
f(xg+tu,yo+tv) 2 f(Xg,¥p) + g;(xo,yo)tu + a{xo,yo)tv
Cette inégalité est le résultat désiré.

Il est maintenant facile de combiner la Prop.2.10 avec I'énonce
(**) du §1 pour obtenir

COROLLAIRE 2.11 Soient f une Jfonction admettant des dérivées partielles conti-

nues sur un domaine convexe C et Mg un point stationnaire de
f. S5i f est convexe (resp. concave} au voisinage de Mg, alors f a
un minimum relatif fresp. un maximum relatif) en M,

§3. METHODE DE LAGRANGE.

3.1 Le résultat principal.

La méthode de Lagrange permet d'appréhender les problémes
d'extrema avec contrainte. Ces problémes se posent ainsi:

« f{x,y) et g(x,y) étant donnés, trouver les extrema (relatifs)
de f(x,y) quand x et y sont liés par la contrainte g(x,y) = 0.

Exemple 1 Trouver le maximum du produit de 2 nombres réels de
somme égale & 12 {f(x,y) = xy et g{x,y) = x+y-12).

ou, de fagon équivalente:

- f(x,y) et g{x,y) étant donnés, trouver les extrema (relatifs)
de f(x,y) quand le point m(x,y) varie sur la courbe C d'équation

g(x,y) = 0.

Exemple 2 Trouver les paints les plus proches de l'origine sur la
droite x+y = 1 {f(xy) = x2+y2 el g(x,y) = x+y-1).

Le résultat principal de la méthode de Lagrange est le suivant.
Nous reviendrons au paragraphe §4 sur sa démonstration qui
est une des applications du théoréme des fonctions implicites
(Cf. §4.2).
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THEOREME 3.1 Soit mg(X,,Ye) un point. On suppose que les dérivées par
‘tielles de T et de g existent et sont continues sur un voisinage
du point my et que gzd 9{Xg.Yo) # 0. st Ma(Xg.¥o) est un
extremum relatif de f(x,y) sous la contrainte g¢(x,y) = 0,
alors

__)
(*) les vecteurs grad f(xg.,y,) et g@)d 0(xq.¥o) sont paralléles.

La méthode de Lagrange commence donc par la résolution du
systéme de 2 équations a 2 inconnues
Condition {*)
{ g{x,y) =0
ou on exprime la condition (*) sous l'une des deux formes
suivantes:

of ad

xXor¥o) = & SUxg,¥0)
(* bis) il existe A & R tel que

of g

S\ Xo Y ) = A (X Y )

By( o'Yo oy'"oYo

of
5;()(0-3’0) %(.Xo-yc)

(* ter) le déterminant 3f est nul.

é}(XOFYO) ?;'(Xo')fo)

On appelle point stationnaire du probléme tout point Mgy(X4,¥,)
solution de ce systéme. Attention! Comme pour les problémes
d'extrema libres (i.e., sans contrainte), un point stationnaire
n'est pas nécessairement une solution du probléme.

Exemple 3 Résoudre les problémes posés dans les exemples 1 et 2.

Solution. {Ex.1) Il s'agit de trouver le maximum de f(x,y) = xy
sous la contrainte x+y = 12. Posons g{x,y) = x+y-12. On a

-
{grad f=(y,x)

_)
grad g = (1,1)
Les points stationnaires du probléme sont solutions du systéme

y-x = 0
X+y-12 = 0
Cn trouve un seul point stationnaire: le point A(6,6).

Montrons que c'est effectivement la sofution du probléme. Ici, on
peut se ramener en une variable en résolvant en y dans la con-
trainte: il s'agit en fait d'étudier la fonction f(x,12-x) = 12x-x2. En
X = 6, ce trindme a bien un maximum.

Conclusion: le produit de deux nombres de somme égale a4 12 est
maximal (= 36) quand ces nombres sont égaux a 6.
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Lagrangien

Dans la pratique, il est commode d'introduire ia fonction

L{xy,2} = Hxy)-rAg(x.y)
qu'on appelle fonction de Lagrange ou lagrangien. Les trois
dérivées partielles de L(x,y,A)} valent

oL ot . dg
ax T 9x "ax
oL of a9
gy oy "oy
oL

Yy = ‘Q(X,Y)

On voit que la nullité¢ de ces trois dérivées partielles corres-
pond exactement aux trois conditions vues plus haut qui doivent
étre satisfailes par un point stationnaire du probléme.
Autrement dit, la recherche des points stationnaires du pro-
bleme de P'optimisation de f(x,y) sous la contrainte g{x,y} = 0
est equivalente -4 la recherche des points stationnaires de la
fonction de Lagrange L{x,y,A). L'utilisation du lagrangien
rameéne donc un probléme d'extrema avec contrainte a 2 va-
riables & un probléme d'extrema libres & 3 variables.

Notes 1) Ce sont les solutions en (x,y) du systéme

af dg

axtax = O
af dg ;
ayray = ©
gi{x,y) =0

qui nous intéressent en premier lieu; on peut donc éliminer A entre
les deux premiéres équations et se ramener ainsi & un systdme
dinconnues (x,y). Pour certaines questions cependant {voir plus
bas), it peut étre utile de retrouver ensuite le coefficient A (qu'on
appetlle coefficient de Lagrange).

2) On peut écrire la lagrangien sous la forme f(x,y}+Ag(x,y), te qui
revient & changer A en -A. Cela n'affecte pas le résultat en (x,y). En
revanche, il est essentiel de bien écrire la contrainte sous la forme

g{x,y) = 0

Exemple 4 Un exemple classique en Economie est celui du calcul des
fonctions de demande. Pour des prix p et q de deux biens X at Y et un
revenu R donnés, les demandes x et y en X et Y résultent de ia maximi-
sation de |'utifité U(x,y} sous la contrainte de budget px+qy = R.

Prenons par exemple U(xy) = x2y, p=1,g9=2etR =5 Le pro-
bleme consiste a optimiser U(x,y) sous la contrainte x+2y = 5. On
écrit qu'en un point stationnaire, le lagrangien

L{x.y,A) = Uxy) - A{px+qy)
c'est-a-dire, ici

L{x,y,A) = x2y - A(x+2y-5)
a ces trois dérivées partielies nulles. D'ol le systéme

2xy-h = 0
{x2-2k =0

X+2y-5 = 0
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Interprétation du coefficient ).

Interprétation géométrique
du Th.3.1.

3.2 Etude de la nature des

dont la solution est
o 5, 50
*=3 Y=g =g ,
On vérifie, en procédant, par exemple comme dans l'exemple 3, que
cette solution correspond & un maximum. L'utilité maximale est

10 5
Uo = (507 x(2) = 2092

Dans les calculs précédents, A n'est qu'un intermédiaire da calcul. On
peut cependant {ui attribuer une signification. Reprenons les données
numeériques de l'exemple précédent mais en remplagant le revenu R =
5 par R = 5+¢. C'est-a-dire, on fait bouger légérement la contrainte en
remplagant g{x,y} = 0 par g(x,y)-e = 0 pour & > O petit.

Le systeme a résoudre devient
2xy-L =0
x2-24 = 0
X+2y=(5¥e) & O
dont la nouvelle solution est
10+2¢ S+e S+e 2 5+g 3
X="7 ;y=?;l=2"§“) avec Uo(£)=2('3—)
On remarque sur cet exemple que
dlq(e)
ke

Il s'agit d'un fait général. Le coefficient de Lagrange A s'interpréte
comme la dérivée de la fonction objectif & optimiser par rapport au
niveau de la contrainte (Cf. Exercice 44),

Le vecteur grad f(xo:¥o} &st un vecteur normal en m, a la ligne
de niveau de f, i.e., a ligne de niveau lf ol ¢ = f{x5,Yp). Le
vecteur grad g(Xo.¥o) est un vecteur normal 3 la tangente en
My & la courbe C d'équation g(x,y) =0.

Le Th.3.1 dit qu'un point mg solution du probléme est nécessai-

rement un point oir la ligne de niveau et la courbe C sont tan-
gentes.

points stationnaires.

En dehors de la situation de 'exempie 3 ot on peut résoudre en
y ou en x dans la contrainte g{xy) = 0, la seconde partie du
probleme, qui consiste & déterminer la nature des points sta-
tionnaires du probléme, peut étre délicate; il n'y a pas de mé-
thode générale simple. Voici deux exemples.

Exemple 5 On s'intéresse aux extrema de f(x,y) = y sous la con-
trainte g(x,y) = 0 ol g{xy) = y3+y+x2.

(a) Montrer que O(0,0) est le seul point stationnaire du probléme.
(b} Mantrer que g(x,y) = 0 définit implicitement y(x).
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(c) En utilisant la technique de différentiation implicite, calculer
yi(x) et y"(x).

(d) Montrer que l'origine est un maximum de f sous la contrainte
gixy) = 0.

Solution. (a) ne pose pas de problémes.

{b} La cubique ¥y — y3+y, de dérivée 3y2+1 > 0, est bijective. Il en
résulte que, pour tout x e R, I'équation y3+y = -X= & une unique
solution y({x).

(c) De dg = 3y2dy+dy+2xdx = 0, on daduit

yin = —2X
3y2+1
et
. -2(3y24+1)+12xyy’
y'x) = 5 12
(3y=+1)

(d) Le probiéme revient a étudier les extrema de y(x). Le nombre
réel x = 0 est le seul point staticanaire de y(x), ef y(0) = 0. Les
calculs faits en {¢) donnent y'{0) = 0 et y"(0) = -2 < 0. La fonction
y(x) a donc un maximum relatif en x = 0 qui vaut y(0) = 0.

Remarques. (1) La méthode est comparable a celle de l'exemple 3:
on cherche a résoudre g{x,y) = 0 en y. Mais ici, on n'a pas résolu
explicitement cette équation. On ne l'a fait qu'implicitement.

(2) En toute généralité, la question (b) est difficile. Heureusement, il
existe un résultat général qui garantit que, sous certaines condi-
tions, I'équation g(x,y) = 0 définit "localement” y en fonction de x.
Ce résultat est le théoreme des fonctions implicites (Cf. §4).
Moyennant ce résultat, la méthode de I'exemple 5 se généralise sans
difficultés (CL. §4.2 Remarque)l.

Exemple 86 Etudier les extrema de f(x,y) = x2+8y sous la con-
trainte g(x,y) = 0 ol g{xy) = x2+y2.25,

— —
Solution. On calcule grad f et grad g.
—
grad f = (2x,8)

_)
grad g = {2X,2y)
On trouve les points stationnaires du probléme en résolvant le sys-

téme
x(y-4) = 0
{x2+y2 = 25
Iy en a quatre:
m+4(0,5) mo(0,-5) mg(3,4) m4(-3,4).
Les valeurs correspondantes de f sont
f(0,5) = 40 f(0,-5) = -40 f(3,4) = {(-3,4) = 41

Done, si f a un maximum {resp. minimum) sur le cercle d'équation
><2+y2 = 25, ce ne peut étre que 41 (resp. -40).

Pour conclure que ce sont effectivement un maximum et un mini-
mum, il suffit donc de savoir que f a un maximum et un minimum sur
le cercle C{O,5). Or, cela résulte du Th.2.12 du Ch.6: la fonction f,

1 | ¢ théoréme des fonctions implicites garantit en outre que la fonction y(x} est dérivable (nous avons
omis ce point dans l'exemple 5}.
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AY cordinue sur l'ensemble fermé et borné C(0,5), a un maximum et un

m minimum.
t
[Note. Dans cet exemple, c'est grace & un théoréme d'existence
qu'on a pu montrer que les points stationnaires mp, mg et my don-
X naient fieu & des extrema.]
L%
0} . Mais il reste le cas du point mq: ce n'est évidemment pas un extre-
mum absolu du probléme, mais est-ce un extremum relatif? On peut
C ex 43 résoudre cette question gzraphiquement. On trace d'une part la
cw 4O courbe contrainte C: x2+y2 = 25, d'autre part, quelques lignes de
eedl niveau de f, dont celle passant par le point my. On observe alors

que, quand cn se déplace sur la courbe C au voisinage du point my,
les valeurs correspondantes de f augmentent quand on s'approche de
m4 et diminuent quand on s'en é€loigne. Le point my correspond donc
a un maximum relatif de f sous contrainte g(x,y) = 0.

Exemple 7 Retrouver graphiquement les conclusions de l'exemple
précédent pour ies points mo, mg et my.

A pb-ceesseeee-mip
A Exemple 8 Le contour de la figure ci-contre, formée d'une partie
rectangulaire ABCD de longueur AB = x et de 2 demi-cercles de
rayon y, représente une piste d'athlétisme. Sachant qu'une piste
d'athlétisme fait 400 m de long, trouver les valeurs de x et y pour
tesquelles la surface rectangulaire soit maximale.

Terminons par un résultat un peu plus général qui sous les
bonnes hypothéses, permet de conclure rapidement. Soient
Mp{Xg,Y) U point stationnaire et Ay le coefficient de Lagrange
associé. Nous disons que si le lagrangien L(x,y,Aq} est convexe
(resp. concave) comme fonction de x et y,

— ce qui est le cas par exemple si f(x,y) est convexe (resp.
concave) et g(x.y) est linéaire (i.e., de la forme ax+by+c) —

si alors le point my est avtomatiquement un minimum: relatif
(resp. maximum relatif) de f sous la contrainte g = 0.

[Preuve. supposons L(x,y,Ao) convexe par exemple. Alors, d'aprés
le Cor.2.11, la fonction L(X,y,A,) a un minimum relatif en mg.
C'est-a-dire, pour tout m{x,y) dans un voisinage V de mg, on a

fx.y)-2o9(xy) 2 f(Xo.¥Yg)-209(X0.Y0) = HXp.Yo)
On en deduit que pour tout m{x,y) & la fois dans V et sur la courbe
contrainte g{x,y) = 0, ocn a

f{x,y) = f{xg,¥0).]

3.3 Généralisation (n_variables).
Le Th.3.1 se généralise au cas ol f et g sont des fonctions de n
variables.

THEOREME 3.2 Soit my(ay,...,an) un extremum relatif de f(x4,...,x,) sous la
conlrainte g(xy,....Xy) = 0. On suppose que les dérivées par-
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Lagrangiens généralisés

tielles de f et de g engtent el sont continues sur un voisinage
_h)
du point m, et que grad g(mg) = 0. Alors

(*"} les vecteurs gr_al)d f(my} et ggd g(my) sont paralléles.

Exemple 9 Déterminer les extrema de f(x,y,z) = xyz sous la
contrainte g{x,y,z) = 0 ol g{x,y,z) = x2+y2+z -12.

- —
Solution, On calcule grad f et grad g.
{g?;d f={yz,zx,xy)

—3
grad g = (2x,2y,2z)

i -
Les vecteurs grad f et grad g sont paralléles ssi les trois détermi-
nants

yZ Xz yz xy Xz xy

Xy X z y z
sont nuls. Les peints stationnaires sont solutions du systéme

z(y2—x2) =0

y(z2-x2) = 0

x(zz-y2) =0

x2+y2+22-12
On trouve 14 points stationnaires:
(+2V3,0,0) ; (0,0,22V3) ; (0,0,42V3) et (+2,+2,+2)

En calculant les valeurs correspondantes de f, on trouve que le
maximum et le minimum, s'ils existent, valent respectivement +8
et -8. On montre qu'ils existent effectivement en procédant comme
dans l'exemple 6.

La notion de lagrangien se généralise. L.es conditions néces-
saires du Th.3.2 correspondent & fa nullité des n+1 dérivées
partielles de la fonction

L{XyraXp Ay = H%q X0 g {x %) -

Plus généralement, supposons que 'on cherche & optimiser une
fonction f(xy,...,x;) sous plusieurs contraintes

g91(Xq,Xpy) = 0, o, gp(x],...,xn) =0

(ol 1 £ p < n-1).
Dans cette situation, on introduit la fonction

p
L{X e Xy A o) = HXq X)) = D AGi(X g seensXy)
i=1
On peut montrer que les solutions du probléme sont nécessai-

rement sofutions du systéme obtenu en annulant les n+p dé-
rivees partielles du lagrangien L(x1,...,xn,l1,...,lp).
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On peut également envisager que certaines des contraintes
soient définies par une inégalité gj(xy,....x,) = 0. Le probléme
peut gussi se résoudre a l'aide d'un lagrangien, mais il faut
faire intervenir des conditions supplémentaires (e.g., condi-
tions de Kuhn et Tucker).

§4. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES.

4.1 Enoncé du résultat.

En plusieurs endroits, nous avons mentionné ce résultat im-
portant. Notre objectif dans cette section est d'en donner un
énonce preécis, d'en expliquer le sens et d'en fournir plusieurs
applications.

Considérons fa courbe plane C représentée ci-dessous. Elle ne
satisfait pas le test des verticales. Si F(x,y) = 0 est I'éguation
de la courbe C, cetté équation ne définit donc pas implicitement
y(x}, i.e., y en fonction de x.

7T

o -

N

Maintenant posons nous la méme question, mais en nous res-
treignant & un voisinage d'un point de la courbe. Autrement dit,
quels sont les points mg de la courbe C pour lesquels

(") 1l existe une boule B(mg,r) de rayon r > 0 telle que
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THEOREME 4.1

- la partie de la courbe contenue dans B{mg.r} satisfasse le
test des verticales, ou, de fagon équivalente

- équation F(x,y) = 0 avec la restriction mg(x,y) € B{mg,r}
définisse implicitement y(x).

Les points mg, my sur la figure ont cette propriété. En fait,
presque tous les points de la courbe l'ont, méme si pour cer-
1ains points comme my, il faille prendre r assez petit. Quand un
point my a la propriété (*), on dit que I'équation F(x,y) = 0
definit implicitement y(x) au voisinage de m,.

Il existe cependant cing points sur la courbe C qui n'ont pas
cette propriété. Tous sont des points ol la tangente & C est
verticale, c¢'est-a-dire, d'aprés le paragraphe §3.4 du Ch.7,
des points ol la dérivée partielle af/dy est nulle. 1l s'agit d'un
fait général.

Solent F(x,y) une fonction de deux variables et Mg (X0.¥o)
un point tel que F(X,.y,) = 0. On suppose que F a ses déri-
vées partielles dF/ox et dF/dy continues en my et que

oF
(5; Xo:¥o) # 0

Alors léquation F(xy) =0 définit implicitement y(x) au
voisinage de my . C'est-a-dire, il existe r> 0 et une fonction

y(x} définte sur lintervalle | = Jx,-r,x,+f[ vérifiant
Fx,y}) =0 y = y(x} ’
m(x,y) ¢ B{(mg,r) = JIx e |

De plus, la fonction y{x) est continue et dérivable sur | et

' {9F/9x) (x,y(x})
Y = - (GFiay) (x.y(x))

Remarques. 1) On sait depuis le paragraphe §2.4 du Ch.7 comment
trouver la dérivée d'une fonction y{x) solution d'une équation F(x.y)
= 0. Le peint essentiel du Th.4.1 n'est pas la dernidre formule, mais
lexistence d'une fonction y(x) dérivable qui paramétre localement
les points de la courbe F(xy) = 0.

2) On peut echanger les rdles de x et de y: une courbe C d'équation
F(x,y) = 0 définit implicitement x(y) au voisinage de tout point
Mgl{Xy.¥p) ol la dérivée partielle 2f/ox est non nulle, i.e., ol la tan-

gente n'est pas horizontale.

3) Attention! En un point mg ol (3f/@y}(mg) = 0, il peut arriver que
léquation F(x,y) = 0 définisse localement y(x). Dans le Th.4.1, la
condition (df/dy)(mg} # 0 est une condition suffisante mais pas né-
cessaire.
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4.2 Applications.

PROPOSITION 4.2

4) Le théoréme des fonctions implicites est un résultat intuitif. 1l
n'‘en existe pourtant pas de démonstration simple. Nous
'admettrons.

Exemple 1 Vérifler le Th.4.1 dans le cas du cercle x2+y2 = 1.

Solution. La dérivée partielle a(x2+y2—1)/ay = 2y est nulle en
deux points du cercle: les points mq(1,0) et mo(-1,0). En tous les
autres points du cercle, le cercle est localement le graphe d'une
fonction.

Exemple 2 Déterminer les points de la courbe d'équation
y2 = x3+3x242x
ol le Th.4.1 s'applique.

Le reésultat suivant manquait pour que la preuve du Th.3.4 du Ch.7
s0it compléte.

Soient C une courbe plune d'équation F{xy} =0 et My{Xe.Yo) un
point de C . On suppose les dérivées partielles de F(xy) con-
tinues en mg . Si grad F(mg) # 0, alors le point my est un point
daccumulation de C .

Preuve. Par hypothése, au moins une des deux composantes du
vecteur grad F(m,) est non nufle. Quitte & échanger x et y, on peut
supposer que (dF/dy)(mg) = 0. Le théoréme des fonctions implicites
s'applique donc: Il existe r > 0 et une fonction y{x) définie sur

lintervalte | = Jxq-r,xq+1[ vérifiant
. F(x,y) = 0 y = y(x)
) m(x,y) € B(mg,r) <= X e |

Montrer que le point m,, est un point d'accumulation de C consiste &
montrer que pour tout £ > 0, la boule B{mg,¢) coupe la courbe C en au
moins un point autre que m,. Soient e > C et £' = min(g,r). La fonction
y(x) étant continue en X, il existe a > O tel que
[X-Xgl < o = |y(x)-yg] < €2

Posons «' = min{a,e'/2). Considérons x quelconque tel que 0 < 1X-Xq!
< o', Alors le point m(x,y(x)} est sur C et dans la boule B{mg,€). En
effet, on a F(x,y(x)) = 0 d'aprés (*) et d(my,m) < & d'aprés la suite
d'inégalites:

d(mg,m) = V |X'xo|2+|Y(x)'y012

<Va2i(e2)2

<V i(er2)2+(e72)2 = eVB<r <c

Note. On propose en exercice (Exercice 41) une seconde démons-
tration de la Prop.4.2 qui n'utilise pas le théoréme des fonctions
implicites.

Nous expliquons maintenant comment le théoréme de Lagrange
{Th.3.1) se déduit du Th.4.1.
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4.3 Géngralisation (n_variables).

THEOREME 4.3

Preuve du Th.3.1. Soit my(x,,¥,) un extremum relatif d'une
fonction f(x,y) sous une conirainte g{x,y) = 0. On suppose que grad
g{mg) est non nulle. Quitte & échanger x et y, on peut supposer que
(dg/oy)(mgy) = 0. D'aprés le Th.4.1, il existe r > 0 tel que I'équation
g{x,y) = O définit implicitement y(x} sur la boule B{mg,t). Il faut
alors remarquer que dire que mg est un extremum relatif de f(x,y)
sous la contrainte g{x,y) = O revient & dire que x, est un extremum
relatif de la fonction d'une variable f(x,y(x)). D'aprés la Th.1.2, sa
derivée doit étre nulle en x5. Cette dérivée vaut:

of of
(**) a—x(x,y(xn - gtx,y(x))y'(X)

En utilisant la formule donnant y'(x), on obtient que cette dérivéa
est nulle en x, ssi

f af g
Mol y(Mo) - (Mol H(mo) = 0

ce qui signifie exactement que les vecteurs grad g(mo) et grad f{mg)
sont paralléles.

Remarque. Le théoréme des fonctions implicites a permis de rame-
ner un probléme & deux variables liées en un probléme en une va-
riable: on a appliqué le Th.1.2 & la fonction d'une variable f(x,y(x)).
On peut aussi lui appliquer les résultats du §1.3 qui donnent des
conditions sous lesquelles un point stationnaire donne effectivemeént
lieu & un extremum relatif. On obtient ainsi un critére pour qu'un
point my(x,.Yo) vérifiant la condition de Lagrange (*) soit effecti-
vement un extremum de f(x,y) sous la contrainte g(x,y) = 0:il
sufiit que la dérivée seconde de la fonction f(x,y(x)), gu'on obtient
en derivant l'expression (**) ci-dessus, soit non nulle en xg.
{Revoir §3 Exemple 5 pour une |Ilustrat|on concréle).

Le théoréme des fonctions implicites se généralise au cas des fonc-
tions de n variables,

Soient F(x4,...X,) une fonction de n variables et mg(ay,....a,) un
point tel que F(ay }=0. On suppose que F a ses derivées
partielles 8F/ax1, BFlgxn conlinues en mg et que

dF 0
(8X1 )(a1’ l'l) *

Alors léquation F(x1,...,xn) = 0 définit implicitement Xy en fonc-
tion de Xo, .., X au voisinage de mg. De plus, la fonction
Xq(Xp,...,Xy) est conlinue et a des dérivées partielles continues
(qui se calculert par la méthode de différentiation implicite (Cf. Ch.7
§2.4)).
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CHAPITRE 9

DEVELOPPEMENTS LIMITES

" §1. DEFINITIONS
1.1 Motivation.

On sait que les fonctions sin(x} et x sont équivalentes au voi-
sinage” de 0, mais que peut-on dire a priori de I'ordre de
grandeur de la différence sin(x)-x, combien valent les limites
lim sin{x)-x ot lim sin{x)-x 2
x50 x2 x=0 x3
La seule connaissance de I'équivalence sin{x} ~ x ne suffit pas
pour répondre a ces questions. La différence entre deux fonc-
tions équivalentes peut avoir nimporte quel ordre de grandeur.
On verra par exemple que

sin{x)-x 5 -x3/6  mais Log(1+x)-x 5 -x2/2

Les développements limités sont des approximations plus
précises que les équivalents: ils permettent de répondre au
lype de questions posées ci-dessus. L'équivalence sin(x) - x
correspond au developpement limité d'ordre 1 de la fonction sin
au voisinage de 0, qu'on écrit:

sin{x) = x + ofx)
Le développement limité d'ordre 3 est I'approximation plus
précise suivante

sin(x) = x - x3/6 + o(x3),
qu'on peut écrire aussi, plus formellement,
(*) sinx) = 0.x0 + 1.xt + 0.x2 -;—.x?' + o(x3),
et qu'il faut comprendre comme ceci: la fonction sin{x) et le

polynéme x-x3/6 de degré 3 sont égaux, a un terme négligeable
devant x3 au voisinage de 0 prés. En particulier, on obtient

sin(x)-x = -x3/6 + o(x3) 5 -x3/86,

ce qui donne
iim_S'_n(i)'_X=0 et “m.s'_"(lﬂlz -1/
x—0 x2 X0 x3
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Remarque (Analogie avec I'approximation des nombres réels).
Soit a un nombre réel quelconque. Pour tout entier n positif, « pos-
séde un développement décimal {par defaut) a la précision *n chiffres
aprés la virgule®. Par exemple, n = 3,14159... est le développemaent
decimal & la précision "5 chiffres aprés la virgule™ du nombre x. Ce
développement décimal s'écrit plus formellement (comparer & )

7=3109 + 1107 + 4102 + 5104 + 9.10°5 + £.10-5
olQ<ce<i

Quand on s'aréte A la premidre décimale non nulle, on obtient I'ordre
de grandeur ou "un équivalent” du nombre réel. Ainsi le nombre = est
“eéquivalent™ & 3, le nombre a = 2V2-6 & 0,1. D'une certaing maniare,
les développements limités d'ordre n peuvent élre considérés comme
'analogue pour les fonctions des développements décimaux A la
précision "n chiffres aprés la virgule™ pour les nombres réels.

1.2 Définjtions.

DEFINITION 1.1  Soit f(x) une fonction définie au voisinage de 0. On appelle
developpement limité d'ordre n (DL, en abrégé) de f au vot-
sinage de 0 lécriture

fx) = ag+ayx+...+a,x" + o(xn)

ou ofx") désigne une fonction négligeable devant x" au vot-
sinage de 0.

Note. Rappelons (Cf. Ch.4 §3.4} qu'une fonction f(x) est négligeabls
devant x" sj f(x}/x" tend vers 0. Le terme o(x") peut donc &tre
aussi noté

x"o(1) (i.e, x multiplié par une fonction tendant vers 0)
oU encore,

xNg(x) avec e(x} — 0.

Exemple 1 Le DL3 de %" estadonné par

X X
X _ 2. A 3
e_1+x+2+6 + o(x"}

Le DL4 de sin{x) est do:r;né par

sin(x) = x - x= + o(x4)

6
Noter que le coefficient de x4 est nul; les parties polyndmiales des
Di3 et DL4 de la fonction sin sont les mémes.

Exemple 2 Soit f une fonction continue en 0. Montrer que si f a un
DLy, alors f est dérivable en 0. Combien vaut f'(0)?

Une fonction donnée n'admet pas nécessairement de dévelop-
pement limité d'ordre n donné. Par exemple, si f n'est pas dé-
rivable en 0, f n'a pas de DLy {Cf. Exemple 2). Par contre, on
voit facilement que si f admet un DL, alors celui-ci est unique
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(Ct. Exercice 30). Cela permet de montrer par exemple que les
développements limités des fonctions paires {resp. impaires)
he comportent que des puissances paires (resp. impaires).

Exemple 3 Les DLy, DLg, DLy et DLg de cos(x) sont respective-
ment donnés par :

2
cos{x) = 1 - ');— + 0(x2)

2
cos(x) = 1 - 52— + 0(x3)

2 4

X X

=] =, = 4

cos(x) = 1 22 + 22-{»0(): )

X X
: =1-=— 4 = 5
€os{x) = 1 > * og + 0(x7)

Comme les limites et les équivalents, les développements li-
mités au voisinage de 0 sont une notion locale: ils ne donnent
des informations sur le comportement de la fonction qu'au
voisinage de 0.

. Troncature d'un DL Exemple 4 Ecrire ies développements limités d'ordre 0, 1, 2, 3 de
eX, sachant que celui d'ordre 4 est donné par

eX =1 x+£2‘+ﬁ+5—
ST Xr o te Yoy

+ o(x4).

De fagon générale, si n et p sont deux entiers tels que n > p, un
DL,, est pius précis qu'un DL;. On obtient L DLy a partir d'un
DL, en “tronquant” ce dernier & losGie p, ~'est-3-dire en né-
gligeant dans le DL, toutes les puissances d'axposant > n. En
effet, ces termes sont négligeables devant xP et peuvent donc
étre rentrés dans le terme o(xP).

§2. CALCUL DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

2.1 Formule de Tavior-Youna.
Soit f(x) une fonction définie au voisinage de 0. Si f est con-
tinue en 0, on a

f(x} = f(0) + o(1}

Si f est dérivable en 0, on a
f(x) = H0) + f{0)x + ofx)

Enfin, d'aprés la formule de Taylor-Young & Vordre 2 (Cf. Ch.8
Th.1.7), si f est 2 fois dérivable en 0 (et si 0 est intérieur a
D¢), on-a

f(x} = 10) + F(O)x + 151"(0):«'3 + 0{x2)
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Sous les bonnes hypothéses de dérivabilité (trés souvent sa-
tisfaites dans la pratique), on obtient donc facilement, grdce & ces
formules, les développements limités d'ordre 0, 1 et 2 d'une
fonction f donnée.

La formule de Taylor-Young & {'ordre n généralise ces formu!es
elle fournit un développement limité d'ordre n de Ia fonction f.

THEOREME 2.1 (Formule de Taylor-Young) — Soit f(x) une fonction n fois
dérivable sur un voisinage de x,. Alors, on a
(M) (x4)

f(x} = Hxg)+1' (X} (X-Xg)+...+ nl

{x-xg)" +0{(x-x4)")

Nous établirons cette formule comme conséquence d'un résultat
ultérieur (Cf. Th.2.5). :

Exemple 1 En utilisant la formule de Taylor-Young pour x4 = 0,
écrire le DLy de eX et le DL3 de Log(1+x).

2.2 Développements limités usuels.
La formule de Taylor-Young fournit les développements limités
suivants au voisinage de 0.

x3 x5 x2k+1 0(x2k+1).
i =X - T4 =— k
sin{x) = x [ tgp * -t (1) ket Y o(x2k+2)
2 4 2k 2k
X X X o(x=X)
= 1 - 2= 2 1)K
cos(x) = 1 T +(-1) (2K)1 {o(xek”)
3,25 5
tg(x) = x + 5% + 75X + 0(x7)
2 n
X x=. X
ex—1+.ﬁ+""l-+ +7 + olxN)
x2 x3
Log(t+x) = x - o g e+ ()T 4 o(x™)
afa-1 a{a-1)..{a-n+1
(1+x)% = 1 + ax +°L2T—)' x2 4 .. 208 )ni(a *1) X" + o{xn)
_particulier:
T%_—x=1 -x+ X2 -x3 4 4 ()0 XN 4 o(xN)
‘1—1?;=1+x+x2+x3+...+ X"+ o(x")
\H+x=1+lx-1—x2 + 0{x2)
2 8
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2.3 Be‘glgg combinatoires.

Exemple 2 Déterminer un DL3 de 1N 1x et un DLs de sin(2x).

Solution. On écrit 1V1x = (1-x)71/2 et on utilise le dévelop-
pement limité de (1+x)% pour @ = -1/2 et n = 3.

13
(14x)-1/2 = 1 - pel +8ﬁc2 + 0{x2)

Cette formule est une égalité vraie pour tout x; on peut y remplacer x
par -x. On obtient

1 3
(1-x)"12 =1 &+ o+ gxz + 0(x8)

Pour sin{2x}, on procéde de fagon analogue et on trouve

4
sin(2x) = 2x - §x3 + 1—‘5‘)(5 +0{x>)

’ . ) (x!-g 2
Exemple 3 Calculer lim 2cos X
%x—0 x4

2 4

Solution. Onacos(x) =1 - “’f;: + ;—4 + o(x4). On en déduit que

. 2 -’5-4- 4 4 4
2co5(x) = 2 - x< + 127 o{x*) (Noter que 2o{x") reste un o(x%))
ce qui donne
x4

4
2(:03()()-2+x2 .S + o(x4) T
g12

12

[Le raisonnement qui donine celle dernidre équivalence est le sui-
vant:
4 4 4 '
X X X X
AL 4y _ X by R .
12* o{x¥) = 12t X o{1) = 12 (1+120(1)) = 12 (1+0(1})}
On obtient donc bien que le quotient
x4112 + o(x4)
x4712
tend vers 1 quand x tend vers 0.]

4

Conclusion: la limite cherchés est 112,

Note. Une des difficultés de ce type d'exercice peut étre de choisir
a quel ordre il faut faire le développement limité. On vérifiera que
dans l'exemple précédent, l'ordre 4 était l'ordre minimum qui per-
meltait de conclure,

o X
Exemple 4 Trouver un équivalent en 0 de V1i+x - 1 - £y

Soient f(x) et g(x) deux fonctions admettant les DL, suivants:

f(x) = ag+aqx+...+a,x" +o(x")
g(x) = bo+bix+...+byx +o(xM)
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PROPOSITION 2.2 (Somme de DL) — La Jonction somme f+q admet le DL,
donné par

(f+g){x) = (ag+bo)+{ay+by)x+...4(a,+b)x" + o(x™)

Exemple 5 Déterminer le DLy de Vi+x + V1-x.

Exemple 6 Avec ies notations ci-dessus, écrire le DL, des fone-
tions {(x)+f(-x) el f{x)-f(-x). Commenter. Application: Détermmer
le DLy de Log{(1+x)/{1-x)).

PROPOSITION 2.3 (Produit de DL) — La fonction produtt fg admet un DL, qu'on
obtient en effectuant le produit des DL, de f et de g, Le., le
produit (ag+aix+...+a8,x")(bg+byx+...+b,x"} et en ne
conservant que les termes de degré < n. Cest-a-dire,

{fg}(x) = aobo+(a°b1+a1b°)x+...+(aobn+a1bn_1+...anbo)x" +o{x"}

Exemple 7 Déterminer les DLy et DLy de (x3+x2-1)sin(x).
Réponse. (x3+x2-1)sin(x) = -x + ?3 + x4 + o(x4)

Exemple 8 Déterminar la DLs de sin(xjcos(x). Comparer avec
Fexemple 2,

PROPOSITION 2.4 (Composition de DL} — Si g(0) = 0 (i.e., by = 0), la
Joniction composée fog admet un DL, guon obtient, en
développant l'expression

g + 31(Dyx+..4+bpx") + L+ Bn(byx+...+bpxM)",

en regroupant les termes de méme degré et en ne conservant
que les termes de degré <n.

Dans la pratique, on dispose les calculs comme suit.

f(u) = a5 + aju + apu? + ... + a,u" + o(u")

9(x) = byx+bsx2+...4b,x" +o(x")
Le terme consiant b, est nul; on peut dong faire u = g(x) dans

le DL, def.

(4 = byx+bpx2s...4bx" +0(x) (1)
u2 = . (2)

Jud = .. (3)
~uhl = {n)




{fog)(x) = ag + ar{1) + an(2) + ... + a5(n) + o{xM)

Dans ces calculs, on ne conserve que les termes de degré < n.
D'autre part, on calcule (g{x))® en effectuant le produit
(g(x))2g(x) (et non pas en développant le cube de g{x)),
(0(x))* en effectuant le produit {g{x))3g(x), etc... '

_ 3
Exemple 9 Déterminer le DL3 de VxZ4x+1.

Solution. On ecrit

3 ,
Vx24x+1 = (1 +(x+x2))1 /3

On peut appliquer 1a Prop.2.4 & f{u) = (14u)1/3 et g{x) = x+x2.
: 1 1
n1/3 _ .2 L —=4,3 3
{(1+u) _1+3u au +a1Y + ofu~)
Le terme constant dans g{x) = x+x2 est nul. On pose u = X+%2.

U= X+X2
qu2 = x242x3 +-o(x3)
ud = x3 +o(x3)
On obtient donc

3
1 1 5
NxZex+1 =14+ §(x+x2) - g(x2+2x3) + é—;xs + o(x3)

1 2 13
= 2. 3 3
_.1+3ﬁ(+a< _XB1 + 0(x*)

Exemple 10 Déterminer le DLy de o X2,

On calcule un développement limité d'un quotient f/g en con-
sidérant ce quotient comme un produit: f/g = f x (1/g).

Exemple 11 Retrouver le DLy de tg(x).

Signalons les erreurs suivantes qui sont fréquentes.

« combiner des développements limités qui ne sont pas du méme
ordre. :

+ appliquer la régle de composition avec g{0} = 0

« utiliser le DL, de {1+x}* avec a hon constant.

Exemple 12 Déterminer le DLy de f(x} = exp(1+x+x2).

Solutlon. On é&crit - ’ ;
exp(u) =1 +u + :?'uz +E*u3+ o(ud)
mais on ne peut pas l'appliquer & u = 1+x+x% dont le terme constant

n'est pas nul. On procéde comme ceci;
f(x} = exp(1) exp(x+x2)
1 1 ‘
=e(l+u +5u2 +EJ3+ o(-u3))
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Intégration de DL

THEQREME 2.5

ol u = x+x2 {cette fois, le terme constant dans u est nul). On a

U = )(-H(2
L2 = x2+2x3+0(x3)
uld = x3+o(x3)
Dot finalement :
flx) = e(1 + (x+x2) + ‘12'(x2+2x3) + %X:B + o(x3)
Je 7e

=e+ex+’2—x2+-613 +o(x3)

Exemple 13 Déterminer le DLy de f(x) = (1+x)X.

Solution. On n'utilise pas le développement de (1+x)%*. On écrit
plutot
fix) = exp(xlog(1+x))

puis
1 1 1
= 2 3 4 4
exp(u)_1+u+'2—u +€u +EZU + o(u™)
avec i 1 1
u = xLog{1+x) = X(x - ?(2 + §x3 - ?4 + o(x%))

1 1
o x2 .3 4 4
= X —x2 +"xa + o(x™)

On calcule u, u2, u3 et ud.
u=x2-15x3+]éx4+o(x4)
u2 = x4 & o(x4)
ud ='0(X4)

u? = o(x%)

Cela donne

1 1 1
flx) =1+ (x2 - 5x3 + -3-x4) + Ex“’ + o(x})

1 5
1+x2--2-x3 +Ex4 + o(x%)

[}

Les Prop.2.2, 2.3 et 2.4 sont des conséquences des propriétés
des of...) (Cf. Ch.4 §3.4). Nous laissons leur démonstration en
exercice.

Terminons ce paragraphe par la régle suivante, dite d'intégration
des développements limités.

Soit f(x) une fonction dérivable au voisinage de 0. Si la dérivée
f(x) admet le DL,

f(x) = ag+a{x+..+anx" +o(x"),

alors la fonction { admet un DLy, 1, donné par
xn+1

n+i

X
f(x) = 0) + agX + a3 5"+ ... + 3 + o{xn*1)

On peut donc intégrer terme a terme un développement limité; on
n‘oubliera pas la constante d'intégration f{0). Par contre, en toute
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généralité, on ne peut pas dériver un développement limité (Cf.
Exercices 18 et 19).

Exemple 14 Retrouver en utilisant la Th.2.5, le DL, de Log(t+x).

Exemple 15 Déterminer le DL, de Arcig(x).

Solution. En intégrant

(Arctg(x))’ = 1 5= 1- x2 + x4 & ..+ (-1)Px2P + o{x2P+1)
+X
on obtient
1)P
Arctg(x) = x - 13 + —-x5 1——%2p+1 + O(x2P+2)

{La constante dmtégratlon vaut ici Arctg(O) 0).

- La formule de Taylor-Young (Th.2.1) est une conséquence facile du

Th.2.5. La démonstration du Th.2.5 s'appuie, elle, sur le théoréme
des accroissements finis (Ch.B Th.1.3). Nous la proposons en exar-
cice a la fin de ce chapitre (Cf. Exercice 17).

Preuve du Th.2.1 3 partir du Th.2,5, Soit f une fonction ad-
mettant une dérivée n-iéme en 0. On sait que si une fonction ¢ est
dérivable en 0, elle admet un DLy, donné par

@(x) = (0) + ¢'(0)x + o(x)
Appliquons cela a f("-1), On obtient
fn-Nxy = (0-1)0) + M} O)x + ofx)
En “intégrant” une fois, on obtient _
1n-2)x) = €n-2)0) + ("1 o)x + f(M(0) 523 + 0(x?)
En intégrant n-1 fois, on obtient

f(x) = (0) + PO + ... + £(N}(0) flﬂ, + o(xN).

It peut étre avantageux de tirer parti d'une équation satisfaite par
una fonction { pour déterminer les coefficients de son déveleppement
limité.

Exemple 16 Soit f{x) = tg(x).
{a) Montrer que sur son domaine de définition, ia fonction f vérifie
I'équation

= 142
En utilisant cette équation, calculer f{0), {'(0), {"(0) et f"(0) et
retrouver le DLy de tg(x).

2.3 Développements limités au voisinage de Xx,.

DEFINITION 2.6

(a) Soit f(x} une fonction définle au voisinage d'un nombre
réel xg5. On appelle développernent limité d'ordre n de f au
voisinage de x, lécriture

f(x) = ag+ay{x-Xg)+...+ap{X-%x)" + of{x-x5)"}
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ou of(x-xy)") désigne une fonction négligeable devant
(x-xo)" au voisinage de Xg-

(b) Soit f(x) une fonction définie au voisinage de +e= {ou -},
On appelle développement limité d'ordre n de f aqu voisinage de
eo lécriture
aq dn 1
f(x) = ag+ % tet n + O(Xn)
o o(1/x"} désigne une fonction négligeable devant 1/x" qu

voisinage de +e (OU -oo},

Pour x, = 0, on retrouve la définition de développement limité
au voisinage de 0 que nous avons étudiée jusque 1a. Dans Ia
pratique, on se raméne toujours A ce cas-1a en posant t = x-xq
au voisinage de x, ¢ R et t = 1/x au voisinage de +e (ou -e0),

Exemple 17 Pour chacune des fonctions donndes ci-dessous, dé-
terminer un développement limité d'ordre n au voisinage de X,.

{a) f{(x) = exp(x2-1) i Xg=1,n=2
(b) Kx) = {x+7)/(2x-3) X =-1,n=2
{c) f(x) = 1hg(x) - cos(x) i Xp =2, n=3

(d) fix) = \/x2+1 - X - (2%} [ Xg = 400, n = 3

Solution. {a) On pose t = x-1 soit x = t+1. On obtient
f(x} = exp(x2-1) = exp{(t+1)2-1) = exp(te+2t)
On détermine un DLy de exp(t2+2t) au voisinage de 0;

2
exp(u) =1+ u+ UE“ + o(u2)
Pour u = t2+2t, on obtient :
.
exp(i2+2) = 1 + (12424 + §(4t2). + 0(t2) = 1+21+3t2 4+ o(t2)

It reste & remplacer t par (x-1) pour obtenir le développement li-
mité souhaité.

(x) = 1+ 2(x-1) + 3(x-1)2 + o((x-1)2).

(b) On trouve f(x) = - 2 u(m) - 1%4_5(""”2 + o((x+1)2)

{c) On trouve f(x) = - ;—(x-gﬁ + o((x-g-ﬁ)

(d) On pose t = 1/x s0it x = 1/t. On obtient
1 1t 1. 1
= — i — e 2.4.42
f(x)_’\/t2 +1 t 2 t—{ i+t 1 Et )
On dstermine un DLy du terme entre parenthéses au voisinage de O:

1 1 1 1
2.9.—42 2 .44 41y .1 . —2
T+t 1 "12 (1 + -12 _18 + o(t%)) - 1 —t2

i
= - gt + otth)
On obtient le DL3 de f(x) en divisant par t et en remplagant { par 1/x.
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§3 APPLICATIONS

i NS
i(x}) = - o3 + o{xa).

Notes 1) La division par t fait chuter d'une unité 'ordre d'un déve-
loppement limité. {l faut done, au début d'un calcul de développement
limité, prévoir de telles divisions et ajuster l'ordre du calcul en
consequence.

2) On peut également utiliser la formule de Taylor-Young pour dé-
terminer un développement limité au voisinage d'un nombre réel xg.
Mais cette méthode s'avére dans la plupart des cas beaucoup moins
économique que celle que nous avons indiquée.

3.1 Calculs d'équivalents et de limites.

PROPOSITION 3.1

Le resultat suivant généralise un argument déja utilisé (voir
en particulier §2 Exemple 3 [...]). Dans son énoncé, x, désigne
un nombre réel quelconque, +ce OU -co,

Si une fonction f a un DL, au voisinage de x,, alors f(x)
est équivalent au voistnage de X, au premier terme non nul de
ce développement limité. Cest-a-dire, si

f{x} = ap(x-xo)P+...+an(x-xo)” + o{{x-xo)"} avec ap # 0,
alors

f{x} < ap(x-xo)P.

{avec la convention que, pour x, = e OU -es, X-X, désigne la
quantité 1/x).

Exemple 1 Déterminer un équivalent de f{x) au voisinage du point
Xg indiqué.

(a) f(x) = cos(x2) - {cos(x))2 ; Xo =0

(b) f(x) = exp{x2-1) +1-2x ;%=1

fl

1
{c} (@) '\lx2+1 -X- 5‘; P Xg = oo

3 3
{d) f(x) \(x3+x - '\[x3-x P Xg = +o0

Solution. (a) On fait un DL, de f(x). On a

cos(x) =1 - 151(2 + 0(x2)

(cos(x))2 = 1 - x2 + o(x2) '
cos(xz) =1+ o(x2)
ce qui donne

f{x) = X2 + o(x2) ot donc {(x) 5 x2
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(b) On sait {Cf. §2 Exemple 17) que
exp(x2-1) = 1 + 2(x-1} + 3(x-1)2 + o((x-1)2)
On en déduit que

fix} = exp(x2 1)+1-2x
= [1 + éx 1) + 3(x-102] + [1-2({x-1)+1)] + o{(x-1)2)
= 3(x-1)2 + o((x-1)2)
et donc que

f(x) & 3(x-1 )2

(d) Cherchons un développement limité d'ordre 1 de f(x) au voisi-
nage de +-=n On pose t = 1/x sagit x = 1/, On obtient

o A5
zl[(1+1_2)1/3 - (1-12)1/3]

. (1 + Lo, o(t2)) - (1 - 15:2 + o(tz)):l

-~

3

D'o¥ finalement

f(X) +~oo 3x

Exemple 2 Délermmer la limite de f au point indiqué.
cos(x ) - (cos{x))2

(a f(x) = > 5 =0
X
exp(x2-1)+1-.2x
b) f(x) = ; Xg = 1
(b) f(x) )2 Xo
(c) f{x} = : { ) cos(x) } Xg = W2
(M) f(x) = (1+tg(x)) ENX) {Xg = 0
2
(0) 10) = (B3I %o = 0
3 X sin(x)
et - a
(i) = V x sin(x) P X =0
(g) f(x) = Log( 2 ) ] xo - 0
sm X
(h} f{x) = (3.2”*-2.3”*)" P Xg = oo

Solution (a) On sait {Exemple 1 {(a) ci- dessus) que f(x) 5 x2. La
limite cherchée vaut donc 1

Log(1+t
sin{x)
sin(x) 5 x et Log(1+tg{x)) 3 tg(x) 5 X
¢e qui donne

Log{1+tg(x))

sin{x) 1]

{d) On a f(x} = exp ). Mais on a
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La {imite cherchée est donc e. Nous n'avons pas eu besoin de déve-
loppements limités.

3 .
(e} On a f(x) = exp(—é' Log(’s—tg'(ﬂ)). On part d'un DLy de sin(x):
X

1
sin(x) = X - 6ﬂ<3 + o(x3).
On en déduit ;
sin(x)/x = 1 - gxz + 0(x2)

et donc que
1 1
Log(sin{x)/x}) = Log{1 - “G-x2 + o(x2)} 5" Exz.
On obtient finalement
3 L sin{x

La limite cherchée vaut 11\/—

(h) On écrit
Log(f(x)) = x Log{SeLDQ(z)’*-Qe-LOQ(S)/x]
et on fait un DLy en +es du terme entre crochets:
36L0G(2)/x . pglog(3)ix _ 1 Qgi%h o(l) '

On obtient Log(f(x)) - Log(8/9) La limite cherchéa vaut 8/9.

Les développements limités au voisinage de +< sont souvent
d'une grande utilité pour I'étude des suites réelles.

Exemple 3 Etudier la convergence de la suite (Un)n>o et donner
un équ:va]eni szmrPIe de up,. La série de terme u,, converge t-elle?

@) up = (aN3-3v4)

{b) uy = sin{n/(n2+1)) - 1/n

3
Vn2.3n - Vn3-n2
n

© Un =

Solution. (a) En faisant comme dans l'exem ‘{)Ie 2(h) ci-dessus, on
montre que la suite (up)n,po converge vers 37/4°. La suite (Up)nso
ne tend pas vers 0, donc la série de terme up, dwerga.

{b) On fait un développement limité en +w= de sin(nln2+1). En posant
1 = 1/n, on obtient:

sin(n/(n2+1))

sin{t/{1+12))
sin(t(1-t2+0(12))
sin(t-13+o(t3))

Il

(t-13) - —13 + oft3)

7
=t-€t3+o(t3)

1 7
n 6n3 ¥ O(m_)
On déduit que
y 7
n -{—"oo 6”3
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3.2 Asymptotes obliques.

La suite (Un)nso tend vers 0. La série de référence de Riemann de
terme 1/n° converge. Donc la série de terme u, est convergente.

(c) (n2_3n)1/2 . (n3_n2)1/3 = n[(1.%)1/2-

f
>
—,
|
+
|
+
[»]
J-3

+w B
La suite (Uy)nsg. €quivalente & -7/6n, tend vers 0. La série de
Riemann en 1/n diverge. Donc la série de terme u, est divergente.

Remarque. On n'oublisra pas qu'on ne recourt aux développements
limités que quand les équivalents ne sont pas suffisamment précis.
En effet, les développemenis limités, s'ils sont plus précis, sont
d'un emploi beaucoup plus lourd. Il s'agit donc dans un premier temps
d'estimer jusqu'ol on aura besoin des développements limités et ol
femploi des équivalents ou méme des résullats élémentaires sur les
limites sera suffisant. Par exemple, pour trouver la limite d'un rap-
port f/g pour leque! il y a forme indéterminée, en général, on ne
calcule pas un développement limité de f/g, mais un développement
limité de f et de g, qui donnent un équivalent de { et de g et donc un
équivalent de f/g. C'est aussi dans la premiére partie du travail
qu'on choisit l'ordre de calcul des dévelsppements limitds. Il n'y a
pas de méthode générale; on essaie seulement d'anticiper au mieux
les calculs que I'on va faire par la suite.

Rappelons que la droite d'égquation y = ax+b est asymptote du
graphe Gj d'une fonction f(x) en +e si on a

(") tim  f(x)-{ax+b) = 0
X—r + o2
Nous avons vu au Ch.4 (§4.2) comment déterminer a et b quand
ils existent. Nous voulons ici indiquer une seconde méthode.
La condition (*) s'écrit aussi
f(x}) = ax+b+o(l)

ou encore
f{x} b 1
X _a+x+0(x)

Les nombres a et b sont donc les coefficients du développement
limité d'ordre 1 de f(x)/x au voisinage de +-.. Et nous allons
voir que si on pousse jusqu'a l'ordre 2 le developpement limité,
on obtient de surcroit 1a position de la courbe par rapport & son
asymptote.

x2+1

Exemiple 4 Etudier les branches infinies de f(x) = x-1°

Solution. On fail un developpement limiié d'ordre 2 de

f(x) xZ+1
X 2.4

au voisinage de +e. On pose t = 1/x soit x = 11
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Méthode pratique

f(x) 1112 + 1 1412

X 4112 oqqp 1-t
On obtient donc

1(x) 2, L
=+

(1+12)(1 +t+1240(12))

1414212 4+ o(12)
1 2 (_1_
x T2 %2

Il
)
+

ce qui donne
2 1
fix) = x + 1 +x+o(x)

On en déduit que la droite y = x+1 est asymptote de Gt au voisinage
de +e. Le signe de f{x}-(x+1) au voisinage de +e nous donne la
position de la courbe par rapport 4 son asymptote. D'aprés la der-
niére égalité, on a

2 1 2
flx}-{x+1) = ; + o(;) = ;(1+o(1))

Pour x assez grand, 1+o(1) > 0; en particulier, pour x assez grand,
f(x}-(x+1) est du signe de 2/x. .

Conclusion: la courbe se situe au dessus de son asymptote au voisi-
nage de +oe.

Les mémes calculs montrent que v = x+1 est également asymptote
de Gy au voisinage de -«. Mais en -, la courbe se situe en dessous
de son asymptote; en efiet, f{x)-(x+1) = 2/x + o{1/x) est négatif
au voisinage de -,

Une étude compléte des branches infinies de [ ne doit pas oublier
l'asymptote verticale x = 1 au voisinage de 1* et de 1-,

De fagon générale, 1a procédure & suivre est la suivante.

- On détermine un développement limité d'ordre 2 de f(x)/x au
voisinage de +oo (OU -oo):

Hx) .b.c 1
x =@+ v 2 +0(x2
+ On réécrit cette formule sous la forme
c 1
f(x} = aX+b+x + o(x)
+ On conclut que la droite y = ax+b est asymptote du graphe Gy
etque

en oo Gyestau dessus de y = ax+b sic>0
Gy est au dessous de y = ax+b sic<0
en -oo Gy est au dessous de y = ax+b sic>0
Gyestaudessus dey = ax+b sic<0

Si ¢ = 0, on ne peut pas conclure, il faut pousser le dévelop-
pement limité de f(x)/x & un ordre supérieur.
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Exemple 5 Utiliser fa méthode ci-dessus pour déterminer les
asymptotes obliques des fonctions suivantes. Comparer avec
l'exemple 12 du §4 du Ch.4.

{a) f(x) = x+\j x2-x+2 (b) f(x) = xel/x

Exemple 6 Déterminer les asymplotes obliques des fonctions sui-
vantes. :

3,042
(@) f(x) = TF2XTxX © 1x) = V 2x24 x
xZ+1

4 3
(o) i(x) = (2x+1+l—) el/x (@) 100 = Vx4+x34x2 - Vx3.x "

Sclution. {b) On a, en posant t = 1/x

1 1
= — 1/x
f(x)/x_(2+x+ E)e

X
=(2+t+12) el
1
=(2+t+ )1 +1+ 5:2 +o{t2))
=2+3t+ 312 ¢ o(l2)
3 3 1
=2+x+x2 +O(x2)
On obtient donc
f(x) = 2x + 3 + 3/x + o(1/x)

On conclut que y = 2x+3 est asymptote du graphe Gy en 4o Bt 2N -~
el que ls graphe Gy se situe au dessus de son asymptote en + et en
dessous en -eo,

(¢) Au voisinage de +«, on a
f{x) '\/2x2+x \/2x2+x

X x=\/x_2=2+

D'olt, en posant t = 1/x

‘f‘%l=‘a‘2+l
t -
=\/E. 1 +5‘

=2 (1 + 230 - 5312 + ()

L
-

2'2
1 1
- . 2 2
_\5(14»21 :'3? + ofi<})
A 1 1
=2 (1 * %" 3aes T O
et donc
V2 V2
f(X) ’= 2% + 4 -32x+0(x)

La drojte y = ‘\féx + Vo est asymptote; le graphe Gi se situe en
dessous de son asymptote.

fl faut faire attention dans cet exemple: les calculs différent suivant
que l'on est en +e 0U en -, En effel, au voisinage da -=, on a

f{x) '\/2x2+x \/2x2+x 1
= = JU— = - 2+
X X .\/xz X

On obtient donc
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*32x * %

x) =-ﬁx-? RER

La droite y = -\Ex - \1_2/4 es! asymplote; le graphe Gi se situe en
dessous de son asymptote.

Exemple 7 Faire une étude compléte de la fonction f(x) = 2x+ Vx2.9.

Solution. La fonction f est définie sur Dy = ]-,-3] U [3,+[. Elle
est continue sur son domaine. Elle est dérivable sur J.e,-3[ U
13,+=[. Sur cet intervalle, la dérivés f'(x) vaut

2Vx2.9 4 x

f'{x) =
. Vx2.9

En 3, le taux d'accroissement vaut

+ 2
BAx+{AX) 6
Aflax = 2 + - -

AX o+ Ax
Ce taux tend vers +e quand Ax tend vers 0*. La fonction n'est donc
pas dérivable en 3. Un calcul similaire fournit la méme conclusion
pour le point -3.

Le signe de la dérivée est celui de l'expression 2 Vx2-9 « x. Il faut
distinguer deux cas.

ler cas: x < -3- (i.e., partie négative du domaine)

Ona

2Vx2-9 + x < 0

ssi 2\}):2-9 < =X = IX]|

ssi 4(x2-9) < x2
ssi x2 < 12 ssi -2V¥3 < X < -3

2éme cas: x > 3 (i.e., partie positive du domaine)
Ona

2Vx2.9 + x < 0 {(somme de deux termes positifs)

On en déduit le tableau de variations

X ) -2ﬁ -3 B + oo

f(x) + o - 'RERERANIN +

f(x) __m/w-aﬁ T~ g/ g T

It y deux branches infinies, en += et en -«. On a

fix 9
_(‘l=2+(1-_:2‘)1/2 en +e

X

X

f 9
_(1122_ (1-—)”2 en -

x x2

Un calcu! rapide fournit le développement limité
9 g 1
(1) =1+ o)
x2 2x2 x2
ce qui donne
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9 1

f(x) = 3x - ox * o(;‘) en +o
9

f(x)_x+§‘;+ o(;) 8N -e

On conclut que:

» la droite y = 3x est asymptote en +w; le graphe est au
dessous de l'asymptote.

» la droite y = x est asymptots en +w; lg graphe est au
dessous de l'asymptote.

On peut tracer le graphe de f.

l ?

B Y

X
v
Hw

BTN EY
/

La convexité est donnée par le signe de f"(x).

. 8.
Fw = 202

La fonction f est concave sur chacun des deux intervalles f-52,-3]
at [3,+e].

La fonction f n'est pas injective. Son ensemble image est
H(Dg) = Jrooi-3V 3] U (6,400
Plus précisément, I'équation f(x) = y d'inconnue x a
2 solutions  siy < -3V 3
1 solution siy = -3V 3

0 solution si-3V¥3 < Yy < 6
1 solution siy=>2686

§4 FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE

On connait la formule de Taylor-Young qui permet d'approcher une
fonction { par une fonction polynomiale au voisinage d'un point base
Xo- Clest un résultat “local™: il ne donne d'informations que pour x
tendant vers x,. Au contraire, fa formule de Taylor-Lagrange est un
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résultat “global®; on Putilise quand on veut des estimations des va-
leurs d'une fonction f entre deux points a et b pas forcément voisins.

THEOREME 4.1 (Formule de Taylor-Lagrange) — Soit f(x} une fonction n+1 fois dé-
rivable et de dérivée n+l -ieme H{0+1) continue sur un intervalle
[a,b] . Alors il existe c e Ja,b] tel que

(n} n+l
flb) = f(a)+f'(a){b-a)+...+ Ln—nfﬂ(b-a)n +%:+—1))(|ﬂ(b-a)”+‘

Pour n = 0, on retrouve le théoréme des accroissements finis (Cf.
Ch.8 Th.1.3) (alors que le cas n = 0 de la formule de Taylor-Young
correspond a la définition de la dérivée). Une démonstration du
Th.4.1 est proposée en exercice (Exercice 28).

Exemple 1 Moentrer que pour tout x > 0, on a

1
1-x+x2.x3 <Tex < 1-x+x2-x3 4 x4

Solution. On é&crit la formule de Taylor-Lagrange & I'ordre n = 3
entre 0 et x pour f(x) = 1/(1+x}). Les dérivées k-idmes de f valent

1k
k) (x) = L1)7 kD

(1+x)k+1
On obtient donc
1 2 .3 x4 .

T o= 1xaxs-xd o4 ol ce JOx

T+Xx (1 +C)4
On déduit le résultat demandé de linégalité

x4
0< <.x4,
(1+c)4

Exemple 2 Montrer que la série do terme général 1/n! {n 2 0) est
convergente, de somme égale au nombre réel e.

Solution. On écrit la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre n entre
0 e! 1 pour f(x) = e*. Les dérivées k-iémes de { valent

f(k){X) = eX
Cn obtient donc

ol ¢ce ]0,1[

De finégalité
c

e
s {(n+131 s (n+1)!
on déduit que le 1erme d'erreur e/(n+1)! tend vers 0, ie., que &
est la limite de la suite U, de terme général
1 1
Un=1+§‘!+... +E
ce qui par définition, signifie que la série de terme 1/n! est conver-
gente, de somme &gale 4 e.

0

L'identité de la différentielle donne des approximations des valeurs
f{xo+Ax) d'une fonction f en des points Xo+AXx voisins d'un point
base xo (Cf. Ch.7 §2.1 et §2.2). La formule de Taylor-Lagrange
permet d'obtenir une majoration de l'erreur commise.
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Exemple 3 Donner une approximation du nombre réel § = \}4,0008
et donner une majoration de |'srreur commise.

Solution. La formule de Taylor-Lagrange i l'ordre 2 entre deux
nombres a, b tels que b > a > 0, s'écrit pour {(x) = Vx:
- 1 b-a2
%:\/E-:-M S (2)® ouce Jabl
2\}—; 4c3/2 2|
Pour a = 4 et b = 4,0008, on obtient
64.10°8
gc3/2
Le terme principal de l'approximation est 2,0002. L'srreur peut
élre encadrée de la fagon suivante:
4.10-8
108 <. §4.10°7 <0
gc3/2

On obtient finalemeant
2,000199%92 < & < 2,0002.

3 =2+ 0,0002 -
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