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» Exercices de base:

CH1:

CH2:

CH3:

CH4:

CHs5:

CHe:

CH7:

CH8:

CHg:

3, 5, 7,9, 11, 13, 16, 18, 20, 29, 33, 35, 38, 41, 42, 43, 45, 47, 49, 51,
53, 55, 58.

2, 5, 8,12, 16, 19, 32, 33, 35, 38, 41, 42, 44, 46, 48, 49, 55, 57, 61, 65.
1, 4, 7, 8, 12, 16, 19, 20, 21, 25, 28, 30, 33.

3, 13, 20, 25, 27, 29, 31, 33, 41, 43, 47, 50, 56.

1, 7.

1, 2, 4, 6, 9, 29, 32, 35, 40.

1, 5, ‘9, 11, 14, 15, 16, 20, 22, 26, 30, 33, 36, 40, 45, 46, 48, 51, 53,
56, 58, 59, 61, 63, 67, 69, 71, 72, 76, 78.

10, 11, 15, 16, 19, 27, 30, 33, 38, 40.

3, 5,7, 8, 11, 13, 16, 20, 22.

» Les exercices marqués du symbole " # * demandent plus d'initiative. Iis sont
recommandes aux étudiants de la filiere MASS, en complément des exercices de base.

« Les solutions des exercices non marqués # sont données bridvement dans la 2nde
partie de ce cahier.



EXERCICE H1

Rans le_plan

1#, Vérifier sur les composantes les propositions
suivantes. R R

@ 18=4¢ (® o“u":o (c) AA=10

(d) k(T + V) =KU +kv

(®) (h + )T =hv + kU

() AB =-BA

(g) | est le milieu de AetBssi TA+B=70.

2% Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes:

() les segments [A,C] et [B,D] ont méme milieu
(i) AB=DC

(iiiy AD=BC

Un quadrilatére (A,B,C,D) qui a les propriétés (i},
{if), (i) est un paraliélogramme. :

3. Former I'équation de fa droite Dy passant par
les points A(2,-3) et B{4,-5), puis de la droite .
(Do) passant par C(1,-3) et paralléle au vecteur
v (-1,2).

4. Former I'équation de la droite Dy passant par
les points A(1,-2) et B(-4,5), puis de la droite
(Do) passant par C(-1,-3) et paralléle au vecteur
v(1,-2).

5. Former l'équation de la droite Dy passant par
le point A(-2,5) et de pente m = 2, puis de fa
droite (Do) passant par C(-1,3) et perpendicu-
laire au vecteur v (-3,2).

6. Soit Dy la droite d'équation x-2y-2 = 0 et Do la
droite paralléle a D4 et passant par le point A de
coordonnées (0,1) . Donner I'équation de Do ainsi
qu'un vecteur normal a Do.

7. On considére le rectangle (ABDC); on donne les
points A et C: A(-2,1) et C{-1,-2). Donner un
vecteur directeur de la droite (AC) puis I'égquation
de la droite A passant par les milieux respectifs |
et J des cdtés AC et BD ainsi qu'un vecteur direc-
teur de A,

8. Soient Dy la droite passant par les deux points
A(-2,-2) et B(0,1) et Do la droite orthogonale &
D4 en B . Donner un vecteur directeur de Dy,
I'équation de Do et un vecteur directeur de Do.

9, On considére le triangle (ABC) de sommets les
points A(-2,1), B(3,2) et C(1,-2). On note D la

hauteur du triangle issue de B. Donner un vecteur
directeur de la droite (AC) puis 'éguation de D ainsi
qu'un vecteur directeur de D.

10. On considére le triangle (ABC) de sommets
les points A(0,2}, B{2,3} et C(3,0). Quelle est
I'équation de la hauteur D issue de A?

11. On considére les droites Dy: x-y+1 = 0 et
Do: mx+y+3 = 0, (m paramétre réel). Donner les
coordonnées d'un vecteur directeur de D4, puis de
Do. Trouver m de sorte que ces deux droites
soient orthogonales.

12. On considére les droites D1: x-my+1 = 0 (m
paramétre téel} et Dy: 2x+y+3 = 0. Donner les
coordonnées d'un vecteur directeur de Dy, puis de
Do. Trouver m. de sorte que ces deux droites
soient orthogonales.

13. Les droites suivantes sont-elles paralléles,
orthogonales, égales? Faire une figure.

Dy: x-y+1 = 0
Dy: -2x+2y+3 = 0
Dg: x+y-1 = 0.

Donner les points d'intersection de Dy et Dy puis

de D, et Dg. Calculer la distance d entre ces ceux
points. Montrer que pour tous points P de Dy et Q
de Dy, on a d(P,Q) 2 d.

14. Donner les équations des droites ‘définies par
le schéma suivant.

AY

AN

15. Socient a, b deux nombres réels = 0. Montrer
que la droite qui intercepte les axes Ox et Oy
respectivement en a et b (voir figure ci-dessous)
est d'équation
X Y

a-+b =1
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16. Représenter graphiquement le domaine D de
R2 défini par les inéquations:

2X+3y < 6

y-x <« 0
y > -1

17. On considére le triangle ABC ci-dessous.

Déterminer les équations des trois médianes du
triangle. Montrer qu'elles se coupent en un point.

F S
4 B

b Rt

o) 1 3
18. On considére le triangle OAB ci-dessous .
Déterminer {'équation de la hauteur D issue de O
puis les coordonnées du point d'intersection H des
droites D et (AB),

Y4

) y A %

19. On considére le triangle OAB ci-dessous.
Déterminer I'équation de la médiatrice D du coté
AB puis les coordonnées du point d' intersection H
des droites D et {OA).

'Yp.
B
3
Q ﬁ" ‘-t 7\ >x

22.

20. On considére ie carré ABCD ci-dessous. On

donne A(-1,1) et C({2,3). Déterminer les équa-
tions des diagonales (AC) et (BD).

A

]

h Y
u J
0] x

21. On éonsidéra 16 carré ABCD ci-dessous. On
donne A(-1,-1) et C{2,1). Déterminer les équa-
tions des diagonales (AC) et (BD).

17

[~

22. Determiner 'équation de la tangente au
cercle C{0,2) au point A(1 ,\E). Faire une figure.

23. Déterminer langle formé par les vecteurs U
et V' suivants.

@7 =(32);V =(1,3V3)

® T =0N2);:V =N2-2,Y2+2)

24, Déterminer les trois angles du triangle de
sommets:

A(-1,0) ; B2,V 3/2) ; C(1/2,-Y372).

L o o
(i) (U+v)w=U.wW+vVv.W
(i) (KO).V =k(T.V)

{iii) TV =v.7

(v) U.¥=1U)2

{b) En déduire que, pour x ¢ R,
(XU+V).(XU+V) = (T. T)x2+2(0 V )x+(V.¥)
{c) En déduire l'inégalité de Cauchy-Schwarz:
pour tous vecteurs U et 7, ona

- UV S TV < v



avec égalité & droite ssi T et Vsont paralleles et
de méme sens et égalité a gauche ssi U et Vsont
parali¢les et de sens opposé (Indic.: considérer le
discriminant du trinéme en x de la question {b)).

26%. (a) Vérifier la formule

W12 - 1IV112 = (W4 ).(T V)
ot U = (a,b) et vV = {2'.b") sont deux vecteurs.
(b) En deduire que les diagonales d'un losange
(i.e., d'un parallélogramme dont les cdtés sont de
méme longueur) sont orthogonales.

27%. (a) Vérifier la formule

IT+V1I2 - T-V|12 = 40V
Ul =(abjetV = fa',b'} sont deux vecteurs du
plan. (On pourra la déduire de 26.{a)).
{b) En déduire que les diagonales d'un rectangle
(i.e., d'un parallélogramme dont les cdtés sont
orthogonaux) ont la méme longueur.

28%. Montrer que la somme des carrés des lon-
gueurs des cotés d'un parallélogramme est égale &
la somme des carrés des lengueurs de ses diago-
nales.

29, Déterminer les points d'intersection de la
courbe d'équation x = y2-2y et de la droite
d'éguation x-y+2 = 0,

30. Calculer en fonction du paramétre m les coor-
données du sommet (minimum) de la parabole
d'équation y = x2+mx -1. Pour quelle valeur de m la
parabole passe-t-elle par le point (-2,3)?

31. Calouler en fonction du paramétre m les coor-
données du sommet (minimum) de la parabole
d'équation y = x2-mx+1. Pour quelle valeur de m la
parabole passe-t-elle par le point (-2,3)?

32. Donner I'équation de la parabole d'axe verti-
cal passant par les trois points A(2,3), B(0,1) et
C(-1,2).

33. Donner 'équation de la parabole d'axe verti-
cal passant par les trois paints A(0,1), B{3,1) et
C(-1,5).

34. On considére la courbe C d'équation

y = x3+3x2+4x+5.
Quelle est I'équation de la courbe C' déduite de C par
la translation de vecteur vV = (1,-3)? En déduire
les coordonnées du centre de symétrie S de C.

35. On considére la courbe C d'équation

y = x3-3x24+2x-2.
Quelle est 'équation de la courbe C' déduite de ¢
par la translation de vecteur vV = (-1,2)? En dé-
duire les coordonnées du centre de symétrie S de
C.

36%. Soit D la droite d'équation ax+by+c = 0. Soit
M(x,,¥5) un point du plan. On note d(M,D} ia dis-
tance du point M a la droite D, i.e., la distance ia
plus petite entre M et un point de D.

{a) Montrer que

{axg+byq+c|

V22452

{on pourra commencer par déterminer la projec-
tion orthogonale H{xyy,yy) de M sur D).

(b) Montrer que si n = 0 désigne un vecteur nor-
mal & D et A un point de D, la distance d(M,D)
s'écrit aussi

d(M,D) =

—

Al
dpy - T-AM

—_
il

37. Par quelles transformations déduit-on les
courbes ci-dessous de la parabole y = x2,

(a) y = X2-3X+2

(o) y = -x2+2x+3

(€) ¥y = -5x%+2x

En déduire les coordonnées des points d'ordonnée
extremale sur ces courbes,

38. Reconnaltre et tracer les courbes d'équations
suivantes

(a) x+y = 2

(b) xy = -2

{c) x2+y-2-x+y = 7/2

(d) xB-x+y = 7/2

{e) y2-x+y = 772

{fi 2xy+y-x+1 = 0

(g) 9x2+4y2 = 38

(h} 4x2+9y2 = 36.

39. Etudier en fonction de m la nature de fa co-
nique

4x2+ (m-1)y2 = M.
Pour quelle valeur de m est-ce un cercle? une hy-
perbole équilatére?

40. Scient Afa,a) (a € R) et D la droite
d'équation x+y = 0. Soit C l'ensemble des points
M{xy} verifiant d(M,AYd(M,D) = ¥ 2. Trouver
éequation de C. Le représenter graphiquement.



a a

41. Donner I'équation paramétrique, puis
I'équation cartésienne de la droite D(A;_u)) pour A

— . .
et U donnés ci-dessous.
-

(@) A(1,1,0) = (1,-1,2)
(b) A(1,-2,1) T = (3,0,2)
(c) A(0,21) T = (6,1,2)
(d) A(3,0,-1) T = (2,1,1)

42. Donner un point et un vecteur directeur de la
droite D d'équation cartésienne

X-4y-z+9 = 0
(@ { 2y-z-3 =0
b 2%+y-3z+3 =
(o} -4x-5y+6z-12

X-y-z2-4 = 0
(c) {x-3y+z~2 =0

3x+y-z-4 = 0
(d) {x+3yy+z-4 =0
Vérifier que I'on retrouve les droites de
l'exercice précédent (pas nécessairement dans
P'ordre).

0
=0

43. Sous quelle forme générale peut se mettre
I'équation d'une droite verticale? paralléle & Ox?
paralléle a Oy? d'une droite horizontale? d'un plan
horizontal? d'un plan vertical?

44. Représenter les points A(1,1,2), B(1,1,3),
C(1,0,2), D(0,1,1). Lesquels sont sur un méme
plan horizontal? sur un méme plan vertical?
Préciser quand il y a lieu les équations de ces
plans. Généralisation: montrer qu'étant donnés
deux points, il existe toujours un plan vertical qui
les contient.

45. Soit P le’ plan passant par le point A(1,-2, 3)

et orthogonal & la droite D d'équation paramétrique:

X = 442t
{ y = 3-t
2 = -2+3%
Donner un vecteur orthogonal au plan P, puis

I'équation de P. Déterminer le/les points
d'intersection de D et de P.

46. Soit P le plan passant par le point A(-1,2,4) et
orthogonal & la droite D d'équation paramétrique:

X 1+3t
y = -2-2t
Z = 441

Donner un vecteur orthogonal au plan P, puis
I'éguation de P. Déterminer le/les points
d'intersection de D et de P .

47. Soient P1, P2 et P3 les plans d'équations:

P,: x+y-2z = 1
1

P2: X-y+4z = 3.

PS: 2xy+z = 1,

Trouver I'équation paramétrique de la droite D,
intersection de P_ et de P,. Puis déterminer
ie/les points d'intersection c?e D etde P3'

48. Soient P1, P2 et P3 les plans d'équations:
P1: 3x+2y-2z = 1
P2: X+Y+Z = 3.
P3: 2X-y+7+4 = 0.
Trouver I'équation paramétrique de la droite D,
intersection de P, et de P_. Puis déterminer
le/les points d'intersection ge D et de P3.

49. Soit D la droite d'équation
X = 3+mt
{y = 5+2t
zZ = -2-1
el P le plan d'équation x+y-4z = d.
Trouver m tel que la droite D soit paralléle

au plan P. Quelle doit étre alors la valeur de d
pour que P contienne la droite D?

50. Soit D Ia droite d'équation
(X = 2+mt
{y = -2+t
Z = 5-2¢t
et P le plan d'équation 2x+4y-z = d. Trouver m
tel que la droite D soit paralléle au plan P. Quelle

doit étre alors la valeur de d pour que P contienne
la droite D?

51. Seit D la droite passant par A(-3,2,1) et
orthogonale au plan P d'équation 2x-y+z = 5.
Donner un vecteur directeur de D, puis I'équation
parametrique de D. Déterminer le/les points
d'intersection de la droite D et du plan P .

52. Soit D la droite passant par A(-2,1,4) et
orthogonale au plan P d'équation x-2y+z = 6.
Donner un vecteur directeur de D, puis I'équation
parameétrique de D. Déterminer le/les points
d'intersection de la droite D et du plan P .

53. Soient A(2,3,-1) et B{m,1,3) deux points.
Trouver m tel que la droite (AB) soit orthogonale
& la droite D d'équation

X = 1+2t
{y = 3+t

Z -2+ 3t

[



Déterminer alors I'équation du plan P orthogonal a
{AB) et qui contient D.

54. Soient A{1,2,3) et B(-1,3,m) deux points.
Trouver m tel que la droite (AB) soit orthogonale
a la droite D d'éguation

X = 1+21
{y 3+t

Z = -2+3¢

Déterminer alors I'équation du plan P orthogonal a
{AB) et qui contient D.

55. Soient A(1,-1,2) et B(m,1,2) deux points.
(a) Trouver m tel que la droite {AB) soit orthogo-
nale a la droite D d'équatien

X = 2t
y o= 2-1

zZ = -t
Quelie est l'intersection de D et (AB)?
(b) Refaire I'exercice avec D d'équation

X = 2-t
y =1
zZ =2

56. Soient a, b, ¢ trois nombres réels = 0.
Montrer que le plan qui intercepte [es axes QOx,
Oy et Oz respectivement en a, b et ¢ {voir figure
ci-dessous) est d'équation

X Yy z_
a+b+c—1.
ZA
C
b
O %
o
Lx

57. Reconnallre les surfaces S suivantes.
(a) S est d'équation ><2+(y-1)2 =1

(b} S est d'équation x2+y2 =272

{c) S est d'équation x2+22 = y2

58. On demande de reconnaitre et de donner
l'allure de la courbe intersection d'une surface S
et d'un plan P dans les cas suivants.

{a) S est le cine de Cobb-Douglas et P le plan
d'équation, successivementz =1,z = -1, z = 2,
y=0,y=1,x=0,x=1, x+y = 1.

(b} S est d'équation xyz = 1 et P est le plan
d'équation y = 1, puis z = 1.

(c) S est d'équation x2+y2+22-2z = 0 et P
d'égquation z = 1/2.

(d) S est le cdne z = (x2+y2 )1/2 et P d'équation
z =1, puis X = 0.

(e) S est le paraboloide z = x2+y2 et P d'équation
z=1, puis x = 0.

59. Vérifier que les vecteurs
T o= (21,-1), ¥V = (3.7,13), W
sont deux a deux orthogonaux.

= (20,-29,11)

60%. (a) Vérifier les formules dans RS3:
() (U+V)W=UW+V.W

(i) (-k_u’-).-? = k(UV)

{iii) TV =V.7
{iv) =flu
{b} Etablir comme dans l'exercice 25 linégalité
de Cauchy-Schwarz.

61#. Vérifier l'identité du parallélogramme
— - = —
1T +7}12 + V-V = 2 T2 + 212
En donner une interprétation géométrique,

62% Montrer que dans tout triangle, la somme
des carrés des longueurs des médianes est égale
aux trois quarts de la somme des carrés des lon-
gueurs des cbtés.

63*%. Soient A, B, C trois points sur un cercle.
Montrer que si Aet B sont diai)nétratement' oppo-
ses, alors les vecteurs AC et CB sont orthogo-
naux. {Indic.: Ecrire les deux vecteurs

-3 — = — > —3

AC = AO+OC et CB = CO+OB
ol O est le centre du cercle et calculer leur pro-
duit scalaire).

64. Sonent @ et U deux vecteurs de R3. On sup-
pose U de norme 1. Décrire les surfaces sui-

vantes.
(@) Sy ={M|OMZ = 1)

(b) Sp = { M| Ok -Z|| = 1}
() S3 = { M| |IOM - (OB U) T} = 1)
Les représenter pour u = {1,0,0) et 3 = (0,1,0).

65% Montrer que lintersection d'une sphére et
d'un plan horizontal est soit vide soit un cercle.

66. Une droite D est donnée comme intersection
de deux plans P4 et Pp d'équation respective



F1{xy.z) = 0 et Fo(x,y,2) = 0. Donner des équa-
tions de plans contenant la droite D.

67. Trouver les régles de transformation des
coordonnees d'un point M(x,y,z) pour ies symé-
tries suivantes: symétrie par rapport 4 O, par
rapport aux axes Ox, Oy, Oz, par rapport aux
trois plans de coordonnées.

68. Dans le plan, comment vérifier que deux
cercles donnés par leur équation sont tangents
intérieurement? extérieurement? Méme question
avec deux sphéres dans l'espace,

69. Comment vérifier qu'un plan est tangent a
Urie sphére?

70%, Montrer que, pour tous vecteurs VetV
dans R3, on a:
-~ -3 = > =
(U2 + [TAV)2 = T2 712,
En déduire que si U et v sont orthogonaux, alors
-3 = — 3
Fuavl =11 UMV
Plus généralement, établir la formule {**) de
§2.2, ie.,

- =

T
Tulf (v il

. . . o d —
ol 8 designe l'angle formé par les vecteurs U et v.

71. Déterminer l'angle formé par I'axe Ox des
abscisses et le vecteur U =(V6,1,-1)

72. Soit P le plan d'équation 6x+3y+z = 6.
Trouver un point A sur P. Donner I'équation d'une
droite D¢ orthogonale a P. Déterminer deux
droites orthogonales Dy et D3 contenues dans le
plan P.

73%, {(a) Trouver une formule pour ia distance
d un point M au plan P passant par A eI normal a
K {Indic.: évaluer ie produit scalaire n m

(b) Trouver une formule pour la distance d'un
pomt M a la droite D passant par A et dirigée par
I (Indic.: évaluer la quantité ||uAA_h>/|]|)

REVISION CH1

1. Quelles sont les difiérentes fagons d'écrire les
équations d'une droite dans le plan, dans I'espace.
Pour chaque type, y-a-t-il unicité de I'écriture de
I'équation?

2. Si une droite est donnée dans le plan ou dans
l'espace par son équation cartésienne, comment
vérifie-t-on qu'un point donné y appartient, n'y
appartient pas? Méme question si la droite est

donnée par son équation paramétrique.

3. Comment, & l'aide d'une équation paramé-
trique, vérifie-t-on qu'une droite est paralldle &
un plan donng, orthogonale & un plan donné?

4. Qu'appelle-t-on la pente d'une droite du plan.
Comment la calcule-t-on & partir des différentes
équations?

5. Si deux droites du plan sont données par leur
équation cartésienne, comment vérifier qu'elles
sont orthogonales, paraliéles, confondues? Méme
question avec deux droites dans l'espace.

6. Qu'est-ce que le déterminant de deux vecteurs
dans le plan? Quelle est son utilité? Qu'est-ce que
le produit vectoriel de deux vecteurs dans
'espace? Quelle est son utilité? Peut-on définir le
déterminant de deux vecteurs dans l'espace, le
produit vectoriel de deux vecteurs dans le plan?

7. Quelle est la différence entre produit scalaire
et produit vectoriel. Quelle est la signification
géométrique d'un produit scalaire nul, d'un pro-
duit vectoriel nul?

8. Quelle est la norme d'un vecteur? Quelle rela-
tion y-a-t-il entre norme et distance?

9. Quelle est la relation entre la coutbe plane
d'équation F(x,y) = 0 et la surface dans l'espace
d'équation F(xy) =

10. Rappeler les équations canoniques des co-
niques données dans la section §1.

11. Rappeler les régles de transformation d'un
point du plan pour une symétrie (O, /Ox, /Qy,
/A), pour une homothétie, pour une translation.

12. Rappeler I'équation de la courbe C', trans-
formeée de la courbe C d'équation F(x,y) = 0 par une
transfation, une symétrie etc... Traiter le cas de la

_droite y = ax, la parabole y = ax2, 'hyperbole y =

a/x et le cercle x2+y2



EXERCICES CH2

1. Donner le domaine de définition de la fonction

donnée par
(a) f(x) = Ix-11 + (2x+3)/(14+x)2
(b) f(x) = 12-x] + (3x-2)/(2+x)3

2. Représenter le graphe de la fonction définie
par f(x) = x-|2x-1|. En déduire le nombre de solu-
tions de I'équation f(x) = b pour b = 0, pour b = 1.

3. Soient les fonctions

f(x) = x-1 ot g(x) = x2+x-3
Donner les domaines de définition de f, de g, la
valeur de gof(x) et le domaine de gof.

4. Soient les fonctions

I(x}) = x-2 et g{x) = (2-x2-x)1/2.
Donner les domaines de définition de 1, de g, de
gof et 'expression de gof{x).

5. Soient les fonctions

f(x) = (x-1)/(x+1) et g(x} = (x-3)/x.
Donner les domaines de définition de f, g, gof et
la valeur de gof(x). Résoudre I'équation gof(x) =
2.

8. Soient les fonctions

f(x) = x-1 et g{x) = Vxe1 - V2x.
Donner les domaines de définition de f, de g, de
gof et I'expression de gof(x).

7. Soient les fonctions _

f(x) = x+3 et g(x) = Yd4-x - 1V x-3.
Donner les domaines de définition de f, de g, de
gof et l'expression de gof(x).

8. On sait que le prix P d'un produit peut varier
entre 10 F et 15 F. Quelles sont les productions Q
possibles, si prix et productions sont reliés par la
relation

{a) Q-10P+2 = 0.

(b) PQ2 = 5.

(c} P2Q = 1.

9. A quelle condition ia droite d'équation ax+by+c
= 0 est-elle le graphe d'une fonction?

10. Déterminer la parité, {'imparité et la pério-
dicité éventuelles des fonctions suivantes:
(a) x - [x] (&) x - [sin(x)]+cos(2x)

(b) x — [x]+[-x]
¢} x — sinz(x)
(d) X — cos(x2)

() x - sin{x+n/3)

{(9) x —= Log( |tg x| )
(h) x = tg(2x)+sin(3x)

11. Soit f(x) = |x+1]+[x-1]. La fonction f est-elle
paire, impaire? Représenter son graphe et ré-
soudre graphiquement l'inéquation f(x) = 4 .

12. Seit f(x} = [x+1]-|x-1]. La fonction f est-elle
paire, impaire? Représenter son graphe et résoudre
graphiquement ['inéquation -1< §{x) < 1.

13. Soit f(x} = |x+1|+|x-1}]-2|x]. La fonction f
est-elle paire, impaire? Représenter son graphe
et resoudre graphiquement I'équation f{x) =

14. Soit {{x) = [x-1|-[x+1]. La fonction f est-glle
paire, impaire? Représenter son graphe et résoudre
graphiquement l'inéquation -1< f(x} s 1.

15. Soit f(x) = x2+2x-[x+1|+2. Représenter son
graphe et montrer qu'il admet un axe de symétrie.

16. Soit f(x) = [x|-|2-x]. Représenter son graphe
et montrer qu'l admet un centre de symétrie.

17%. (a) Montrer qu'une fonction paire et impaire
est identiquement nulle.

(b) Montrer que si f est une fonction impaire,
alors f(0) =

18#_ Soit f une fonction définie sur R. On note. f*
et I les fonctions définies par :

{f+(x) = H{x)+1(-X)
f=(x) = f(x}-f(-x)
(a) Montrer que f+ est paire, f~ est impaire et
que
f= %(f++f‘).
(b) Calculer f+ et pour f(x} = x3+x2+X+1.

19. On note [x] la fonction "partie entiére” de x.
Pour les fonctions f indiquées ci-dessous, donner
la (plus petite) période T > 0, simplifier
I'expression de f pour x € [0,T[ et tracer le

graphe de f.
(@) f{x) = 3x-[3x]+1
{b) f{x) = 2x-[2x]-1

20. Donner la (plus petite) période de |,
I'expression de fog(x) et la péricde de fog pour
(&) f(x) = [x}x et g{x} = 2x-1.

{b} f{x) = [x]-x et g{x) = 1-3x.



21, Représenter le graphe des fonctions f et g
définies par

f(x} = Yx-[x] et g(x} = x-[x] + \/X-[X]

22¥%. Montrer que si une fonction periodique f a une
plus petite période strictement positive T, alors
toute périods de f est un multiple entier de T.

23¥_ Soient f et g les fonctions définies sur R par
fix) =k (k € R) et

0 si x est rationnel
g(x) = . o

1 si x est irrationnel

Montrer que 1, 1/2, -5/4 sont des périodes de f
et de g. Déterminer toutes les périodes de f, de g.
En deduire que ni f ni g n'ont pas de plus petite
periode strictement positive.

24%, Soient f et g deux fonctions periodiques
ayant une plus petite période > 0, qu'on note res-
pectivement S et T. Montrer que si le rapport
S/T est un nombre irrationnel, alors f et g n'ont
pas de période communs.

25%, Montrer que si une fonction f admet deux
axes de symétrie distincts x = a et x = b, alors {
est périodique de période 2(b-a).

26¥%, (a) Montrer qu'une fonction f(x) définie sur R
qui est & la fois paire et monotone est constante.
{b) Montrer qu'une fonction définie sur R qui est &
la fois périodique et monotone est constante.

27%, (a) Montrer qu'une fonction péricdique de pé-
rficde T > O et bornée sur {0,T] est bornée sur R.
(b) Donner un exemple de fonction périodique non
bornée.

28, Soit f(x)= 1/x. Tracer son graphe. En dé-
duire le graphe de g{x) = 1/(x-2) .

Par quelle transformation du plan le second
graphe se déduit-il du premier?

28. Soit f{x) = x2-3|x|+1. Tracer le graphe de f.
La fonction f admet-elle un axe de symétrie?
Expliqguer comment, par des transformations
géométriques simples, on peut déduire de la
courbe représentative de f pour x = 3/2, le traceé
de toute la courbe.

30. Mettre la fonction f(x) = (x-2)/(x+3) sous la
forme f(x) = a + c/(x+d). Tracer successivement
les courbes d'équations suivantes:

y =1y = oy = cf(x+d); ¥ = a + c/{x+d).
En déduire le tracé des courbes d'équations
Yy = 5/x+3] ety = 1 + 5/[x+3].

31. Pour les fonctions f données ci-dessous, dé-
finir par des équations cu inéquations le domaine
de définition D; de f et représenter graphiquement
D¢ en hachurant les parties du plan qui ne sont pas
dans le domaine et en barrant les parties du bord
qui n'y sont pas.

(@) f(xy) = Vx+y
Yy-x 1

() fxy) = — —+ Log(x)

’
(c) fxy) = Log(:;)-+f

{d) f{x,y) = V1-x2 +\/1-y2

{e) f(xy) = Log{(2x+3y-2)(3x+y)}.
(f) fixy) = ¥ (x+2y)(2x+3y+1)

(@ fxy) = (y-x2-1)-1/2

(h) f(x,y) = Log{{x+y+2){x+y-2)} .

0 fooy) = Y (xey)/(y-22) .
() ftxy) = Log(y2-x) + Vx-y.
ey

Vx2+y2.4x

32. Pour les fonctions f données ci-dessous, dé-
terminer le domaine de définition de f (grace 2
des équations ou inéquations) et le représenter
graphiquement (on hachurera {a partie du pian re-
présentant le domaine en précisant si les bords
sont inclus ou exclus).

(k} 1(x.y) =

(a) f{x,y) = Log{2x+y-2)
1 1
() 70y = 3+ gty
1
{0) fixy) = Logly-x) + ~
Log(y-x+1)
dy f(x,y) =
{d) f(xy) m
(6} K(xy) = ——

M Ty = V x2ay21 + Vax2y2

L ye
{9) f(xy) = 20lx:y-)
*J2x+2y-x2-y2
(h) f(xy) = Log(x2+y2-1) + ¥

X



Q) f(xy) = Lo -2%x+3
, "*‘m——l,—mx_yz
2
) fixy) = —=2alxHy)

(k} f(x,y) = Log{36-4x2-9y2)

33. On considére la parabole d'éguation

Yy = -x2+6x-5. Déterminer son axe de symétrie,
tracer son graphe. Soit g la fonction de 2 va-
riables définie par

gix,y} = '\/y+x2-6x+5.
Représenter graphiqguement son domaine de défi-
nition (on hachurera la partie du plan représen-
tant lé domaine en précisant si les bords sont in-
clus ou exclus).

34. On considére la parabole d'équation
y = 3x2+6x. Déterminer son axe de symétrie,
tracer son graphe. Scit g la fonction de 2 va-
riables définie par

gixy) = \/y-3x2—6x.
Représenter graphiquement son domaine de défi-
nition (on hachurera la partie du plan représen-

tant le domaine en précisant si les bords sont in-
clus ou exclus).

35. Trouver le degré d’homogénsité des fonctions
suivantes:

(a) f(K,L) = K& L1-o

(b} fluv) = u® v&

(©) f(xy) = (xFaytex2y2)172

(d) f(P,Q) = (P2+QP)/(P+Q).

36. On considére la parabole d'équation

Y = x2-4x+1.
Déterminer son axe de symétrie, tracer son
graphe. La fonction X — x2-4x+1 est-elle injec-
tive? Quel est son ensemble image f(R)?

37. On considére la parabole d' équation

y = Xx2-2x+1.
Déterminer son axe de symétrie, tracer son
graphe. La fonction x —» -x2-2x+1 est-elle injec-
tive? Quel est son ensemble image f(R)?

38. On considére I'homographie

x - f(x) = (x-2)/(2x-3).
Donner les équations de ses deux asymptotes, son
centre de symétrie. Enfin déterminer la réci-

progue flde f {on n'oubliera pas de préciser le
domaine de définition de f'1) ;

39. On considére 'homographie

X = f{x) = (x+2)/(2x+3).
Donner les équations de ses deux asymptotes, son
centre de symétrie. Enfin déterminer la réci-
proque 1 de f (on n'oubliera pas de préciser le
domaine de définition de f‘1).

40. On considére 'homographie:

X = f(x) = (-2x-3}/{x+1).
Donner les équations de ses deux asymptotes, son
centre de symétrie. Enfin déterminer la réci-
proque f-1de f (on n'oubliera pas de préciser le
domaine de définition de1-1).

41. Tracer les graphes des fonctions suivantes:

(a) x > eX (b) x — elx!

) x » eIl {d) x — -l

() x - eXx-1 i) x — elx-1]

{9) x = iLogx]| {h) x - Loglx]|

{i) x - Log|x-1| () x —» ~Log|x-1]]|

k) x - xf(x+1) (N x - |x}/{x+1)
(m) x — (x-2)/(x-1} (n) x - |x-2]/{x-1)

42. La relation entre x et y
-4
Y+2%
definit-elle y implicitement en fonction de x? La
relation définit-elle x implicitement en fonction
de y? Dans les 2 cas, on justifiera sa réponse.

= X3

43. Dans les relations ci-dessous, quelles sont
les variables qui sont définies implicitement en
fonction des autres?

(@) y3+y+x = 0 (f) 2u+3y-w2 =0
(b) PQ-Q-1 = 0 (g) 2e3%°Y -5=0
(© P2Q-Q-1 =0  (n) exp((x+y)x2y) = 2

(d) u2+v2+w?2 = {

44. Montrer que la relation

xz+y2+yz-2z—x =0
définit implicitement z en fonction de x et y.
Expliciter la fonction z(x,y). Puis représenter
graphiquement I'ensemble D de tous les points
M(xy) du plan vérifiant z{(x,y) > 0.

45. La relation entre x et y

y-x2

y+1 =Xx2



définit-elle y implicitement en fonction de x? La
relation définit-elle x implicitement en fonction
de y? Dans les 2 cas, on justifiera sa réponse.

46. La fonction

X = f{x) = -x/{2x+1).
est-elle injective? Si oui, donner sen ensemble
image et sa réciprogque.

47. La fonction

X = f{x) = (3x-2)/{x-1)
est-elle injective? Si oui, donner son ensemble
image et sa réciproque.

48. Montrer que la relation
_ 2e*+3
eX.5
définit implicitement x en fonction de y. La fonction
-2eX4+3
X o
eX.5
est-elle injective? Si oui, donner son ensemble
image et sa réciproque.

49. Soit { la fonction dont le graphe est dessinég
ci-dessous.

{(a) Sur quels intervalles la fonction f est-elie in-
jective?

(b) Déterminer les ensembles f(R), f(R,), f(Rt) .
Ko7, K[.2D), ©([-1,.2]) et f([2,+e]).

Y
[
=} .

50. Montrer que les fonctions suivantes sont in-
jectives et déterminer leur réciproque. On préci-
sera e domaine de définition et I'ensemble image
de f ainsi que ceux de 1.

eX-3
(a) f(x) = ——

e*+1
) 1) = X I

1+\/;
(c) f{x) =Vx-3 +1

3vx-2
dy § = ——
(d) 1) = exp (s«/;HJ

51. Montrer que la fonction f{x) = x2-x est injec-
tive sur | = J-0,1/2] et sur J = [1/2,+<[ mais
pas sur R. Déterminer la réciproque de f|| et celle
de f| ;.

e )
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52%. Soit f une fonction injective. Montrer que:
(i) pour tout x € Dy, ‘(f'1of)(x) = X
{ii) pour tout y € f(Df), (fof'1)(y) = ¥.

53% (a) Montrer qu'une fenction strictement meo-
nolone sur un intervalle | est nécessairement in-
jective,

(b) Montrer en dennant un contre-exemple que la
réciproque est fausse. (En fait, la réciproque est
vraie si { est supposée en plus continue (Cf. Ch.8
Th.2.8)).

54% (a) Soit f strictement croissante Sur un in-
tervalle I. On suppose fof(x} = x pour tout x € |.
Montrer que f(x) = x pour tout x € I. (Indic.:
Montrer que f(x) > x et f(x) < x sont impos-
sibles). )
(b} Mentrer que le résultat est faux si "croissante™
est remplacée par "décroissante".

55. Montrer que la relation

2xy-2x+y-2 = 0
définit implicitement y(x) et x(y). Représenter
graphiguement ces deux fonctions. Montrer
qu'elles sont injectives; déterminer leur réci-
progue.

56. Soit D le plan R2 privé des deux points
mq(-1,1) et mo(-4,-2). Montrer que la relation

-xz-y2+yz-2z-x = 0 (avec (x,y) € D)
définit implicitement z en fonction de x et y,
Expliciter la fonction z(x,y). Puis représenter
graphiquement I'ensemble de tous les points
M(x,y) du plan vérifiant z{x,y) > 0.

57. Representer la ligne de niveau k de la fonc-
tion f dans les cas suivants.

(a) f(x!Y) = 2x+3y k = 1!2l-1‘
() f(x,y) = y2 k = 1,-1,42
(¢} f(x,y} = Log(x+y) k=0,1.
(d) f(xy) = 4x2+25y2 k = 100.
x2-x
{e) f{x.y) = exp 5 k=
y-y
4. .4
(M) fxy) = k<2
8-x2y2

(g) f(K.L) = VKL

58. Donner l'allure du graphe des fonctions sui-
vantes,

(@ f(xy) =
(€) H(x.y)

I
>

(b) f(x,y) = 1-x-y
2 (d) f(xy) = y3

il
g



(e) f(x.y) = x2+y2  (f) f{xy) = 2x24+3y2
(@ fxy) = 1-x2-y2 () f(xy) = y2-x2

WM 1xy) = Vx2ey2 () fxy) = V 9-x2.y2
59% Soit f(x,y) = o{ax+by) oll © est une fonction
d'une variable et a,b € R. Montrer que le graphe
de f est une réunion de droites. Donner des
exemples.

60%. Montrer qu'un graphe de révolution est in-
variant par rotation autour de Faxe Qz.

61. Soit f la fonction de deux variables définie
4x2

ar:
P 1/2
{xy) 2x-y2

Déterminer (grace a des équations ou des inéqua-
tions) le domaine de définition Dy et I?, la courbe
de niveau 2? Représenter graphiquement Dietls

62. Soit f la fonction de deux variables définie
par:

) _ !f2 1/2

(xy) = >

2y-x

Dsterminer (grace a des équations ou des inéqua-
tions) le domaine de définition Dj et _I}, la courbe
de niveau 1?7 Représenter graphiquement Df et I}.

exp (ML)

63. Soit f(x,y)
xzy—1

Quelle est I'équation de 12*P(2) 12 courbe de ni-
veau exp(2)? Cette équation définit-elle implici-
tement y{x}? x{y)?

64. Soit f(xy) = (MY—)B

y2x-1
Quelle est I'équation de I?, la courbe de niveau 8?
Cette équation définit-elle implicitement  y{x}?
x(y)?

65. Soit f la fonction de 2 variables définie par:
2

4y2-x

Quel est son domaine de définition? Le représen-
ter graphiquement. Montrer que les courbes de
niveau ¢ sont des paraboles sauf dans quelques
cas que l'on précisera. Les représenter pour ¢ =
1/4, 172, 1.

f(X,y) =
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REVISION CH2

1. Redéfinir les propriétés de parité, de pério-
dicité, d'injectivité d'une fonction & une variable.
Quelles sont les propriélés géométriques corres-
pondantes du graphe?

2. Quelles sont les coordonnées du symétrique
d'un point M(x,y) par rapport & A{a,b)? Scus
quelle condition sur f le graphe de f est-il symé-
trique par rapport & A? Donner deux exemples de
fonctions dont le graphe est symétrique par rap-
port & A(1,2).

3. Quelles propriétés permettent de réduire
l'intervalle d'étude d'une fonction 4 une variable?
Comment?

4. Dessiner le graphe d'une fonction qui soit

{a) paire et periodique

{b) impaire et non injective

{¢} impaire et injective,

Pourquoi une fonction paire n'est-elle jamais in-
jective?

5. Dessiner le graphe d'une fonction qui soit

(a) définie sur [0,1], non injective, d'ensemble
image [2,3]

(b) définie sur ]0,+e, injective, d'ensemble
image ]1,2[. Quel est alors e graphe de la réci-
proque? ¥

6. Ecrire la condition d’homogénéité d'une fonction
d'une variable, de deux variables. Quelle propriété
géométrique posséde le graphe d'une fonction ho-
mogéne de degré 1? Quelles sont les fonctions
d'une variable qui sont homogénes de degré 17

7. Soit f(x,y} une fonction de deux variables.
Quelle est la différence entre les ensembles sui-
vants?

(&) { (xy.2) [ f(x,y) = z et (x,y} € Dy}

(b) {z ] fixy) =zet(xy) e Df)

(€ { (xy) | fixy) = z ot (x,y) € D;}

8. Quel test géomeétrique permet de vérifier
Finjectivité d'une fonction d'une variable?
Comment trouve-t-on géométriquement les ants-
cédents d'une valeur image donnée pour une fonc-
tion d'une variable? de deux variables? Quelle est
la différence entre test des horizontales et test
des verticales?



9. Quelle est la difference entre la ligne de niveau ¢
et la section du graphe par le plan horizontal z = ¢?

10. Rappeler la définition d'un isoquant, d'une
courbe d'indifférence.

11. Représenter le graphe de la fonction de Cobb-
Douglas pour a = 1/2. Est-il invariant par homo-
thétie? Tracer les courbes de niveau, les sections
horizontales du graphe, les graphes des fonctions
partielles.

12. Quand dit-on que la relation F(x,y) = 0 définit
implicitement y en fonction de x? Donner un exemple
de relation F{x,y} = 0 qui ne définit pas implicite-
ment y en fonction de x ni x en fonction de v,

13. La consommation d'un bien est fonction du re-
venu R du consommateur, de son prix unitaire p
et du prix q d'un autre bien. Les fonctions par-
tielles sont-elles croissantes? décroissantes?
constantes? A quelle classification des biens ce
probléme conduit-ii? {Consulter un manuel
d’Economie).

12-



EXERCICES CH 3

1. On considere la cubigue d'équation
y = X3 +6x2+0x+3
Déterminer son centre de symétrie,
tracer son graphe. La fonction
X - x3+6x2+9x+3
est-elle injective?

2. On considére la cubique d'équation:
y = -x3+6x2-9x+1
Déterminer son centre de symétrie,
tracer son graphe. La fonction
X -x34+6x2-9x+1
est-elle injective?

3. Tracer la courbe C d'éguation

y = -x3+3x2-2x+1
Déterminer s'it y a lieu centre de symétrie et
points extrémaux. Discuter suivant la valeur de
k. le nombre de points d'intersection de C ¢t de la
droite y = k. La courbe symétrique de C par rap-
port & la premiére bissectrice est-elle le graphe
d'une fonction?

4. Tracer la courbe d'équation

y = x3-x24+x+1
Cette équation définit-elle implicitement x en
fonction de y? Peut-on expliciter x(y)? Montrer
que la fonction f{x) = x3-x2+x+1 admet une réci-
proque f-1; tracer son graphe et prouver qu'il
admet un centre de symétrie dont on précisera
les coordonnées.

5. Quel est le centre de symétrie du graphe d'une
fonction polynéme de degré 3 et qui admet les
points M4(-5,1) et M5(3,-3) pour points extré-
maux. Donner l'équation de ce graphe et le tracer.

6. Soit C la courbe d'équation y = ax3+bx2
(avec a = 0). Montrer les propriétés suivantes et
vérifier chacune d'elles sur l'exemple indigqué.

(a) O centre de symétrie de C ssi b = 0 {y = 3x3).
{b) O maximum relatif ssib < 0 (y = -x3+x2).

(c) O minimum relatif ssi b > 0 (y = x3-x2).

{(d} O extremum situé le plus & droite ssi ab > 0

(y = 2x3+3x2),

7. Tracer la courbe C d'équation

y (-5-x)/{x+1)
Déterminer les points d'intersection de C et des
droites Y = X, y = x+44, ¥ = x45 et y = -x-2.
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8. Tracer le graphe des fonctions suivantes:
(a) f(x} = (x-1H(x+1)

(b) 9(x) = (1-x)/(x+1)

() R(x) = {x-1}/|x+1]

(d) kix} = |x-1]/{x+1)

Lesquelles sont injectives? Préciser leur en-
semble image respectifs et leur réciproque
éventuelie.

8. Tracer sur un méme graphe les fonctions
(a) x2, x3, x4

(b) X1/2, x1/3, xi/4

(c) x1/2, x1/3 y-1/4

10. Tracer le graphe de la fonction

flx) = Vx+1.
Montrer que f est injective et trouver son en-
semble image. Déterminer sa réciproque 1.
Tracer le graphe de f-1.

11#, (a) Montrer que la réciproque d'une fonction
injective impaire est impaire.

(b) Montrer que la réciproque d'une fonction in-

jective croissante {resp. décroissante) est crois-
sante {resp. décroissante).

12. Simplifier les expressions suivantes
(a) 242/3 g1/3 301/3 g41/3
o) Y100 ()12

N .
{c) Log(e('1/2)) + Log(1/2) + Log(2'2\,;)
(d) Log(8V2), Log(27/V3), Log(9e2Ne)
(e) Log(a*Ves25), Log(e3*x5).

13. Simplifier les expressions suivantes {on les
mettra sous la forme alog(2)+blog(3)):

(&) Logl(6V3)3] - Log[(2V 6)3]

(b) Logl(6V2)3] - Log[(3V6)3)

14. Simplifier les expressions suivantes (on les
metira sous la forme a+blog{3)+clog(s)):

(8) Logl(15V5)3] - Log[(3V15)3]

(b) Logl(15V3)3) - Logl(5V15)3]

{¢) Log((45e)" 1%y + Log(1/15)

15. Simplifier les expressions suivantes (on les
mettra sous la forme a+blLog{2)+clLog (5)):

(a) Logl(10Y5)] - Log2V10)3]

(0) Logl(10V2)3] - Logl(5V10)3]

(c) Log((ﬁ ) + Log(100)



16. Donner l'allure des graphes des fonctions
suivantes:

(a) x —» 2% (@) x - 37X ()x— el

b) x> 3 (Hx—oeX ()x-o X!
{€) x - &¥ g) x — 2IX| (k) x » el-X
(d)x - 22X (hyx-3X @ x- elx1t

17. Soit f{x) = eX/(e2¥+1). Montrer que la
fonction f est paire.

18. On considére les deux fonctions suivantes:
ch(x) = (eX+e X)/2 et sh(x) = (eX-e X)/2
Etudier ces fonctions et tracer leur graphe.
Mentrer les relations suivantes:

| chz(x)_shz(x) =1
ch{x+y) = ch{x)ch(y) + sh{x)sh(y)

sh{x+y) = ch{x)sh{y) + sh(x)ch{y)
{ch(x))' = sh{(x)
{sh(x})' = ¢h(x)

(Les fonctions ch(x) et sh{x} sont appelées
respectivement fonctions "cosinus hyperbolique®
et "sinus hyperbolique).

19. Résoudre les équations suivantes.
(a) eX = ef-X (b) e3%X.2e°X = 0
() 2X% = 42X (d) 3%x-2x2 _ g

20. Résoudre les équations ou systémes
d'équations suivants:
(a) Log{x2-1) + 2Log 2 = Log(4x-1)
(b) e2X - 3 = 4 e~2X
(c) 4X - 122X + 32 =0
{ex e¥™% = 1
() (2%)Y = 64

21. Un capital initial de 15 francs est placé au
taux d'intérét mensuel de 1%. Quelle est
{'expression du capital acquis aprés 6 meis? Quel
est le taux d'intérét g instantané du placement?
Quel taux d'intérét annuel i, conduirait au méme
capital aprés un an?

22. Un capital initial de 15 francs est placé au
taux dintérét annuel de 12%. Quelie est
i'expression du capital acquis aprés 5 ans? Quel
est le taux d'intérét g instantané du placement?
Quel taux d'intérét i, mensuel conduirait au
méme capital aprés un an?

23. Un capital initial de 30 francs est placé au
taux d'intérét annuel de 40%. Quelle est
l'expression du capital acquis aprés 4 ans? Quel
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est le taux d'intérét g instantané du placement?
Quel taux d'intérét i semestriel conduirait au
méme capital aprés un an?

24. (a) Une somme d'argent A est placée au taux
d'interét annuel r. On suppose qu'aprés 3 ans et 4
ans, le capital vaut respectivement C(3) = 1080
et C{4} = 1296. Que valeni r et A?

{b) Méme question avec C(2) = 480 ot C(3) = 640,

25. Quelle fonction représente le croissance
d'une population qui est multipliée par 2 chaque
jour (resp. par 1,5, par 3, divisée par 3). On
supposera qu'au jour 0, la population vaut 10,

26. Un nénuphar double de taille chagque jour,
Sachant qu'au bout d'un meis, it occupe la surface
totale du bassin dans lequel il est placé, calculer
au bout de combien de temps il occupe seulement
la moitié du bassin.

27. Calculer pour les fonctions suivantes les
taux d'accroissement et taux de croissance pour
un accroissement Ax = 1, pour Ax = h, puis les
taux d'accroissement et taux de croissance ins-
tantanés:

(a) f{xX) = ax+b
(b} f{x) = ax2
(c) f{x) = alx

(d) f(x) = a/x2
(e) f{x)= 2%
) f(x) = (1+c)2X

28. Donner le domaine de définition des fonctions
suivantes:

{a) x - Vsin{2x) (e) x - 1/Log{1+sin{x))
{b) x > Log(tg{x)) (N x > Log(x) + 1/cos(x)
() x > 1/Log(sin(x)) (g) x » (3x-1)Leg(x)

@ x — Vx+tg(x)  (h) x - (Log(x))3%-1

29. Donner l'allure des graphe des fonctions sui-
vantes:

(a) x = sin{2x)
(b} x —» sin(x/2)
(c) X — sin(xz)
(d) x — sin(x3+x)
(8) x = sin{1/x)
(f} x =~ x sin{x)

{g) x = x| sin{x)
(h) x - xzsin(x)
) x = sin(x)/x
{) x - x+sin(x)
(k) x - x2+sin(x)
N x = (sin{x)"

30. Résoudre les équations suivantes:

(@) cos(3x) = V3/2  (b) sin(2x) = 1/2
(c) tg(x+2) = V3 (d) sin2(x) = cos2(x)
(e) V3sin(2x)+cos(2x) = a (a € R)

31. Exprimer cos(3x) en fonction de cos3(x) et
cos x. Résoudre 4cos3(x)—3cos(x) = 1/2.



32. Montrer que pour tout entier n 20, il existe
2 polyndmes Py, et Q, vérifiant:
cos(nx) = Py(cos(x))
{sin(nx) = 8in(X).Qp(cos(x))
Donner les formules reliant P, 1 et Qa1 & Py et
Q. Quel est le degré des polyndmes P, et Q,?

33. {a) Calculer sin{a) et tg{a) sachant gue
cos(a) = -3/5 et -x < o < -7f2

(b) Calculer sin{a) et cos{e) sachant que
iglo)=2et-mn<a< 0

{(c) Calculer cos(a) et tg{e) sachant que
sin{oe) = 1213 et 302 < a0 < -®

34* Notons RU{e} l'ensemble des nombres réels
auquel on a ajouté un point, le point & l'infini e,
On peut prolonger toute homographie f(x} =
{ax+b)/(cx+d) & RU{s} en posant

f{-dic) = = et f{e=) = alc.

{a) Montrer que f devient alors une bijection de
RU{s} sur RU{e}. '
(b) Montrer qu'étant donnés o, B, v dans R, il
existe une unique homographie {{x) telle que f(0)
=, f(1) = p et fleo) = 7.

{c) En déduire qu'étant donnés «, B, v, o', B.Y
dans R, il existe une unique homographie f{x)
talle que flo) = o' {{B) = B’ et fy) = ¥

35% (a) Montrer que si f est une fonction conti-

nue sur ]0,+e[, on a, pour X et y > O
Xy
If(t)dt = xjf(xu)du
X 1

{b) Démontrer la propriété fondamentale du lo-
garithme Logfxy) = kog(x)+bkop(y) (Indic.: écrire

1 1 1
Log(xy) = J. t—dt = f ‘t‘dt + J‘?dt
1 1 X

et utiliser (a)).
(¢) En déduire la propriété fondamentale de
l'exponentielle.

EVISION CH3

1. Quelles sont les 8 configurations possibles du
graphe d'une cubique de centre de symétrie
A(o,B)? A quel type appartient la cubique
d'équationy = ax3-x quand a > 0, quand a < 0?
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2. 8i f est un polyndme de degré 3, quel rensei-
gnement sur le graphe de f donne la dérivée se-
conde 7 la dérivée premiére '?

3. Le graphe d'une fonction homographique a-t-il
un centre de symetrie? Si oui, comment le
frouve-t-on? Uilise-t-on f"?

4. La réciproque, quand elle existe, d'une cu-
bique, d'un trindme, d'une homographie est-elle
une cubigue, un trindme, une homoegraphie?

5. Les polyndbmes de degré 0, 1, 2, 3 ont-ils un
centre de symétrie, un axe de symétrie?

6. Parmi les relations suivantes, lesquelles sont
vraies? lesquelles sont fausses? Donner des
contre-exemples quand la relation est fausse.

@ Vxey = Vx+ ¥y vy = Vx¥y

(b) (xa#y) = xM 4y (xy) = xMy"
() 1/x < 1/x2 six >0, sl x> 1
(d) 1/x®8 < 1P six>1etasb
{e) 1@ > 1P six<tetasb

N (x'lln)m = xt/nm

(9) (Xn)ﬂm = xA/m

(h) (xa)b = xa+b

7. Qu'appelle-t-on taux de croissance d'une fonc-
ticn? taux de croissance instantanéd? Quelles
fonctions ont un taux de croissance constant?

8. Dans guelle situation apparaissent les fonctions
x o (1+3)2% et x » (1+1)X. Sont-elles égales?
Y en a-t-l une plus grande que l'autre?

9. Parmi les fonctions étudiées dans ce chapitrs,
iesquelles vérifient

(a) f(xy) = f(x)+f(y)

(b) i(xy) = f(x}ily)

(¢} f{x+y) = f(x)+{(y)

{d) f(x+y) = H{(x){y)?

]

10. Comment obtient-on le graphe de la fonction
sin{x) & partir de celui de cos(x)? Rappeler les
propriétés des fonctions sin{x) et cos{x),



EXERCICES CH 4

1. Déterminer les points intérieurs, las points
adhérents, les points d'accumulation et les points
frontiéres des sous-ensembles de R suivants.

(a) A =101 U ]1.2

b)A=2

(c)A={1/n|ne N}

2#%. Montrer que si un point n'est pas intérieur &
un ensemble A, il est adhérent au complémentaire
de A. Montrer que si un point n'est pas adhérent &
un ensemble A, il est intérieur au complémentaire
de A. En deduire:

o T _ 8}
CA=-CA etCA=-Ca

2.1#, Vérifier les propriétés suivantes:

() & et RN sont des ocuverts.

(i) Toute réunion d'ouverts est un ouvert.

(iii) Toute intersection d'un nombre fini d'ouverts
est un ouvert.

Enoncer et démentrer des propriétés analogues
pour les fermeés.

2.2% Montrer que, pour A et B deux parties
quelconques de R™, on a:

0 0 o0
ABo AuB

(i AuB =AuUB et
. .9 0 o -
(i AnB = AnB et AnB ¢cAnB

Montrer que les inclusions de droite sont strictes
en général.

2.3% Soit A une partie quelcongue de R™. Montrer
que la frontigre Fr{A) de A est un ferms, que les
trois ensembles A, A et Fr(A) constituent une
partition de R™. Démontrer que

FriA) ¢ Fr(A) ; Fr() ¢ Fr(A) : Fr(A) = Fr(CA)

2.4% Donner un exemple de partie A de R pour

laguelle les 7 ensembles
~ 0O
2923

o _ 0
AAAAAAA
sont distincts. Montrer que pour toute partie A de
R, ona

wlolo
il

o
ol ol
1

ol

et

2.5% Soient O un ouvert et A une partie
quelconque de R". Montrer qu'on a
OnAc OmA

Montrer que le résultat est faux si on ne suppose
pas O ouven,
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3. Donner la définition de:
{a) lim f(x) =1
X3 4o
lim 5+
X—-1
Y- -0
{cy lim f{xy)
Xx—1
y—2°
lim
u—2z .
v 17t

{b) fixy) =

(d) fluvy =3

4. Donner la définition de:
(2) Jim f(t) = -
t—»3

(b) lim
X—-1
y-—»-ea
(¢)y lim fluv} =7
u—1
Vv—2©

{dy lim flx,y,z} = 2
X—2

flxy) = 5

y-17F
Ly -o0
5% En revenant a la définition, montrer que

2, ..
(@) tlimx3 =8 (b) x24x1
X— X

lim
4o x2-1

6. Etudier les limites suivantes
(@) f(x) = x-[x] (en 0)
{b) f(x) = x(x-[x]) (en 0O).

7%. Que peut-on dire d'une fonction périodique qui
admet une limite finie en +o?

8% Soit f une fonction ayant une limite L non nulle
en un point x,. Montrer qu'il existe un voisinage
de x, sur lequel f ne s'annule pas.

9%, (a) Soit f une fonction ayant une limite L en un
point xq. Montrer que
lim [f(x}] = [L|.
X—Xg
(b) Montrer que la réciproque est fausse.
(c) Montrer que la réciproque est vraie si L = 0,

10. Montrer qu'il existe A € R tel que, pour tout
X=> A ona:
x % < 1/x2

(Indic.: partir de lim x3e X = Q).
X—> o0
2 -
11. Seoit f{x,y) = XQﬂg‘l
X4y

Montrer que pour tout {x,y) = (0,0), on a
[f(xy)l < isinly)] .



En déduire la limite de f quand le point {x,y} tend
vers (0,0).

. x4+g3
12. Soit f(x,y} = .

x24+y2

Montrer que pour tout {xy) # (0,0}, on a

OO < %2 + y] -
En déduire la limite de f quand le point (x,y) tend
vers (0,0).

lim x+cos{x) = 4o
X—>+00

13. Montrer que
Hm 2[x]-x = +eo

X +o0
TR B
15. Montrer que x_')‘Tm x-3sin(x) ~ °

14. Montrer gque

16%. Soient f(x} et g(x) deux fonctions vérifiant

0=<f <
{0 < gg};; < ‘: pour tout x € R
et lim f{x)g{x) = 1.

X 400
Montrer que f(x) et g{x} tendent vers 1 quand x
tend vers 4eo,

17#%. Les limites suivantes existent-elleg?
Justifier votre réponse.

(a) f(x) = x sin{x) en +e
() fx) = e X eno
{c} f{(x) = x[x} en 0 et +=

18%, Les limites suivantes existent-elles?
Justifier votre réponse.

(a) f(x} = e* cos(x} en +eo

(b) f(x) = sin{1/x) en ©

{c) f{x) = x/(x+sin{x)) en 0 et 4.

1l

19¥%, Soit f une fonction menotone sur un inter-
valle |. Montrer qu'en tout point intérieur de |, f
admet une limite & droite et une limite & gauche
(pas forcément égales). (Indic.: S'inspirer de la
démonstration du Th.2.4(b})).

20. Soit f{x,y) = (x2+2y)/y2.

(a) Représenter sur un méme graphe, le domaine
de définition de f, la courbe de niveau -1 notée I
1, ia courbe de niveau 0, notée 19, la droite D
d'équation y-x = 0

(b) Etudier les limites de i{x,y) lorsque (x,y) tend
vers [0,0) en restant sur I'1, sur 19, sur D.

(c) Cette fonction admet-elle une limite en O{0,0)?

21. Soit f{x.y) = (x2+y)/(x+y2).
(a) Représenter sur un méme graphe, le domaine
de définition de f, la courbe de niveau -1, notée I

1, la courbe de niveau O , notée 19, la droite D
d'équation y-x = 0

{b} Etudier les limites de f(x,y) lorsque (xy) tend
vers (0,0) en restant sur -1, sur I°, sur D.

{¢) Cette fonction admet-elle une limite en Q(0,0)?

22. Soit f{x,y} = (Xy-x+y)yxy.

(a) Représenter sur un méme graphe, le domaine
de définition de f, la courbe de niveau 1, notée I1,
la courbe de niveau 2 , notée 12, la droite D
d'équation y+x = 0

(b) Etudier les limites de f{x,y) lorsque (x,y) tend
vers {0,0) en restant sur 1-1, sur I°, sur D.

{c) Cette fonction admet-elle une limite en O(0,0)?

2.y2
23% La fonction (x,y) . s A admet-elle
x24y2
une limite quand {x,y} tend vers (0,0)?

admet-alle

2,2
24% 1a fonction f(x,y) = xx_iyL

une limite quand (x,y) tend vers {0,0)?
25. Calculer la limite des fonctions suivantes aux

points indiqués entre parenthéses. On s'efforcera
de faire usage d'éguivalents.

-X+1
f = 0, 2, 00, ~OT
(a) f(x) 2.axea {en 90, -00)
2x+3x2
(b) f(x) =—~———=——(en 0, -2, 40,-00)
Vx2(x+2)2
() fx) = . (enaeten +a)

26. Calculer la limite des fonctions suivantes aux
points indiqués entre parenthéses. On s'efforcera
de faire usage d'équivalents.

5x34+2x2-x
(a) (x} =
x2.2x

Vx

—T————— (en 0% et too)
\ x+\f x+Vx

v [cos{x){cos(x/2)+sin{x/2))}]
= 2x-3=n

{en 0, 2, +o0,-00)

{b) f{x) =

{c) #x)
{en 3w/2 et o)

27. Calculer la limite des fonctions suivantes en
e, On s'efforcera de faire usage d'équivalents,

(x-1)¥3x+2
\'5x3—2

(&) f(x) =



Vax4-x5+x8

(x+x2)(2x-4x2)

31. Donner un équivalent simple et la limite au
point 0 des fonctions suivantes.

(b) f(x) =

() f(x} = \lx2+5x - '\/x2+1 (@ sin(3x) (b) sin{3x)
(d) f(x} = ‘\/X4+2X2 - %2 sin(6x) (5x+3x2)
Log(1+8x) sin2x
&) 10 = ¥ xBs3xs1 - V xB4x2-1 () by —— =
28. Calculer la limite des fonctions suivantes en e £08(3x)-1 () 1-cos(x)
=, On s'sfforcera de faire usage d'equivalents. (sin(2x))2 tg2x
3
Vx4 ix54x6 [Log(1+2x)]3 eX”-1
(a) fx) = — X *X (g) 5 ) o
(x+x2)(2x-3x2) e3%.1 xsin{2x)
xVx+x - 19(5x3)2 Log{1+x2)
o) {(x}y = {0 1-c0s(3x) )
x24+4x+1 2192(3x)
(¢) f(x) = Vx22x-2 - V x242x+2 k) V1+3x246% -1 M ~Sin(exT+x7) 2X2+X3 >
(@) 100 = Vx341 - xVxe1 , _ (3x+2x%+x7)

{m} sin{2x)-sin{2x)cos(x)

(e) f(x) = \lx6+3x2 - \/x5-3x2
32. Donner un équivalent simple et la limite au

29. Etudier les limites & droite et & gauche de x, de point 0 des fonctions suivantes.

la fonction f. Y a-t-1l une limite au point x,?

<216 " sin{2x) (b) Log(1+7x)
(a) f(x) = a] S %o =4 5x+3x% x2-x
i 2
x2-4x+4 (o) —2ndx) g e9+x%)
(b) (x) = W enXg =2 Vx24x5 @ 32t92(3x)
(c} f(x) = li:z(%)_[ en xg =1 {g) Log(1+3x3+5x2) (f) (1£3x2+6x) -
N Log(1-3x)]2 eX“-1
(@ 10 = 22 o 20 @ " sx M 2sin(ax) 2
_ (1-cos{2x))2 . Log{1+2x +-x3)
P ars ) (1-cos(2x))2
(e) () = \/ u‘l on Xg = 1 v (tg(3x2))3 ) (sin(2x))?
[x+ I tg{x)-sin{x) cos(5x2-x31-1 !
f) f(x) = = -1 k I
1 =x+ oy % RO (sin(2x))2

(@) f(x) = [x] + [-x] enxg =0
33. Calculer les limites suivantes.
30. Calculer les limites suivantes. (a) Him (1+x)1/X%
x—0

(@) m  Tog)

(b) lim x‘\[;
x—0

(b) lim (1+x2)1/X
X—0
(c) x“_”,"o(“"")”xm (n, m > 0)

(c) tim_ x1/X
x—0 34. Czleuler les limites suivantes.

(d) lim (x+¥x)Log(1/x) e
x—0 (@) lim [—/—
. X +oe | X
@ i, o1/x b) |_im0(1+2sin(x))”x
' X .n
) lim c) lim (1
M Nim (c) Him (1+ )
(@) lim e¥ \jx2+1 35. Donner un équivalent simple et la limite en o
X—too des fonctions suivantes.
) lim ‘M‘J— + x2e-X (@ fx) = (x2+2x)sin(3/x2)
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{b) f{x) = cos(3/x}
(©) f(x) = ¥ x34x4 [tg(4/\l"§)] 3
(@) f(x) = 3xZeX + 2
ex
) 100 = —2—
() 1) = “olEeTR)

(@) (x) = (3+2x)1/3-x

36. Donner un équivalent simple et la limite en «
des fonctions suivantes.
(@ f(x) = (x3+2x) sin(5/x2)
o) 10 = 19

. 4
(€) f(x) = (x+5x3) Log (1+2/x)

2%

dyf(x}y = —————>5-
() 19 xeX+2e2X
(e) fix) =x + '\/xn+1 {n>0)
() 1(x) (3 +x2)173 . x

3 3
(g) f(x) = '\lx3+x2 - '\/xa-xz

37. Donner un equivalent simple au voisinage de 2
de la fonction

{(x+1 )3

Vx3-4x

Quelle est la limite quand x tend vers 2 de la
fonction (x-2)f(x)?

f{x) =

38. Donner un équivalent simple au voisinage de -
3 de la fonction

Quelle est la limite quand x tend vers -3 de
(x+3)f(x)?

39. Donner un équivalent simple et la limite au
peint {0,0) des fonctions suivantes.

, x3+1
(@) f(xy) = sin{y) |~ 5
X

_ {cos(y)-1)2 sin(x)

{b) f{x,y) : !
{¢) f(x.y) = \/X5+x (%%?)

(@) f(xy) = °°S§(V)“1 srr;(x)

(e) f(xy) = sin(y) (ZX2+':?2XXS-2:E;2X+4)
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sin{x)
Vx24+x3

sin(3x) Log{1+2y)
exp(x2+x)-1

Représenter le domaine de définition de f. Donner

un equivalent simple de f(x,y) au

voisinage de (0,0). Quelle est la limite de f en ce

point? Quelle est la limite de f lorsque (xy) tend

vers (-1+,2)7

() f{x,y) = sin3(y)

40. Soit f{x,y}

41. Donner un équivalent simple et la limite
eventuelle des fonctions suivantes au(x) point(s)
indiqué(s) entre parenthéses.

(@) f(x) = Log(2-x)/(1-x)

(2-x)x (en 2 et en =)
{c) i(x}) = 3 exp(xz) {en O et =)

{dy f{x) = cos {n+x) (en Q)

(e) 1(x} = (x2+x3)1/3.x (en 0 &t +oo)

{en 1 et -w«)

x exp(1/2x) -x (en 0Ot et +w)
2

(H 164

(9) #x) = {en +w et 0F)

x2+Log(x)

42. Donner un équivalent simple et la limite

éventuelle des fonctions suivantes au(x) point(s)

indiqué(s) entre parenthéses.

{a} f{x) (x-1)Log(1-1/x} (en 1% et +oo)
Log(2+x)

(b) f{x) =

ex+1_1

(en -1 et +oo)

{c) f(x) = 2exp x3 {en 0 et en «)

{d) f(x) = sin (x/2+x) (en 0O)

_ 2eX-x2

 eX.ox2
x3+eX

2eX4x%e7X

{e) f{x) {en 0 et +)

(f) 1) =

(en 0 et oo}

43. Déterminer une valeur approchée des
nombres suivants

3
(a) A= V1 +s8in(2/100)
50

) A= Ve
{c) A =Ncos{1/100)

44. Détegminer une valeur approchée du nombre

(a)A:‘\jLog(H:—o) + 1
20
() A =cos { Ve-1)




45% Les affirmations suivantes sont-elles vraies
ou fausses?

(a) X = o(x2) pour X — 0, pour X -3 .
{b) x = o(\/;) pour X — 0, pour X — <,

(c) (f ~ xetg ~ x2)=> f+gn. X
pour X — O, pour x — eo.

(d(f~ xelg ~ x2) = f+g. x2
pour X — 0, pour x — oo,

(e) f ~ g = f-g = 0{g) pour x = x,.
Hf.g=12. g2pourx— Xg-

(@) f = o(@) = 2 = o(g?).

(h) 1-cos(x) = o{x} pour x — 0, pour x — oo,
{ X2-3%+2 = o(x-1) pour x — 0.

() f=o(x) = f=o(x%) pour x — 0 et X — o

46. Donner un équivalent simple au voisinage de 0
de ia fonction
(1-cosg2x_})2

(tg(3x2))3 -
Que peut-on en déduire quant & l'allure du graphe
de f au voisinage de 07

f(x) =

47. Etudier les branches infinies des fonctions
suivantes

(@) f(x) = \/8x3-+2x2+3
T (Vxe2)3
) 1x) = ¥ x+x2+Log(x)

3x2+2x+1
(©) fx) = =2
(d) f(x) = \/4x2-2x+|_og(3x)
(e) f(x) = Vx3-2x

(f) f(x) = Vix32x - Vx34x
3
{g) f{x} = V-x3+x2Log(x)

48. Etudier les branches infinies des fonctions
suivantes

(@) f(x) = §x+3)(\/;+1)
Vox34+1

(5) 100 = Y 8x2-6x-Log(x)

(@) 14

(@ f(x)

= X2'X+-2
2x34x2-%41
X241
3

= Vx2ix+1

{e) f(x)
3

() f(x) = Vx3+3x2
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3
(@) 1) = V-x3:x2vx

49% (a) En revenant a la définition, montrer que
la fonction Log est croissante,

(b} En déduire que la fonction exponentielle est
croissante.

(c} Montrer que Log(2) = 172

{d) En déduire que Log(2") > n/2 et que la fone-
tion Log n'est pas majorée.

{e) Montrer que la fonction exponentielle n'est
pas majorée.

B0. Trouver un équivalent au voisinage de 0, de
+eo et de - des fonctions ch(x) et sh(x) (Cf.
Ch.3 Exercice 1B). Utiliser ces résultats'pour
preciser le graphe de ces fonctions (allure en 0,
branches infinies...).

BREVISION CH4

1. Quelle différence y a-t-il entre point adhérent
4 un ensemble et point d'accumulation d'un en-
semble?

2. Quels sent les nombres x qui vérifient
fa) (Ve>0)x<eg)
b){Vve>0{x2<e)

() (V&> 0} [x-2 <e)

d) (Ve 1)} Ix2<e)?

3. On sait qu'une fonction f{x) vérifie l'inégalité
[f(x)| < 1/4100)2. On ne peut pas dire que f tend
vers 0 quand x iend vers +e, Pourquoi?
Mais si on sait que [f{x)] < 1/x2 pour x > 100,
alorsona lim f(x) = 0. Pourquoi?

X—+oo
4. Deonner des exemples de fonctions f(x}
(a) qui n'admettent pas de limite {finie ou infinie)
en +eo,
{b) qui n'admettent pas de limite (finie ou infinie)
en 0.
{c) qui n'admetient pas de limite en 1.
Donner un exemple de fonction de deux variables
qui n'admet pas de limite en (0,0).

5. Six <f(x) € x2 pour x =1, que valent les li-
mites de f en 1% et en +e. Quel théoréme du
cours utilise-t-on?

6. Quelle est la régle de comparaison exponan-
tielle, puissance et logarithme. En quels points



s'applique-t-elle. Donner des exemple ol elle ne
s'applique pas.

7. Deux fonctions équivalentes en un point ont-
elles une limite en ce point? Lorsque c'est le cas,
que peut-on dire de ces fimites? Si deux fonctions
ont fa méme limite en un point, sont-elles équiva-
lentes en ce point?

8. Comment trouve-t-on un équivalent d'une
fonction polyndme en 0 et en +7 Quelles sont
les 7 fonctions dont il faut connalitre un équiva-
lent en Q7

9. Donner un exemple ol la somme des équiva-
16nts n'est pas un éqliivalent de la somiie.
Comment peut-on faire pour trouver un équiva-
lent des fonctions x+sin(x),

eX+x et ‘jx2+1+x en 07

10. Si {(x) et g{x) sont équivalents en O, a quelie
condition peut-on affirmer que

(a) f(x+1) et g({x+1) sont équivalents

(a) {(») et g(x} sont équivalents

(a) f{u(x)) et g(u{x)) sont équivalenis?

11. Comment compare-t-on deux infiniment
grands? '

12. Les fonctions suivantes sont-elles des infini-
ment grands en +<? Les classer.

(a) fix) = 2 (b) f(x) = Vx
(c) f(x) = e¥/1000  (d) f{x) = X
(e) f(x) = Log x () f(x} = x100
{9) f(x) = x

13. Rappeler la procédure d'élude des branches
infinies. d'une fonction d'une variable. Donner de
nouveaux exemples pour chaque cas.
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EXERCICES CH 5

1. Etudier la limite des suites suivantes. En don-
ner si possible un équivalent simple.
() up = (n2-2)/(n+3)

3

Vn642n3-1

(b} tp = (Vn+1)2(n-n2)

{c) up = Log(n)r\/;
{d) uy = Log(1/n)
(e) up = %

(f) up = cos(3/n)

]
(@) uy = (1 + ;T
(h) up, = (n2+2n)sin(3/n2)

(i) upy = \jn2+5n Vn 2+1

\/n +n2 '\/n l’l2

2. Etudier la limite des suites suivantes. En don-
ner si possible un équivalent simple.

) uy =

(@) up = 2n3-n
n- 1.+n-n3
o2
(0} U = n-2
(c) up =o1/n
(d) up = (nen)iln

() uy = (1+m)1/20

n
(9) up =n(V5-1)

(h) up = VLog(n+1)-VLog(n)
3

(i up = Vn3+2n -n

3#. Etudier la limite des suites suivantes.

(a) u, = 2n/3n-1

(b) up = 1/(n+cos(n))

(©) Uy = n szlngn)
ne+1

{d) uy = n/{n+sin(n})

4* Etudier la limite des suites suivantes.
(@) uy =an! (a>0)
{b) upy = Cp {ot p est un entier fixé et Cp désigne
le coefftcnent binomial
n{n-1)...(n-p+1)
C?l = pl

_22.

(c) up = CB/m2 (p fixé, a > 0)
(d) up = CB/mM (p fixe)

5%, (a) Soit n un entier > 0. Montrer que pour tout
entierptelque 2<p<n-2 ona

cP > nin-1)2
(b) On considénre la suite (Uy)nsp définie par

un =z 1cpP
=0

Montrer que pour fout n =2 3, on a
2{n-3)
n n(n 1)
(c) En deduire la fimite L de la suite (uy)n.q ainsi
qu'un équivalent de up-L.

2
2+—<un52+
n

6%, {a) Montrer que pour tout entier n,
@sVa)nieVane z
{b) En utilisant (a), montrer que la suite (Uplnao
définie par
up = sin((2+¥3)")

tend vers Q.

7. Les suites suivantes sont-elles majorées,
minorées, bornées, convergentes?

fa) up =n+ 1/n
() uy = cos3(n)
(c) uy = -e

(d) up, = el/n

8#, {a} En revenant & la définition du logarithme,
monirer que

1(n+1) <
En déduire

(D) que la suite {Uplnso de terme genéral
1 1

Up = 1+§+... o
a pour limite oo,
{c) que la suite (vp)pspo de terme général

Vn = Up-Log(n)
est décroissante et minorée, donc convergente.
{Sa limite est appelée constante d'Euler-
Mascheroni et vaut approximativement
0,577215661).

Log{n+1}-Log(n) < 1/n.

9%, Soit (uy)nsp la suite définie par

uy =1 etugyq =‘\f3un.

(a) Montrer que la suite {up)n.g st majorée par

(b} Montrer que pour tout x € [0,3], on a



3x-x =z 0
et en déduire que la suite (Upg)p.p est croissante.
(c} Montrer que la sulte (Up)psg COnverge vers 3.
(d} Retrouver le résultat de (¢} en exprimant u,
en fonction de n.

10. Montrer que les suites (Uy)ps0 et (Valnso
définies par:

L
.+
n!

n(nl) (n > 0)

sont des suites adjacentes. {Elles sont donc con-
vergentes; on peut montrer que leur limite est le
nombre e}.

11. Soit x un nombre réel. Les suites (ug)y>q ot
{(Vn)n>o des approximations décimales de x par
défaut et par excés sont respectivement définies
par

[10Nx] v [107x]+1
= on nT o qon

Montrer que les suites (Up)g.q €t (Vhlnsg sONt
des suites adjacentes. Quelle est leur limite?

12#. Les suites suivantes sont-elles conver-
gentes?

(a) up

(c) uy

1)+
(-1)"/2n

3 nio, 3
> = (s )
= 01)n(n-1)/2

(b) up
(d} up

13#, Montrer que si les deux suites extraites
(uz2n)n=>0 €t (U2n.1)n>0 dune suite (Up)nuo
convergent vers la méme limite L, alors la suite
{Up)nso converge vers L.

14%, Soit (uy)psp 12 suite définie par
up =1 si n est premier
Up =0

(a) La suite (uy)q.p est-elle convergente?

{b) Mentrer que foute suite extraite du type
{Ukn)n>0 oU k est un entier = 2 est convergente.
(c) Montrer que la suite de terme général vy =
up/n est convergente, Donner sa limite.

sinon

15%. Mentrer qu'une suite (Uplpsp Croissante qui
admet une sous-stiite convergeant vers un
nombre réel L converge elle aussi vers L. (Indig.:
On pourra commencer par montrer que la suite
(Un)n>0 est majorée).

16#. Etudier la suite (up)p.q définie par
{a) uy = 3/2 et Uy, q = f{uy) ol f(x) = x2-2x+2

-213-

(b) uy =4 etuy,y =fuy) ol f(x) = B/(x+1)

17¥. Etudier la suite (uy)pq définie par
{a} uq =32 et uy,q = flup) ol i{x) = *x24+4x-2

(b) uy =4 etuy,q =fuy) ol f{x) = (-2x+7)/{2x+3)

{c) uy = w2 et upy, ¢ = f{uy) ol f(x) = sin(x)

18%, Etudier la suite (Un)nsp définie par ug =b
(avec b > 0) et up,1Up = (a+u2)/2 (avec a > 0).

19%_ Soit (). la suite définie par uy = a et
Ungy = Hup) ol f(x) = ;" up®-2up+3.

{a) Montrer que si a € [2/3,2], alors la suite
{Uninsp converge vers 2,

(b) On suppose a ¢ [2/3,2]. Montrer que u, > 2
pour teut n > 0, puis que la suite de terme général
Vp = Up,1-Uy st croissante. En déduire que la
suite (Up)psp tend vers +oe,

20%. Soit {uy)nsp la suite

V2, (V2. (\/E)(\/E\E),

ol, de fagon générale, uy,q = (V2)Un,
(Indic.: montrer que up < 2 pour tout n, que f(x) =
(\E)X est croissante etc...).

21#, (Suites récurrentes affines d'ordre 1).

Soit (up)nsp Une suite verifiant la relation:

(*) upyt = aup+b pour tout n > 0,

el a e b sont deux réels donnés et a = 0.

(@) On suppose a # 1. Montrer que l'équation x =

ax+b a une unique solution ¢ € R. Montrer qu'on a

alors: '
(Up-a} = an-1 (ug-a) pourtoutn > 0.

{Indic.: faire une récurrence). Conclure quant a la

convergence de la suite (Un)n-o-

{b) Montrer que si a = 1, on a u, = uy+(n-1}b

pour tout n > 0. La suite {up}n.g converge-t-ella?

{¢) Vérifier graphiquement les résultats

précedents.

22% (Suites récurrentes linéaires d'ordre 2).
Soit (Up)psp une suite vérifiant la relation:

(") aupyo+bup, q+cup =0 pour tout n > 0,

ol a, b et c sont trois réels donnés et ac = 0.

On pose P(X) = aX2+bX+c.

{a) Montrer que si t est une racine réelle de
Féquation P(t) = 0, la suite (7)o vérifie {*).
{b) On suppose que le trindme P{X) a deux racines
reelles t4 et tp distinctes. Montrer que le
systéme



oty +Blo =

{at‘?-yﬁtg = Up
a une solution unique {c,B). Montrer qu'on a alors:
up = at?+Btg pourtouin > 0
{Indic.: faire une récurrence).
{c) On suppose que le trindme P(X} a une racine
double t. Montrer que le systéme
ﬂ.t-l-Bt = U1

{at2+2|3t2 = Ug

a une solution unique {c,B}. Montrer qu'on a alors:
Up = at"+Bnt" pourtoutn> 0

récurrence; se rappeler que t = -b/2a).

(Indic.:
23% (Suites récurrentes homographiques).
Soit {Ug)pp une suite réelle vérifiant la relation:
az+b
cz+d

{*} upet = flup) (v n > 0) avec f(z) =

obadbc+0etcs0{a b ce R).

(a) A quelle condition sur a, b, ¢, d I"équation f(z)
= z a-t-elle 2 solutions o et B réelles distinctes?
{b) On suppose que cette condition est rempiie et
gue uy #a. On pose

un-B
V= —
Montrer que, pour tout n > 0, on a
. co+d
Vn+1 = kVn ou k = CB-I-d

En déduire que vy, = k" 1vy pour tout n > 0.
Conclure quant 4 Ia convergence des suites (vp)n-0
et (unlpso-

(c) Que se passe t-il si uq = a? Que se passe t-il si
I'équation f(z} = z n'a pas de solution réelle?

24#, (Suite de Fibonacci). Soit (Up)sq 12 suite
définie par u{ = 0, us = 1 et la relation

{(*} Upyo =upq+Up pourtoutn > 0.

(&) Montrer que, pour tout n, u, et u,, 1 sont deux
entiers premiers entre eux.

{(b) Exprimer up, en fonction de n. (Indic.: utiliser
I'exercice 22).

(c) Etudier la suite de terme v = Upq1/Un (N > 2).
{Indic.: remarquer que vp,.1 =1+ 1/iq)

25% (Moyennes de Césaro). Soit (a,)n0 Une suite
& termes positifs non nuls. On suppose que la
série de terme a,, est divergente.

(a) Soit (up)ng une suite convergeant vers L = 0.
Montrer que la suite de terme général

_24.

ak“k / Zak
k=0
tend vers L = 0.
{b} Montrer que le résultat subsiste si {a limite L
est un réel quelconque. (Indic.: introduire la suite
de terme v, = up-L et utiliser {a)).
(c) Montrer que le résultat subsiste si L = #eo .

26%. (a) Soit {(Vnin-0 une suite réelle telle que
Vn41-vp fend vers L. Montrer que vp/n tend vers
L. {Indic.: appliquer I'exercice 25 avec ap = 1 et
Up =Vn41-Vn)-

(b) Soit (Wpip-0o une suite & termes >0 telle que
Wn.p1/Wp tend vers L. Montrer que. '\/— tend
vers L. {Indic.: appliquer le (a} avec v =
Log{wn)).

27#. (Cf. Prop.4.3). Soit (up)y.q Une suite
termes positifs. Montrer que [a suite (Up),.p des
"sommes partielles”

U, =
est croissante. En déduire que la série de terme
up est convergente ssi la suite {Uy)pp est majo-
rée.

U1 +U2+...+Un

28%. Etudier la convergence des séries de terme

général
3
(a ) 13 (b) NV n2+5 v n2in
(1+n-n2)2
© Yn+isin(i/n2)  (d) Log(n2+1)-2Log(p)
-{yn '
(d —31—”— (e) (sin{n)sin{1/n))2
n2+cos(n)
(- )n( 2 )
{ : 3" +1 (g) Log(n)/n?
nv-n
al (2
(@ @R ") 2
3n42
. h (7.
Ul o \IFT

29%. Montrer que les séries de terme up sont
convergentes. Calculer leur somms.

n. n
@) uy =av1 (at<1) (o) 2382

1
d =tog[1- —
@ o= tog(1- ;)

1 1
A0 2Un =T )

{©) uy = 1/(n2-1)

{Indic




30%. (Régle "n®u,"). Soit (Uy)n.g UNe suite &
termes positifs.
(a) Montrer que si n%u, tend vers 0 avec o > 1,
alors, pour tout n suffisamment grand, on a:
0<u, <1/n
En déduire que la série de terme uj, est
convergente.
(b) Montrer que si n%up, tend vers +e avec o < 1,
alors, pour tout n suffisamment grand, on a:
up 2 1/n%
En déduire que la série de terme u,, est divergente.

31¥, (Régle de Cauchy). Soit (uy)n.p Une suite &

termes positifs. On suppose que L = lim un”n
: N—+oo

existe.

(a) Montrer que si L < 1, alors il existe M < 1 tel

que, pour tout n suffisamment grand, on a

0<u, s MP
{Indic.: cheisir M dans [lintervalle ]L,1[ et écrire
la définition de L = lim u, /0 pour & = M-L).

En déduire que la sB2'd3 terme Uy est
convergente,.

(b) Montrer que si L > 1, alors il existe M > 1 tel
que, pour tout n suffisamment grand, on a

up 2 MA.
(Indi¢.: choisir M dans l'intervalle ]1,L[ et écrire
la définition de L = lim u, 1M pour & = L-M).

En déduire que la sBrig*dd terme uy, est divergente.

32% (Régle de D'Alembert). Soit (Uy)nsq Une suite
a termes strictement positifs. On suppose que
L=_lim up, . q1/u, existe.
(a) Rokirer que si L <1, alors il existe M < 1 et
un entier ng, tel que, pour tout n = ng, on a
0<up,q € Mup
(Indic.: choisir M dans lintervalle ]L,1[ et écrire
la définition de L = n Hmmunﬂlun pour e = M-L).
En déduire que, pour tout n > ng, on a
0 <uy <MM™No uy,
et que la série de terme U, est donc convergente.
{p) Montrer que si L > 1, alors il existe M > 1 et
‘un entier ng, tel que, pour tout n z ny, on a
Upyt 2 Mup
{(Indic.: choisir M dans l'intervalle ]J1,L[ et écrire
la définition de L = _lim ug, q4/fuy pour e = L-M).
En déduire que, poupfé)u'li"?] 2nNg, ona
tp 2 M No
et que la série de terme u, est donc divergente.

REVISION CHS5

1. Donner des exemples de suites définies

-25-

- par une formule explicite

- par une relation de récurrence d'ordre 1, 2, 3.
- d'une autre fagon;

Calculer les premiers termes.

2. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou
fausses? Si non, donner un contre-example.

(a) Une suite qui tend vers +== est croissanie.

{b) Une suite décroissante de nombres positifs est
convergente.

{c) Une suite convergente de nombres positifs est
décroissante.

{d) Une suite croissante non majorée tend vers oo,
(e} Une suite non majorée tend vers oo,

3. Rappsler les résultals principaux sur les
suites monotones, les suites adjacentes.

4. Comment montre-t-on gqu'une suite n'a pas de
limite, finie ou infinie?

5. Rappeler les régles de convergence pour les
séries et donner un exemple pour chacune d'elles.

6. Une série dont le terme général tend vers 0
est-elle convergente? Donner des exemples (ou
contre-exemples).

7. Quelles sont les séries de référence qu'on
utilise pour montrer la convergence d'une sérig?
et celles pour montrer la divergence d'une série?

8. Soit (Un)n-0 uUne suite telle que jup, | ~ 1/n.
La série de terme u,, est-elle divergente? Donner
des exemples {ou contre-exemples). La réponse
change-t-elle si la suite est & termes positifs?



EXERCICES. CH

1. Etudier la continuité des fonclions suivantes en
précisant Ja nature des discontinuités éveniuelles.
Peut-on les prolonger par continuité?

. sin{x) si x z n/4
{38} cos{x) si x < /4

2. _
{t) ﬁ_—ﬁ {a) Vx cos{im
(dy {1+x)¥ {e) ¥ ,
(fy (14x1/% (g) Loglx- )

1
{h) exp(m) {a<t<h}

2. Déterminer les valeurs des paramdtres a ot b
pour que la fonction f définie par

5 pour X < -2
fix}) = yax+b  pour -2 5 x <1

Log(x} pour x> 1
soit continue.

3. Déterminer les valeurs des parameétres a, b et
¢ pour que la fonction § dsfinie par

x+2 pour x < -1
fix} = yaxZ+bx+c pour -t st 1
x+2 pour x » 1

solt continue et vérifio #0) = 0.

&. Détarminer los valeurs du paramétre a pour
que ia fonction T soit continue, . T

(@) (%) = ﬁ"'“”m pourx <o

e¥-a pour x = 0
1 82X. ¢ ‘
- tix i

b} H(x) = xe + sl x <0
a2{x+1) sixz0
faxs{ax}2 pour x 2 1

e} 1 = {cos(mx) pour x < 1

5. Pour quefls valeur de a peut-on prolongar par
continuité les fonctions suivantes?

‘Ja‘x Log{2-x} si X< 2 . .
{a) f{xy = 1eX-1.a . “
v six>2
b4
(x+1) Log{1+x) si x> -1
(b} i{x} = a5 . R
R si X « -1

6. Peut-on prolonger par continuité en’0 les
fonctions suivantes? Si non, est-ce possible &
droite, & gauche?

(d) Hxy) =

@ [Log(1+2x)1 5 2x+3x234x4
t-cox{2x} @x_s
@ edX . 4 exp{4x2)-1
ax2ed - 1 sin(3x)
@ 3x2-px3 9 tg{2x}
x+5x%2.3x4 m’a
@ exg;.ngd . ® (e8%1)2
2x sin{3x} Log(1+5x2}
0 Logg‘cosgxu - i _sin{tgfx}}
sin(x) Joos{x) - 1

7. Donner un équivalent simple au voisinage de -3
de fa fonction

f{ X} = L

x+3 42 g
Psut-on prolonger | par continuité en 37 A
droite, & gauche de -37 Peut-on prolongsr la

fonction g(x) = {x+3){x) par continuité en -37

8. Eludier la continuité des fonctions suivantes.
Peut-on les prolonger par continuité en (0,047

singx2+x2-§
2x2+2y2
193(x) sinty?)
x2 Log{1+y)
20(x2+2y2)
”sx"’(eyzja-T
x2 Log{i+v)
x2ey2

{&) fny) =
{b) ey} =

fe} fixy) =

9. Soit f{xy} = {(y2+2x)/x2. Représenter sur un
méma graphe le domaine de définition Dy do fet
les courbes I-! et ¥ de niveau -1 et O de f.

_(a) Etudier des limites de {x,y) lorsque {x.y}
tend vers {0,0) en restant sur -, sur (0.

{b} Peut-on prolonger iz fonction f par coniinuité
an {0,0)7; .

10, Solt f{x,y) = exp{x/{x-y}). Quel est le do-

maine de définition Dj de 2 Existe-+-il dos points

; ' de 82_\Df ot on puisse prolonger f par conti-
P inuité? -

T 11, Solt H{xy) = (Xy+x+yYxy.

26~

{2} Représenter sur un méms graphe le domaine
da définition Dy de { et les courbes I'l et I° de ni-
veau -1 et 0 de {




{b} Eiudier ta limite de i(x,y) lorsgue (Xy) tend
vers (0,0) en resiant sur fa partie de la droite v
= X suge dans ls premier quadrant.

{c) Peut-on prolonger la fonction f par continuité
en {0,007 .

12. Soit fixy} = &2-yM(x-y2).

{a) Représenter sur un méme graptie le domame

de définition Dy de f et les cowrbes 11 et P de ni-,

veau t et 0 de £
{b) Etudier les limites de Hx.y} lorsque {x,y}
tend vers {0,0) en restant sur i, sur 10,
{c) Peut-on prolonger la fonction f par contmuna
en {0,0)7 : ) .

-
13% Soit f une fonetion continus en x, et g une
fonction discentinue en x,.
{2) Montrer que f+g est discontinue en X,.

{b} Montrer (a) est faux st on remplace T+g par fg.

{c} Montrer que si de plus 1{x,) = 0 alors fg est
discontinue en x,.

14#, {a} Menirer que si une fonction T est cantic-‘
nue en un point myg, alors Hf est également conti-
nue en My,

18%. (a) Montrer: Isinpx)| £ %) pour tout x e R.
(indic.: Revenir 4 la définition de sinfx)}.
(b)y-En déduire gue la fonction sin est continue en 0.
{c} Montrer que la fonction cos esf continue en 0.
{Ecrire $inx + cos2x = 1)
(d) En écrivant sin{x,+h} en fonclicn de sin(k) et
cos{h), montrer gue

ATO sin{xy+h) = sin(xs)

En déduire que |z fonction sinus est confinue en
tout X5 e R.

{e} Montrer que les fonctions sin, cos et tg sont
des fonctions continues.

8% Soient f et g deux fonctions équivalentes au
voisinage de . Montrer qu'll axiste o > 0 tel que,
powr tout x € Ja,mf,

3 3
5 1800} < 161 < 3 1960

:20#. {a) Montrer qu'il existe un voisinage | de 1
181 que, pour lout x € |, on ait 8% < (x+1)2.
" (b} Plus généralement, soient f et ¢ sont deux

{b} Varifier que si a et b sont deux nombres réels .

quelconques, alors | .
o a+b + Ja-b
max{a,b) = L‘%L‘“-[
min{a.b) = a«r_ﬁ_—;iz-_!zi

{c} Monirer que si f el g son! continues en my, -
alors les fonctions max{i,g) et min{f,g} sont con-
finves en mg.

15%. Soit (Up)pp une suite définie par une rela-
tion da récurrence d'erdre 1

Unei =Hup) stug=aeh,
ol f est une fonction continue sur B, Montrer que
st la suite {Unlnmp @ une limite L R, alors L est
nécessairement un point fixe de f [Le,, (L) = L).
{lndic.: s'inspirer de Pexemple 3 du §2 du ChS5})

16¥. Montrer quil peut arriver dans la situation
de Pexercice 15, it peut arriver que f ait en point
fixe mais que ia suile (Up)p.g Ne converge pas.

17%. Solt A un sous-ensemble de R. Montrer
qu'un nombre réel x est adhérent & A ssi il existe
une sulie (an}n. d'Aléments de A qui converge
vers x, (indic.: Ecrire les définitions et s'inspirer
de la démonstration du Th.1.5}).

“fonctions continues en X telles que i{x,) < glxp)-

Montrer qul existe un voisinage 1 de 1 sl que,
pour fout x ¢ I, on ait {x} < glx).

. 2a* Solent { et g deux fonctions continues sur

{ﬁ,bl. On suppose f{a) = gla) et f{b) £ afb).
Kontrer que les graphes de f et de g se coupent au
moing une fois. {Indic.: Considérar Ia ionction

1{x)-g{x}}

22%. Soit { une fonction continue sur [0,1] pre-

. nant ses valeurs dans [0,1}. Montrer que f a au
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moing un point fixe (C'est-&-dire; il existe x5 ¢
[0,1} tel que fx,) = Xg) (ladic.: considérer la
fonction fx3-xj.

23%, Montrer que si a5 < D, alors 'Squation
M eanx™ s raixeay =0
admet une racine positive.

24% Montrer que Péquation tg{x) = X a une ra-
¢ine dans chaque ntervalle de la forme
J-mi2+kn,wi2+ka] ot k e Z.

24 1% Solent (%} et g(x} deux fonctions
conginues ot positives sur un intervalie {ab]. Cn
suppose de plus que f(a) = g{b} = 0. Monltrer que
pour fout 2 =0, if existe ¢ € fa,b] tel que

(e} = rglc).



25¢. (a} Un intervalle de R peut &tre ouvert,
fermd, semi-ouvert, boné, non bomé alc...
Combien y a-t-il do ypes d'intervailes?

{b} Montrer quion peut caractériser les inter-
valles de Ia fagon suivanis: :

{*) ln sous-ensemble | de R est un insrvalle ssi -

pour tous ¥, y € 1 1eis que %-< y, e segment ix.y] "

ast contenu dans L

{indig.: introduire fas bomes supérieu:esael infés.

rieures de | quand elles existent}.

25.9%. Soit #{x) une fonction définie sur R tetle
que x!im i{£) = +oo. Soit K une partie bomée de

—yon

R. Montrer que Yensemble noté +HK) défini pans .

g =xe R e K.

est bomeé, -

26t (a) Solent alaq.ap) et biby,bp) deux points
ds R2. Montrer que les points du segment joignant
a & b sont de la forme

mi{{i-t)ay +thy ,(1-1)a2+1b2}

oute 0] ‘
{b} Scient B = B{m,,T} une boule {ig., un disque) "
do R? et alaq.ag) ot bibybp) deuX points de B.
Montrer que le segment joignant a & b est conteny
dans B. {On dit que les distjues gont des ensembies

. CONVEXESs).

v .

97¥. Soient f(x.y) une fonction Gontinue suF une
bouie B de RZ et afaq.ap) et biby.bo) deux poinis
de B. On suppose que fne gannule pas sur B
Montrar que f{s) et i{b} sont du méme signe.
{ingdlg.: appliquer le théoréme des valeurs infer-
médiaires & la fonciion e(t) définie sur [0,1] par
ol = K(i-Day+tby.(1 Hay+ibz)).

g% Soit f{xy} une fonction continue sur une boule
B de 2. Montrer que [image par f de B est un in-
tervalle de R. (ndic.: Utliser Pexercice 27}
Géndraliser le résullal -3 t{x1,....xn) fonction
continue sur une boule B de U

29. Soit { la fonction définie par
Xx+1 gj x < -1
fx) ={x3+1 si-1sx<1
4x sixz
Trager e graphe da . Montrer que § est stricte-
ment croissante et continue sur R. Délerminer sa
réciproque.

30#, (a) Montrer que Péquation y2ayex = 0 dé-
finit imphicitement y{x}. -

{b) Monirer que la fonction x — y(x) est definie
sur B et a pour ensemble image R.

{¢} Montrer que la fonction ¥ — yix} est siicte-
ment décroissante. .

{d} Conclure gue la fonction x -» (%} ast_coniime
et injective. Quelle ost sa réciproque?

21%. Soit i une fonction définie sur un intervalle 1.
En utilisant fes Th.2.5, Th.2.7 et Th.2.8, montrar

. qut y a équivalence entre les asseriions suivantes.

. 2{) f est continue ot injective.

iy fest strictement monotone el I'ensemble
“image par { de best un intervalie.

32, Donner les valeurs des expressions sui-
vames.

(@) Atcsin(¥3/2}
©) Arctg-1V3)

(o) Arces(-1/2}
(dy Ascsin{l}

43. Donner les valews des expressions sul-
vamnes.

{a) sin{Arcsin{-1/2)

{b}. Arcsin(sin{5n/8})

{c}. _Mccos(cos(—xlﬂ}

“1d) tglAretgi2m)

‘349, Erablir les relations suivantes:

{a) Arcsin{-x} = -Arcsin{x}

{b} A“;csin[x) + Arcos{x) = W2

sin{Arcos{x})) = ‘\! 1-x2
) N7 x2

tg{Arcos(X}}) = x

sos{Arcsin(x)) = v 1-x2

) : X
tg{Arcsm(x}) =
2
1
cos{Arctg{x}} =
'\] 2
(e) 1+X

X
sinfArcig{x}} = T—=
stx) \J1+):2

25, Parmi les ensembies suivants, lesquels sont
fermés? lesquels sont bormés?

{a) {0,11 U 23] o} [0,1[ U 11.3]

(@ {2 ine N7} @ {2 ine NI U0
{ej N* HR

{gy @
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36%. Soient f(x) et g(x) deux fonctions continues
sur [0,1]. On suppose que pour tout X € [C,1], on
a 0 < f{x) < g(x).
(a) Montrer qu'il existe k > 1 tel que pour tout x
€ [0,1], on ait g{x) = kf(x).
(b) En déduire que la suite de terme général

1

a ()Y’
Ih= J-(f('x)) dx

0
tend vers +oo,

37%. Soit f(x) = x" + ap.¢x" 1 + ..
On suppose que n est pair.

(a) Montrer qu'il existe A > 0 tel que pour tout x
tel que |x} > A, on ait f(x) > f(0).

(b) En déduire qu'il existe un réel x5 verifiant
f(x) = {{xg) pour tout x e R. (Indic.: montrer que
Xg tel que f{xg) = min{f(x) [ x € [-A,A]} con-
vient).

+agx + ag.

38%. Soit f une fonction continue sur {a,b] pre-
nant ses valeurs dans [a,b). On suppose que,
pour tout x e [a,b], [f{x})| = |x].

(a) Montrer qu'il existe x, € [a,b] vérifiant {f(x)|
< |f{xg)l, pour tout x € [a,b].

{b) Montrer que ¢ = f(xg) vérifie [f(c)| = [c|.

39% Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a,b]. Montrer que l'ensemble image f([a.b]) est
un intervalle [p,M] fermé et borné de R. (Indic.:
combiner le Th.2.5 et le Th.2.12).

40. Donner un encadrement de lintégrale | de f
sur lintervalle [a,b] indiqué, pour

(@ f(x) = x2 ; [-2]

b) f(x) = 1/x ; [1.a] (& > 1)

(En déduire une minoration de Log{a}).

() f(x) = 1N X241 : [-2.1]

41. Démontrer que si f est continue sur un inter-
valle |, on a, pour a,b,c dans |

c c b
Jiydx = fipgdx - [f(x)dx
b a a

42% Démontrer, en revenant a la définition, que
si f est continue sur un intervalle [a,b] et k et h
sont des nombres réels non nuls, on a

b q kb+h

Jitkx+hydx = " ff(uydu

a ka+h

43% En utilisant l'exercice 42, montrer que
{a) Si f est une fonction continue sur R et pério-
dique de période T, on a, pour tout a € R,

a+T T
[txyax = f{x)dx
a 0

{o) Si f est une fonction paire continde sur R, on
a, pourtout a € R,

a a
Jiadx = 2 [i(x)dx
-a 0

{c) Si f est une fonction impaire continue sur R,
on a, pour fout a € R,

a
fixydx = 0
=a

44%. Soit f une fonction continue sur [a,b]. On
suppose que f(x) > 0 pour tout x € [a,bl. Montrer

que b
fiydx > 0

a
{Indic.: Utiliser les résultats du paragraphe §2.4),

45% Soit f une fonction continue sur [&,b]. On
suppose que f(x) = 0 pour tout x e {a,b] et quiil
existe xg € [a,b]btel gue f(xy} > 0. Montrer que

[ixydx > 0
a

{Indic.: Utiliser les résultats du paragraphe §2.2).

46%, Soit f une fonction continue sur fa,b]. On
suppose que

[iildx = o
a

Montrer que la fonction f est identiguement nulle.
(Indic.: Deduife le résultat de l'exercice 45).

47%. Montrer que le résultat de l'exercice 45
devient faux si on ne suppose plus f continue.

48%. On dit qu'une fonction f est uniformément

continue sur [a,b] si

-20.

(Ve>0)(3a>0)V xye [ab])
{Ix-yl < a = [{x)-f{y)] <€)

{a) Ecrire la définition de "f continue sur [a,b]"
et faire la différence avec la définition ci-dessus.
(b} Démontrer l'énoncé (a) du Th.3.1 en supposant
f uniformément continue. {Indic.: poser

ey = max{|f{{x)-fo(x)| | x € [a,b]}
et montrer que la suite (en)n..p tend vers 0).



REVISION CH6

1. Décrire divers cas de discontinuité en un point
Xo. Donner des exemples graphiques.

2. Quelle propriété de la fonction f: x — x2+3x
permet d'affirmer que Iim1 f(x) = 47
X—

Trouver une fonction f telle que (1} = 4 et pour
laquelle lim f(x) = 4
X—1

3. Soit f une fonction d'une variable. On note

Ly = x]_’f?g f{x) et Lo = xli}r;la f(x)
Que peut-on conclure

(a)sily =Ls

(bysily #Ls ?

4. Soit f une fonction d'une variable. On note

L4 =(x )Iim({J 0) f(x) et Lp = x )Iim(0 0) f(x)
-) T 1 ——> 1
(e OX (X1 Oy
Que peut-on conclure
(a)siLy =Llo

(b)siLy=#lp ?
5. Enoncer les deux formes du théoréme des va-
leurs intermédiaires. Rappeler pourquoi elles sont

équivalentes.

6. Que peut-on dire d'une fonction continue sur un
intervalle et qui prend ses valeurs dans Z?

7. Donner des exemples d'ensemble fermés et pas

bornés, bornés et pas fermés, ni fermés ni bornés.

8. Quelle différence y a-t-il entre les propriéiés
suivantes?

{a) T est bernée supérieurement sur E

{b) f a un maximum sur E.

9. Rappeler les propriétés de base de lintégrale.
Les iliustrer graphiquement.

10. Rappeler le principe de la construction de
l'intégrale des fonctions continues.
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EXERCICES CH 7

1. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes.

(a) f(x} = x3V 1 -x

(b) fx) = {\]x-1 six 21
‘_ V-x+1 six < 1

2. Soit
‘ -e1/x six < 0
) = xe(x-1)/x2  six >0

Montrer que f(x) peut étre prolongée par conti-
nuité en 8. La fonction ainsi prolongée est-elle
dérivable?

3. Soit

si X 20

flx) = 5i X 0

{xzsin(wx)
0
Montrer que la fonction f est dérivable.

4#, Soit f(x) une fonction admettant une direction
asymptotique y = ax en +w«. On pose

{tp(x) = 1/1{1/x) six >0

¢(0) = O
Montrer que la fonction ¢ est continue et déri-
vable & droite de 0. Quelle est sa dérivée @y(0)?

4.1#. (a) Soit f(x) une fonction dérivable en a.
fla+h)-f(a-h)
2h
(b) Montrer que la réciproque est fausse; c'est-
a-dire, trouver un exemple de fonction pour
lequel la limite ci-dessus existe et qui n'est pas

dérivable en a.

Montrer que lim = f'{a).
9 h—0 (@)

5. Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
(@) x3%2 () 2x eX-1sin(2x)

(©) Log 4)(2 +1
X“+4
(e) v sin(2x)

(d) sin(3x) exp(¥x)
() (tg())-Loglsin(x})
6. Pour chacune des fonctions suivantes, calculer

les dérivées d'ordre 1, 2 et 3. Généraliser en
établissant une formule pour la dérivée p-iéme.

{a) xn {b) 1Hax+b)M
(c) cos(2x) ) Vx
(e) (2x)" (fy Log(x)

7. Soit f(x) = exp(tz). Montrer que

fR)(t) = P, (bexp(t?)
ol Pp{t) est un polyndme de degré n. Vérifier la
formule
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Pnat1() = 2P (1) + Py (D).

8*. (a) Montrer que la fonction f{t) = exp(tz)
vérifie

fin+1)ny = 21Nty + 2nf(n-1)(n)).
En deduire que

Pre1(t) = 2tPp{t) + 2nPq_q(t)
ol les Py(t) sont les polyndmes de l'exercice 7.
(b} Déduire de {a) et de l'exercice 7 lidentité
suivante satisfaite par Pp(t):

Pal(t) + 2tP3(1) -2nPu(t) = 0

9. Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2
des fonctions suivantes.

(@) fxy) = (y+2)¥+2

(b) fixy) = e¥*¥oos(y)

(¢} f(xy) = (cos(xy))!/5

(d) flxy,z) = (xy)¥?

10. Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et
2 des fonctions suivantes.

{a} f(x,y) x(y+1) - 3

(b} f(x,y) = X’ cos(y)

(c) fixy) = x¥

{d) f(x.y,z) = Arctg{y/x)

5.2
11. Soit f(xy) = eXp(x—;f— ).

Montrer que pour tout {x,y) € Dj, on a:

af af
X3x%¥) *+ Ya lxy) = 0

12. Soit f{x,y) = Log(x2+y2). Montrer que lpour
tout (xy) € R2\{(0,0)}, on a;

et 221
2tey) + a——(yZ Xy) = 0

13. La distance | parcourue par une automobile
roulant a vitesse constante v pendant un temps t
est donnée par la formule

| = vt
Vérifier que

2l 3tav

atavat ~

14. Déterminer les primitives de T sur des inter-
valles inclus dans Dy

(a) f(x) = cos{x)

(¢} f{x} = sin(ax) (a = 0}
(&) f(x) =@ (az )
{9) f(x) = xT {r = -1)

{b) f{x) = sin{x)
(d) f(x) = X
) f(x) = a¥ (@ = 1)



15. Montrer que la fonction définie par
{f(x) = Log(2x) six >0
f(x) = Log(-3x) six <0
est une primitive de 1/x sur R*. La fonction
Log|x] en est une autre; a-t-on f(x)-Log|x| cons-
tant sur R*? Pourquoi?

16. Déterminer les primitives des fonctions sui-
vantes (sur un intervalle inclus dans Dy).

(@) f(x) = \/—"é——
X<+ 1

(b} 1(x) = x2eX°

{c) f(x) = sin{x)(cos(x)y3
(d) H{x) = tg{x)

(e) f{x) = (x2+1)/(x3+3%x+1)2

17. Déterminer les primitives des fonctions sui-
vantes (sur des intervalles inclus dans Dy).
(a) f(x) = 1/x
(b) f{x) = Log{x)
{c} f(x) = 1/{xLog{(x})

1
18%. (a) Montrer que 1, = Jsin(nt)dt tend vers O
quand n tend vers +e. O
{b) Plus généralement, soit f{x) une fonction con-
tinue, pét}gdique de période T > 0 et telle que

Jiat = o.

0 1

Montrer que J,, = ff(nt)dt tend vers 0
0

quand n tend vers +w,

19%. (Preuve de la Prop.1.11). Soient u(t) une
fonction dérivable et de dérivée continue sur un
intervaile {a,p] et f(u) une fonction continue sur
l'intervalle image | = ¢([a,B]). Soit F(u) une
primitive de f sur I. Montrer que, pour tout x e
[e,B], les deux intégrales

u(x) X
[f(uydu et _ff(u(t))u'(t)dt
u(e) o

valent .
F{u(x))-F(u(e}))

20. Déterminer les primitives des fonctions sui-
vantes (sur un intervalle inclus dans Dy).

{a) f{x) = xeX

(b) f(x) = x2cos(x)

(c) f(x) = Arctg(x)

21. Calculer l'intégrale

Vo
i= stin(xa)dx
0
Expliquer ensuite ce que représente lintégrale |
sur la figure ci-dessous.

__911

N

?\\f

Yz x 4in(x*)

22. Représenter le graphe de la fonction xsin(x).
Calculer lintégrale
T
| = f xsin({x)dx
0
et indiquer sur son graphe ce que représente
l'integrale |.

23. Soit f la fonction définie par
{f(x) exp(1/(x-a){x-b)) si a<x<b

f{x) =0 si x<a ou xzb
(a) Montrer que { est continue sur R.
(b} On prend a = -2 et b = -1. Soit F{x) la primi-
tive de f qui s'annule en a. Montrer que le graphe
de F a la forme ci-dessous.

/

-2 A

A5

>
o x

(¢) Tracer le graphe de la fonction G définie par
G(x} = F(-|x]}. {La fonction G est appelée fonction
"plateau”; son intérét est qu'elle est infiniment
dérivable).

24" Soit & un nombre réel > 0.
(a) Montrer que pour tout entiern 2 2, on a

n+1 n
dx 1 d
X 3 X
X% n& x &

n n-1
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{b) En déduire que pour tout entier N = 2, on a
N+1

dx 1 dx
1X L d X
x& n% x©
(c) Calculer les termes de droite et de gauche et

conclure que la série de terme général 1/n% est
convergente si a > 1 et divergente si 0 <o £ 1.

25%_ (Intégrales de Wallis). On pose, pour n = 0
/2

Ih= I(sin(t))"dt
o

(a) Montrer que 0 <l < w2 pourtoutn 2 0.
(b) Montrer que ia suite (l,)..q est décroissante
et minorée. Que peut-on en conclure?

{c) Smt e >0 En découpam l'intervalie [0'*“] en

(0,53 et -2

P ] montrer qu '‘on a l‘lnegallte:
<
0<lh s 2(sm

'“)) +

En déduire que la suite (In)q-0 tend vers 0.
(d) Montrer, grace & une intégration par parties
que pourtoutn=2, ona
n-1
ln="7"h-2

{e) En déduire les formules, pour p 2 0

lp, =—2RM T
2P T o2ppn2 2
: 22p(pn2
2p+1 = (apii)
{f) Montrer que _!_ig_‘m'nﬂﬂn = 1.
(Indic.: remarquer que 1,1 < 1,).

{g) En déduire que
24p+1 (E!)4
lim
n—+e5(2p+1){(2p)!)2

25.1¥%. Pour tout entier n > 0, on pose
e

I = J(Log(i))” dt.

(a) Montrer que 0 < |, < e-1 pour tout n 2 0.

(b) Montrer que la suite (lp)n.o ©st décroissante
et minorée. Que peut-on en conclure?

(¢) Scit ¢ > 0. En découpant Fintervalle [1,e] en
[1,e- } et [e .e], montrer qu on a l'inégalite:

0<l, < (e 1)(Log(e- )) +

En déduire que la suite Un)n>0 tend vers 0,
{d) En faisant une intégration par parties,
montrer que pour tolt n > 0, on a

ini1 = e-(n+1)ly

-33-

En déduire l'inégalité
e
PP P S
n+2 = M7 n+
et un équivalent simple de I,

26. Déterminer une valeur approchée des
nombres suivants.

{a) @ = 1,9987 x 3,0008

(o) o = e9-1Log(0.9).

(€) o =4(1e,1)1/4(3,9)1/2.

(d) o = N(1,0)34(2,1)3

27. Déterminer une valeur approchée des
nombres suivants.

(a) A = (2,01)(0,98)2.
60,2

(b) A= 0.8

{c) A= !

\/(2,9985)2+(4,0003)2

28. Approximer la valeur de f au point indiqué.

{a) f{x.y} = tgixy) ; (0.997,0.24)
(b) f(x,y} = '\/x2+y +z2;  (3.01,4.02,11.98)
(c) f(x,y) = sin{rxy) ; (1.97,2.05).

29. Déterminer une valeur approchée de la lon-
gueur de l'hypoténuse h d'un triangle rectangle
dont les ¢otés perpendiculaires sont de longueur
5,13 cm et 11,87 cm.

30. Déterminer une valeur approchée du volume V
d'une bolte rectangulaire dont la base est un carré
de c6té 3,95 m et la hauteur mesure 3,05 m.

31. Déterminer une valeur approchée de la sur-
face V d'une boite rectangulaire ayant pour di-
mensions 3,019, 3,979 et 11,973.

32. Un automobiliste veut parcourir 150 kms en
2 h.. Il couvre les 75 premiers kms en 1h 1mn.
De combien doit-it augmenter sa moyenne dans la
seconde moitié du parcours pour atteindre son
objectif?

33. Calculer la differentielle des fonctions sui-
vantes.

(a) z = 2x3+xy? en fonction de dx et dy

{b) z = sin(x) + cos{xy) en foncticn de dx et dy

u w .
{cyz= v e fonction de du, dv et dw

34. Calculer la différentielle des fonctions sui-
vantes.



(@) z = x/y2 en fonction de dx et dy
(b) z = 2P en fonction de dp et dg

{c)z = en fonction de drds et di.

r2+rs

35. Calculer dz/dt dans les cas suivants
(a) z=

= x2+;v— avec x = el+t et y = sin(t?)
(b} z

x3+(y2/x) avec x = €5 ot y = sind(t)

il

36. Soit z = ue¥ avec u = i2+s ot vV = &1,
Donner l'expression de la différentielle dz en
fonction de du et dv, puis en fonction de dr et ds.
En déduire les dérivées partielles 0z/dr et dz/ds.

37. Soitz = sin(u‘2v) avec U =15 et v = r4s.
Donner l'expression de la differentielle dz en
fonction de du et dv, puis en fonction de dr et ds.
En déduire les dérivées partielles dz/dr et 9z/9s.

38. Soit z = (sin uv!1/4 avec u = Log(v)
Exprimer dz en fonction de du et dv, puis en
fonction de dv seulement. En déduire la dérivée de
la fonction

g(v) = [sin{Logv)] v1/4

39. Soit 2 = cos{uv), avec u = sel et v = teS.
Exprimer dz en fonction de du et dv, puis en
fonction de ds et di. En déduire les dérivées par-
ticlles 0z/ds et dz/at.

40. Soit x, v, u et t quatre variables liées par
u = Log{i+x+y), x = 214 , y = 2-1
{a) Calculer du/dt
{b) Donner une valeur approchée des accroisse-
ments de X, ¥, et u si t varie de 2 & 1,99.

41. Soit x, y, u et t quatre variables liges par
U=vVxy, X = 2t+1 , y = 3142

(a) Calculer du/dt

(b) Donner une valeur approchée des accroisse-

ments de x, y, et u si t varie de 2 & 1,99.

42#* Soit z = f(x-y). Montrer que

9z dz
ax oy
43#% Soit w = f(x-y,y-z,z-x). Montrer que

dw dw dw
ax+ay+az"

44. Une automobile roule a 20 km/h sur une
route qui croise perpendiculairement une voie
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ferrée, i un train s'approche de lintersection a
100 km/h, & quelle vitesse la distance entre
'automobile et le train diminue-t-elle quand
'automobile se trouve & 0,5 km de l'intersection
et le train & 1,2 km?

45, Trouver dy/dx pour y(x) solution des equa-
tions suivantes.

() yS+ye¥X+x = 0

(b) x3+4x2y-3xy2+2y3+5 =0

(c) XY + Log{y/x) + 15 = 0

46. Trouver
I'équation

yeX + e¥sin(x) = 0.
Calculer y(0), puis déterminer un équivalent de
y({x) au voisinage de 0.

dy/dx pour y(x) solution de

47. Trouver y(x} solution de
I'équation

ycos{x) + xe¥ = 0.
Calculer y(0}, puis déterminer un équivalent de

¥(x) au voisinage de 0.

dy/dx  pour

48. Exprimer dz/ox et dz/dy en fonction de Xy

et z pour z = z{x,y) solution des équations sui-

vantes.

{a) x - yz + zcos(y) = 0.

(0) x222 - 2xyz + 29y2 =
1 1 1

Xey+z 2

2

"
{c) . y+z+

49. Exprimer dz/0x et dz/dy en fonction de x.,y
et z pour z = z(x,y) solution des équations sui-
vantes.

(a) 23 4724x-2y=0

by 23 +26Y +x +2y =0

50. Déterminer un équivalent des fonctions sui-
vantes au voisinage du point indiqué.
(a) f(x) = 3%-x3 en x, =3

\/x3+3x2-2

©) 100 = =

nXg =1

51. Trouver la limite quand t tend vers 0 de

_ sin{t)-t _ sin(3t)-sin(t)
(@ fth == ®) 1) = = g 20 tg(t)

52% (a) Soit f une fonction continue en 0.
Montrer que si f(x) = o{x}), alors { est dérivable
en 0 et {{0)= f(0) =
{b)} Soit

0.



sl x =2 0

x3sin(1/x)
f(X) N { 0 si x =0

Montrer que f est dérivable en 0, que f(x) = o(x2)

mais que f n'est pas 2 fois dérivable en 0.

53. Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
En deduire 'équation de la tangente & la courbe y

= f(x) au point indiqué.
X

(@ i(x) =« ——— ; Mo(0,0)
416+x2
x2-1

(&) f(x) = exp(, 3] mg(1,1)
-3

© ) = opp) 5 mo@1)
Xc-4

@) fx) = e¥%sin(x) mM{0,0)

(e} f(x) = x2X ; mg(1.1)

M f(x) = Vx6.3x3 me(1,2)

54. Déterminer l'abscisse du point A sur la fi-

gure ci-dessous.

Ys Gx"

®J

/A

55. Soit y(x) = x* (o 2 0). Tracer le graphe de Ia

fonction y pour

différentes valeurs de o

(inférioures et supérieures 4 1). Etudier fa varia-

tion de la tangente au point (1,1) en fonction de a.

56. Montrer que la droite L d'eéquation y = 9x-5 est
tangente au graphe Gy de ia fonction f définie par
f(x) = x3+3x2, Déterminer le point de tangence Mj.
Existe-t-il un autre point Mp du graphe Gj ol la
tangente soit paralléle & L? Vérifier graphiquement

ses résultats.

57. Trouver la direction du plan Oxy dans la-
quelle f augmente le pius rapidement au point
donné.

(@) f(xy) = Log(x2+y2) ; my(2,0)

(o) fixy) = Y oXv2 ; mo(1,2).
Dans queile direction les fonctions ci-dessus dé-
croissent-elles le plus rapidement en my?

58. Le masque & oxygéne d'un alpinisie fuit. Si la
surface de la montagne a pour équation
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2 = 24-x2.2y2
et si l'alpiniste se trouve au point A(3,2,7}), dans
quelle direction doit-il aller pour descendre le
pius rapidement?

59. Pour f(x.y), ¢ et my donnés ci-dessous, don-
ner I'équation de la courbe I? de niveau ¢ de f ot
colle de la tangente D A l"’ au point mg.
Représenter If et D sur un méme graphique.

(a) H{xy) = Log{y-x%) ;¢ =0 ;mp(-1,2)

{b) f(x,y} = 2xy-3x+y+3 ; ¢ = 6 : my(1,2)

(©) f(xy) = y242-x ; ¢ = -2 ; mgy(5,1)

60. Pour 1{x,y), ¢ et my donnés ci-dessous, don-
ner I'équation de la courbe i° de niveau ¢ de f et
celle de la tangente D a l? au point mg,
Représanter I? et D sur un méme graphique.

(@) f(xy) = Log(x-y?) ;¢ = Log 3 ; mo{SJE)
(b) f(x.y) 2x2+3x-y+7 yC=4; my(-1,2)

(© fx.y) = 2XY ;e =4 ; my(1,2)

il

61. Pour chacune des courbes suivantes, donner
un vecteur normal ainsi que I'équation de la tan-
genie au point indiqué.

(a) C: x3~3x2y+y2 =5 ;
(b) C: eX°Y¥ =2 ;

m°(1 ,‘1)
my(1,Log 2)

62. Soit f la fonction de 2 variables définie par

y2
2y-x2
Déterminer son domaine ds définition ainsi que la
courbe de niveau 1. Les représenter graphique-
ment. Enfin déterminer I'équation de la courbe de
niveau 2 ainsi que celle de sa tangente au point
B(-2,4).

f(x,y) =

&

63. Soit Q = Q(K,L) une fonction de production de
Cobb-Douglas

Q= K1/312/3
{a) Caiculer les productions marginales 3Q/3K et
oQ/dL relatives au capital et au travail,
(b) Montrer que cette fonction est homogéne.
Vérifier I'identité d'Euler.
{c) Quelle est I'équation de la tangente & la ligne
de niveau 45 au point (K,,Ly) = (125,27).
(d) Donner une valeur approchée de
laccroissement de production induit par un ac-
croissement de 0.1 du travail et du capital au
point (Kq,Lq).

64. Soit @ = Q(K,L) une fonction de production de
Cobb-Douglas



Q= K1/4.3/4
(a) Calculer les productions marginales 2Q/dK et
2Q/0L relatives au capital et au travail.
{b) Montrer que cette fonction est homogéne.
Vérifier lidentité d'Euler.
(¢} Quelle est I'déquation de la tangente a la lgne
de niveau 54 au point (KL} = (16,81).
(d) Donner une valeur approchée de
l'accroissement de production induit par un ac-
croissement de 0.1 du travail et du capital au
point (Kg,Lg)..

65. La fonction z(x,y) est définie par
22 = x242x4y2-4y ;220

(a) Calculer les dérivées partielles de z.
(b} Représenter sur un méme graphique les
courbes Ig et Ig de niveau 0 et 2.
{c) Donner les équations de

- la tangente & 1 en (0,0)

- la tangente a IE en (2,2)
Reporter ces droites sur le graphique.

66. La fonction z(x,y) est définie par
72 = y2+2y-x ;2290

(a) Calculer les dérivées partielles de z.
{(b) Représenter sur un méme graphique les
courbes I3 et l; de niveau 0 et 1.
(c) Donner les équations de

- la tangente & 1 en (0,0)

- la tangente & I; en (-1,-2)
Reporter ces droites sur le graphique.

67. Soit f(xy) = eX-(x+2)y
{a) Calculer le gradient de f.

On suppose dans les questions (b} et {c) que

e couple (x,y) varie sur la ligne de niveau Q.

{b) Cette condition définit-elle implicitement y en
fonction de x?

{c) Calculer dy/dx de deux fagons.

(d) Quelle est I'équation de la tangents a la ligne
de niveau -1 au point (0,1)?

(e) Quelle est I'équation du plan tangent au graphe
de f au point (0,1,-1)?

(f) Donner une valeur approchée de f(0.01,0.98),

68. Soit f(x.y) = e X-{x+1)y

{a) Calculer le gradient de f.

Cn suppose dans les questions {b) et {c) que

le couple (x,y) varie sur la ligne de niveau C.

(b} Cette condition définit-elle implicitement y en
fonction de x?

(c) Calculer dy/dx de deux fagons.
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(d) Quelle est I'équation de la tangente & la ligne
de niveau -1 au point (0,2)7?

(e) Quelle est |'équation du plan tangent au graphe
de f au point {0,2,-1)?

(f) Donner une valeur approchée de {0.01,1.98).

69. Soit C la courbe plane d'équation
2x2-4xy+y2+2 = 0

Déterntiner I'équation de la tangente D 4 C au

point {1,2). Trouver le/les points de C ol la tan-

gente soit paralléle & D.

70. Soit C la courbe plane d'équation
x2.2xy+3y2-1 = 0

Déterminer I'équation de la tangente D & C au

point {-1,0). Trouver le/les points de C ol la tan-

gente soit orthogonale a D.

71. Déterminer un vecteur normal ainsi que
'équation du plan tangent au graphe de f au point
indique,

(a) H{x.y}
{b) (xy)

Xy-X+y+5
sin{rxy) ;

My(0,2,7)
Mo(-V2,Y2,0)

72. Pour chacune des surfaces suivantes, donner
un vecteur normal et une équation du plan tangent
au point indiqué.

x2 y_z_ 72
. =1

(a) S: 42+ g *ie" : m4{0,0,-4)
0) S 55 =12 ; Mo(-1,-1,1)
XC+y

e ik

73. Soit f(x,y) = (2+x-y)2. Déterminer I'équation
du plan P tangent au graphe de { au point (3,-
1,36). A partir du point (3,-1), dans quelle direc-
tion du plan xoy la fonction f croit-elle le- plus ra-
pidement?

74. Soit {{xy) x3-2y2. Déterminer [I'équation
du plan P tangent au graphe de f au point (1,2,-7).
Trouver le/les points du graphe de f ol le plan
tangent soit paralléle a P.

75. Soit f(x,y) = x2-2y3. Déterminer I'équation
du plan P tangent au graphe de f au point (2,1,2).
Trouver le/les points du graphe de f ol le plan
tangent soit paraligle & P.

76. Soient S la surface d'équation

-8x2+y2+22+4 =0
et f(xy) = 2x2. Montrer que le point P{-1,0,2) est
sur § et sur le graphe G; de T et qu'en ce point, les
plans tangents & S et & Gy sont identiques.



77. Montrer que les normales au céne d'égquation
22 = x2+y2 coupent l'axe Oz.

78. Le graphe Gy de la fonction f définie par
f(x,y) = 3y2-3x2-6x2y-y3.1
a lallure ci-dessous.

«

(a) Determiner I'équation du plan P tangent
a Gy au point M{(1/3,1,0).
(b} On note C la courbe de niveau 0. La repré-
senter grossiérement dans le plan Oxy. Déter-
miner {'équation de la droite D tangente 4 C
au point m(1/3,1). Comparer a P. Que peyt-on
conclure?
{c) Tracer le graphe de la cubique

y = oly) = y3-3y2+ 1
En déduire le nombre de points dintersection de la
courbe C avec I'axe Qy. Monter qu'en ces points,
la tangente & C est horizontale. L'équation de C
définit-elle implicitement y en fonction de x?

REVISION CH7

1. Qu'appelle-t-on accroissement d'une variable?
accroissement relatif d'une variable?

2, A partir de quel indicateur de croissance réel
définit-on la dérivée? Quels sont les autres indi-
cateurs de croissance réels d'une fonction? Quels
sont les indicateurs instantanés associés?

3. Quelle ditférence y-a-t-il entre indicateurs
réels et instantanés? Quelle est leur utilité res-
pective? Quel avantage posséde I'élasticité sur le
taux d'accroissement?

4. Quelles fonctions ont

(a) un taux d'accroissement instantané constant?
(b) un taux de croissance instantang constant?
(c) une élasticité constante? nulle? lindaire?
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5. Donner un exemple d'une fonction continue
mais non dérivabie en un point x,; d'une fonction
non continue mais dérivable a droite (resp. &
gauche) de x,.

6. Rappeler la définition des dérivées partielles
(of/dx)(xg,¥o) et (31/8x)(xq,y,) d'une fonction
f(x,y) en un point mg(xg.¥g). Quelle est leur inter-
prétation géométrique?

7. Rappeler les formules de dérivation d'une
fonction composée, d'une fonction inverse.

8. A-t-on
(exp(x2+1))" = exp(2x);

ey 1
(V Log(x)) = 5‘\{ x 7
Rappeler les formules donnant les dérivées
(exp(u))’ et (Vuy'.

9. Comment montre-t-on, a partir de (Log(x))' =
t1x, que (eY) = e¥?

10. Pour certaines fonctions (fonctions définies
par morceaux, fonctions prolengges, fonctions
puissances), les théorémes généraux sur la déri-
vation ne s'appliguent pas en tout point. Comment
etudie-t-on la dérivabilité de ces fonctions? (Cf.
Exemples 9 et 10 du §1)

11. Comment est définie la dérivée n-iéme d'une
fonetion d'une variable? Quelles sont les fonctions
dont les dérivées de tout ordre sont égales?

12. A quoi sert le théoréme de Schwarz dans la
pratique?

13. Quelle est la différence entre primitive et
intégrale? Quel est le résultat fondamental liant
les deux notions?

14. Dans la formule
b
Ji(xdx
a

F désigne une primitive de f. Expliquer pourquoi la

fermule ne dépend pouriant pas du choix de la

primitive.

F(b)-F(a)

15. Si m est un point voisin de mg,, qu'appelle-1-
on approximation d'ordre 0 de f(m)? d'ordre 1?
Comment les calcule t-on? Faire une figure cor-



respondant & ces approximations qui fasse appa-
raitre l'erreur commise.

16. Qu'est-ce que la différentielle d'une fonction
en un point?

17. Comment s'appelle la relation liant Af et df?
Quelle est-elle?

18. Refaire le calcul de dz/dt pour z =
= X{t) ety = y(1).

Z(XYY)’ x

18. Qu'est ce que lidentité d'Euler? A gquelles
fonctions s'applique-t-elie?

20. Rappeler les trois situations type olu on uti-
lise la technigue de différentiation implicite.

21. A partir d'un calcul de différentielles, dé-
terminer dy/dx pour y défini implicitement par
F{x,y) = 0. Plus généralement, calculer les dé-
rivées partielles (d2/dx;) d'une fonction z =
Z(Xq,....Xp) définie implicitement par
F(x1,...,xn,z) = 0.

22. Dans quels cas la formule f(x) 7 f(xg) est-

elle valable? Comment peut-on utitisdr la dérivée
de T pour trouver un équivalent de f au voisinage

de x, quand elle ne l'est pas?

23. Quels sont les différentes situations ot on
parle d'espace tangent? Rappeler les diverses
constructions géomaétriques.

24. Rappeler I'équation de la droite tangente a
une coutbe plane F(x,y) = 0. Comment I'équation
classique de la tangente & un graphe y = f(x}
peut-elle s'en déduire?

25. Rappeler I'équation du plan tangent & une
surface F(x,y,z) = 0. Comment I'équation du plan
tangent & un graphe z = f(x,y) peut-elle s'en dé-
duire?

26. Le gradient de f(x,y} en mg{xg,¥o) est-il un
vecteur normal au graphe de f en

Mo {Xg,Y o f(X0:¥o))? Sinon, donner la bonne for-
mule pour ce vecteur normal.

27. Soient my et my les points mg(Xg,Yo) et
m1(X1,¥1). On considére les points
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points My et M1

Mg(Xg.¥g.2g) avec z4 = f{xq4,¥q)
M1(x1.y1.21) avec zq = f(xq.,y1)

_)
Mj(xq,y1.2}) avec Z% = f(xo,y0)+dfmo(mom1)

Comparer sur un graphique les positions des

]



EXERCICES CH 8

1%, Montrer que si a et b sont deux racines du
polyndme P(x), alors le polynéme P'(x} a une ra-
cine comprise entre a et b. Montrer que si P(x} a
r racines dans [a,b], alors le polynéme P(k)(x) a
au moins r-k racines dans [a,b].

2#_ Soient a,,a4,...,ap sont n+1 nombres réels

tels que

8o 3t

8n-1
n+d + n + ...+ 2
Montrer gue I'equation

+an=0

agN+axN1 4+ L +agqx+a;=0
a au moins une racine comprise entre 0 et 1.

3. Montrer que si 0 < a <b et sin est un entier
positif, alors
na1(b-a) < b-aN < nbN"1(b-a).

(Indic.: appliquer le théoréme des acc. finis).

4%, Soit f une fonction dérivable sur [a,b].

Montrer que

(2} si f'(x) =z m pour tout x e [a,b], alors
flb) = f(a)+m(b-a)

(b} si f'(x) £ M pour tout x e [a,b], alors
f(b) < f(a)+M(b-a)

5% Inégalité des accroissements finis.
Soient { et g deux fonctions dérivables sur [a,b].
On suppose que, pour tout X € [a,b]

I < g'(x)
Montrer que

H{b)-f(a})] < g(b)-g(a).

6¥. Montrer que pour tous nombres réels a et b,
ona

{a) lcos{b)-cos(a)] < |b-a
{b) |sin(b)-sin(a)| < |b-al
{c) |Arctg(b)-Arctg{a)] < |b-aj

{Indic.: utiliser I'exercice 5).

7#. Soit f(x) une fonction continue sur R, et telle

que, pour un nombre réel k,
X

0<ilx)sk If(t)dt pour tout x = 0.
0

Montrer que f est la fonction identiquement nulle.
{Indic.: poser x

F(x) = [f(t)dt
0
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et montrer que la fonction e‘kxF(x) est positive,
décroissante et nulle en 0).

7.1%. Soit f(x) une fonction continue sur
lintervalle [1,4+e]. On suppose de plus que
X

0< x2f(x) < ff(t)dt pour tout x = 1
1

Montrer que f est la fonction nulle sur [1,+es].

{Indic.: introduire la fonction
X

e /X [g(t)dt
1
et proceder comme pour l'exercice 7).

8%, Soit f(x) une fonction dérivable sur R véri-
fiant

f'{x)f"(f(x)) = 1 pourtout x € R
{fﬁ) =1

f'(0) > 0
{a) Déduire des deux premiéres conditions que
fof(x) = x pour tout x € R.
{b) Montrer ensuite, en utilisant le Th.2.8 du Ch.6
et la troisiéme condition que f est strictement
croissante sur R.
{c} Conclure, grace a l'exercice 54 du Ch.2 que
f(x) = x pour fout x € R,

9% (Preuve du Th.2.2 du Ch.7 (pour n = 2)). Soit
f(x,y) une fonction. On suppose que les dérivées
partielles df/ax, of/dy existent sur un voisinage
de mg = (X5,Yg) et sont continues au point my,.
On pose

Af = f{Xo+AX,yo+AY}-T(X0.Y0)
(Af)y = f{Xg+AX,Yo+AY)-T(Xg,Yo+AY)
(af)y = {{x5,¥o+AY)-f(X0.¥0)
{a) En appliquant le th. des acc. finis, montrer que,
pour tout accroissement Am = {Ax,Ay} € R2, il

existe deux nombres réels 0 et 8' dans J0,1[ véri-
fiant:

af
(af}y = &X 5(x0+e(Ax),yo+Ay)

af
(af)y = Ay 3 (X0.¥o+0'(AY))

{b) Déduire des hypothéses que

of

(41)y = (a—x(mo)+o(1)) AX
daf

(afly = GG {mo)+o(1)) oy

ol o{1} désigne un terme qui tend vers 0 quand
{ax,ay) tend vers (0,0).

(c) En remarquant que Af = (Af}y + (Af)y, con-
clure que



Af = dfmo(Ax.Ay) + [H{ax,ay)if oft)

10. Dans la figure ci-dessous, chaque graphe g;
correspond 4 Ja dérivée dune fonclion §. Mettre
chaque fonttion en relation avet sa dérives.

P
7

. x\\- %
y . ‘-
_ U
- Lt '
. N
S N .

11, Faire un étude compléte des fonclions sui-
vanies.

--X- %
@ 10 =
(b} 1(x} = x+&°%

x4-4
e} fx) =

C{x-1)2(x+1)

@im=N 52
(o) ftx} = elx!l
0 ) = Logixr)

L (g) Hx) = x}IX
P 2>€3
() it} =

x2-1
(i} f{x) = Log{x+1}-Log{x)+x
12, Soit f{x} la fonction définfe sur {0,/2] par
ff{x} = sin{x}/x six =10
{0y = 1

{a) Montrer que 1 est continie et dérivable sur
10,x/2}. Caleuler (x).

(b} Montrer que Péquation 1g{X) = X @ pour umque
soiuiron x = 0 dans [0,x2]

{) Démontrer que, powr tout x € [0,m/2]

a

2x .
-
. < sinfx) £ %

13. Une droite & pente < 0 passe par le point

“'A{1.2) et coupe les axes Ox et Oy en deux paints

P .ot C. Montrer que jes valeurs minimales de
d(0,P)+d(0.Q) ot de \‘10 P1d0,Q) sont respacu—
vemént &gales & (1+V2)2 et 8.

14. Fiudier la fonction {(x} = x-Logixl. Montrer

que la soiufion %y de l'équation f{(x} = O so trouve

dans timervalle -1,0[. En appliquant le théoréme

des accroissements finis A Fintervalle [-1,%gl,

trouver un majorant de (-1} et en déduirs que
< -0,5.

15, le graphe de T est donné ci-dessous.

2
\ 1S 2

H
0 ? : %

[ L

S40-



Donner l'allure du graphe de f, sachant de plus que
{0} = 0.
x2 xn

# Soit P X=1+X+"+..+ 7 (nz0)
15.17%, n 5t t > 0).
Montrer que le polyndme P, a une ssule racine
réelle si n est impair et n'a pas de racine réeile si
n est pair. (Indic.: faire une récurrence; noter
que Pr'(x) = Pp.q{x) {n 2 1)).

16. Déterminer les points stationnaires des
fonctions suivantes et préciser pour chacun d'eux
s'll s'agit d'un maximum relatif, d'un minimum
relatif ou d'un col.

(a) f(x,y) = 2x2-y24+2xy-6x-6y+3
(b) f(x,y) = 3x2.y2+2xy-4x-4y+3
(c) fixy) = 4x3-3x+.y2-..4y-3
(d) f(x,y) = 3x3-x+3y2+3y-5
{e) f(x,y) = vV 1+x24+y2
) fxy) = x3+y3+3xy
1 1
(@) fxy) = | N
(h) f(.y) = 12x2-6xy2+y3+3y2

17. Determiner les points stationnaires des
fonctions suivantes et préciser pour chacun d'eux
s'il s'agit d'un maximum relatif, d'un minimum
relatif ou d'un col.

{a) f{x.y) = -_x2+2y2+2xy+4x+2y+3

(b f(xy) = -2x2+2y2+2xy+6x+2y+3
(c) f{x,y) = 4x3-3x-y2+4y+3

(d) f(x,y) = 2x3-3x/2-y2+10y+2

(e) fixy) = exp(><21-y2)1

i fxy) = 2xy + ——+ ¢

0 106) = 2xy + e

(@) f(xy) = x*+y4-2(x-y)2
18. (a) Montrer que -1 est la seule racine de
i'équation ;

x=Llog |x| + X

sur R-,
{b)} En déduire que -1 est la seule racine de
['‘équation
eX = xal/X
sur R.

{c) Déterminer les extrema relatifs de la fonction
f(x,y) = xe¥+yeX

19. Le graphe de la fonction f dé&finie par:
f(x.y) = x3+y2+6xy
a l'allure ci-dessous .
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Déterminer les coordonnées des points My et Mo.
20. Le graphe de la fonction f définie par:

fixy) = x3+y3+3xy2+6x2-6y2
a l'allure ci-dessous .

‘

Déterminer les coordonnées des points My et My.

My

21. Quels sont les polyndémes de degré 4 con-
vexes sur R?

22 Déduire de la convexité de la fonction eX
I'inégalité suivante:

x9yB < ax + py
pourtous X, y > O ettous o, B > O tels que a+f = 1.

23%_ Soit f(x) une fonction convexe définie sur un
intervalle |. On suppose f dérivable. Soient a et b
dans | tels que a <h.

(a) Montrer, en utilisant la condition (**) du §2, que

pour tous x ety dans ]Ja,b{ tels que x <y, on a
f(x)-f(a) _H{y)-f(b)
x-a ~  y-b
{(b) En déduire que f{a) < f(b) et que ' est:crois-
sante sur [.

24*%. Soient f(x) une fonction convexe définie sur
un intervalle | et x5 un peint intérieur & I. Soient
o, B, v, & dans | tels que

e<Baxg<y<d

On pose
HB)-flo)
A= P
£(3)-1(y)
B = 5y

(&) Montrer, en utilisant la condition (**) du §2,
que, pour tout x dans 1By, on a
H{x)-1{xo)| . (ALB
— < max{fA|,
xxol B

(b) En deduire que f est continue en tout point x,
intérieur a 1.



25%, Soient f(x) une fonction convexe définie sur
un intervalle | et x5 un point de . On suppose que
f(xg) est le minimum de f sur le sous-intervalle

Jo.B[ de L

{a) Montrer, en utilisant la condition (**) du §2,
que

f(x)-1(xo) _ f(B)-F(xo)
e

pour tout x = 3.

X-Xg B-xq
et que
f(x)-f(xq) fla)-f(xg)
pour tout X £ o,
X-Xg U-Xg

(b) En déduire que f(x,) est le minimum absolu de
fsurl

26%, Soit f(x) une fonction 2 fois dérivable posi-
tive, croissante et convexe sur R.

{2) Montrer que pour tout x € R, ona f(x} = 0,
f'(x) = 0 et f"(x} = 0.

{b) Montrer que cu bien f est constante ou bien
f(x) tend vers +e quand x tend vers +e. {Indic.:
montrer que si il existe xg tel que f'{xg) = m > 0,
alors f(x)} 2 m(x-xy) + f{xg) pour fout x 2 xg).
{c) Montrer que f a une limite finie quand x tend
vers -o. {Indic.: utiliser Ch.4 Th.2.4).

27. Etudier la convexité des fonctions suivantes.
Puis déterminer leurs extrema relatifs.

(@) f(xy) = x2+y

(b} f(x,y) x2-4xy+5y2+y+1?

(©) f(xy) = x2+4xy-5y24+4x-8y+9

fl

il

28, Etudier la convexité des fonctions suivantes.
Puis déterminer leurs exirema relatifs.

(@) f(xy) = 2x2+6xy+5y2+2x+2y+1

(b) {{x,y) = -5x2+6xy-2y2+4x-8y+9

(@) fxy) = x¥ay4

(d) f(x,y) = Logly-x2)

29. Etudier la convexité de la fonction { définie
par

f(xy) = x4+6x2y24y4
Déterminer les extrema relatifs de f? Le test des
deriveas secondes s'applique-t-il au{x) point(s)
stationnaire(s) de f?

29.1%. Soit f(xy) = 5x2+5y242xy. On note Gi le
graphe de f. Soit my(xq,Ye) un point du domaine
D distinct de l'origine O{0,0) et My(X5.¥q:Zp) OU
z4= f(Xg,¥o) le point du graphe G; correspondant.
(a) Déterminer I'équation du plan tangent P, du
graphe Gy au point Mg(Xo.Y0,20)-

-47.

{b) Montrer que le graphe Gy se situe toujours du
méme cdté de P, (on précisera lequel).

(c) Montrer que le point Mg{-Xq,-Yg.2Z¢) €St aussi
sur le graphe Gg. On note Py le plan tangent en M,
Montrer que lintersection des deux plans P, et
Pg, est une droite du plan horizontal z = -z,,.

30. Etudier les extrema de f(x,y) sous la con-
trainte g(x,y) = 0 dans les cas suivants.

X+Yy

Xy-9 (x>0, y>0)

f(x,y) =
‘a’{g(x,y)

(b) {f(x,y) = x2+4xy+6y2+12x+12y—67
g{x,y} = 2x+y-1
© g(x,y) = x2312xy+3y24+10x+12y-34

er) = X+-y-1
f(x,y) = 10x1/442y1/3
(d) 1 1
g(x.y) = FLog(x)+glog(y}-3

31. Eludier les extrema de f(x,y} sous la con-
trainte g{x,y) = 0 dans les cas suivants.

{f(X.y) = Xy
4

g{x,y) = x2+y2-1
oy 1100Y) = 2x24+2xy+y2-6x-2y-3
{x,¥) = x+y-4

© {f(x,y) = -x2+-2xy+3y2-4x+2y-3
g(x,y) = 4x+y-3

f{x,y) = 3x1/346y1/5

d
( ){Q(X.Y)

32. Montrer que le preduit xy de deux nombres
réels de somme donnée est maximal quand ces
deux nombres sont égaux.

Applications:
{a) Pour tous x, y > 0, on a:
X+y
2
{b) Les rectangles d'aire maximale & périmétre

donné sont les carrés.

1 1
= zLog(x)+glog(y)-2

Xy £

33. Déterminer le(s) point(s) le(s) plus
proche(s) de l'origine sur les courbes suivantes.
Vérifier géométriquement,.

(a) C: 4x2+9y2 = 36

{b) C: y+x2-1 =0

{c) C: y2-3x2 =1

(d) C: x2+y2-2xy+2x+2y = 3

34. On note s{x,y) la surface du rectangle MPQR
ci-dessous, {x,y) désignant les coordonnées du
point M. Quelle est la valeur maximale de s{xy)



quand M décrit le demi-cercie centré & l'origine
et de rayon 17

YA\

M (x,y)

b
rd
x

L] Q . R

35, Déterminer le maximum de la quantité
sin{x)sin{y} quand x et y désignent les angles ai-
gus d'un triangle rectangle.

35.1%. Soit f(x,y) = 5x2+5y2+2xy Cn note [, la
courbe de niveau c.

(a) Montrer que la courbe |, est une conigue
symétrique par rapport a l'origine.

(b) Montrer que les points de la courbe | les plus
proches ainsi que ceux les plus éloignés de
l'origine sont sur 'une des deux droites Dy, Do
d'équations respectives y = x ety = -

(c) On considére la rotation ry d'angle & = -w/4.
Déterminer I'équation de la courbe (I.)', déduite
de Il par la rotation rg. En déduire la nature de la
courbe [.. Donner l'allure des courbes |, et (i)'

36. (a) Soit a > 0. Mentrer que le produit xyz de
trois nombres réels > 0 de somme x+y+z = a est
maximal quand x =y = z.

{b) En déduire que pourtous x, ¥y, z> 0, on a

3 X+Y+Z
\nyz < “tg'i"

37. Déterminer le(s) point(s) le(s) plus proche(s)
de ['origine sur les surfaces suivantes.

(a) S: 22-x2-y2 = 1

(b) S: ><+3.r2+z2 =9

38. Etudier les extrema de f(x,y,z) sous la con-
trainte g(x,y,z) = 0 dans les cas suivants.

(@) { X.¥.2) = XY+YZ+2ZX

X,¥,Z) = X+y+2z-5
{(x,y,z)

b

( ){Q(X,Y,Z)

= XY+YZ+ZX
= x2+y2+22-3

39. Déterminer le volume maximal du paraliélé-
pipéde (OABCDEFM) ci-dessous guand le point M
décrit le plan d'équation

y 2z

x+2+5‘=1
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40. Soit C la courbe d'équation y2 = x3+x2. (a)
Montrer qu'en tout point de C distinct de O(0,0),
I'équaticn de C définit localement soit y en fonc-
tion de x, soit x en fonction de y.

(b} Tracer le graphe de la fonction

f(x) = \/x3+x2
puis la courbe C.
{c) Montrer qu'au point O(0,0), I'équation de C,
y2 = x3+x2, ne définit y en fonction de x ou x en
fonction de y sur aucun voisinage de O.

41*, (Seconde preuve de la Prop.4.2). On se
donne une courbe C d'équation F(x,y) = 0 et
Mg(Xo,Yo) Un point de C {avec F de dérivées par-
tielles continues en mg). On suppose que mg, n'sst
pas un point d'accumulation de C.

(a) Montrer qu'il existe une boule B(mg,!) du plan
R2 sur taguelle F ne prend la valeur 0 qu'au
centre mg,

{o} Montrer que la fonction F garde un signe
constant sur B(mg,r). (Indic.: s'inspirer de
I'exercice 27 du Ch.8).

{c) Conc[ure en invoquant le Th.1.6 que [e vac-
teur grad F{mg) doit alors &tre nul
(contrairement aux hypothéses de la Prop.4.2).

42" Soient f(x) une fonction dérivable de dérivée
continue sur un intervalle S et x4 un point de S,
On suppose f'{xg) # 0. En appliquant le théoréme
des fonctions implicites & la fonction

Fix.y) = f(x)-y, .
montrer qu'il existe un sous intervalle | de S ob la
fonction f est injective et admet une réciproque
derivable. (On appelle théoréme d'inversion locale
ce résultat et ses généralisations).

43%. (a) Montrer qu'une fonction f(x) & la fois
convexe et concave sur un intervalle [a,b] est
une fonction affine (i.e., de la forme f{x) = ax+b).
(Indic.; utiliser §2.2).

{b) Montrer qu'une fonction f(x) 4 la fois convexe
et concave sur un intervalle | est une fonction af-



fine. {Indic.: fixer a et b distincts dans | et mon-
trer en utilisant (a) que le graphe de f est la
droite passant par A(a,f(a)) et B(b,{(b)).

44#_ On donne quatre fonctions f(x,y}), g(x.y),
x(e) et y(c) ayant la propriété suivanie: pour tout
¢ dans un intervalle I, le point m.(x(g),y(¢)) est un
point stationnaire de 1{x,y) sous contrainte
gixy) = e.__())n suppose que pour toute e |, fe
vecteur grad g{m.) est non nul.

(a) Montrer que pour tout £ € |, il existe un unique
Afe) € R tel que

- —
grad f(mg) = A(e) grad g{mg)

(b) Montrer que, (sous des hypothéses conve-
nables de-dérivabilité), on a

d
(Hx(eny(eN) = Ae)
(Indic.: montrer que

d d
gl [(x(e)y(eN) = Ae) lg(x(e),y(e)) ).

REVISION CHS8

1. Qu'appelle-t-on extremum d'une fonction? va-
leur extrémale d'une fonction?

2. Que peut-on dire de la dérivée (resp. des déri-
vées partielles) d'une fonction d'une variable
(resp. de plusieurs variables) en un extremum
relatif intérieur au domaine? Quelle est la signifi-
cation géométrique de cette condition?

3. Un point o0 la dérivée s'annule est-il toujours
un extremum relatif? Faire un graphique.

4. Pour une fonction d'une variable, guelle(s)
condition(s) supplémentaire(s) garanti{ssenjt gu'un
peint ol la dérivée s'annule est un extremum?

5. Si f est une fonction d'une variable et x5 un
nombre réel, donner les ordonnées yj et yt des
points au dessus de x,+Ax sur le graphe de f et
sur la tangente au graphe en my(xq,.H(Xg)). Faire
un graphique. Que nous apprend la formule de
Taylor-Young & l'ordre 2 sur yj-y1? Comment
cela se généralise-t-il dans le cas d'une fonction
de 2 variables?

6. Quel est le critére du second ordre qui garantit
qu'une fonction f présente un extremum, un col en
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un point mg(Xg,¥o)? Quel est le trindme qui a con-
duit & ce critére?

7. Qu'est-ce que ['épigraphe d'une fonction?
8. Quelle inégalité définit les fonctions concaves?

9. Cue peut-on dire des sécantes (resp, des tan-
gentes) au graphe d'une fonction convexe? d'une
fonction concave?

10. Quel est le critére sur ' {ou ") pour qu'une
fonction d'une variable soit convexe (resp. con-
cave}?

11. Quelle est la condition (du second ordre} qui
garantit la convexité (resp. la concavitéd) d'une
fonclion de deux variables?

12. Hl y a des différences entre le critére de con-
vexité et celui du minimum? Quelles sont-elles?

13. Quels types de problémes permet de résoudre
la méthode de Lagrange?

14. En un point verifiant les conditions de
Lagrange, que peut-on dire de la position de la
courbe g(x,y) = O par rapport aux lignes de niveau
de f? Que dire des gradients de f et de g?

15. Quel est le Lagrangien associé au probléme de
la maximisation de {(x,y) sous la contrainte
glxy) = 10? ‘

16. La méthode de Lagrange permet-elle de dé-
terminer la nature des points stationnaires du
probléme?

17. Expliquer graphiquement le théoréme des
fonctions implicites. Faire le lien avec I'énoncé
formel.



EXERCICES CH 9

1. Ecrire dans un méme tableau les différentes
valeurs prises en 0, 1/10, ..., 9/10, 1 par les
fonctions

1 1 1
(a) X, 14X, 1+x+ ?(2, 14X+ 2ﬁ»:2+ gxs

1 1 1
. xR 1. =2 4
{b) cos(x), 1 —xz . 1 —xz + —x2 1

2. Représenter sur un méme graphe les fonctions
11-x), 14%, 14x4x2, Taxex2ex3.

3. Pour chacune des fonctions ci-dessous, cher-
cher un développement limité a l'ordre n au voisi-
nage de 0.

{a) f(x) = Log(1-x) n=4

(b) f(q) = =2 n=3
1-x2

(c) 1(x) = V1+x A1-x n=23

(d) f(x) = sin(2x) (&% - 1) n=3
Log(1-x2]

(e) f(x) = 142x n=

(f) f(x) = Log(tg(x)/x) n=2

(g) f(x) = Log(2+x2) n=5

(h) f(x) = (1-3sin{x))1/* n=2

(i) f(x) = x/sin(x) n=4

() H(x) = (1+tg(x))sin(x) n=>5
1 1

Ky f(x) = =7 - =1

(k) 109 x2  sin2(x) "

(h f(x) = Arctg(1/(1+x)) n=23

4. Pour chacune des fonctions ci-dessous, cher-
cher un développement limité & |'ordre n au voisi-
nage de 0.

(a) f(x) = x Log(1+x) 5 3 n=>5
X X
(b) f{x) = Log(1-x) + x + *é"" +"§" n=34
(c) fix) = X V1+x n=3
A (_Liii‘_g_) 5
(d) 1) = Loo\ T sing) ne=
(e) f{x} = 1Icosz(x) n=4
(N f(x) = \/x2+cos(x) + 2y 1+tg{x) n= 3
(g) () = 1/(x2+3x+2) n=3
(hy f{x} = (1+x)¥ n=4
i . 2
M 1) = sm(Sx)'\/ 1+)l(.og(1 X+X<) nes
-\/ 2 "
(i) f{(x) = exp[ X +cozs(x) 1} n=3
X
Log{1+x) {1/x
(k) f(X) = [ sjn(x) } n=2
{h fx) = x10 Arctg(x) n=12

5, Pour chacune des fonctions ci-dessous, cher-
cher un développement limité & Fordre n au voisi-
nage de X,.

(@) () = 1+x+x2
(b) {{x) = exp(V3+x)

X% =3n=3
iXg =2, n=2

(c) f(x} = sin{x) i Xg = w2, n=23
(d) f(x) = Vx i Xg=2,n=3
(e) f{x}) = Log{1+cos(x)) 1 Xg =73, n=2

6. Trouver un équivalent de

(a) sin{x)-x 3 au voisinage de 0

(b) sin{x}-x+=-
6

(¢} x+x2-eXsin{x)
1

&) BOSTRY -~

(@ 003(0) - 1=~

3
(e) \/x2~3x - '\jxs-x2 au voisinage de «

au voisinage de 0
au voisinage de ¢

d4u voisinage dé w/2

7. Trouver un équivalent de
() sin(xs)-(sin(x))3 au voisinage de 0

{b) e‘x2- cos(\féx)

1
(e} f(x) = szogU-; J+x+1 au vois. de +e

au voisinage de 0

4 3
(d) \/x4+2x - \lx3-1 au voisinage de e

8. Déterminer les limites des fonctions suivantes
au voisinage de 0.

2
eX"-cos(x)

2
X

1
Log(Log( %))

(a) f(x) =

(b) f(x) =
{¢) f(x) = exp (exz - 2)
1-x
2
@ 0 - (A"

9. Déterminer les limites des fonctions suivantes
au voisinage de Q.
(a) fix) = Log[(x3+x2+1)sin(x)+x] - 3log(x)

(6) f00) = exp(Ar—cfsm;’%
(c) flx) = (1_)(2)'|}‘(1+2x"‘)2

(1+x)% - (1 +x?‘)
x2

{d) f(x) =

10. {(a) Déterminer un équivalent de

X, EX
Log(s +25 )

quand x — 0.

1/%
3X+5X
(b) En déduire  lim ( = )
. X — 0 2




11. (a) Déterminer un équivalent ginsi que la

limite de

xeX-Log(1+x)

f(x) =

) (2x-x2)2

quand x — 0.

(bj Déterminer un ésf.dvalent ainsi que la limite de
9(x) X+V X

- x2+Log(x)

quand x — +, puis quand x —» 0T,

12. Scit f la fonction définie sur 1-1,1[ par
1 1
fx) =y - Zeinx2)
f(0) =0
Montrer que f est continue et dérivable sur son
domaine de définition et calculer {0).

si Xx = 0

13. Etudier la convergence et donner si possible
un dquivalent simple des suites suivantes.

n+1
(@) up = nLog( n } 1
0 up = '\ln3+n2—\/n3—n2

4 3
(c) up Vn442n - Vn3-1

(d) up "(%-13

2
n<+n
(e)up = nLog(nz_n)

14. Etudier la convergence et donner si possible
un équivalent simple des suites suivantes.
(a) vy = n:‘-‘sin(wn)-n2

(b) up = Vn2+1-\j n2-1
3 3
(¢) up = \{n4+n3- \/n4-n3
(d) up = n(%—%)
(e up = ‘\Jnsin(1 /n)-1

15. Etudier la suite {Up)p.p de terme général

a”“+b”” n

ol a et b sont deux nombres réels > 0.

15.1%, Etudier la convergence de la série de

terme up.
n+1

n+ty 1
(a) up =Log( n ) .
{b) ug = Vnsin(1/n)-1

3 3
{c) up = \fn4+n3-\/n4-n3
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16. Etudier les branches infinies des fonctions
suivantes. 5

4x=+1

(a) ) =

1 +X-X2
2-x+x3
2-X+X

(b) f(x)

(c) f{x)
{d) 1(x)
4

(8 f{x) = V(xZ2+1)(x2+m)

(Discuter suivant m).

fl

14+x-x2
{x-1) el/(x+1)

17%. (Démonstration du Th.2.5). Soit f(x) une
fonction dérivable au voisinage de 0. On suppose
que la dérivée f'(x) admet le DL,

(X} = ag+aqx+...+apx” +o{x).

On introduit la fonction
xn+1

©(x) = f(x_)-(f(0)+aox+a1x2+...+anm
(a) Calculer ¢'(x}). En déduire que

9'(x) = o(x")
(b) En appliquant le th. des acc. finis (Cf. Ch.8
Th.1.3) & la fonction ¢ entre les points 0 et X,
montrer que

o(x) = ofx"+1)
Conclure.

18%. Soit f une fonction admettant le DL

f(x) = ag+ayx+...4a,x" + o(x")
Montrer que si f est dérivable au voisinage de 0
et si ' admet un DL_q, alors

f(x) = aq+2apx+...+4nax 1 + o(x""1)
{(Indic.: Utiliser le Th.2.5).

19%. Soit f{x) = cos(x)+xScos(1/x)
{a) Montrer qu'au voisinage de 0, on a

f(x) = 1 - 32—x2 + o(x2)

(b) Montrer qu'on paut prolonger f en une fonction
dérivable sur R mais pas deux fois dérivable en
0. Paut-on appliquer ta formuie de Taylor-Young &
f au voisinage de 07?

(b) Mentrer qu'on n'a pas f'{x) = -x+o(x). Cela
met-il en défaut le résultat de l'exercice précé-
dent?

20. Faire un étude compléte des fonctions sui-
vantes.

(@) f{x) = oV x2-9




(b} {{x}) = x exp(1/x)
(©) fx) = [x| e¥/*
{d} f(x} = x exp(-2/x)
(e} f{x} = (2-x)exp(1/x)
) f(x) = Vx23 - 2
(@ 109 = 5 Vx24 - V2.1
() 1) = 3V x2-1 - V x2-9
] \/x2+4 5-X
21. Soit f{x) = “"“‘“—3 +75 pour X = 0.

(a) Calculer la dérivee f'(x); en déduire les va-
riations de f sur R,

(b) Calculer le developpement limité de f(x)/x a
I'ordre 2 au voisinage de +eo. Déterminer les
asymptotes de f en précisant leuf posiiion par
rapport au graphe de f.

(c) Beprésenter le graphe de f.

{d) Un garde-forestier cherche a regagner sa
voiture; il est en pleine forét, & 2 km de la route
ou il a garé sa voiture, 5km en contrebas {voir
fig. ci-dessous). |l marche a 3km/h dans la forét
et & Skm/h sur la route. Exprimer la durée de scn
parcours en fonction du parameétre x. Vers quel
paint M doit-il se diriger de fagon & minimiser la
durée de son parcours?

- ‘ 2 >
Rov"l
V.r hn'e

22. Soit f(x) = (5x2-4x+1)1/2 pour x 2 0.

(a) Calculer la dérivée f(x); en déduire les va-
riations de f sur R ..

(b} Calculer le développement limité de f(x)/x
d'ordre 2 au voisinage de +e. Déterminer les
asymptotes de f en précisant leur position par
rapport au graphe de {

{c) Représenter le graphe de 1. La fonction f est-
elle injective? Quel est son ensemble image
f(R,.)?

{d) Deux locomotives Ly et Lo partent au méme
instant t = 0 de 2 points A et B situés a 100 km
I'un de l'autre. Elles roulent sur des voies per-
pendicuiaires, Ly & 100 kmv/h et Lo & 200 kmvh,
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Quelle est la distance d séparant les 2 locomo-
tives a linstant t? La locomotive Lo cherche a
prévenir L1 d'un danger sur sa voie. Les radios &
bord des deux locomotives ne portent qu'a 40 km.
Lo parviendra t-elle a joindre Ly?

B .
y 100 km
j uuw
Af L
:

23% Montrer, en utilisant la formule de Tayior-
Lagrange, que pour tout x 2 0, on a

x2
(a)y x - 2 < sin{x) £ x
3 3 4
X . x_ X
(b))c-ESsm(x)Sx-6 24

24%. Montrer, en utilisant la formuie de Taylor-
Lagrange, que pour tout x e R, on a

2
X
leX-x-1] < > el|

25% Montrer que pour tout a € R, la série de
terme général a/nl (n 2 0) est convergente de
somme égale & e, {Indic.: généraliser Iexemple 2
du §4).

26%. Soit f(x) = Log{x).
(a) Montrer que pour tout entiern > 1, on a
1N Yn-1y1

xN

f(n)¢x)

{b} Montrer que

1 1 -1)n-1
-5+ 3 - +1—)n—) - Log(@) < —

{Indic.: Ecrire la formule de Taylor-Lagrange &
'ordre n entre 1 et 2 pour f(x) = Log(x}).

(c) En déduire que la série de terme {-1)%/n est
cenvergente. Quelle est sa somme?

27. Trouver une approximation du nombre réel

4
3= V626

avec une majoration de l'erreur commise. {(Indic.:
Noter gue 628 = 54+1).



28%, (Démonstration de la formule de Taylor-
Lagrange {Th.4.1}). Soit f{x) une fonctien n+t
fois dérivable et de dérivée n+1-eéme f(N+1) con-
tinue sur un intervalle [a,b]. On note A le nombre
réel

n
f(b) - [f{{a)+f'(a)(b-a)+...+ fLﬂil(!:»a)”]

n!

(b-a)+ 1/ (n+ 1)1
et of{x) la fonction définie par

@(x) = f(b) - [f{(x) + P(x}(b-X) + ...

b-x3N  A(b-x)n+1
+ (00! n)-? ((n:i)-! !

(a) Montrer que o¢(a) = o(b) = 0.
(b) Montrer que

o'(x) = Ln’f’ﬂ [ A1+ D]

{c) Déduire du théoréme de Rolle (Cf. Ch.8 Th.1.4)
qu'il existe ¢ e Ia,bf tel que

A= f(n.-ﬂ){c)
{d) Conclure.

28.1# Soit f(t) une fonction 2 fois dérivable sur
lintervalle {-a,+a}. On suppose que, pour tout t e
[-a,+a], on a |f{t)} £ A et |f*{t}] £ B.

{(a} Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a
l'ordre 2 pour f, entre les points t et a d'une
part, et entre les points t et -a d'autre part.

{b) Montrer que, pour tout t € [-a,+a], on &

< Q(t-a)2+§t+a)2

T 2a 2

(c) En déduire que, pour tout t e [-a,+a], on a
A
a

lf(a)-1(-a)-2af'(t)]

[f)] € = + aB

28.2% Soit {(x) une fonction 2 fois dérivable sur
R. On suppose que, pour tfoutte R, on af{t) s A
et |[i"(t} < B.

{a) Montrer que pour tous x, y € R, on a:

{(*)
{Indic.: Ecrire la formule de Taylor-Lagrange &

l'ordre 2 pour la fonction entre x et x+y).
{b) En déduire que pour tout t € R, on a:

IO} < V2AB

{Indic.: Considérer le terme de gauche de (*)
comme un trindbme en y).

2
f(x)+yf'(x)+y2— B>0

29# . (a) Montrer que pour tout t € J0,x[, il
existe un unigue nombre 6(t) € 10,4 tel que
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3

sin(t) =1t - Lcos(e(t))

6
{b) Montrer que lim8{t) = 0. En dédulre
t—0 2 .
(0(1)) 5
cos(e(t)y =1 - 2 + oft<)

{c) En reportant ce résuitat dans {a) et en compa-
rant avec le DLg de sinus en 0, montrer que

to
3 2 _— 5
2 a(t) —10+0(t)

(d) En déduire que lim e(t/t = 1V 10.
1-»0

30%, (a) Soit P(x) un polynéme de degré < n.
Montrer que si P(x) = o(x"}, alors P{x) est le
polyndéme nul.

{b) En deduire que si une fonction admet un DL, en
0, alors celui-ci est unique.

(c} Montrer que les développements limités des
fonctions paires (resp. impaires) ne comportent
que des puissances. paires (resp. impaires).
(Indic.: Comparer les DL, de i(x} et de f{-x) et
utiliser (b)).

REVISION CH9

1. Rappeler la définition d'un développement limité
au voisinage de 0. Donner deux exemples de
probléme ol on a besoin de développements limités.

2. Rappeler les développements limités ususls.

3. Le développement limité en 0 suivant est-il
correct

1
X+ = 1 4 (xa1) + E{x+1)2 + o(x2)?
Pourguoi? A quelle condition peut-en composer
les développements limités?

4. Qu'appelle-t-on développement limité au voisi-
nage de x,, de «=? Comment les obtient-on en
pratique?

5. Rappeler la procédure qui permet d'étudier les
asymptotes obliques d'une fonction (position par

rappert au graphe comprise) au moyen de déve-

loppements limités.

6. Comment obtient-on un équivalent a partir d'un
développement limité?

7. Quand une fonction f a pour développement
limité en 0
f(x) = 0 + o{x2),



peut-on conclure que f{x} est équivalent & 0 en 07
Pourquoi?

8. Rappeler la formule de Tayler-Young. L'écrire
dans le cas particulier x5 = 0.

9. Quelle difiérence y a-t-if entre les formules de
Taylor-Young et de Taylor-Lagrange?
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LUTIONS DES EXERCICE

EXERCICES CH1

Pang le plan

3. Dq: x4y+1 = 0 ; Dp: 2x+y+1 = 0. 4. Dy: 7X+5y+3 = 0 ;__)Dz: 2x+y+5 = 0.

5. Dq:y = 2x+49 ; Dp: -3x+2y-8 = 0. 6. Do: x-2y+2 = 0 ; np = (1,-2).

7.D# AC = (1,-8) ; A1 x-By = 0; A/ ¥V = (3,1). 8. Dy #/ AB = (2,3); Dp:2x+3y-3 = 0; Dy // (3,-2).

9. AC =(3,-3) ; D: xy-1=0; D # (1,1} 10. D: x-3y+8 = 0.
.....)

11,07 = (1,1) ;03 = (1,-m) ; m = 1. 12,07 = (m1) ; 03 = (1,2) ; m = 2.
13. D4/ Dp ;Dy L Dg;Dp L D3 ;Dy nDg ={A{01)};Dpn Dg = { B5/4,-1/4) } : d(AB) = 5v¥2/4,
Soit H la projection orthogonale de P sur Do. D'aprés le théoréme de Pythagore, on a

d(P,Q) = \/d(P,H-)2+d(H,Q)2 = d{P,H).
Or, comme AB = (5/4,-5/4) est orthogonal & Dy et Dy, on a d(P,H) = d(A,B) = d.
14. Dy: -2x43y = 6 ; Dp: -2x+3y =0 ; Dgi y = -3x2 + 2
15. L'équation est satisfaite par les deux points A{a,0) et B{0,b) qui sont sur la droite.

i6.
G745

Wz-1 \\\\\/\
[TIT ]

17. Méd. issue de Ay =-x/5+2; Méd. issuede B iy =4x-5; Méd. issue de C ; y = -5x/4 + 15/4 .
Elles se coupent en (5/3,5/3).

18. D: -4x+3y = 0 ; {AB): 3x+4y-12 = 0 ; D n (AB) = { (36/25,48/25} }.

19. D:y = 2x-3 ; D n [0A) = { {(3/2,0) }.

.

20. (AC): y = 2x/3 + 5/3 ; (BD): y = -3x/2 + 11/4.
21. (AC): y = 2x/3 - 1/3 ; (BD): y = -3x/2 + 3/4.

22, x+V3y-4 = 0

23. (a) cos(8) = V3/2 , 0 = n/6. (b) cos(8) =V2/2 , 0 = /4.

24. lLes trois angles valent n/3. 29. A{0,2) et B(-1,1).

30. Sy (-m/2,-(m2+4)/4) ; m = 0. 31. Sy(m/2,(-m2+4)/4) ; m = -1,
32,y = 2¢2/3 - x/3 + 1. 33,y = x2-3x+1.

34. C:y = x34x ; S(-1,3). 35.Cy = x3x ; §(1,-2). .

37.

(c)

38.

(a) Translation de vecteur (3/2,-1/4).

(b) Symétrie d'axe Ox puis transiation de vecteur (1,4).

Symétrie d'axe Ox puis homothétie de rapport 1/5 puis translation de vecteur (-1/5,1/5).

{a) droite.

(b) hyperbole équilatére.
zontal. (f) hyperbole équilatére. (g) ellipse.

(c} cercle. (d) parabole d'axe vertical. (e) parabole d'axe hori-

(h) ellipse.

38 Deux droites st m = 0 cu m = 1 ; ellipse si m > 1 ; hyperbole si m < 1; cercle si m = 2 ; hyperbole
équilatére si m = -3,
40. C est I'hyperbole équilatére d'équation xy+ax+ay-a2 = O,

ans l'espac
X = 1+t X = 1+3¢%
X+ 2x-3z+1 =0
41. (@) {y =1 ;{2x-yz 2 () {y =2 ;{Y = -2
zZ = 2t Zz 1+2t
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x = 6t X-6y+12 = 0 X = 3+21 X-2y = 3
() {)z( : 12:2tt ;{x-32+3 =0 (d) i :-t1+t ; {-y+z+‘] =0
42. {a) A(-12,0,-3) ; U = (6.1.2) ; (41{c)). (b) A(-1/2,-2,0} ; ¥ = (3/2,0,1) ; {(41(b)).
© AB,1,0) ; U = (21,1) ; (41(d). (d) AR0,2) : U =(1,1,2) ; @1)
, , Xx=a . i y=>0b . s X=a
43. Droite verticale: {y - b Droite paralléle & Ox: £ - ¢ Droite paraliéle & Oy: £ =c
Plan herizontal: z = c. Plan vertical: ax+by =

44. A et C sont sur le plan horizontal z = 2. A, B et D sont dans le plan vertical y = 1. Par deux peoints
quelcongues M et N, il passe toujours au moins un plan vertical. En effet, considérons les projections or-
thogonales m et n de M et N sur le plan Oxy. Par ces deux points m et n, on peut faire passer une droite D
{unique si m = n). Alors le plan vertical contenant D passe par M et N.

45. 71 =(2,-1,3) ; P: 2x-y+3z-13 = 0 ; P~ D = { (A(6,2,1) }.

46. R =(3,-2,1) ; P: 3x-2y+243 = 0 : P n D = { (A(-2,0,3) ).

470{ =2ty=-143, 2=1t}; P, nP_nP ..PsnD_{(A(12‘l)}
48.D: {x=-54d, y =85, z=1}; E> mlg 3 = Py D= { (A 131)}
49. m=-6;d = 16. 50.m=-3;d=

51. U = (211) D:{x=-3+2, y =2t z=141};Pn D = {(A(1,0,3)},

52. T ={1,21) ;D: {x=-2+t, y =12, 2 =4+t } ; P n D = { (A(-1,-1,5) }.
53. m=-3; P! 5x+2y-4z-19 = 0. 54. m=4,;P: 2xy-z-1 = 0.

55.(aym=2;Dn {(AB}=0. b)m=3;Dn (AB) = { C(2,0,2) }.

56. L'equation est satisfaite par les trois points A(a,0,0), B(0,b,0) et C(0,0,c) qui sont trois points non

alignés du plan.

57. (a) Cylindre vertical de base le cercle centré en A(0,1,0) et de rayon 1. (b) Cone d'axe Oz, de pente
2 et de sommet O(0,0,0). (c) Cone d'axe Oy, de pente 1 et de sommet 0O(0,0,0)

58. S n P est successivement

(a) I'nyperbole { xy = 1, z = 1}, I'ensemble vide @, I'hyperbole { xy = 4, z = 2 }, l'axe Ox, la demi-para-

bole { z = ‘\l;, y = 1}, l'axe Oy, la demi-parabole { z = \G x =1}, le demi-cercle {z = Vx{1-x), x+y = 1}

{noter que z = Vx(1--x) == z24+x2.x =0 etz > 0). “

{b) I'nyperbole { xz = 1, y = 1}, T'hyperbole { xy = 1, z = 1}.

(c) le cercle { x2+y2 = 3/4, z = 1/2 1.

(d) le cercle { x2+y2 =1,z =1 }, les deux demi-droites {z =y, y 20, x =0} et{z

{ou encore { z = |y|, x = 0}.

(e) le cercle { x2+y2 =1,z2=1}, la parabole { z = y2, x =0}

59. Les produits scalaires T. V), VWetw. u sont nuls,

64. (a S1 est un plan orthogonal au vecleur . {b) 8o est la sphére de rayon 1 et de centre le point A tel

que OA = a {c) Sy estle cylmdre circulaire de rayon 1 et d'axe la droite D passant par O et de vecteur

directeurd. {Voir que (O_I(/I u est la projection sur D du vecteur O_I)VI)

66. Tous les plans d'équation de la forme oF {{x,y,z)+BFo(x,y,z) = 0 {a, § € R non simultanément nuls)

contiennent D, -

67. M(x,y,z) est transformé en M'(-x,-y,-2) par S;0, M({x-y,-z) par S;ox, M(-xy,-2) par S/Oy-

M'(-x,-y,Z) par S;nz, M{xy,-z) par S/Oxy’ M'{-x,y,2) par S/Oyz' M'(x,-y,z) par 8;0xz-

68. Deux cercles dans le plan (ou deux spheres dans I'espace) sont tangents intérieurement si la distance

enfre les centres est égale a la différence des rayons en valeur absolue et tangents extérieurement si la

distance entre les centres est égale & la somme des rayons.

69. Un plan P est tangent & une sphére S ssi la distance du centre de S au plan P (Cf. Exercice 72(a)) est

égal au rayon de la sphére.

w7 ANe s

Y, Y50, x=0}

71. cos(0) = = = ;0 = /B,

T 2\’—_%
72. A(1, 00) e P;Dy: D(A,n = (6,3,1)) : éq. par. {x = 1461, y = 3t, z = 1}, éq. car.{x = 2+62, y = 32} ;
Dy = D(A,0) 6t Dg = D(A,v) ol U est par exemple la vecteur U = (-1,2,0) et ¥ = naU = (-2,-1,15).
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EXERCICES CH2

. (a) Df = R\{-1} (b} Dj = R\{-2}

. 2 solutions pour b = 0: 1/3 et 1 et pas de solution pour b = 1.
. Df = Dg = Dgof = R ; gof(x) = x2-x-3.
.Dg =R ;Dg = [-2,1] ; Dgof = [0,3] ; 9of() - Vax-x2,

.Df=RY-1} ; Dg = R\{0} ; Dgof = R\{-1,1} ; gof{x) = -2(x+2/(x-1) ; gof(x} = 2 ssi x = -1/2.
.Df=R;Dg =[12; go,_ [0.3] ; gof(x) = Vx + V3-x

.D;=R; Dg_]34] xl'lo~!l gof(x) = V1-x + 1Vx

. (a) Q e [98,148]. (b) Q e [W2,N3]{@=z0). (c) Qe [100,225]

9.b=0

10. (a) rien (b) paire (c) paire, périodique (r) {d) paire, non peériodique (e} paire, périodique (r)
() périodique (2n) (g) paire, périodique (r) (h) impaire, periodique (2u)

W~ Ol WN -

11. f est paire ; f(x) 24 ssix<-20u x 2 2, 12. { est impaire ; -1 < f{x) < 1 ssi -1/2 < x £ 172,
13. f est paire ; f(x) = 1 ssix = 1/2 ou x = -1/2. 14, { est impaire ; -1 < f(x) < 1 ssi -1/2 < x < 1/2,
15. L4 dioiteé x = -1 est axe da symétrie. 6. Le point I{1,0) est axe de symétrie.

19. (a) T=1/3 ; f(x) =3x+1 si x e 10,13 (b) T = 1/2; {(x) = 2x-1 si x e [0,1/2[.
20. (a) Ty = 1 ; fog(x) = [2x]-2x ; Tfog =12 (b) Ty = 1.; fog(x) = 3x+[-3x] ; Tfog 113

A "

0 +

R
o
N

28. Une translation dé vecteur 27 .
29. La fonction est paire; I'axe Oy est donc axe de symétrie. Le morceau de parabole & droite de I'axe Oy

admet la droite x = 3/2 pour axe de symétrie.
30. f(x} = 1 - 5/(x+3)

AP A
!

o » -3 o % —
j - l/‘ =343 ﬁ’ -3 /‘—‘i <
/ . \:M, J ‘ K‘\‘ﬂ

-3

Q
gt g

ERERY

Aa S/}m)l

31. (@) Df: {x+y 20} O Ds:{y2xx>0,x#1} {JDf:{x>y, xy=1x=20}
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2Xx+3y-2 > 0 et 3x+y > 0
() Df:{-1<x<1,-1sy<1} (e) Dj: you

_ 2x+3y-2 <« 0 et 3x+y < O
| //f?////

//;,¥ ‘7 if’

() Dp: {x<y2, x2y} (kD {xy=>1, x2+y2-4x > o}

x+y209ty>2x2
() Dy

x+y£09ty<2x2
32, .

(@

&V

—_—

7 Dy
. ]

—

¥y
(v

33. La droite x = 3 est axe de symétrie. 34. La droite x = -1 est axe de symétrie.
35.(a)1 (b)a {(c)2 (d)1
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36. x = 2 axe de symetrie ; f non injective ; f(R) = [-3,+0e[.

37. x = -1 axe de symeélrie ; f non injective ; f(R) = ]-«,2].

38. x = 3/2 asymptote verticale ; y = 1/2 asymptote horizontale ; centre de symétrie 1{3/2,1/2)
1(x) = (3x-2)/(2x-1) ; D¢-1= (D) = R\{1/2].

38. x = -3/2 asymptote verticale ; y = 1/2 asymptote horizontale ; centre de symétrie i{(-3/2,1/2)
1(x) = (3x-2)/(-2x+1) ; Ds-1= f(Dg) = R\{1/2}.

40. x = -1 asymptote verticale ; y = -2 asymptote horizontale ; centre de symétrie ¥-1,-2)
-(x+3)/(x+2} ; Dg-1= f(D§) = R\{-2}.

-1(x)
41.

4 o 12
o r —
= LoJ f:«-il Y= F{L){"JI.
_[/2, T
2 it I
- - ‘-“-\
Y= 1= ET.Z \ ‘1:.}

42. y{x) = (2x2-6x+4)/(4-x) ; la relation se réécrit 2x2+(y-6)x+4(1+y) = 0. Par exemple pour y = 8,
elle a deux solutions x = V14 et x = -V 14. Elle ne définit donc pas implicitement x{y). '

43. (@) x =x(y) ety = y(x} (b) P = P(Q) et Q = Q(P) {c}) Q = Q(P) mais P = P(Q) (d) Aucune n'est fonc-
tion des autres. (e) u = u(v,w), v = v(u,w) mais w # w(u,v} (g) ¥ = y(x) mais x # x{y) (h) idem.

44, z = (x-y2)/(x+y-2) ;D x> y2 etx+y > 2} U {x < y2 et X+y < 2}

45. y{x) = (x2+x-2)/(3-x) i la relation ne définit pas implicitement x(y).

46. f est injective, f(Dg) = R\{-1/2}, "1(x) = -x/(2x+1) = f{x).

47.1 est injective, f(Df) = R\({3), I"1(x) = (x-2)/(x-3).

48. x{y) = Log((Sy+3)/(y+2)) ; f est injective ; {(Dy) = Di-1 = Jreo,-2] U -3/5,409[ ; f‘1(y) = x{y).
49. (a) f est injective sur les intervalles J-o-1], [-1,1}, [1,2] et [2,+ea[.

(b) Posons m = f{-1}. Alors I(R} = [m,+e], f(R,) = [0,+ee], f(Rt) = [m,0f, {[0,1}) = [0,1], f([1,2]) =
(0,11, {(-1.2D) = [m1], f([2,4]} = [0,+e[.

50. (a) Df = R ; f est injective ; f(Df) = Di-1 = }-3,1] ; f'1(y) = Log{{y+3)/{(1-y)).

(b) Df = R, ; f est injective ; {Df) = Ds-1 = 1-1,1( ; £ 1y) = ((1-y)/(1+y))2.

(c) Dy = [3,+e<[ ; T est injective; f(Df) = Dy-1 = [1,4eof ; £71(y) = (y-1)2+3.

(d) Df =R | f est injective; f(Df) = Df-1 = [9’2,63/5[ ; f‘1(y) = [{Log{y)+2)/(-5Log(y}+3)]2.

§1. Dyjp )1 = 1) = [1/4,5ee] ; Ty = (12 Diij )1 = f9) = /4] ;

(fll)'1(y) = {(1+V 144y)/2 ; { n'est pas injective car f(1) = f(0).

55. y(x) = (2x+2)/(2x+1) ; x(y) = (2-y)/(2y-2) ; Les fonctions x et y sont réciproques I'une de l'autre.

56. z = (x+y2)(y-x-2) ; D: { x> y2 etyx > 2} U {x < y2 et yx < 2)
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57. Les lignes de niveau sont (a) des droites paralléles (b) des couples de droites paralléles et symé-
triques par rapport 2 Ox {c) des droites paraiiéles a la seconde bissectrice (d} une eliipse (e} le cercle de
centre A{1/2,1/2) et de rayon ‘\@2 privé des points O(0,0) et O'(1,1) (f} le. cercle de centre O(0,0) et
de rayon 2 (g) des hyperboles équilatéres.

58.

[ Pfac fa L;.¢L|_ ]
(<)

z

v.

N _ () e .

61. Dg: { x > y22} 5 12: { x24y2-2¢ = 0, (xy) # (0,0) } = C(A(1,0),1) \ { O(0,0) }.

38 3

62,

62. Dy {y > x2/2) ; 12: { x24y2-2y = 0, (xy) # (0,0) } = C(A(0,1),1) \ { O(0,0) }.

63. BXP(2): 2x2y.2xy-2 = 0 (xBy # 1) ; y(0) = (242/(2x2-1) ; x # x{y) {y = 2 = X = 0 ou -1/2).
64. 1?: 2y2x-x-2y-2 = O (y2x = 1) ; X(y) = @y+2/(2y2-1) ;y 2 y(x) (X = 2 » y = 0 ou -1/2).

65. D {x < 4y2} U Ox\O}. La ligne de niveau c est d'équation x = ky2 (y # 0) ol k = {4c2-1)/c2; c'est
une parabole sauf si ¢ = 1/2 auquel cas c'est I'axe Oy (privé de O), si ¢ = 0 auquel cas c'est 'axe Ox
{privé de O) et si ¢ < 0 auguel cas c'est 'ensemble vide.

EXERCICES CH 3
1. 1{-2,1) ; type ; non injective. 2. K2,-1) ; type @ ; non injective.
3. 1(1,1) ; type |6] ; sommets Ay ((3+V3)/3,(9+2V3)9), Ay((3-V3)/3,(9-2V3)/.
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Points d'intersection: 1 point si k < (9-2\5)16 ousik> (9+2\[5)16 , 2 points si k = (9-2\/5)/6 ou si k
= (9+2V3)s, 3 points si (9-2V 36 < k < (9+2V3)/6.

La courbe symétrique par rapport 4 la premiére bissectrice n'est pas le graphe d'une fonction.

4. Cubique de type 11, f injective; donc I'équation définit x{y). Expliciter x(y) revient 2 résoudre une
équation du troisiéme degré. 1{1/3,34/27) est centre de symétrie de Gy donc I'(34/27,1/3) est centre
de symétrie de Gy.

5. )(-1,-1) = milieu de M; et My, Gi: y+1 = (x+1)3/64 - 48(x+1)/64.
7.Cn{y=x}=20;:Cn{y=x+4}={A(-31}};Cn{y=x+t5}={B(23), C(-50) };
Cn{y=-x2}={B(1,3), C(-3,1) }

8. {a) f injective ; f(R) = R\{1} ; {(b) g injective ; g(R) = R\{-1} ;

-1(x) = (1+x)/(1-x) g-l(x) = (1-x)}7(1+x)

| / A : \4*‘:)

e

/ ™

f(x) six >_-1 fx) si x> 1
() h(x) = {g(x) Sl x < -1 (d) kix) = {g(x) six<1
h non injective ; h(R} = J-e,1] k non injective ; k(R) = J-es,-1[ U [1,+e0]
’ 1\3" ! B f';‘ )

a. ./_;‘. . _
/ D

RV ~

10.i(R) = R, ; () = y?-1 (v > 0}

12, (a) 1296 (b) V5 (c) -3Log(2) (d) 7Log(2)/2 ; 5Log(3)2 ; 2Log(3) + 3/2

(e) 2Log(2)-2Log(5) + 1/4 ; 3x+5Log{x).

13. (a) 3Log(3) - 3Log(2)2 (b) 3Log(2) - 3Log(3)/2.

14. (a) 3log(5)-3Log(3)/2 (b) 3Log(3) - 3Log(5)/2 (c) -3Log(3)/2 - SLog(5)/4 - 1/4.

15. {a) -SLog{2)/2 + 3Log(5) (b) 3Log{2} - 3Log(5)/2 (¢} 1/7 + 13Log(2)/7 + 13Log(5)/7.
16.

Y

‘}lx b}

-9"“

s

A ]




17.

e X

eX

f(’x) =

02%41

e-2X(1+02X)

142X

= f(x) .

18. Les fonctions ch{x) et sh{x) sont définies sur R, respectiveament paire et impaires. On obtient leurs
variations en étudiant le signe de leur dérivée. Les formules a établir sont de simples vérifications.

19.
20.
21.
22,
23,

¥ 1
"5" tj\x
4
o - x>

(a) x=1/2 (b) x =Log{(2)/4 (c)x=10uX=
(2) x=3/2 (byx=1Log(2) (c)x=20uXx=23(d) (xy) =
; @ = Log(1,01) ; iz = (1,01)12-1
g = Log(1,12) ; iy
g =Log(1.4) | ig

c{6)
C(5)

C(4) = 30(1,4)4

15(1,01)6
15{1,12)°

'ﬁ‘_ ADRZ’.

%I\

= (1,12)1/12.1,
=V1,4-1.

AV

2 (d) x = 0 ou x = Log(3)/Log(2)
(2,3) ou (x,

v} = (3,2)

24. (a)r=15;A =625 (b)r=1/3; A =270

25. P(t) = 10.2! (resp. 10.(1,5)! , 10.3! ,10.3"1 ) ol t est le nombre de jours.

26. Au bout de un mois moins un jour.

27.

1{x) ax+b ax2 alx a/x? 2X (1+c)2%

Al/AX {AX = h) a 2axs+ah  |-a/x(x+h) | -2a/x2(x+h)| 2X(2h-1)/n0 §(1+6)2X((14¢)2N-1)/h
AlffAx_(Ax = h)| a/(ax+b) | (2x+h)/x2 | -1/(x+h) | -2/(x+h) | (2P-1)/h ((1+¢)2h-1y/h
f'{x) a 2ax -a/x2 -2a/x3 Log(2)2X 2Log(1+c){1+¢)2X
fr{x)/H{x} a/{ax+b) 2/% “1ix -2/ Log(2) 2Log{1+c)

1 1 . 1
28. (a) kgz[kn,(k+5)n] (b} kgz}kit,(k-i-z)u[ (c) kLEJz]ZKn,(EkH)1:]\{(2k+'5)1t}

(d) 10,4+ \ {gmc]ke N} (e)n\{é—“a, ok, kn [k e Z} (f) ]o,+o=[\{-:é’~5+kn|ke 2)

(9)
29.

113,400

(h) 11,4
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30. {a) x = n/18 + Zkn/3 ou X = -®w/18 + 2kw/3 (b) x = =2 + kx ou X = 5a/12 + kn
(¢} x =n/3 -2+ kn (d) x = w4 + kns2

) , X D iy E Sm 1
(e} si |al » 2, pas de solutions, si |a| <2, x = 2Arcsm(2) "ot kr ou x = 1o 2;ﬂ\rcsm(—) + kx

31. cos(3x) = 4c053(x)-3cos(x) ; 4-c.os3(x)-3<:os(x) 12 &= x=1n/9 + 2kn/3 ou x = -1/9 + 2kn/3.
32. Pp,1(x) = (x2-1)Qu(x)+xP(x) et Qo 1(x) = Pp(x}+xQp{x) ; deg(P,) = n et deg(Q,) = n-1.
33. (a) sin{a) = -4/5, tg{o) = 4/3 (b) sin(u) = -2V 5/5, cos{n) = \/gls {c) cos{a} = -5/13, tg{a) = -12/5.

EXERCICES CH 4

1. (2 A= J0,1fU,2[ ;A =1[02]; A = [0,2] ; Fr{A) = {0.1.2}
(b)A @;A=Z ;A= @,Fr{A)_ . (€) A=@;A=AU{0}; A" = {0} ; Fr(A) = A.
3.(a)(Ve>O3A>0)(VXxe D x> A= |f(x)-1] < &)
(b) (v £ > D)3 > O)(¥ mixy) € DyX {'x”':/a = 5 <f{xy) < 5+ )
A [x-1] < o
(©) (vA>0)@a> ONY mixy) & D) 1, y<2 ™ fxy) > A )
u-2} <

(d} (V&> 0)(3 a> 0)(V m{u,v) e Dg) { = {f(uv)-3] <e)

1 <v < l+a
4. (2} (VA> 0)Ho>0)V1ie Df)( 3] <a = f(t) < -A)

X+1
(b) (Ve> O} o> O}V m{x,y) € D) {I ¥ !”u = [{{x,y)}-5 < ¢)

[u-1] < &
(© (Ve>0)Fa>0)(vmuv) e Dy 1, 5 = [fuv)7l<e)
1x-2| < o
{d) (Ve> 0} (3 a> O)(V m(x,y,2) € Dy){ {1 <y < l+a = |f{xy.z)-2] <£)
z < -1/a
6. {a) lim f(x) =0 et lim f{x) = -1 donc pas de limite en 0.
x—0* x—=0

(b) “m f(x) =0 {fx)] < [x]).

10. En falsant g = 1 dans la définition de  lim x3e"X = 0, on obtient qul existe A € R tel que, pour tout x
3g-% -X 2y X+
>A onaxe? <t (== xe* « 1/x<).
C Ux24+y?) < 12 = Jf(x, sinfy) ;  lim |sin(y)l =0 = lim f(xy) = 0 (Th.2.3).
{(x<+y€) = [y}t < [sin{y)| (0,0)' (y)l 0'0) (x.y) ( )

<
4 3 4 3
X y] x* |y o i D :
12. |f(x,y)| = + < + =XS+ly|; Clim x=+4ly] =0 = lim f{xy) = ¢ {Th.2.3).
If(x,y) 2 ez 2t 2 Iyl 00 Iyl (05 ( { )
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13. 14. 15, se déduisent respectivement des inégalités x+cos(x) = x-1 , 2[x]-x = x - 2{x-[x])
1/{x-3sin(x}) < 1/{x-3) (et du Th.2.3).
20. (a) Dy = R%\{axe 0x} ; I'1 = C(A(0,-1),1) \ {O(0,0)} ; I° = parabole y = -x2/2 privée de O

(0 lim fixy) = -1 ; lim fix,y) = 0 ; lim [f(x,¥)] = +e
(x,y)—=(0,0) (x,¥)—{0,0) (x,¥)—(0,0)
(x,y)el! (x,y)el® (x,y)eD

{c) Pas de limite en O(0,0). -
21. (a) Dy = R2\[parabole x = -y2}; I'T = C(A(-1/2,-172)V2/2) \ {0(0,0), B(-1,-1)} ;
19 = parabole y = -x2 privée des points O(0,0) et B(-1,-1).

(b) lim fix,y) = -1 ; Him f{xy) = 0 ; lim fix,y) = 1
{x,y}—(0,0) {x,y)—(0,0) {(x,y)—(0,0)
(x,y)el (x,y)eI° {(x.y)eD

{c) Pas de limite en O(0,0).

2z x-2 et

22. (a) Dy= R2\{axes Ox et Oy} ; 1t = droite y = x privée de O ; 12 = hyperbole y = x/{1-x) privée de O.

{b) lim fixy) = 1; lim fixy) =2 ; lim Hx,y)l = e
(x,y)—»(O{O) {X.Y)——>(020) (x,y)—(0,0)
(x:y)el {x,y)el (x,y)eD
{c} Pas de limite en O(0,0).
25,
f(x} _ (a) (b) {c)
Xo. 0 2 + o - oo (¢} -2 oo a + oo
équivalent | 174 |-1/(x-2)2 {-1/x |-1/x xix| | 4/x+2| |3 172va | 14x
+ i
limite 174 - o- | o+ {*1 eno e | 3 172Va 0
1 en 0°
26,
f{x) _{a) b) (c)
Xo 0 2 +oo |- oo ot + o0 3m/2 oo
équivalent | 172 | 238/(x-2) |5x |5x | x3/8| 1 2-5M|hyh (haxoly | Pas déq.
_ 2 _simple
o en 2+ -5/4 +
limite 1/2 {" en yoof -0 0 1 {2 ARG 0
-0 @n 27 -2° en (3wx/2)"
27. .
f{x) (a) (b) __{c) (d) {e)
Equivalent V3/5 -1/4x __5]x]/{2x) 1 =1/2x%
. +5/2 en +e
Limite V3/5 0 {_5/2. on - 1 0
28. _ .
f{x) (a) (bL {c) (E) (o)
Equivalent -1/3x 1V x -2[x|/x ~Nx/2 3/x
. -2 en +o
Limite 0 0 +2 en -oo - e 0
29,
f{x) {(a) {b) (c) (d} (e) (f) (9)
Limite en x_ 8 0 1/2 0 1 -3/2 -1
Limite en x; -8 0 -1/2 0 non déf, -1/2 -1
Limite en x4 non oui non oui oui non oui
30.
f(x) (a) {b) {c) {d} {e) (f) (g {h)
Limite + oo 1 0 0 0 1 0 4
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31.

-61-

f{x} (a) {(b) { {c) (d) {e) (f) {a) {h) (i) (i L (kY § (D 1(m)
Equiv. | 172 [3/5] -8 [ 1/2 |-9/8| 1/2 | 8x2/3 | x/2{50x4/9}1/18] 3x |2/9] x3
Ltimite | 172 |13/5] -8 | 1/2 [-9/8] 1/2 0 0 0 /18] o f2/9] o
32,

f{x}) {a) {b) {c) (dy (e} [ () (g) t(h (i) () (k) ()
Equiv. 2/5 | -7 x/1x| 1/18 |5x2 | 2x | 9x/5 |[xs6 |4r27x2 | 1/2| 172 |-25x2/8

o {n en O+

Limite 2/5 -7 1/18 0 #] 0 0 + oo 1/2 /2 0

-1 en 07
33. (@) e (b) 1 (c)1sin>m;esim=n;{+°° en 0" Gnem.
. 0 en 0

34. (a) o (b) 82 (c) &X.

35,

f{x} (a) (b) (c) {d) (e) (f) {g)

Equivalent 3 1 64vx | 2 12 | 1r2 | 2r(3x)

Limite 3 1 + oo 2 -1/2 1/2 0

36. '

f(x) {a) (b} {c) (d) (e) () 1
Equivalent -5x 1 10x%2 1/2 | xV2 (neoy|ox (n=2)x(n<2) [1/3 [2/3
Limite {+: L] we] 112 4 oo soo| ol 178] 2/3
37. f{x) —2L  lim_(x-2)f(x) = O. 38. f(x) ~ P lim (x+34(x) = =

2 oyox-2 "xo2 -36(x+3) "x—m2 8

-39,

f(x,y) (a) (&) () (d) (e) (f)

Equivalent yfx2 -y /2 2\/;/)/ 1 8x2y13 y3x/|x[

Limite non 0 non 1 0 0

40. Df = R2\{dtes x = 0 et x = -1} ; f(x,y) (T°0) 6y ; (x’y)lﬁw(o,o)f(x,y) =0; (le)_i)il"{r_lﬁ_’z)f(x,y) = oo
41. )
f{x) (a) . (b) (c) _|(d) (e) () Q)

Xo 1 - = 2 - o 0 o0 0 0 |+ o+ +oo| + oo ot
Equiv. | 1] tog-xy-x |1 [Logixy-x | 3 [3eX®] -1 | x278{1/3 [ xe172x|1/2] 1 x2/Log(x)
Limite | 1 0 1 0 3 [ +e]-1 0 [1/83] +o /2] 1 0
42. ' ' '

f(x) (a) (b) (c) (d) (e) (f)

Xo 1+ +o0) -1 + oo 0 oo 0 0 |+ | 0O o
Equiv.{{x-1)Log(x-1)] -1 1 Log{xyeX+1 | 2 2e"3 1 2 2 /2 [172

o 400 &N oo

Limite 0 -1 1 0 2 {O en -oo 1 2 21 1/4 14
43. (a) A= 1 + 2/300 = 1,00667 (b) A =1 + 1/50 = 1,02 (¢) A = 1 - 1/40000 = 0,999975

44. (a) A=~1+ 1/50 = 1,02 (b) A =1 - 1/800 = 0,99875

k-]
46. f(x) 5 77,8 J L
-

Alure JQ le. m“"})e: °| _-é



47. (a) Asymptote horizontale v = 2\5 en +e ; asymptote verticale en -2+,

(b} ¥y = x + 1/2 asymptote en +eo .

{¢) y = 3x+5 asymptote en 4+~ et en -« ; asymptote verticale en 11 eten 1.

{d) y = 2x -1/2 asymplote en -oe.

{e) Branche parabolique d'axe Oy en +e et en -,

(f) y = 0 asymptote horizontale en +ee.

(g} ¥ = -x direclion asymptotique en +eo, branche parabeclique dans cette direction.
48. {a} Asymptote horizontale y = @/2 en oo,

{b) ¥y = 3x-1 asymptote cblique en +e.

{c}) ¥ = x - 1/2 asymptote oblique en +e.
(d) y = -2x+1 asympiote oblique en +ee &t en -«.
(e} y = 0 direction asymptotique en +eo et en -, branche parabolique dans ces directions.

{f}) ¥ = x+1 asymptote en +« &t en -«.
(g) ¥ = -x direction asymplotique en +, branche parabolique dans cette direction.

ch(x) 5 1 ch(x) -~ eX/2 ch(x) . e X/2
50.
sh(x) 5 x sh{x) eX/2 sh(x) . -e"X/2

Les fonctions ch(x) et sh{x) ont une branche parabolique de direction Oy en +eo €t en -ca.

EXERCICES CH 5

1. :
Un (a) (b) {c) {d)y |fte) (1) } (g} (h) (i) (J)
Equiv. n |-1/nfLogtmVn {-Loginy| 1 | 1 (e8| 3 |s5/2 |2/3
Limite | +w | 0© 0 - |1 ]1 |el/3]1 38 [5/2 [2/3
2.

Un {a) | (b) [(e)|(d) | (&) | {T}]| (9) (hy 1 ()
Equiv. | -2 {t/¥n)] 1t ]e | e | 1 |togs) | 1/(2nVLog(n) | 2/(3n)
Limite -2 0 1 e e 1 | Log(5) 4] 0

7. (a) (up)pp est minorée par 0, tend vers +, n'est donc pas majorée ni bornée.

{b) (Upn)n~g est bornée mais non convergente.

(¢) (up)nsp est majorée par 0, tend vers -e, n'est donc pas minorée ni bornée.

(d) (Un)n>p converge vers 1 et est done bornée,

11. Upq-Up = H(n+1)! > O donc {up)p. est croissante ; v -V = -1/(n(n+1){(n+1)1)) < 0 donc (vy)nso
est décroissante ; enfin vp-un = 1/n{n!) est le terme général d'une suite positive et tendant vers 0.

12. De fagon générale, [y) est défini comme le plus grand entier qui est inférieur & y et, en conséquence,
[y]+1 est le plus petit entier qui est strictement supérieur & y. On obtient alors la menotonie des suites
(Un)n=0 e (Vpinso de la fagon suivante. Croissance de (up)psg: 10[107x] est un entier, qui est plus petit
que 10M*1x. Donc 10[10"x] < [10"*+1x] ce qui donne up, < Uy, 1. Décroissance de (Vo)nsp: 10((10™x]+1)
est un entier strictement supérieur a 10"+ 1x. On en déduit que [10”“‘1x]+1 < 10([10"x]+1} ce qui donne
Va1 € Vp. Enfin, vp-up = 17107 est le terme général d'une suite positive et tendant vers 0. L'inégalité
un £ X £ vy, valable pour tout n, montre que la limite des deux suites (Up)y.o €t {vn)nsp ©St X

EXERCICES CH 6

1. (a) continue sur Df = R: sur R\{n/4} en venu des theoremes généraux sur ta continuité ; en n/4, les
limites & droite et & gauche sont égales a la valeur f{w/4) = V2/2 de f en /4.

(b) continue sur Ds = R\{2} (th. gén.} ; limites & droite et & gauche de 2 distinctes (4 et -4) (non prol.).
(¢} continue sur Df = R* (th. gén.} ; se prolonge par continuité en 0: f(0) = 0.

(d) continue sur Df = }-1,+e<[ (th. gén.} ; limite infinie en -1 (non prol.).

(e) continue sur Dy = ]0,+c<[ (th. gén.} ; se prolonge par continuite en 0: {0} = 1,

-62-



{f} continue sur Dy = 1-1,0[ U ]0,+e[ (th. gén.) ; se prolonge par cont. en 0: f{0) = 0 ; limite infinie en -1
(non prol. en -1).

{g) continue sur Dy = ]-1,0f U ]1,+e{ (th. gén.) ; limit¢ infinie en -1, O et 1 (mon prol.).

(h) continue sur D = Ja,b[ (th. gén.) ; se prolonge par cont. en a et b: f{a} = {(b) = 0.
2.a=-53b=>5/3 3.a=2,b=1,¢c=0 -
4.(a)a=3(b}a=\/§ou-\f§ (c}a =-1 5.(a)a=e (b)a=5

6.

f{x) (a) (b) (c) (d) (e) (f) {(9) (h) (N (i)
Equiv. 4x foxx) [3rox | a9 [Vaxpx {oVoxx| 176 | 9r5 [-xr2 | -4arx
Prol. en 0 0 non non 479 non non 1/6 9/5 0 non
Prol. & droite - 2 non - V3 2v2 - - - non
Prol. & gauche - -2 nen - A 3 ~2\/ 2 - - - non
7. 1(x) ; f ne se prolonge ni a droite ni & gauche ; g se prolonge par continuité en 0: g(0) = 7/6.

"3 6(x+3)
8. (a) f est continue sur Dy = R2\{(0,0)}, se prolonge par continuité en {0,0): 1{0,0) = 1/2.

(b} Dy = R2 privé des dies verticales x = 0, x = ©/2 # kr (k € Z}, de l'axe Ox et du demisplany € -1 ;

f est continue sur Dy ; f se prolonge par continuité en (0,0): £{0,0) = 0 {f(x,y) (670} xy).

(c) Dy = R2 privé des ellipses x2+2y2 = w2 + kr (k ¢ N) et de l'origine O(0,0) ; f se prolonge par conti-
nuité en (0,0): f{0,0) = 1.

(d) f est continue sur Dy = RQ\{(O,_O)}, se prolonge par continuité en (0,0): f(0,0) = 0 {{(x,y)
x2y/(x2+y2)). .

9. —» 12. f ne se prolonge pas par continuité en (0,0) (Ci. Ch.4 Exercices 20 — 22).

29.

(0,0)

y-1 siy<©

3 34 = §x
iy = Vy-1 si0 <y <2 " E .
y2/4siy 22 -/ ,9,_?1&)

32. (@) w3 (b) 23 {c) w6 (d) w2 33. (a) -1/2 (b) w6 (¢) w4 (d) 2/7
35. (a) fermé borné (b) borné, non fermé (c) borné, non fermeé {d) fermé borné (e) fermé, non bornd

(f) fermé, non borné (g) ni fermé ni borné
40. (@) 0<| <45 (b} (a1)a<|=Lloga) <al1 (c.3N5<1<3
c c b b c

c
a1.  Jipdx = Jixydx - [ixidx == [ix)dx + [ipxdx = JH(x)dx
b a a a b a

EXERCICES CH 7

1. (a) f dérivable sur |1,+0[ (th. gén.) ; non dérivable en 1 ( le taux d'accroissement (A/Ax}{1) — o).
(b) 1 dérivable sur ]-ee,1[ U ]1,+oo[ {th. gén.} ; non dérivable en 1 ( (Af/Ax}){(1) - «~ en 1* et en 17),
2. lim f{x} = lim f{x) = 0; donc¢ {{0) = O prolonge { par continuiié.
x—0t Xx—0°
f est dérivable sur R* {th. gén.); le taux d'accroissement (Af/Ax}{(0) en O a pour limite 0 & droite et 4

gauche de 0 donc f est aussi dérivable en 0 et () = 0.
3. f est dérivable sur R* (th. gén.); lim (Af/Ax){0) = limox sin(1/x) = 0 (car |x sin{1/x)| < Ix]); donec f
X—

est aussi dérivable en 0 et (0} = 0.
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5. (a) [6xLog(x)+3x] x3x2 (b) _[2sin{2x)+2xsin(2x)+4xcos(2x)] eX-1

30x S|ng3x):|
—_ d) | 3cos(3 Vx
(c) (x2+4)(4x2+1) ( )[ c0s(8x) + oVx oxp(¥x)
. Log(t Loga(si .
(e) cos(2)sin(2x) ) [ Otgg((igx)) + sigg.(()s;';(sx()z)jl (tg(x))-Log(sin(x))

{-13P aP m(m+1)...(ms+p-1)

{ Plx) =
iP)(x) = 0 - sipo>n (b} FFH0) (ax+b)M+P
1

11 1 >
(d) fPYx) = oG Dekly - p+1)x2 P

6. (2) {f(P)(x) = n(n-1)...(n-p+1)x""P sip < n

{f(2p)(x) = {-1)P 22P+1 cos(2x)

( f(2p+1)(x) = (-1)P 22P+1 sin(2x)
(e) {P)(x) = 2" (xM{P) (Cf. (a)) M P = (1P p-1) xP 21

7. On procéde par récurrence. La propriété est vraie pour n = 0: Py{t) = 1. Supposons la vraie au rang n.
On obtient alors: f(N+1)() = (Pn(t)exp(tz))' = (2P (1) +Pp (1) exp(t2), ce qui s'écrit f(N+1)y =
Pn+1(t)exp(t2) ol Pp,1{1) = 2tPL(t) + Pp(t). Cette formule montre que deg(Pp 1) = deg(Pp)+1 = n+il.

[ 92f

o = (Log(y+2))2 (y+2)X+2
of x+2 ox
§;= Log(y+2) (y+2) 82f
9. (a) Y 5 9 Svax = [1+(x+2)Log(y+2)] (y+2)x+1
Sy = (x+2) (y+2)X+1 y
y 2 X
o= (XE2){x+ 1) {y+2
(52 Jy+2)
&Y 2
P ‘y—cos(y) X<y ax2 2
o=f -2X% cos X-CO0S , 2
®) 3§ 55 x2 2 ) ayox ~ y y(Y)+ 2(” + siny)] eX°/¥
5y = 7| s + *jeos(y)| eX=/Y A s 2 ginty)
y f 2 2 g
%: [ces(y)("‘%"+ x—4- 1) + 2x SIZH ] ex?/y
9y y y y
(921
3f -2xy . o 2 ..\-4/5 a2
%= 5 Sin(x7y) (cos(xZy)) 32f
©) Y 31 ) dydx ~
= = -x2 sin(x2y) (cos(x2y))"4/5 y
dy 221
. kayz = .
g—;= yz yYZ xyz-t
af z
(d) 4 5y = 2 (Log(x)+Log(y)+1) (xy)Y
af
3z = ¥ Loglxy) (xy)Y 2
32f/9x2 = 0
of/dx = 1
10. (a) {af/ay - 221/9ydx = 1
321/0y2 = 0

32f/3x2 = (2+4%2) ex2 cos(y)

321/3ydx = -2x sin(y) eX?

921/2y2 = -cos(y) eX?

{af/ax = y2 xy2-1 g {af/ax = -y/(x2+y?2)
af/dy = 2y Log(x) xy2 A3y = x/{x2+y 2)

(b) {aflax - 2x eX? cos(y)
of/3y = -sin{y) ox?
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11. On peut le vérifier directement ou bien remarquer que la foncticn { est homogéne de degré 0 et que
l'identité & vérifier est ldentité d'Euler.

32§ 2(y2-x2) 321
12. "'"'_X, = = - (X’ )

ax2( ) x2+y2 8y2 y

oy Aotdv o, )

13.0nal=vt t=I~etv=Itdol Staval = v (-lv=) (1) = -Itvt = -1,
14. (a) F{x) = sin{x}) + C {b) F{x) = -cos{x} + C {¢) F(x) = -cosfax)fa + C
(d) F(x) =eX + C (e} F(x) = e@8%/a + C () F{x) = a*/Log(a) + C

CdxTHYre1) + C siro# -1
(9) F(x)—'{i.og[)q + C sir= -1

f'{x} = {Log{2)+Log(x)}' = 1/x si x >0

15.0n a {f'(x) = (Log{3)+Log{-x))" = -1/(-x) = 1/x  si x < 0

La fonction f(x}-Log|x| vaut Log(2} sur ]O,+eo[ et Log(3) sur l-=,0[ et n'est denc pas constante sur R*.
Le Th.1.9 dit que la différence entre deux primitives d'une méme fonction est constante sur tout inter-
valle; R* n'est pas un intervalle.

16. {a) \/x'2'+1 +C (b} e"a’/S + C  (€) -(Cos;('x))"4/4 + C  ({d) -Log|cos{x)| + C {e)}
17.(a) Log(x) + C {b) xLog(x}-x + C (¢} Log(|Log(x)l) + C

20. (a) xeX-eX + C (b} xZsin(x)+2xcos(x)-2sin{x) + C  (c) xArctg(x) - ;—Log(1+x2) +C

-1
——— +C
3(x3+3x+1)

21. 1 = [—cos(x2)12}\{)n-= 1 ; | est l'aire du domaine D hachuré ci-dessous.
Y A~ . .
41 - I
Y w2 pin(E) ye o)
. \ A -
— > \ s
0 xX () X
> <
22. 1 = [-xcos(x)%sin(x)]’é = w ; | est l'aire du domaine A hachuré ci-dessus.

23. (a) f continue: sur R\{a,b} (th. gén.) ; en a et b, les lim. & dte et & gauche sont nulles (= f(a) = f(b)).
{b) F'(x} = f(x} = O sur J-,a] U [b,+[, f est donc constante sur chacun de ces intervalles, égale a F{a)
= Q sur J-,a) et égale & F(b) > 0 sur [b,+[; entr)t(a aethb, fix} >0, F est donc strictement croissante,

{(Une autre méthode consiste a interpréter F{x) = ff(t)dt en termes d'aires).

a
(c) 3
=z - 0 1 2 >>~

26. (a) 5,9977 (b) 0,1 {c) 4 - 7/160 ~ 3,86 (d) 2
27. (a) 1,93 (b) 1,3 (¢} 1/5 + (33.10°%)/125 = 0,2000264.

28. (a) 1 - 0,0785 = 0,922 (b) 12,99 (c) 4w/100 = 0,13

29. 12,93 cm 30. 47,6 mS

31. 191,60 32. Av = 2o|AtY/E ~ 2,5 kmvh

i

33. (a) dz = (6x2+y2)dx + 2xydy (b) dz = (cos(x)-ysin(xy))dx - xsin{xy)dy
1w X 1
{c) dz = (v + L12)du - Vzdv - wa
34. (a) dz = 1—dx - _2__de (b) dz = Log(2) 2P-4 (dp - dq)
y2 8
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- 24
(2r+s)st r ds 5

ar + +
(r2+rs)2 (rP+rs)2  r2ars
35. (a) dz/dt = (2x - y/xa)(et+1) + Ztcos(tz)/x avec X = el+t ety = sin(tz)

(c) dz = dt

{b) dz/dt = 5(3x2 - y2/x2)e3! + 2ysin(2ty/x avec X = e?l ety = sinz(t)
dz = e¥du + ueVdyv = dz/ar = eS°T(2r-s-r2)
36. ) 5 ou 5
dz = eS-T(2r-s-r2)dr + eST(1+s+r2)ds z/9s = €% H{1as4r?)
a7 {dz = 2uvcos(u2v)du + uzcos(uzv)dv
" ldz = (3r25242r83)cos(r3s241253)dr + (3r252+2sr3)cos(r3s2+r2s3)ds
L. {Bazlar = (3r232+2r53)cos(r352+r253)
d'ol
z/os = (3r2s2+23r3)cos(r332+r233)
1 1
38. dz = cos{uv!/4du + Z(sin(u)v‘3/4dv = [cos(Log(v)) + 7sin(Log{v))] v-34gy
1
dol  g'{v) = [cos{lLog(v})) + Zsin(Log(v))]_ y-3/4
39. dz = -vsin(uv)du - usin(uv)dv = -teS*+l(1+s)cos(steS+lds - seS+i(1+t)cos(steS+)dt

32135 = -teSHUT18)cos(51e5HY
z/3t = seSH (1 +t)cos(stesS+)

40. du/dt = 1/{t-1) ; Ax = -0,02 ; Ay = 0,01 ; Au ~ -0,01

12147 :
41, dujfdl = ———=C— . Ax = -0,02 ; Ay = 0,03 ; AU =~ =~ 0,025

2V 6124 7142 4v10

44. Soient x {resp. y) la distance entre l'automobile (resp. le train) et Fintersection. On a

x(t) = x(0)-20t, y(1) = y(0)-100t, D = \/x2+y2 ot dD/dt = —22XETO0Y) ok — 100 kmvh
N x24y2

d'ol

dy -(yeX+1) dy -(3x2+8xy-3y2) dy (1/x - eX¥ry) y
45. (a) d = (b) = C = =
X 3y2ieX dx  4x2.6xy+6y2 dx 17y . xeX/¥ry2 X
dy -{yeX+cos(x)eY) dy ysin(x)-e¥
46. = P v(0) =05 y(x) » -x 7. = ; ¥(0) = 0 y{x) o -X
dx eXs+e¥sin(x) v(©) 0 dx  cos(x)+xeY Yol yi) 0
3z 1 9z __ 2(yz-xz?)
ax = y-cos 3%  2x27.0xy+322y2
48, @ Yo Yoosty) (b) T ©
9z _ z+zsin(y) 8z 2(xz-yz3)
oy - cos{y)-y Y  2x2z.2xy+322y2
(92 _ -1 9z -1
X T 3321 IX ~ 3z2;eY
49.(a) Y, 5 (b)
9z _ 9z -{2+zeV)
9y 32241 Y 32248V
9
50. (&) () 5 27(Log(3)-1)(x-3) (b) 1(x) 3 3(x-1)
2t
51. (a) lim f(t) = (sin()-1)'(0) = cos(0)-1 = O ©) 1) ~=—=2:lim f(t) =2
t—0 ot ) t—0 )
16 X“-6x+1 x<-1
§3.(a)'X)=—"T"""" - 5;Y = x4 b) f(x} = x( ); = -X+2
(@) ()2 x2r168/2 "7 (b) T(x) 32 TP xs )Y
(0 fpg = =284 Lo (d) ) = eX2(2xsinx)+cos(x) ; ¥ = X
(X2-4)2 5 ) 5
() (x) = (2Log(x)+2)x2X ;y = 2x-1 M) Plx) = X 15 .z

Y =X
2V x643x3 4 4

54. L'abscisse x de A est solution de 0-a = 2a(x-1) d'ol x = 1/2.

55. La tangente au point my(1,1) est d'équation

y = ax+{1-a). Quand o varie de 0 & +-, cetle

droite décrit toutes les droites de pente 2 0

passant par mg{(1,1).

56. La droite | est tangente & Gj au point My{1,4) ; en Mo(-3,0), |a tangente est également paralléle & L.
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§7. (a) dans la direction du vecteur U o= (1,0} (b) dans la direction du vecteur U = (1,1}
Les fonctions décroissent le plus rapldement dans les directions opposées.

58. Dans la direction du vecteur U = (3.,4). .

59. (a) | g- y = x2+1 ; Tgte: y = -2x (b) I?: 2xy-3x+y-3 = 0 ; Tgte: x+3y-7 =

°
\\k
~ ~—

- 7 }
- - ¥ A

{c) I?: X = y2+4 Tgte: x-2y-3 =

W

60. (a) |?: X = y2+3 ; Tgte: x-2‘\5y—1 =0 (b) ;?: 2X2+3x-y = 3 : Tgte: x4y-1 = 0
fc) | xy = 2 ; Tgte: 2x+y-4 =
61. (a) n = (9,-5) ; 9x-5y-14 = 0 (D) ?: (4Log{2),2} ; 2Log(2)x+y-3Log(2) =

62. Dy {y > x2/2} U Ox\{O}

| LK
1)2 =1 C{A(C,1),1) \ { O[O,
f{x+(y } = C{A(C,1),1) \ { O(0,0} } //m

2 2
. (y-4) _
If.{‘““‘4+ 16 =1}V{0{0,0)}
Tangente en B(-2,4): x = -2

, \\\\-\\

3Q 1 2Q 2
63. (a) S =5 K L2 =g KB L

(b) Q est homogéne de degré 1: QK IL) = (K)1/3(1L)273 = t1/312/3 «1/312/3 _ ¢ kL)

1
Identité d'Euler: K %—g+ L= K13 1273 (g +§) = Q(K,L)

3 10
{c) ——K +—L =45 (d) AQ = (57 +75).0,01 ~ 0,0123
1 374 314 49 3 4/4 174
2 (a2 aK LARSAE R UL
(b) Q est homogéne de degré 1: QUIKIL) = (1K) 4(L)3/4 =

3
Identité d'Euler: K %%+ La—Q- Ki/4 (314 (1— +3) = QK.L)

(c)"""K+EL 54 (d)AQ=(32 2)001 ~ 0,0134

. {a) dzfox = (x+1)/z ; dz/dy = (y-2)/z
(b) 19: { (x+1)2+(y-2)2 = 5} = C(A(-1,2),V5) ; !
(c)aid en(00:x=2y;a Ig en (2,2): x = 2
6. {(a) 9z/dx = -1/(2z) ; dz/dy = (y+1)/z
(0) 19: { (y+1)° = x+1 } = parabole d'axe horizontal;
(c)a1d en (0,0 x =2y ; a1} en (-1,-2): x+2y+5 =

NS

S (x+1)24(y-2)2 = 9} = C(A(-1,2),3)

(1

2 (y+1)2 = x+2 } = parabole d'axe horizontal
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67. (a) grad f = {eX-y,-x-2) (b} y{x) = eX/(x+2)

dy . . eX(x+2)-eX _ eX(x+1) dy -9F/9x -{eX-y) ~ eX{x+1)
© g =Y =02 T2 & ax TRy T (xv2) T (xez)2
@y =1 (e) z+1 = -2(y-1) () Az = -2Ay = 0,04 ; 1(0.01,0.98) ~ -0,06

(ol F(xy) = eX-(x+2}y)

68. (a) grad f = (- X-y-(x+1)) (b) y(x) = e X/{x+1)
- X{x+2) dy -9F/3x -(-e"X-y) -eX(x+2) . X

(X+1)2 © dx ~ 9F/oy = -(x+1) (X+1)2 (00 F(xy) = e*-{x+1)y)
(d) 3x+y-2 = 0 (e) z+1 = -3x-(y-2) (f) Az = -3Ax-Ay = -0,01 ; f(0.01,1.98) = -1,01
69. D: x = 1 ; points ol la tangente est paraliéle & D: A(1,2) et B(-1,-2) _
70. D: y = x+1 ; points oU la tangente est orthogonale & D: A(2V3/3,V313) et B(-2V3/3,-V3/3)

71.(3) A (1,1,-1) ; X+y-z45 = O

) AeV2,-xV2-1) ; 2V 2x-nV 2y-zedn = 0

72.{(a) R (0,0,1) ; z = -4

(b} T(0,1,-2) ; y-2243 = O

73.P: z & 12(x-y-1} ; dans la direction du vecteur U = (1,-1).

74. P: z = 3x-8y-6 ; points ol le plan tangent est paralléle & P: A(1,2,-7) et B{(-1,2,-9).

75. P: z = 4x-By ; points ol le plan tangent est paralléle 2 P: A(2,1,2) et B{2,-1,6).

76. Les vecteurs normaux en P & Gy et a S sont donnés respectivement par gﬁd(-8x2+y2+22+4)(-1 ,0,2}
= (16,0,4) et gﬁd(z-zxz)(-1,0,2) = (4,0,1). Ces vecteurs sont proportionnels; les plans tangents sont
donc paralléles. Comme ils contiennent tous deux le point P, ils sont identiques.

77. En un point My{xq.¥0.2o) du cone (zg = x§+y§), la normale est la droite d'équation paramétrique

{ x = xg+2xgt , ¥ = yo+2y,51, 2 = 25-22,4t }. Cette droite coupe l'axe Oz pour t = -1/2.

d
© 55 =y =

H

fl

78. {(a) P: z=-6x +

1
-3 e

W~

(b) C: 3y2-3x2.6x2y-y3.1 = 0

7 1
D: -6x + ¥y - T = 0 ; la droite D est Vintersection

e
3" "3 ' -
du plan P et du plan xQOy. =
{c) L'ordonnée y des points dintersection de la /\
courbe C avec 'axe Oy est solution de ..
3y2-y3-1 =0 == ofy) = 0

D'aprés le graphe ci-contre, il y a 3 points d'inter- G.r/

/]

normale a g?ﬁd f, est donc horizoniale.
L'équation de C ne définit pas implicitement y(x)
puisque fa droite x = 0 coupe C en 3 points.

section. En ces points, x = 0 et le vecteur ‘
gr_éd f = (-6x+12xy,6y-6x2-3y2) = (0,6y-3y2) / N

i s T R . —2
est paralléle & . La tangente a C, qui est )

EXERCICES CH 8

3. Le th. des accroissements finis, appliqué & f(x) = x™ entre les points a et b donne bM-a" = n(b-a)c™1 ou
¢ € Ja,bl. On déduit le résultat de linégalité an-1 < ¢N-1 < pn-1,
0.1 > 95:f>913f3>97:f4->94:f5>99:f6—~ 0217 > 96:73 > 98:fg— g3

2 2

X=-%x-1 Xx=-6x+4
;D = R\3}; i) = ————
f (x-3)2

1. @ 100 =7
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X - 3-\5 3 3+¥5 + oo
t'{x) + O I - 0 +

m/a 5'2‘J5\$-w “-{-Oc\“5+2‘\[_5‘/_a+oc

f(x)

La droite y = x+2 asymptote oblique en +w= et en -«.
10
") = —
(x-3)3

f est convexe sur ]3,+e[ 8t concave sur ]-eo,3[. /
P

(b) f(x}) = x+e™X ; Dy = R; f{x) = 1-e %

X - oo 8] 4 0
Fx) -0+

() | "7 _—7 T

La droite y = x est asymptate en +,
f"(x) = e X > 0 ; f est convexe.

Qj.

4.4

¢} f{x) = —————— ; Dy = R\{-1,1}

(x-1)2({x+1)

X241
On a f{x) = x-q &N particulier f se prolonge
par continuité en -1: f(-1) = -1.

2
X<-2x-1
Plx) = —
{.x_1)2

X |- o 142 1 14V2 4w
f'{x) + 0 - [ - 0 +

f(X) i m/" 2+2'\/-5\-I _m|;+ 00\2_2_\15/1 + oo

LN

La droite y = x+1 est asympiote en +ee et @n -oo,

f'{x) =
(x-1)3
f est convexe sur ]1,+e[ et concave surj-es, 1]

(@ 100 =\ 215D = Jem2[ U 100
X+2

f est continue mais non dérivable en -1.

1 X+2 1
fx) = 5 \f 2t 2 0 ; f est croissante sur chacun
2 X+1 (x+2)2

des deux intervalles J-co,-2{ et [-1,+eo[.

La droite horizontale y = 1 est asymptote en +o et en -w.

(e) i(x) = elXl ; Df = R ; f est paire -2
et vaut f(x) = e* pour x 2 0 ; f est '

continue mais non dérivable en x = O:
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f est dérivable & droite et & gauche
(fy(0) =1 = -fé(O)).

() 1) = Log(x-x ) 5 Dy = J-1,0[ U 1, seef

1+ 1/x2 _
P{x) =7, 2 0;fest croissante sur
X - 1/x
chacun des deux intervalles ]-1,0[ et ]1,+oe].
lim  f{x) = - iim f{x) = 4o
-1t &) X—07 x)
lim f{x) = - m f{x) = 4o
X1t X3 + 00
f(x) . Log{x); il y a donc une branche para-
+ oo

bolique de direction Ox.

(9) f{x) = x1/X — glog(x)/x . Df = ]0,+09[
lim f(x) = 0 ; f se prolonge par continuité en 0: on
X—0

pose f(0) = 0 ; la fonction ainsi prolongée est dérivable
en 0: f{0) = 0. Pour x # 0, on a

X .
X 0 e + oo
f'{x) |0

+ 0 -
f(x)_ 0 ell/e \ 1

La droite y = 1 est asymptote en +es,

2x3 . .
(h) {(x) = = ; Dy = R\{-1,1} ; f est impaire

x2-1

2x2§x2—32
f'(X) =
(x2-1)2

X 0 1 V3 + oo
f'yx) 10 - - 0+

() [ OOy LI 5

La droite y = 2x est asymptole en +e et en -«

(i} 1(x} = Log{x+1)-Log{x}+x ; Df = ]0,+ee]

\ x2+x—1

flx) = x{x+1)

X 0 (-14V5)/2 + o
frix) || - 0 +

g LIS T~ Tt
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La droite y = x est asympiote en +ee.
(x) 2x+1

X} =

x2{x+1)2
f est donc convexe.

> 0 pour tout x € Dy

12. (a) 1 dérivable sur ]0,r/2] en vertu de th. gén. ; lim_sin(x)/x = 1 = f{0) donc f est continue en O ;

le taux d'accroissement en 0, (Af/Ax) = (sin{x)-x)/x, térﬁ vers 0 {Cf. Exercice 51 du Ch.7) ; f est donc

dérivable en 0 de dérivée F(0) = 0.

(b) Sur lintervalle ]0,n/2f, ta fonction @(x) = tg(x)-x est sirictement croissante (o'(x) = tg2(x) > 0); on

a done @(x) > ¢(0) = 0, i.e., g(x) > x pour tout x ¢ ]0,/2].

xcos{x}-sin(x) -cos{x)
2 )

On a donc f(/2) < f(x) < f(0) , soit Kgs_(_lmz x

13. L'équation générale d’'une droite de pente m < 0, passant par A(1,2) et coupant Ox est y-2 = m(x-1).

Les points d'intersection avec les axes Ox et Oy sont les points P({m-2)/m,0) et Q{0,2-m). On obtient

d(O,P} = Im-2)/m| = (m-2)/m et d(0,Q) = |2-m| = (2-m) (m < 0 < 2).

Posons f(m) = d(O,P)+d(0,Q) = (-m2+3m-2)/m . On a f(m) = (-m2+2)/m2 . La fonction f décroit sur

]‘oo,—'\/ 2] et croit sur [-\[_2_,0[. Elle est minimale en -V 2: f(-\/_?_) - 3+2V2 = (1+\F2)2.

Posons g(m) = d(O,P)d{0,Q) = -(m-2)2/m. On a g'{m) = -(m2-4)lm2. La fonction décralt sur ]-=,2] et

croit sur [-2,0[. Elle est minimale en -2: g(-2) = 8.

14. f{x) = x-Loglx| ; Dy =R ; f'{x) = (x-1yx

{c) On déduit que f(x) = ¢(x} < O et donc que f est décroissante sur [0,n/2].

< 1 pour tout x € [0,%/2].

X - oo 0 1 + oo
f'(X) + l - 0 +

(x) |, o TN 1

y = x est direction asymiptotique en 4o @f en -oo ;

il y a une branche parabolique dans cette direction.

f*(x) = 1/x2 > 0 ; f est convexe sur chacun des

deux intervalles ]-e0,0] et ]0,+eof.

L'étude montre que f ne s'annule gu'entre -1 et 0.
D’aprés le th. des acc. finis, il existe ¢ € ]-1,x5[ tel que
f(-1)-f(xg) = {-1-xg)f'(c), Le., xg+1 = 1/'(c).

Mais c e -1,0] = f'{c) = 1 - 1/c > 2, ce qui donne
O<xp+l <« 1/2 ie, -1 < x5 <-0,5

15.

T A

)

R\f

16. (a) col en (2,-1) (b) col en {1,-1) {c) minimum en (1/2,2) et col en {-1/2,2) {(d) minimum en
(1/3,-1/2) et col en (-1/3,-1/2) (&) minimum en (0,0) (f} col en (0,0) et maximum en {-1,-1)
(g) minimum en (1,1) (h) minimum en (0,8}, col en (1/4,-1) et en {1,2).
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17. (a) col en (1,-1) (b) col en (1,-1} (c) col en {1/2,2) et maximum en (-1/2,2) ‘}g) col en {1/2,5) et
maximum en (-1/2,5) {e) col en {0,0) () minimum en {1,1) (g) minimum en (\E,- 2)eten (-\E, 2} ;
en {0,0), s2-11 = 0, le Th.1.8 ne permet pas de conclure {en coupant par les plans verticaux x = y et X = -
y, on voit qu'il s'agit d'un col). '

18. (a) On étudie f{x} = x - Log|x| - 1/x sur J-,0[ ; f'{x) = (x2-x+1)/x2) > 0 ; la fonetion { croit
strictement de -=o = |lim f(X) &2 400 = lim f{x) ; elle s'annule donc exactement une fois sur ]-o0,0f,
pour x = -1. X= oo X0

L'équation eX = -xel/X nm'a pas de racine sur [0,+[ (les 2 termes sont de signe contraire); sur J-eo,0],

elle est équivalente & x = Logix| + 1/x. On sait que -1 est sa seule racine.

. . . ) -ye¥ = ¥ Xy = 1
(c) Les points stationnaires sont solutions de

-xe¥ = eX xel/x - gx -
D'aprés (b) ce systéme a pour unigue solution le point (-1,-1). Le Th.1.8 monire que c'est un col.
19. My(-2,-2,8) ; Mp(0,0,0}. 20. My{C,0,0) ; Mo(-4,0,32).

21. Un polynéme P{x) de degré 4 est convexe ssi sa dérivée seconde est un trindme toujours = 0 sur R,
i.e., ssi P"(x) est de la forme P"(x) = u(x-v)2+w avec U > 0 et w 2 0. En intégrant deux fois, on obtient
que P(x) doit &tre de la forme P{x) = a(x—v)4+b(x-v)2'+c(x-v)+d avecax>0etb2>0.

27. (a) f est convexe, n'a pas d'extrema relatifs.

{b) f est convexe ; minimum {(relatif et absolu) en (-1,-1/2).

{c) f est concave ; maximum (relatif et absolu) en (2,0}.

28. (a} f est convexe ; minimum (relatif et absclu) en (-2,1).

(b) f est concave ; maximum (relatif et absolu) en (-8,-14).

(c) f est convexe ; minimum (relatif et absolu) en (0,0).

(d) f est concave, n'a pas d'extrema relatifs.

29. f est convexe; donc l'origine O(0,0), le seul point stationnaire est un minimum. En (0,0), s21t=0 :
le test des dérivées secondes ne s'appliquait pas.

30. (a) (3,3) min. {(b) (16/17,-15/17} min. (¢} (3/2,-1/2) min.

(d) (e5/25,5V5e9/2) min. (poser X = x! 4 ety =yl/3) _ _ _

31. (a) 4 points stationnaires: my(V2/2,V 2/2) , mp(-V2/2,-V22) , mg(V2r2,-V2r2) ,
m4(-\/§/2,\/ 2/2) ; max. en my et mp, min. en mg et my. (b} (2,-1) min.  (c) (1,-1) min.

(d) (2\1593,\/—5-95/8) min. (poser X = xH3 ety = y1/5y,

32. Lorsqu'on maximise xy sous la contrainte x+y = ¢, on trouve x =y = ¢/2. Appl.: {(a) pour X, y > 0
quelconques, on obtient, en prenant a = X+y, que xy £ c2/2 = (x+y)214 soit \/;g(— < (x+y)/2. ;
{b) Les rectangles de longueur x et de largeur y d'aire xy maximale & périmétre 2(x+y) donné sont les
carrés (i.e., X = y).
33. Le probléme consiste & minimiser la fonction "distance a l'origine”, soit \/x2+y2, ou, ce qui revient
au méme, & minimiser la fonction x2+y2 sachant que le point m(x,y) est astreint & rester sur ja courbe C.
(a) (0,2) et (0,-2) (les autres points stationnaires (3,0) et (-3,0} sont les poinis les plus éloignés de O).
(b) (\/512,1/2) ot (-‘\/ 2/2,1/2) (il y a aussi un max. relatif en {0,1))

{c) (0,1} et (0,-1)

(d) (0,1) et {1,0) (il y a aussi un max. relatif en (3/4,3/4)). .

34. s(x,y) = 2xy est maximal sous la contrainte x?-’+y2 =lpourx=y-= Vare: S('\/EIQ,'\/ 22y = 1.

35. f(x,¥) = sin{x)sin(y) est maximal sous la contrainte x+y = ®/2 pour x = y = w4. f(n/d,x/d) = 1/2,
36. (a) Lorsqu'on maximise xyz sous la contrainte x+y+Z = &, on frouve x =y = z = a/3.

(b) Pour %, y, z > 0 quelcongques, on obtient, en prenant a = x+y+2z, que xyz < (ar3)3 = ((x+y+z)/3)3, soit

I'inégalité B‘V Xyz € (x+y+z)/3 .
37. Le probléme consiste & minimiser la fonction "distance & l'origine (au carré)” f{x,y,z} = x2+y2+z2
sachant que le point m(x,y,z) est astreint & rester sur la surface S,
{(a) (0,0,1) et (0,0,-1) (b) Tous les points du cercle du plan verticai x = 1/2 centré en A(1/2,0,0) et de
rayon ¥V 17/2 (l'autre point stationnaire, (9,0,0) est le point de S le plus éloigné de l'origine).
38. (a) (5/3,5/3,5/3) max.
— —3
(b) La résolution du systéme {9r2d T / grad
g(x,y,z) =0

d 9 gonduit 4 deux cas:
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1 1
ler cas: x+y+2 = 0. On a alors {{x,y,z) = E(x+y+z)2 - 5(x2+y2+22) = -3/2

2éme cas: x =y = z. On trouve alors les deux points (1,1,1) et (-1,-1,-1) pov- lesc.zs la fonction f vaut

3 et -3. Ce sont donc les valeurs maximale et minimale de f sous la contrainte z{x,y.z- = Q.

38. Le volume V = xyz est maximal sous la contrainte x + y/2 + 2/3 = 1 pour x =

on a alors V = 2/9.
40. (a) Soit F{xy) = y2~x3-x2. L'origine ©O(0,0) est le seul point de C ol les zzux ci-vées partielles
OF/3x = -3x2-2x et dF/dy = 2y sont nulles. Donc, en lout point de C distinect de D, or =,
0 et I'équation de C definit localement x(y), ou bien dF/dy # G et I'équation de T dé‘-: iocalement y(x).

(b)

C

a1

w

"3 y=28etz=1;

ou bien oF/ax =

{c} On voit graphiquemer: gue. :.el que soit ls
voisinage de l'origine qus 'on ::nsidére, il existe
toujours des droites ver: zzles =1 des droites
herizentales coupant dewx fois =z courbe C.

“‘ A0 7‘}
N " “ x
\
‘;5:'—3(1;)
\
EXERCICES CH 9
1.
eX t+x | 14+x+ %(2 T+X+ 1_X2+ lx3 cos(X) - 1‘;:2 1- 1—X2+ l‘x4‘
2 2 6 ) |2 2 24
0 1 1 1 1 1 1 1
1/10 1,1051709 1,1 1,105 1,1051667 0,9950042 i3, 9¢<° 0,9950041
2/10 1,2214027 1,2 1,22 1,2213333 0,9800666 19,08 ' 0,9800667
3/1¢ 1,3498588 1,3 1,345 1,3495 0,9553365 i3,95% 0,9553375
4/10)] 1,4918247 1,4 1,48 1,4906667 0,921061 10,9z ' 0,92106686
5/10 1,6487212 1,5 1,625 1,645833 0,877582 13 87: 0,8776041
6/10 1,8221188 1,6 1,78 1,818 0,8253356 ! 9,82 0,8254
7/10 2,0137527 1.7 1,945 2,0021666 0,7648421 2,752 0,7650041
8/10 2,2255400 1.8 2,12 2,2053333 0,6867068 | 0,6% 0,6970668
8/10 2,4596031 1,9 2,305 2,4285 0,682161 10,582 0,6223375
1 2,7182818 2 2.5 2,6668667 0,5403023 0,2 0,5416666
> :
%‘x [t;.:’n@
fistaxt
VA
1 Y
Y
/
/f -4’,-' 0 % 1 x

ezl
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2 x3
3. (a) Log(1-x}) = - x - 5 "5 4

3
c) V1+x -\}T-x = X 4 %+ o(x3)
Log(T-xzz

@ Ty oy =

+.ofx*)

%2 4+ 2x3 + o(x3)

2
{g) Log(2+x2) = Log(2) +X? - + 0(x9)

X 1
sin(x) ~ sin(x)/x 6 ' 360
1 1 sin?(x)-x2 -1
x2 x251n2(x)

(i}

sin2(x)

4. (a) xLog(1+x) =

1 2
(e) =14+x2+ 5% 4 o(x4)
c052(x) 3
1 1 3 7 15
L 2 3 3
=0~ X+ X5 - XY + o(x
9 x2+3x+2 2 4 8 16 )

(i) f(x) =

(k) f(x) = e 1/2

(b) = 2% + 2x3 + o)

1-x

(d} sin(2x) (X - 1) = -2x2 + x3 + o(x3)

X2
() Log(tg(xy/x) = == + cix?)

g 13
- ?2 - ?2 + o(xa))

x3

(h) (1-3sin(x))1/X = &-3:~

(i} (1tg(x)SIN) 2 1 52 -S4 x4 x5 4 o5

x2

2
3

X

X 4
5 + 0(x%)

1 T X
(n Arctg(?;";) =y o

o(x3)
= x4

5 .3
(0) Log(1-x) + x + = . =
2 3 + o(x4)

1-x+x"2 5
TAEAT - 2
td) Lo'g(1'+2sin(x)) -3 2

(f) '\j 2+cos(x) + 2\/1T_x 3+ x+

+ (x3)
x3
3

4
LY
3

+ o(x3)

3
(h) (1% = 14 x2 55
2

M) f(x) = o174 [1 - xé_e* o(x3):|

(h x10 Arcig(x) = x11 . cix? 2)

[~
5. (a) f{x) = 13 + 7(x-3) + (x-3)2 + o{(x-3)2) (b) exp(V3+x) = & (1 +X—22~1 + o((x+2)2)
w2 _ ix-DYy2 .3
(© sing = 1 - HES L gz G Vx=va o LAE B B L o))
=~ 2 128
3 V3 1 5 5
{e) Log(1+cos(x)) = Log_(E) - ‘S—(X-nIS) - g(x-n:IS) + o((x-=/3)=)
6. () -x3/8 (b} x51120 (c) -x3/3 (d) (x-w/2)3/2 (e) -7/8 en 4w of 115 en -
-1
7. (@) x2722 (b) x*/3 () 172 {d) — en 4 6t —— en -w
6x2 6x2
8.(a) 3/2 (b) -« (c}) 1 (d) et/3
9. (a) 4o (b) e1/3 (c) 1 (d) 1/2
10. (a} xLog{15) (b) 15 -
11. (@) xeX-Log(1+x) 5 3x2/2 ; (2x-x2)2 5 4x2 ; f(x) 5 378 ; ||m f(x) = 38.
X—
L :
{b) xeVx = o x ; x2+Log(x) = x2(1 + _og_{gg) = x2(1+0(1)) . x2 v ax) ~ T hlim gx) =
+ o0 x2 +o00 += X X 5400
2 Vx
= - x2 - X X e -
x+Vx = G+ Vx i xe+log(x) = Log{a{1 + Log(x)) G+ Log{x} ; (x) Log(x) x—,0+ g{x} = 0
12. f est dérivable sur ]-1,1[\{0} en vertu de th. gén.; en 0, on falt un DL de { c’ardre 1:
¢ 2sin(x/2)-x _ -x3/24 4 o(x3) __-_>i1+o(1) -X ’ X !
™) = sin(xiz) = 42,5 . o(x2) ~121+0(1) =12 (0] =75 + ol
On en deduit que lim (x) = 0 = {{0), i.e., f est continue en 0, et que lim == [~ =, le, f est
X—0 Xx—0b X x—0 X 12
dérivable en 0: f{0) = -1/12.
13, 14.
[Un (a) (b) (c) (d) (e) |up {a) | (b) {c) (d) {e)
Equiv. ) -1/(2n)| Vn | 5/6n2) {Logs) | 2 |Equiv. [-1/8 |1/n] 201/3/3 Log(5/3)}-1/(3n2)
Limite 0 + oo 0 Log(5) 2 |Limite]-1/63 0 + oo Log{5/3) 0

e




al/n,pi/n 1 1 :
15. =5 =1+ "log(ab) + o(") ; Log{u,) _ Log{ab); lim u,=ab
2 n n ~ N3 o0

5 i
16. (a) f(x) = -4x-4- —x_ + 0(;) ;Y = -4x-4 asympiote en +o el -oo ; Gy au C3I50US N +eo, AU HESSUS ©N -oo,

: 1 1
(b) f(x} = - M o(x‘) ;¥ = 0 asymptole en +e et - ; Gy au dessous en +w, z_ dessus en -ew,
1 1
(€} fx) =-x-1 - <t o(;); y = -x-1 asymptote en +eo et -0 ; Gy au dessoLs 2n +, au dessus en -,

1 .
{d) f(x} = x - E; + 0"}, ¥ = x asymptote en +oo et -0 ; Gy au dessous en += au dessus en -c.

pe
f m+ 1 m 3 2\ 2ot ] - -1
(e} fx) =} x + ax tla - 32(m+ ) 5 * o()(8 olle =1en +eogts=-1en -

Asymplotes: ¥ = X en +e, ¥ = -X en -eo,
sim> -1, Gjau dessus en +o et -eo

Position: {8i m < -1, Gy au dessous en +e« et -
sim=-1, Gy au dessous en += el -

20, (a) est similaire & I'exemple 7 du paragraphe §3.
b) D, = R*; lim X) = 400, lim X) =0 ;
(b) Dg = R*; lim , g(x) Jimg(x

On pose g(0) = 0, la fonction ainsi prolongée est continue
et dérivable & gauche de 0 (gg(0) = Iim el/X = o).
X—0-

g'(x) = x_:_ el/X  x=xo0)

X - o0 0 1 + oo
9°(X) + - 0+
gix) -w/0!+m\e/+w x}
1 1 B
gx) =x+ 1+ ox * o(;) 1Y = x+1 asymptote en +e
eten - ; Gy au dessus en +w=, au dessous en -c. ‘j:fj(x) %)
el/x
g'x) = 3 + 9 convexe sur ]10,+e<{, concave sur ]-s,0].
X

{¢) Le graphe Gj s'obtient & partir du précédent en
effectuant sur R” une symétrie par rapport a Ox.

(d), (e) sont similaires 4 {b)

{f) est similaire & {a).

1./
{g) f{(x) = > x2-4 - \/x2-1 » Df = Jeo,-2] U [2,400f ;  est paire ; f est con:i-.e sur Dy mais dérivable
sur l'ensemble Dp\{-2,2}.

X
P(x) = Vx2-1 - 2V x2-4]
2Vx2-4 '\/x2-1 [
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N HM .
x 2 V5. + oo ™~ /
Fx) L+ o0 - _2\ /’ .
f(x) --\G/ -3/2 e o //Cﬂ\' b
En 4o, f(x) = X 2x + o( }; la droite y = -x/2 est

asymplote ; Gy est au dessous.

(h) est similaire a (g).

5x-3Y x2+ 4 3V x244
21. (a) f{x) = 2 * y At
15\/ 2,4 "
X 0 3/2 + oo -
fc(x) _ 0 + )/3 ‘\/
5/3 - + 00 4
f(x) S o345 7 -1
iy 2 1 2 a0 . 2 5
{b) x “15%x +3_x2 + o(xz) ; la droite y = Gx” ) | A 3"]. _ 1.
est asympiote en +e ; le graphe Gy est au dessus.
{d) La durée du parcours, exprimée en h. est
_ '\l4+x2 5:-x f
=5 5 = ()
Eile est minimale pour x = 3/2.
A
sx.2 )
22. (a) f(x) = —E—
V5x2-4x+1
X 0_ 2/5 + oo
f'{x) - 0 + '
1 - g
Hx) T s 7 | \./
2\/— 1 1
\(_ —— +0o( ) ; la droite >
5x 50)(2 x2 O / 7"‘-

y=‘\/gx~

(c) f n'est pas injective (Test des horizontales) ; I'ensemble image est f{R,) = {\/3/5.-«»[.

est asymptote en +e ; Gy est au dessus.

(d) d =\/(100t)2+(1oo-200t)2 = 100 (1)
Lo parviendra a joindre Ly par radio si & un instant ¢, la distance d devient < 40, i.e., 2 valeur minimale
de f(t) est < 2/5. Mais V5/5 > 2/5: la réponse est NON.

4y-3/4
27. 5=6261/4 _ (544+1)1/4 (54)1/4 —&—;-— Em?/‘l 5,002 _33—2 L IS 154 54+|l

D'ol l'encadrement 5,0019987 < § < 5,002 ; l'erreur commise est < 0,0000013,
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