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Fiche n°5: Congruences, anneaux, idéaux

Exercice 1 (a) Trouver 999-1998 mod 1999, 1367 mod 137, 1997-1998-1999-2000 mod 2001.
(b) Trouver  2792*'" mod 5 et 10'%° mod 13.

Exercice 2 (a) Examiner les carrés  a®> mod n pour n =3, 4, 8.

(b) Examiner @®* mod 9 et a* mod 16.

Exercice 3 Passer mod n avec un module approprié et montrer que chacune des équations
suivantes n’a aucune solution dans 7 :

(a) 32?2 +2=1y7

(b) 22+4+y*=n pour n = 2003, 2004,
()  a*+y*+ 22 =1999,

(d) 23+y*+2%=5.

Exercice 4 On dit que @ mod n est inversible §’il existe b mod n tel que ab =1 mod n.
(a) Trouver tous les éléments inversibles modulo 5, 6, 9, 11.

(b) Trouver pged(107,281) et sa représentation linéaire en utilisant ’algorithme d’Euclide.
(¢) Trouver l'inverse de 107 mod 281 et l'inverse de 281 mod 107.
(

d) Montrer que a mod n est inversible ssi a et n sont premiers entre eux.

Exercice 5 Trouver toutes les solutions dans Z de
(a) 2x+3=10 mod 13,
(b) {2x+3y55 mod 7
Sr 4+ 2y =2 mod 7,
(c) 2*+2rx+14=0 mod 17.

Exercice 6 (le petit théoréme de Fermat)
Soit p un nombre premier et a un nombre premier a p. Montrer que

(a) am = an mod p ssi m =n mod p,
(b) La suite a, 2a, 3a,...,(p—1)a mod p est une permutation de la suite 1, 2, 3,...,(p—1)
mod p,

(c) a>* =1 mod p.

Exercice 7 (a) Examiner 7" 4+ 11" mod 19.
(b) Montrer que 13 divise 270 4 37 et 11 divise 2'% 4 3118,

Exercice 8 (théoréeme de Wilson)
Soit p = 2m + 1 un nombre premier. Montrer que

(a) (p—1!'=-1 mod p,
(b)  (m))?=(-1)"" mod p.



Exercice 9 Soit p > 2 un nombre premier.

(a) Soit a premier & p. Supposons que la congruence 2 = @ mod p possede une solution dans
7. Montrer que a®Y/2 =1 mod p.

(b) Montrer que la congruence 2 = —1 mod p a une solution dans Z si et seulement si p = 1
mod 4.

Exercice 10 Donner la définition d’un corps. Les opérations binaires + et - sont-elles équivalentes
dans la définition ?

Exercice 11 Trouver toutes les solutions des équations :
(a) ar +b=c (a,b,c € K, K est un corps),
(b) 22 =3 mod 10 et 22 =6 mod 10 dans anneau Z/10Z.

Exercice 12 Soit A un anneau. Démontrer que
(a) Va € A 04-a=0g4,

(b) (=14)-a = —a,
(c) |A| = 2 si et seulement si 14 # 04 dans A (|A] désigne le cardinal de A).

Exercice 13 Montrer que
(a) Si x -y est inversible dans un anneau A, alors x et y sont inversibles.

(b) Dans un anneau, un élément inversible n’est pas diviseur de zéro et un diviseur de zéro
n’est pas inversible.

Exercice 14 Démontrer que tout anneau integre fini est un corps.

Exercice 15 Lesquels de ces sous-ensembles donnés de C sont des anneaux ? Lesquels sont des
corps ?
(a) Zlooo = U 107"Z s

neN
(b) Zpy ={z€Q [ImeZ,ne N, =" avec pged(m,n) =1et pfn } (pest un nombre
premier fixé),
(©) ZUl =2 +iZ, ZVE=Z+2VE
(d) Qli] = Q+iQ, Q[v2] = Q +Qv2.

Exercice 16 Les éléments inversibles d’'un anneau A forment le groupe multiplicatif (A%, -).
(a) Trouver A* pour les anneaux (a) et (b) de I'exercice 15.

X

(b) Trouver le groupe Z[i|* en utilisant la norme complexe.

(c) Montrer que le groupe Z[v/2]* est infini.

Exercice 17 Un élément a d’'un anneau A s’appelle nilpotent s’il existe n € N* tel que a” = 0.
(a) Trouver tous les éléments inversibles, les diviseurs de zéro, les nilpotents de I’anneau Z/360Z,
et plus généralement de 'anneau Z/nZ.

(b) Démontrer que, pour tout nilpotent x de A, I’élément 1 + = est inversible.

Exercice 18 Soit / un idéal d’'un anneau A. On note par (a) = a - A I'idéal principal engendré
par a. Montrer que

(a) I = Assile I ssil contient un inversible,
(b) (a) = A ssi a est inversible,

(¢) Un anneau A est un corps ssi (0) est le seul idéal propre de A.
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Exercice 19 Montrer que les éléments nilpotents d’un anneau forment un idéal.

Exercice 20 (sommes et produits d’idéaux)

(a) Soient I, J deux idéaux d’'un anneau A. Montrer que
INJ, I+J={s+ylezelyel}
sont des idéaux de A.

(b) Montrer que I + J est le plus petit idéal de A contenant I et J.
(c) Soit n,m € Z, I = (n) =nZ, J = (m) = mZ. Trouver INJ et [ + J.
(d) Montrer que

I-J={zy+xye+...200yn | nEN, a2 €1, yp € Jpour 1< k< n}

est un idéal. Il s’appelle produit des idéaux I et J.

(e) On considere les idéaux I = (z1,...2,) = A1+ -+ Az et J = (Y1, Ym) = Ay + -+
Ay,,. Décrire les idéaux I + J, I - J, I? en fonction de xy, y;.

Exercice 21 (idéaux étrangers)
(a) Montrer que I - J CcINJet (I+J)-(INJ)CI-J

(b) On dit que deux idéaux [ et J de A sont étrangers si [ + J = A.
Montrer que I N J=I - J si I, J sont étrangers.

Exercice 22 Soit I un idéal d'un anneau A. On définit le radical d’un idéal par
VIi={reA|IneN, z"el}

a) Montrer que v/I est un idéal de A qui contient I.
b) Montrer que I'ensemble Nil(A) des éléments nilpotents de A est /(0).

(
(
(c) Montrer que m = /1.
(

d) Montrer que Nil(A/I) = v/I/I et que A/Nil(A) est sans élément nilpotent non trivial.
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Indication 3 Passer modulo 'entier donné ci-dessous et utiliser I’exercice 2.
(a) Passer mod 3.

(b) Passer mod 4 pour n = 2003 et mod 3 pour n = 2004.

(c) Passer mod 8.

(d) Passer mod 9.

Indication 4 (a) Z/5Z* = {£1,4£2} = Z/5Z\{0} ,Z/6Z* = {£1} , Z/9Z* = {£1,£2, +4},
ZJ11Z* = ZJ117Z \ {0}.

(b) 8281 —21-107 =1

(¢) Modulo 281, 'inverse de 107 est 21 et celui de 281 modulo 107 est 8.

(d) Utiliser le théoreme de Bezout.

Indication 5 Standard.

Indication 6 Pour le sens = dans (a), utiliser que a est inversible modulo p. (b) se déduit
ensuite de (a) et (c) de (b).

Indication 8 Pour le (a), une méthode est de reconnaitre en les facteurs 1,2,...,p — 1 de
(p—1)!" mod p tous les éléments de (Z/pZ)* et de les regrouper en paires de la forme {x, z7'}.
On obtient le (b) en écrivant (p—1)! = (1---m)(m+1---2m) = m!(-m---—1) = (=1)"(m!)%

Indication 9 (a) découle de zP~! = 1 mod p (exercice 6). Le sens = dans (b) s’en déduit.
Pour la réciproque, on utilise ’exercice 8.

Indication 10 voir le cours.

Indication 11 (a) est standard.

(b) 2z = 3 mod 10 n’a pas de solution dans Z/10Z, sinon 3 serait pair. L.’équation 2z = 6
mod 10 équivaut a * =3 mod 5.

Indication 12 (a) et (b) sont standard. On obtient alors que si 14 = 04, pour tout a € A,
onalg-a=a=04-a=04,cequiprouve le sens = dans (c). L’autre sens est évident.

Indication 18 Standard.

Indication 15 (a) Zjp~ est un anneau mais pas un corps (les entiers premiers & 10 n’ont pas
d’inverse).
(b) Z(y) est un anneau mais pas un corps (les entiers multiples de p n’ont pas d’inverse).

(c) Z[i] et Z[v/2] sont des anneaux mais ne sont pas des corps (un élément a +ib € Z[i]* (resp.
a+ b2 € Z[v/2]¥) doit vérifier a® + b* = £1 (resp. a> — 2b% = £1).

(d) Q[i] et Q[v/2] sont des corps.



Indication 16 (a) Zjpe = {2™ 5" |m,n € Z} et Z(,y = L) \ PLy).
(b) Pour a,b € Z, on a a +ib € Z[i]* ssi a? + b* = +1, ce qui donne Z[i]* = {£1, +i}.
(c) Pour a,b € Z, on a a + byv/2 € Z[/2]* si et seulement si a? — 20> = £1. Cette derniere

équation a une infinité de solutions a + bv/2 : en effet, 1 4+ /2 € Z[v/2]* (remarquer que
(V2 +1)(v/2 —1) = 1) et en conséquence, pour tout n € N, (1 +/2)" € Z[v/2]*.

Indication 17 (a) Les inversibles de 'anneau Z/nZ sont les classes d’entiers m premiers a n.
L’ensemble des diviseurs de 0 est égal a ’ensemble des classes d’entiers m, avec m non premier
a n; c’est donc aussi 'ensemble des éléments non inversibles. Les éléments nilpotents sont
les classes d’entiers m divisibles par tous les facteurs premiers de n, ou de fagon équivalente,
divisibles par leur produit; par exemple, les éléments nilpotents de Z/360Z sont les classes
d’entiers divisibles par 30.

(b) Si 2" =0, alors 1 —x + 22+ (=1)""! est I'inverse de 1 + =.

Indication 19 Utiliser la formule du binome pour la stabilité pour I'addition. Pas d’autre
difficulté.

Indication 20 (a) et (b) sont standard. Dans (c), on a I NJ = MZ ou M = ppcm(m,n) et
I+ J =6Zoud = pged(m,n). Dans (e),ona: I+ J = Ax;+ -+ Az, + Ay -+ + Ay,
I-J=Axyy1+ -+ Ax1ym + - - + Az,ys + - - - Axpy,, et I? s’obtient en faisant [ = J dans la
description de I - J.

Indication 21 (a) ne pose pas de difficultés et (b) correspond au cas particulier de (a) ou
I+J=A.

Indication 22 Exercice formel sans aucune difficulté.
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Correction 1 (a) 9991998 =999 - (—1) = 1000 mod 1999.

136" = (—1)" = —1 mod 137.

1997 - 1998 - 1999 - 2000 = (—4) - (=3) - (=2) - (=1) = 24 mod 2001.
(b) 2792217 = 2217 = 24:54+1 = (24)54. 21 = 2 mod 5.

101000 = (31000 = 31000 — 33333+1 — (33)333 . 31 = 3 od 13.

Correction 2 (a) {a* mod 3 | a € Z}=1{0,1 mod 3}.
{a*> mod 4| aeZ}={0,1 mod4} et {a*> mod 8 |a€Z} =1{0,1,4 mod 8}.
(b) {@®> mod 9 |a€Z}=1{0,1,—1 mod 9} et {a* mod 16 | a € Z} = {0,1 mod 16}.

Correction 7 (a) Modulo 19, 7 et 11 = 7% sont d’ordre 3. On obtient que 7" + 11" est congru
a 2 modulo 19 si n est divisible par 3 et congru a —1 modulo 19 sinon.

(b) L'ordre de 2 modulo 13 est 12 celui de 3 est 3. On en déduit que 27 = 272 = 72 = 10
mod 13 et 3 = 3' =3 mod 13. On obtient 27° + 3™ =0 mod 13.

L’ordre de 2 modulo 11 est 10 celui de 3 est 5. On en déduit que 2'* = 271 =6 mod 11 et
318 =33 =5 mod 11. On obtient 22 + 318 = (0 mod 11.

Correction 14 Soit A un anneau integre. Soit a € A, a # 0. Les applications 7, : A — A et
0, : A — A envoyant un élément x € A respectivement sur ax et za sont injectives. Si A est
fini, elles sont alors bijectives. Leur surjectivité fournit I'existence d’un inverse a droite et d’un
inverse a gauche pour a, lesquels coincident d’apres des résultats standard de la théorie des
groupes (voir fiche 1). Cela montre que tout élément a € A, a # 0 admet un inverse. L’anneau
A est donc un corps.

Correction 18 (a) Si I = A alors 1 € [ et si 1 € I, I contient l'inversible 1. Supposons
maintenant que / contienne un inversible u € A*. Alors pour tout a € A, u.(u " .a) =a € I et
donc A =1.

(b) D’apres (a), (a) = A ssi 1 € (a) ce qui signifie que a est inversible.

(c) Si A est un corps, alors si I est un idéal propre non nul, il contient un élément u # 0, lequel
est inversible, et donc I = A d’apres (a). Réciproquement, si (0) est le seul idéal propre d'un
anneau A, alors pour tout a € A, a # 0, on a Aa = A, ce qui signifie que a est inversible, et A
est donc un corps.



