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Fiche n° 1: Groupe, sous-groupe, ordre

Exercice 1 On considere sur R la loi de composition définie par z xy = x + y — xy. Cette loi
est-elle associative, commutative 7 Admet-elle un élément neutre ? Un réel x admet-il un inverse
pour cette loi ? Donner une formule pour la puissance n-ieme d’un élément x pour cette loi.

Exercice 2 Soit £ un monoide unitaire (c¢’est-a-dire un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative et possédant un élément neutre €). On dit qu'un élément a de £ admet un
inverse a gauche (resp. inverse a droite) s'il existe b € F tel que ba = e (resp. ab = e).

(a) Supposons qu’'un élément a admette un inverse a gauche b qui lui-méme admet un inverse
a gauche. Montrer que a est inversible.

(b) Supposons que tout élément de E admette un inverse a gauche. Montrer que F est un
groupe.

Exercice 3 Soit F un ensemble muni d’une loi * associative

(i) admettant un élément neutre a gauche e (i.e. Vr € E exx = x) et

(ii) tel que tout élément possede un inverse a gauche (i.e. Ve € E Jy € E yxxz =e).
Montrer que E est un groupe pour la loi .

Exercice 4 Les rationnels non nuls forment-ils un sous-groupe multiplicatif de R* ?

Exercice 5 Montrer que I'ensemble {2" | n € Z} est un sous-groupe multiplicatif de Q*, ainsi

que I'ensemble {22 [n,m e Z}.

Exercice 6 Montrer que ’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes de déterminant
non nul est un groupe pour la multiplication.

Exercice 7 On considere ’ensemble E des matrices carrées a coefficients réels de la forme

a 0 v
{b O}’ aeR*, beR

muni du produit des matrices.

(a) Montrer que F est ainsi muni d’une loi de composition interne associative.
(b) Déterminer tous les éléments neutres a droite de F.

(¢) Montrer que E n’admet pas d’élément neutre a gauche.

(d) Soit e un élément neutre a droite. Montrer que tout élément de E possede un inverse a
gauche pour cet élément neutre, i.e.

Vge I dJheE hg=e
Exercice 8 Soit G un groupe vérifiant

VeeG 2¥=e

Montrer que G est commutatif. Déduire que si G est fini, alors 'ordre de GG est une puissance
de 2.



Exercice 9 Soit G' un groupe d’ordre pair. Montrer qu’il existe un élément x € G, x # e tel

que 72 = e.

Exercice 10 Soit GG un groupe d’ordre impair. Montrer que ’application f de G sur lui-méme
donnée par f(z) = x? est une bijection. En déduire que I'équation x? = e a une unique solution,
a savoir r = e.

Exercice 11 Soient G un groupe fini et m un entier premier a l'ordre de G. Montrer que pour
tout a € G I'équation ™ = a admet une unique solution.

Exercice 12 Soient G un groupe et H < G, K < G deux sous-groupes de GG. On suppose qu’il
existe deux éléments a,b € G tels que Ha C Kb. Montrer que H < K.

Exercice 13 Soit H une partie non vide d'un groupe G. On pose H ! = {z Y2z € H}.
Montrer les équivalences suivantes :

(a) H<G& HH ' CcH
(b H<G<Yace H Ha=H.

Exercice 14 Soient GG un groupe et H, K deux sous-groupes de G.
(a) Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H < K ou K < H.

(b) Montrer qu'un groupe ne peut étre la réunion de deux sous-groupes propres.

Exercice 15 Montrer que dans un groupe G, toute partie non vide finie stable par la loi de
composition est un sous-groupe. Donner un contre-exemple a la propriété précédente dans le
cas d’une partie infinie.

Exercice 16 (a) Montrer que les seuls sous-groupes de Z sont de la forme nZ ou n est un
entier.

(b) Un élément x d'un groupe est dit d’ordre fini §’il existe un entier & tel que 2* = eg. Montrer

que {k € Z | 2* = eg} est alors un sous-groupe non nul de Z. On appelle ordre de x le générateur
positif de ce sous-groupe.

(¢) Soit z un élément d'un groupe G. Montrer que z est d’ordre d si et seulement si le sous-
groupe < x > de G engendré par x est d’ordre d.

Exercice 17 On pose SLy(Z) = {{ (CZ Z } la,b,c,d € Z,ad — bc = 1}.

(a) Montrer que SLs(Z) est un sous-groupe du groupe des matrices inversibles a coefficients
dans Q.

(b) On considere les deux matrices

0 —1 0 1
1 0 -1 -1
Démontrer que A et B sont d’ordres finis mais que AB est d’ordre infini.
Exercice 18 Soit G un groupe abélien et a et b deux éléments d’ordres finis. Montrer que ab

est d’ordre fini et que 'ordre de ab divise le ppcm des ordres de a et b. Montrer que si les ordres
de a et b sont premiers entre eux, 'ordre de ab est égal au ppcm des ordres de a et de b.

Exercice 19 Soit G un groupe commutatif. Montrer que I’ensemble des éléments d’ordre fini
de G forme un sous-groupe de G.



Exercice 20 Montrer qu’'un sous-groupe d’'un groupe cyclique est cyclique. Montrer que si d|n
alors il existe un unique sous-groupe de Z/nZ de cardinal d.

Exercice 21 Déterminer tous les sous-groupes de po X fio.

Exercice 22 Soient G un groupe fini et {G, };c; la famille des sous-groupes propres maximaux
de G. On pose F' = [),; Gi. Montrer que I' est I'ensemble des éléments a de G' qui sont tels
que, pour toute partie S de G contenant a et engendrant G, S — {a} engendre encore G.

Exercice 23 Déterminer tous les groupes d’ordre < 5. En déduire qu’'un groupe non commu-
tatif possede au moins 6 éléments. Montrer que le groupe symétrique S3 est non commutatif.

Exercice 24 Le centre d'un groupe G est 'ensemble Z(G) des éléments de G qui commutent
a tous les éléments de G. Vérifier que Z(G) est un sous-groupe abélien de G. Montrer que si G
possede un unique élément d’ordre 2, alors cet élément est dans le centre Z(G).

Exercice 25 Soient GG un groupe et H et K deux sous-groupes de G.
(a) Montrer que 'ensemble HK = {zy|x € H,y € K} est un sous-groupe de G si et seulement
si HK = KH.

H|-|K
(b) Montrer que si H et K sont finis alors |HK| = |H] - K]

|[HN K|
Exercice 26 Déterminer tous les sous-groupes du groupe symétrique Ss.

Exercice 27 Montrer que dans un groupe d’ordre 35, il existe un élément d’ordre 5 et un
élément d’ordre 7.

Exercice 28 Soit G un groupe d’ordre 2p avec p un nombre premier. Montrer qu’il existe un
élément d’ordre 2 et un élément d’ordre p.

Exercice 29 Soient n > 0 un entier et p un nombre premier tels que p divise 22" + 1. Montrer
que p est de la forme p = k2" + 1 o k est un entier.

Exercice 30 Montrer que tout entier n > 0 divise toujours ¢(2" — 1) (ou ¢ est la fonction
indicatrice d’Euler).
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Fiche n°1: Groupe, sous-groupe, ordre

Indication 1 Les premieres questions ne présentent aucune difficulté.

Pour la derniere, le plus difficile (et le plus intéressant) est de deviner la formule. Pour cela,
calculer la puissance n-ieme pour n = 1,2,3,4,5.... (La formule est donnée dans la page
“Corrections”).

Indication 3 On pourra montrer les points suivants :

(a) zxy=e=>yxx=c¢€

(b) L’élément neutre & gauche est unique.

(c) L’élément neutre a gauche est un élément neutre a droite aussi.
(d) Tout élément est inversible.

Indication 4 Oui.
Indication 5 Aucune difficulté.

Indication 6 Pour 'existence d’un inverse pour toute matrice n X n de déterminant non nul,
noter que det(A) # 0 entraine que la matrice A est inversible (comme matrice) et que la matrice
A~! qui est de déterminant 1/det(A) # 0 est alors 'inverse de A pour le groupe en question.

Indication 7 Aucune difficulté.
Indication 9 Considérer la partition de G en sous-ensembles du type {z,z7'}.

Indication 10 On commence par montrer que f est surjective, en notant que si |G| = 2m—+1,
alors pour tout y € G on a y = (y™)%

Indication 11 2" =a & v =a" ou um +v|G| = 1.
Indication 13 Standard.

Indication 16 Pour le (c), introduire le morphisme Z —< x > qui associe nz a tout entier
n € Z. Ce morphisme est surjectif et de noyau dZ ou d est 1'ordre de z.

Indication 17 Aucune difficulté.

Indication 19 Conséquence de l'exercice 18.

Indication 20 Standard.

Indication 21 {1}, pus x {1}, {1} x po, {(1,1), (2,2) }, o X pa.
Indication 23 Standard.

Indication 24 Pour la seconde question, noter que si z est d’ordre 2 dans G, alors yzy ! est
aussi, pour tout y € G.

Indication 27 Commencer par analyser 'ordre possible des éléments de G.
Indication 29 Trouver l'ordre de 2 dans (Z/pZ)*.

Indication 30 Trouver l'ordre de 2 modulo 2" — 1.
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n
Correction 1 Pour la derniere question, vérifier par récurrence que z*" = g (—1)]‘3_16’ka .
k=1

Correction 2 (a) Désignant par b I'inverse a gauche de a et par ¢ I'inverse a gauche de b, on
a ab = (cb)(ab) = c(ba)b = cb = e. L’élément b est donc l'inverse de a.

(b) découle immédiatement de (a).

Correction 3 (a) Pour z,y € E quelconques, notons z’ et y' leurs inverses a gauche respectifs.
Si zy = e, on a aussi yr = (2'z)yr = o' (xy)r = 2’z = e.

(b) Soit f un élément neutre a gauche. On a donc fe = e. D’apres (a), on a aussi ef = e,
c’est-a-dire f = e.

(c) Pour tout x € E, on a ze = xz(z'z) = (x2')z = = puisque d’apres (a), z2’ = e.

(d) résulte alors de (a), (b) et (c).

Correction 8 Pourtousz,y € G,onazyr 'y ! = zyzy = (zy)(ay) = 1 c’est-a-dire vy = yz.
Donc G est abélien. Si G est fini, il peut étre considéré comme espace vectoriel sur le corps
Z7.]27, et est alors nécessairement de dimension finie, ce qui donne G isomorphe comme espace
vectoriel a (Z/2Z)" et donc |G| = 2".

Correction 9 En groupant chaque élément x € G avec son inverse ', on obtient une par-
tition de G en sous-ensembles {y,y '} qui ont deux éléments sauf si y = y~!, c’est-a-dire si
y? = e. L’élément neutre e est un tel élément y. Ce ne peut pas étre le seul, sinon G serait

d’ordre impair.

Correction 12 Pour tout h € H, on a ha = kb pour un certain k;, € K. En écrivant
ha = h(ea) = hk.b, on obtient k;, = hk,, ce qui donne h = ky,(k.)™! € K.

Correction 14 (a) Supposons que HU K soit un sous-groupe de G et que H ne soit pas inclus
dans K, c’est-a-dire, qu'il existe h € H tel que h ¢ K. Montrons que K C H. Soit k € K
quelconque. On a hk € HU K. Mais hk ¢ K car sinon h = (hk)k™' € K. D’ott hk € H et donc
k=h"'(hk) € H.

(b) découle immédiatement de (a).

Correction 15 Soit H une partie finie non vide de GG stable par la loi de composition. Pour
montrer que H est un sous-groupe, il reste & voir que pour tout x € H, 2! € H. Les puissances

z¥ o k € N restant dans H, il existe m,n € N tels que m > n et 2™ = z". On a alors

g™l =1, soit 27! = 2™ "L, ce qui montre que x7! € H.
Si H est infini, la propriété précédente n’est pas vraie en général. Par exemple N est une partie

stable de Z pour 'addition mais n’en est pas un sous-groupe.



Correction 18 Soient a,b € G d’ordre respectifs m et n. Posons p = ppem(m,n). On a
(ab) =a* - b* =e-e = e (a" = b* = e résultant du fait que m et n divisent p). L’ordre de ab
divise donc pu.

Supposons que pged(m,n) = 1. Soit k € Z tel que (ab)® = 1, soit a* = b7%. On en déduit
que a™ = e et b = e. D’out m|nk et n|mk. L’hypothese pged(m,n) = 1 donne alors mlk
et n|k et donc ppem(m,n)|k. Cela combiné & la premieére partie montre que ab est d’ordre
ppem(m, n) = mn.

Correction 22 FEtant donné a € F', soit S une partie de G contenant a et engendrant G. Si
< S —{a} ># G, alors il existe un sous-groupe propre maximal G; tel que < S — {a} >C G;.
Mais alors < S > C < S — {a} >< a > C G;. Contradiction, donc < S — {a} ># G.
Inversement, supposons que a ¢ F, c’est-a-dire, il existe i € I tel que a ¢ G;. Alors pour
S =G;U{a}, on a < § >= G (par maximalité de G;) mais < S — {a} >=G; # G.

Correction 25 (a) (=) Si HK est un groupe, pour tous h € H et k € K, on a (hk)™' =
k=*h™' € HK et donc hk € (HK)™' = K"'H™' = KH. D’ot HK C KH. L’autre inclusion
s’obtient similairement.

(<) On vérifie aisément en utilisant ’hypothese HK = KH que (HK) - (HK) C HK et que
(HK)™' C HK.

(b) Etant donnés ho,h € H et ko, k € K, on a hokg = hk si et seulement si hy'h = kok~'. Cet
élément est nécessairement dans I'intersection H N K. On a donc hoky = hk si et seulement s’il
existe v € HN K tel que h = hou et k = u~ k. Pour chaque élément fixé hoky € HK, il y a
donc |H N K| fagons de I'écrire hk avec (h,k) € H x K. D’ou le résultat.

Correction 26 D’apres le théoreme de Lagrange, les sous-groupes de S5 sont d’ordre 1, 2, 3
ou 6. Les sous-groupes d’ordre 1 et 6 sont les sous-groupes triviaux {1} et S3 respectivement.
Comme 2 et 3 sont premiers, les sous-groupes d’ordre 2 et 3 sont cycliques. Un sous-groupe
d’ordre 2 est tout sous-groupe engendré par une transposition : il y en a 3. Il existe un seul
sous-groupe d’ordre 3, celui engendré par le 3-cycle (123).

Correction 27 Les éléments différents de 1 sont d’ordre 5, 7 ou 35. S’il existe un élément g
d’ordre 35 (i.e., si le groupe est cyclique d’ordre 35), alors ¢° est d’ordre 7 et g7 est d’ordre
5. Supposons que le groupe n’est pas cyclique et qu’il n’existe pas d’élément d’ordre 7. Tout
élément différent de 1 serait alors d’ordre 5 et le groupe serait réunion de sous-groupes d’ordre
5. Mais de tels sous-groupes sont soit égaux soit d’intersection {1} (car 5 est premier). On
aurait alors 35 = 4n + 1 avec n le nombre de sous-groupes distincts d’ordre 5, ce qui donne la
contradiction cherchée. Le raisonnement est le méme s’il n’existe pas d’élément d’ordre 5.

Correction 28 Si p = 2 alors |G| est d’ordre 4 : G est soit le groupe cyclique Z/47 soit le
groupe de Klein (Z/2Z)? et dans les deux cas il existe un élément d’ordre 2. On peut donc
supposer pour la suite que p est impair. En procédant comme dans I'exercice 9, on montre qu’il
existe forcément dans G' un élément d’ordre 2. Enfin si tous les éléments différents de 1 étaient
d’ordre 2, alors d’apres I'exercice 8, I'ordre de GG serait une puissance de 2. Il existe donc aussi
un élément d’ordre p.

Correction 29 On a 22" = —1 modulo p. On en déduit que 22" = 1 modulo p. Ces deux
conditions donnent que l'ordre de 2 dans (Z/pZ)* est 2", Cet ordre devant diviser I'ordre de
(Z/pZ)*, c’est-a-dire p — 1, on obtient le résultat souhaité.



Correction 30 Comme 2" = 1 modulo 2" — 1, 'ordre de 2 modulo 2" — 1, disons m, divise
n. Si m < n, on aurait 2™ = 1 modulo 2" — 1, ¢’est-a-dire 2" — 1 divise 2™ — 1, ce qui n’est pas
possible. L’ordre de 2 modulo 2" —1 est donc n, et celui-ci doit diviser 'ordre de (Z/(2" —1)Z)*,
qui vaut (2" — 1).



