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CHAPITRE 1

ANNEAUX ET EXTENSIONS DE CORPS

L’objectif de ce premier chapitre est de fixer les fondations algébriques de
I’ensemble de I’étude. Nous supposons le lecteur muni d’un bagage minimum
sur les structures algébriques de base : groupes, anneaux, corps, modules et
algeébres sur un anneau. Une bonne référence est le classique “Algebra” de
Serge Lang. Anneaux et corps seront ominiprésents dans la suite. Ce chapitre
ajoute quelques éléments fondamentaux, non toujours inclus dans le bagage
minimum et qui joueront un réle important. Concernant les anneaux, nous
ne revenons pas sur les anneaux de polynomes, les anneaux principaux, facto-
riels, noethériens, mais introduisons les anneaux de Dedekind et les anneaux de
valuation discréte, ainsi que quelques notions de base comme celles de localisa-
tion, de radical, de composantes primaires, de dimension de Krull, d’intégralité.
Concernant les corps, nous revoyons leurs extensions algébriques, la notion de
séparabilité, et la théorie de Galois. Ce chapitre n’a pas de visée exhaustive
ou pédagogique, il est un complément ou un rappel de connaissances pour un
lecteur déja doté d’une culture algébrique.
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Convention. Le mot “anneau” signifie “anneau commutatif unitaire”. Un
anneau integre contient au moins les deux éléments distincts 0 et 1. En
conséquence, un idéal premier d’un anneau A est distinct de A et I'idéal nul
est le seul idéal premier d’un corps; il est aussi maximal.

1.1. Localisation, radical, dimension, intégralité
1.1.1. Préliminaires. — Nous commencgons par quelques rappels.

1.1.1.1. Anneauz quotients. — On donne ci-dessous la correspondance entre
idéaux d’'un anneau et idéaux d’un anneau quotient. On note Zd(A) '’ensemble
des idéaux d’un anneau A.

Proposition 1.1.1. — Soient A un anneau, I € Zd(A) et s : A — A/I la
surjection canonique. Soit Zdy(A) l’ensemble des idéaux de A contenant I. Les
correspondances
Zdi(A) —  Zd(A/I) Zd(A/I) — Zdi(A)

{ J e s()=g1 { 7 e ()
sont des bijections réciproques l'une de l’autre, croissantes pour l'inclusion et
qui préservent la primalité des idéaux (c’est-a-dire, si un idéal est premier,
I'idéal image 1'est aussi).

Démonstration. — Les vérifications sont immédiates et laissées au lecteur. [

1.1.1.2. Lemme de Zorn. — Rappelons le lemme de Zorn qui sera utilisé
plusieurs fois. Un ensemble ordonné (E, <) non vide est dit inductif si tout
sous-ensemble E' C FE totalement ordonné admet un majorant dans F.

Lemme 1.1.2 (lemme de Zorn). — Tout ensemble ordonné inductif non
vide (E, <) admet un élément mazimal m, c’est-a-dire, un élément m € E tel
que pour tout e € E/, si e > m alors e = m.

Une conséquence classique est que dans un anneau A, tout idéal propre
(c’est-a-dire, distinct de A) est inclus dans un idéal maximal. Le lemme de
Zorn intervient aussi pour montrer la proposition 1.1.8 et le lemme 1.1.9.

1.1.1.3. Lemme chinois. — On revoit le lemme chinois sous sa forme générale.
Lemme 1.1.3 (lemme chinois). — Soient A un anneau et Iy,...,I; des

idéaux de A tels que I; +1; = A pour i # j, par exemple des idéaux mazrimaux
deuz a deuz distincts. Alors on a I1N...NIy = 11 --- Iy et il y a un isomorphisme
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canonique entre A/Iy---I; et A/Iy x --- A/I;. En particulier le morphisme
naturel A — A/Iy x --- A/ est surjectif.

Démonstration. — Le cas £ = 1 est banal; supposons ¢ > 2.

On observe d’abord que I1+ (I3 ... I;) = A. En effet, par hypothese, il existe
c; € I et 3; € I tels que ¢; + 3, = 1, 7 = 2,...,n. En multipliant membre a
membre ces inégalités, on obtient ¢+ jo---j, = 1 avec ¢ € I3.

On en déduit Iy N (Iy...1I;) = I1Iy--- Ip. Linclusion “D” est imédiate et
I'inclusion inverse résulte de I'écriture = = cx + (j2 - - - jo)x, valable pour tout
WS Ilﬁ(IQ...Ig).

L’égalité Iy N...N I, = I --- Iy s’obtient ensuite aisément par récurrence :
OnaIlfQ‘-'Ig:Ilﬂ(IQ-”Ig):IlﬂIQQ(Ig'”Ig) =---.

On a un morphisme canonique A/ ﬂle I, — A/ x ---A/I; et il est
évidemment injectif. Reste & montrer que tout élément (z1,...,x¢) de l'an-
neau d’arrivée est dans l'image. Par linéarité, on peut se ramener au cas ou
toutes les composantes sauf une sont nulles et donc a un changement d’indexa-

tion pres au cas ol xg = --- = xy = 0. Mais d’apres le premier point établi, il
existe © € (Iz...Iy) tel que z soit dans la classe de x1 modulo I ; cet élément
x est I'antécédent de (z1,0,...,0) cherché. O

Une conséquence utile est 1’énoncé suivant qu’on appelle parfois le lemme
d’évitement des idéauzr maximaut.

Corollaire 1.1.4. — Soient A un anneau et Iy, ..., 1, des idéaur marimauz
distincts de A tels que Iy est distinct de Is, ..., Ip. Alors pour tout o € A

(a) il existea € A tel quea—a€ly etag¢ l;, j=1,...,4,

(b) il existea € A tel quea—a ¢l etacl;, j=1,...,0

Démonstration. — Les énoncés (a) et (b) se déduisent facilement de la surjec-
tivité du morphisme A — A/I; x --- A/I; (lemme 1.1.3 ) Pour (a), I’élément
a € A cherché est un antécédent d’un f-uplet (o + Ij,...) ou les £ — 1
derniéres composantes sont non nulles. Pour (b), a est un antécédent d’un

l-uplet (8 + I1,0,...,0) o0 8 —a ¢ I4. O

1.1.2. Anneaux locaux. — Importée de 'analyse, la localisation est une
technique importante. Les anneaux locaux sont des anneaux de fractions ou
“sont rendus inversibles” certains éléments de l'anneau initial. Nous com-
mencons par revoir la construction générale des anneaux de fractions.
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1.1.2.1. Anneauz de fractions. — Soient A un anneau et S C A une partie
multiplicative, c’est-a-dire, stable pour la multiplication, contenant 1 et ne
contenant pas 0. L’anneau S™'A des fractions de A a dénominateur dans S
est, ensemblistement, ’ensemble des couples (z, s) € A xS, notés z/s, ou deux
tels couples x/s et 2’ /s’ sont identifiés s’il existe t € S tel que t(xs’ —z's) = 0.
La structure d’anneau est donnée par les deux lois + et x, définies par :
(x/s) + (2'/s") = (xs' + 2's)/ss’
{(x/s) x (2')s") = (xa'/ss).
La correspondance ig :  — x/1 définit un morphisme d’anneau, appelé le
morphisme canonique. 11 est injectif si et seulement si la partie multiplicative
S ne contient aucun diviseur de 0. C’est le cas par exemple si A est integre et
S = A\ {0}; 'anneau S~ A est alors un corps appelé le corps des fractions
de A noté Frac(A).
Si I est un idéal de A, I'ensemble

is(I)={i/s|iel,se S}

est un idéal de S™1 A, noté S™1I. L’énoncé suivant décrit les idéaux de S'A.

Proposition 1.1.5. — Soient Td(S~'A) lensemble des idéaux de S™'A et
Zd*(A) l'ensemble des idéaux de A vérifiant la condition

(*) Pour tout s € S, pour tout a € A, onasa €l =a€l,

ces deux ensembles étant ordonnés par l'inclusion. Les correspondances
Td*(A) — Zd(S7'A) Zd(S~tA) — Zd*(A)
{I S et{ T = InA
sont des bijections croissantes réciproques l'une de l'autre. Elles mettent de
plus en correspondance les idéaux premiers de A tels que INS = O et les
idéaux premiers de STLA.

La preuve montre que la condition (*) assure linjectivité de la premiere
application. Si I ne vérifie pas (*), c’est-a-dire, s’il existe s € S, a € A tels
que sa € I et a ¢ I, 'idéal S~'I reste défini et vaut aussi S~1(I,a).

Démonstration. — On vérifie que si T € Zd(S™'A), alors TN A € Zd*(A)
(pour la condition (*), écrire a = (sa) - 1/s).

Montrer ensuite que les deux correspondances sont réciproques 1'une de
I’autre revient a vérifier que
-pour Z € Zd(S'A),ona STHINA) =T, et
-pour I € Zd*(A),ona S~ INA=1.
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Pour l'inclusion S~H(Z N A) D Z, voir que sii/s € Z (o i € A, s € S), alors
i=s-i/s€INAetdonci/se SHZN A). Pour l'inclusion S~1INAC I,
voir que si i/s = a € A aveci € I, s € S, alors sa € I et la condition (*)
entraine que a € I. Les autres inclusions sont faciles.

Enfin on vérifie sans peine que ces correspondances échangent les idéaux
premiers de A vérifiant la condition (*) et ceux de S~'A et que, pour I idéal
premier de A, la condition (*) équivaut a I NS = (). O

Ezxemple 1.1.6. — Si A est un anneau et f € A un élément non nilpotent,
I’ensemble des puissances entieres f™ de f est une partie multiplicative. Nous
noterons Ay I'anneau de fractions correspondant. Par exemple, si A = Z et
f = 10, Ay est 'ensemble des nombres décimaux. D’apres la proposition
1.1.5, les idéaux premiers de Ay correspondent aux idéaux premiers de A ne
contenant pas f; par exemple les idéaux premiers de Zige sont de la forme
pZyge avec p # 2,5. Les inversibles de Zjge sont les éléments a/10F (k > 0)
tels que 2 ou 5 divise 'entier a. Plus généralement, un élément a/s € S~1A
est un inversible si et seulement il existe b € A tel que ab € S.

L’énoncé suivant combine les structures d’anneau quotient et d’anneau de
fractions. Sa preuve, laissée en exercice, ne présente aucune difficulé.

Proposition 1.1.7. — Soient A un anneau, S C A une partie multiplicative
et I un idéal de A tel que INS = (. Soit s : A — A/I la surjection canonique.
Alors 5(S) est une partie multiplicative de A/I et les anneaur S~ A/S™'I et
s(S)~Y(A/I) sont isomorphes.

1.1.2.2. Anneauz locauz et anneauz localisés. —

Proposition 1.1.8. — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A ne posséde qu’un idéal maximal M.

(ii) Le complémentaire dans A de l’ensemble A* des éléments inversibles de
A est un idéal de A.

Un anneau satisfaisant ces conditions est appelé anneau local. L’ensemble des

inversibles est le complémentaire de 'unique idéal mazximal de A. Le corps
A/ M s’appelle le corps résiduel de l'idéal M.

Démonstration. — (i) = (ii). Montrons que le complémentaire de A* est
l'idéal M. Si © € M alors ¢ A*. Réciproquement, si = ¢ M, alors z
n’appartient & aucun idéal maximal de A. D’ou Ax = A puisque d’apres le
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lemme de Zorn, tout idéal propre peut étre inclus dans un idéal maximal.
L’égalité Az = A entraine que x € A*.

(ii) = (i). Le complémentaire I de A* est un sous-ensemble propre de A
(1 ¢ I) qui contient nécessairement tout idéal propre P de A (car P ¢ I =
PNA*#0=P=A). Comme I est un idéal, il est donc nécessairement le
plus grand idéal propre de A, et en particulier le seul idéal maximal de A. [

Les localisés d’anneaux sont des exemples fondamentaux d’anneaux locaux.
Etant donné un anneau integre A et p un idéal premier de A, ’ensemble
S = A\ p est une partie multiplicative. L’anneau S~!A est un anneau local,
qu’on note Ay : en effet, les inversibles de cet anneau sont les éléments de S -1
dont le complémentaire S~lp = pAp est un idéal, 'unique idéal maximal de
S~1A. Les idéaux premiers de Ay, correspondent aux idéaux premiers de A
contenus dans p.

Le lemme suivant sera utilisé pour le théoreme 3.3.31.

Lemme 1.1.9. — Soit A un anneau intégre de corps des fractions K. Alors
Vintersection (), Am, ot lindexation porte sur l'ensemble des idéaur mazi-
maux de A, est égale a A.

Démonstration. — L’inclusion A C (), A est claire. Inversement, soit z €
(M Ar. Supposons que z ¢ A. L'ensemble I = {z € A|2z € A} est un idéal
de A qui est différent de A, puisque 1 ¢ I. D’apres le lemme de Zorn, il existe
un idéal maximal M de A qui contient I. On a alors z ¢ Axq. En effet sinon
il existe s ¢ M tel que sz € A, et alors s € I et a fortiori s € M, ce qui est
contradictoire. O

1.1.2.3. Lemme de Nakayama. — Soit A un anneau local d’idéal maximal
M. Si V est un A-module, 'ensemble MV des sommes finies de termes muv
avec m € M et v € V est un sous A-module de V. Le A-module quotient
V/MYV a une structure naturelle de A/ M-espace vectoriel.

Lemme 1.1.10 (Lemme de Nakayama). — On suppose que le A-module
V est de type fini. Soient vy, ..., v, des éléments de V dont les classes modulo
MV engendrent le A/ M-espace vectoriel V)MV . Alors vy, ..., v, engendrent
le A-module V.

Démonstration. — Soient ty,...,t, € V tels que V = (t1,...,t,). Par hy-
pothese, il existe ¢i,...,¢, € A tels que t, — (c1v1 + -+ + cvp) est dans
MYV et donc s’écrit comme combinaison linéaire de t1,...,%, a coefficients
dans M. Grace au fait que m € M = 1 —m € A*, on en déduit que
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tp € (Ui,...,Un,t1,...,tp—1). Le méme argument appliqué ensuite successi-
vement a t,_1,...,t1 conduit a la conclusion souhaitée. ]

1.1.2.4. Idéauz maximauz d’un anneau A[Y]/(f) avec A local. — Soient A
un anneau et f € A[Y] un polynéme unitaire de degré d > 1. On note By
I'anneau quotient By = A[Y]/(f). On s’intéresse aux idéaux maximaux de
By. Si A est un corps, il résulte classiquement de la principalité de A[Y] que
les idéaux maximaux de By correspondent aux facteurs irréductibles distincts
de f dans A[Y].

On se place dans ce paragraphe dans la situation o A un anneau local. On
note M son idéal maximal M et k son corps résiduel. On note aussi M By
'idéal (M, f)/(f) engendré par M et f dans I’anneau quotient By ; c’est aussi
I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de By a coefficients dans M
(pour la loi externe naturelle de A sur By). On pose enfin By = By/MB;.

Si f désigne I'image de f par réduction modulo M, on a

By = A[Y]/{M, f) = k[Y]/([)

Soient f = [[i_; ¢{" la factorisation en irréductibles de f dans k[Y] et,
pouri=1,...,r, g; € A[Y] un polynéme tel que g; = ¢; et M; = (M, g;)/(f)
l'idéal de By engendré par M et g;, modulo (f) (noter que (M, g;) D (f), en
conséquence de f —[]j_, g;’ € MA[Y]).

Lemme 1.1.11. — Les idéaur My, ..., M, sont les idéaux mazimauz de By.

Démonstration. — 11 découle de I'isomorphisme B/ M; ~ k[Y]/(p;) que M;
est un idéal maximal, 7 = 1,...,r. Inversement soit M C By un idéal maximal.
On a MB;y C M car sinon on aurait M + MBy = By, ce qui conduirait
en utilisant le lemme de Nakayama (lemme 1.1.10; By est un A-module de
type fini) a M = By. Si p : By — 37f désigne le morphisme de réduction
modulo M (déduit du morphisme A[Y] — (A/M)[Y]), il découle de M C M
que lon a M = p~1(p(M)) et que p(M) est un idéal maximal de By, c’est-
a~dire, comme nous l’avons rappelé en préambule de ce paragraphe, un des

idéaux (p;) C k[Y], ¢ = 1,...,r. Pour I'indice 7 en question, on a bien M =
P (ei) = (M, gi) = M. 0
1.1.2.5. Anneauz locauz réguliers. — La définition suivante interviendra dans

la définition de non-singularité d’un point sur une variété algébrique (§3.4.1.2).
Elle utilise la notion de dimension de Krull qui est définie au §1.1.4.

Définition 1.1.12. — Un anneau local noethérien A d’idéal maximal M est
dit régulier si M/M? est un A/M-espace vectoriel de dimension dim(A4).



1.1. LOCALISATION, RADICAL, DIMENSION, INTEGRALITE 11

1.1.3. Radical d’un idéal et composantes primaires. — On introduit
sous leur forme algébrique les notions qui conduiront a la définition de com-
posantes irréductibles en géométrie (§3.1.4).

Définition 1.1.13. — Si I est un idéal d’'un anneau A, on appelle radical de
I lidéal noté /T intersection des idéaux premiers de A qui contiennent I.

Proposition 1.1.14. — L’idéal \/T est 'ensemble des éléments © € A pour
lesquels il existe n € N tel que 2™ € 1.

Le radical v/0 de l'idéal nul I = {0} est appelé nilradical de A. D’apres la
caractérisation ci-dessus, c’est I’ensemble des éléments nilpotents de A. Les
idéaux I tels que VI = I sont appelés radiciels. Par exemple, les idéaux
premiers sont radiciels ; de méme les idéaux du type v/.J pour tout idéal J C A.

Pour I = mZ avec m donné avec une factorisation m = pi*---pi" en
nombres premiers, on a VI = (p1---pn)Z; cette observation se généralise &
tout anneau factoriel.

Démonstration. — Si z € A est tel que 2" € I (n € N), alors pour tout idéal
premier P D I, on a x € P. Cela prouve une des deux inclusions souhaitées.
Inversement, soit = € v/I et supposons que z" ¢ I pour tout n € N. L’ensemble
Fr des idéaux J de A contenant I et tels qu’aucune puissance de x ne soit dans
J est donc non vide. On applique le lemme de Zorn (lemme 1.1.3) : on voit
aisément que l'ensemble F, est inductif; d’apres le lemme de Zorn, il admet
un élément maximal P. Montrons que P est un idéal premier. Cela fournira
une contradiction : en effet, comme P € F,, on a x ¢ P, mais d’autre part
x € VI C P. Soient a,b € A\ P. Par la maximalité de P, les idéaux P+ (a) et
P+ (b) n’appartiennent pas a F,. Ainsi il existe m,n € N tels que 2" € P+(a)
et 2 € P+ (b). Mais alors 2" € (P + (a))(P + (b)) C P + (ab), ce qui

prouve comme désiré que ab ¢ P. O
Théoréeme 1.1.15. — Soit A un anneau noethérien et I un idéal propre ra-
diciel (c’est-a -dire, tel que VT =1).

(a) Il existe un nombre fini d’idéaux premiers Jy,...,J, de A tels que I s’écrit

I=Jin---NJdy,.

(b) Si on impose de plus auzx idéauz J; de vérifier J; ¢ J; pouri # j, une telle
décomposition de I est unique a l'ordre pres des facteurs, et les idéaux J; sont
exactement les idéaux premiers minimaux parmsi ceux qui contiennent I.

Si J est un idéal de A, on vérifie facilement que les idéaux premiers mini-
maux qui contiennent J sont exactement les idéaux premiers minimaux qui
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contiennent v/J ; le point central est que si p C A est un idéal premier, alors
p O J < p D +VJ. Les idéaux J1,...,Jn, de la décomposition de VJ du
théoreme 1.1.15 sont appelés les composantes primaires de J.

Si un idéal premier p contient J, alors il contient I'une des composantes
primaires de J (voir que si p D J alors p D VJ = ﬂfV:JI Ji D HfV:Jl Ji). On
considere que I’ensemble des composantes primaires de A est ’ensemble vide.
Si J € Zd(A) est un idéal premier, il est sa seule composante primaire.

Démonstration. — (a) Supposons que l’ensemble F des idéaux J de A tels
que J # A, VJ = J et J n’est pas intersection finie d’idéaux premiers, est non
vide. L’anneau A étant supposé noethérien, ’ensemble F possede un élément
maximal /. Comme I € F, I n’est pas premier : il existe donc a,b € A\ I tel
que ab € 1.

Considérons les idéaux v/Aa + I et \/Ab + I. Ce sont des idéaux propres de
A : en effet, si par exemple 1 € v/ Aa + I, il existerait w € A et i € I tels que
1 = wa + i, ce qui donnerait b = wab + b € I. On a ensuite les inclusions

I%Aa—I—IC\/Aa+ =+/VAa+1
I;AbJrIC\/AbJr = VVAb+ T’

lequelles permettent de conclure que les idéaux v/Aa + I et /Ab+ I ne sont
pas dans F, et qu’il existe des idéaux premiers Pq,...,Ps et Q1,..., 9, tels
que

suivantes :

VAa+T=PiN---NPs

{m:Q1ﬂ---ﬂQt
Montrons que I = +/Aa+1 N Ab+1; cela fournira la contradiction
cherchée. L’inclusion “C” est claire. Inversement soit z € v/Aa + INVAb+ I :
il existe des entiers m,n > 1 tel que 2™ € Aa+ I et 2 € Ab+ I. On en
déduit 2" € (Aa+ I)(Ab+ 1) C Aab+ 1 C I. D’ott z € I puisque I = /1.

(b) Supposons donnée une écriture I = J; N --- N J, comme dans (a). En
enlevant de la liste {J1,...,J,} les idéaux qui en contiennent un autre, on
peut supposer qu'on a J; ¢ J; si ¢ # j. Supposons qu’on a une deuxieme
telle écriture I = J{ N---NJJ,. Tout idéal J;, contenant I'intersection et donc
le produit des idéaux Jj, contient nécessairement I'un d’eux, disons J),. Cet
idéal J/, contient lui aussi un des idéaux Jj, qui ne peut étre que J; (par la
condition de non inclusion mutuelle des idéaux J;). On a donc J; = J;; pour
tout 7 = 1,...,n. On conclut facilement que les deux écritures sont les mémes
a lordre pres.
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Montrons maintenant que chacun des idéaux Ji, ..., J, est un idéal premier
minimal parmi ceux qui contiennent I. Soit J] un idéal premier tel que I C
Ji CJi.Onaalors I =J NI =JNJN---NJ, =J NJy---NJ,. Dans cette
seconde écriture I = J{NJy---NJ,, aucun idéal n’est contenu dans un autre :
en effet, J| n’est contenu dans aucun des idéaux Jo,...,J, (si par exemple
Ji C Jy on aurait I = J{ NJs---NJ, ce qui contredirait I'unicité de 1’écriture
I=JiN---NJ,) et, comme J; ne contient aucun des idéaux Ja,...,J,, il en
est de méme de J|. On conclut que J; = Jj, et on procede de la méme fagon
pour les autres idéaux Jo, ..., Jy.

Considérons enfin un idéal premier minimal J contenant I et montrons
que c’est 'un des idéaux premiers Ji,...,J, apparaissant dans 1'unique
décomposition I = Jy N --- N J, obtenue ci-dessus. On a [ = I NJ =
JNJinN---NJ,. De l'unicité de la décomposition, on déduit que J ou bien

contient ou bien est contenu dans 'un des J;. De la minimalité de Ji,...,J,
et de J résulte que J est nécessairement un des J;. ]
Corollaire 1.1.16. — Soit A un anneau noethérien qui n’est pas un corps et

I C A un idéal non nul. Alors il existe un nombre fini d’idéaux premiers non
nuls I,...,I, de A tels que I D I --- I,.

Démonstration. — Si I = A, I'énoncé est vrai car A n’étant pas un corps
contient un idéal non nul, lequel est contenu dans un idéal maximal.
Supposons I # A. Alors VI # A et \/ﬁ = /1. D’aprés le théoréme
1.1.15, on peut écrire VI = J; N --- N J, avec Ji,...,J, idéaux premiers de
A. En particulier, J; - --J, C V1. Mais d’autre part, en utilisant que A est
noethérien, on montre qu’il existe IV tel que \ﬁN CI:si{x,...,xm,} est un
systeme générateur de I'idéal /T et n un entier tel que el i=1,...,m,
on peut prendre N = nm. On obtient (J;---J,)V
aucun des idéaux Ji, ..., J, n’est nul (puisque v/I O I n’est pas nul). O

C I et par construction

1.1.4. Dimension de Krull. — La notion de dimension géométrique peut
étre définie des le niveau des anneaux.

Définition 1.1.17. — Etant donné un anneau A, on appelle dimension de
Krull de A la longueur maximale d (éventuellement infinie) d’une chaine

Po;&m;’é #Pd

d’idéaux premiers distincts po, p1,...pg de A. On la note dim(A).
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Exzemple 1.1.18. — (a) Un anneau intégre de dimension 0 est un corps. Un
anneau integre de dimension 1 est un anneau qui n’est pas un corps et ou
tout idéal premier non nul est maximal : par exemple Z, k[X] avec k un
corps et plus généralement, les anneaux principaux sont de dimension < 1.
Les anneaux de Dedekind étudiés au §1.2 en sont des généralisations qui sont
aussi de dimension < 1.

(b) On voit facilement, grace a la proposition 1.1.5, que si S est une partie
multiplicative d'un anneau A, alors dim(S—1A) < dim(A).

(c) Si k est un corps, la dimension de 'anneau de polynémes k[T, ...,T,] est
> n (et en fait égale a n par le théoreme 1.1.20(b) ci-dessous) ; ainsi I’anneau
des polynomes en une infinité d’indéterminées est de dimension infinie.

Le théoreme 1.1.20 et le théoreme 1.1.21, donnés sans démonstration, sont
des outils classiques d’algebre commutative pour calculer les dimensions de
Krull d’anneaux. Ils utilisent la notion suivante.

Définition 1.1.19. — La hauteur ht(p) d’un idéal premier p d’un anneau A
est la longueur maximale d’une chaine p,, C ... C pg = p d’idéaux premiers
distincts contenus dans p.

La dimension de A est la plus grande hauteur d’un idéal premier de A.

Théoréme 1.1.20. — Soient k un corps et A une k-algébre intégre (comme
anneau) et de type fini (comme k-algébre). On a alors ces conclusions :

(a) Pour tout idéal premier p C A, on a ht(p) + dim(A/p) = dim(A).
(b) La dimension de A est égale au degré de transcendance degtr(K) sur k
du corps K des fractions de A.

Comme annoncé plus haut, le (b) donne que si k est un corps,
dim(k[Ty, ..., Ty)) = degtry, (k(Th, ..., Ty)) = n.
On peut aussi le déduire du (a) par récurrence, en montrant préalablement,
comme suit, que ht((77)) = 1.

Posons A = k[T, ...,T,]. L’inclusion {0} C (T1) donne que ht((77)) > 1.
Supposons qu’il existe un idéal premier p C A non nul tel que p soit strictement
contenu dans (77). Soit alors x € p, x # 0. Cet élément s’écrit © = aT} avec
a € A. Comme p est premier et que 71 ¢ p, on a a € p. A son tour a s'écrit
a = bly, ce qui conduit a x = bT12. En itérant I’argument, on obtient que 77
divise x pour tout n > 0, ce qui est absurde.
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Théoréme 1.1.21 (Krull’s Hauptidealsatz). — Soient A un anneau
noethérien et f € A un élément qui n’est ni un diviseur de 0 ni une unité.
Alors tout idéal miminal parmi les idéaux premiers contenant f est de hauteur
<1, et égale a 1 si A est integre.

La proposition 1.1.22 est un exemple d’application du théoreme 1.1.21.

Proposition 1.1.22. — Un anneau noethérien integre A est factoriel si et
seulement si tout idéal premier de hauteur 1 est principal.

Démonstration. — (<) Soit p C A un idéal premier de hauteur 1. Soit x € p,
x # 0. L’idéal p étant premier contient nécessairement un facteur irréductible,
disons a, de x. Si A est supposé factoriel, I'idéal (a) est premier et contient p.
Comme ht(p) =1, on a p = (a).

(=) La condition que A est noethérien garantit I’existence pour tout élément
non nul de A d’une factorisation en irréductibles de A. Reste a montrer que
si un élément f € A ni nul ni inversible est irréductible, alors 'idéal (f) C A
est premier. Soit p un idéal minimal parmi les idéaux premiers de A contenant
f. Lexistence de p est garantie par le théoreme 1.1.15.(1) D’apres le théoréme
1.1.21, on a ht(p) = 1. Sous I’hypotheése de I'implication & montrer, il existe
g € A tel que p = (g). L’élément f, qui est dans p, s’écrit f = hg avec h € A.
Comme f est irréductible, h est inversible et finalement 1'idéal (f) coincide
avec l'idéal (g) et est donc premier. O

1.1.5. Intégralité. — L’intégralité est I’analogue dans le monde des an-
neaux de la propriété d’algébricité bien connue dans le monde des corps et qui
en est un cas particulier (revu au §1.4).

Proposition 1.1.23. — Soient A un sous-anneau d’un anneau B et x € B.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe a1, ...,a, € A tels que x™ + a1z ' + - +a, =0,

(ii) Le sous-anneau Alx] de B est un A-module de type fini,

(iii) Il eziste un sous-anneau C de B tel que Alz] C C et C est un A-module
de type fini.

Un élément x € B satisfaisant ces conditions est dit entier sur A et [’équation
dans (i) une équation de dépendance intégrale satisfaite par x.

M On peut aussi recourir au lemme de Zorn, sans supposer Uanneau A noethérien : il est
vrai plus généralement qu’il existe un idéal minimal parmi les idéaux premiers d’un anneau
A contenant un élément f ni nul ni inversible ; on voit aisément que toute famille totalement
ordonnée d’idéaux premiers contenant f est minorée, & savoir par 'intersection de ces idéaux.
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Démonstration. — (i) = (ii). Par (i), on obtient que toute puissance x" (r €
N) s’écrit comme combinaison A-linéaire de z,...,z" !
(ii) = (iii). Prendre C' = Alx].

(iii) = (i). Par hypothese, le A-module C' posseéde un systéme générateur fini
vy = (y1,...,yn). Pouri =1,... n, zy; € C. 1l existe donc une matrice M €
My %n(A) tel que (zId — M)ty = 0. Les formules de Cramer conduisent alors &
det(zld — M)y; = 0,5 =1,...,n, ce qui donne, en posant d = det(zld — M),
I’égalité dC = 0 et donc d = 0. En développant le déterminant, on obtient une

, ce qui donne (ii).

équation de dépendance intégrale pour x. O
L’énoncé suivant se démontre aisément par récurrence.

Corollaire 1.1.24. — Soient A un sous-anneau d’un anneau B et x1,...,x, €
B. On suppose x; entier sur Alxi,...,zi—1], i = 1,...,n (par exemple
T1,..., Ty entiers sur A). Alors Alxq,...,x4] est un A-module de type fini.

Corollaire 1.1.25. — Soit A un sous-anneau d’un anneau B. L’ensemble
Aly des éléments de B entiers sur A est un sous-anneau de B qui contient A.

Démonstration. — Pour tous z,y € B, 'anneau A[z,y] est un A-module de
type fini (corollaire 1.1.24). Donc x + y, xy sont dans A’. 1l est clair que
AcA. O

Définition 1.1.26. — L’anneau A’y défini ci-dessus s’appelle cloture
intégrale de A dans B. Si Az = B, on dit que B est entier sur A. Si
's = A, on dit que A est intégralement clos dans B. Un anneau A integre est

dit intégralement clos si A est intégralement clos dans son corps des fractions.

Proposition 1.1.27 (Transitivité de l’intégralité)
Soient A et B deux sous-anneauzr d’un anneau C tels que A C B. Si C' est
entier sur B et B entier sur A, alors C est entier sur A.

Démonstration. — Soient € C et 2 +b1z" 1 +- .+ b, = 0 une équation de
dépendance intégrale pour x sur B. L’anneau A[by, ..., by, x] est un A-module
de type fini contenant x. Donc z est entier sur A. O
Remarque 1.1.28. — (a) Si B est un anneau entier sur un sous-anneau A

et P un idéal de B, alors B/P est entier sur A/(P N A).

(b) La cloture intégrale A’z dans B d’un sous-anneau A est intégralement
close dans B. Si A est integre, la cléture intégrale A’ de A dans son corps des
fractions K est un anneau intégralement clos.
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(c) Tout anneau factoriel est intégralement clos (exercice).

Proposition 1.1.29. — Soient B un anneau intégre, A un sous-anneau de
B, A" la cloture intégrale de A dans B et S une partie multiplicative de A.
Alors la cloture intégrale de S™'A dans S™'B est ST1A’.

Démonstration. — Le sous-anneau S~1A’ de S~!B est entier sur S7!'A et
est donc inclus dans la cléture intégrale de S~'A dans S~!B. Inversement,
soit #/s (z € B, s € S) un élément de S~!B entier sur S~'A. En chassant
les dénominateurs dans une équation de dépendance intégrale pour z/s sur
S~1A, on obtient que, pour un certain t € S, tz est entier sur A et donc est
dans A’, ce qui donne bien /s € ST A’. O

Corollaire 1.1.30. — Si A est un anneau intégralement clos, alors tout an-
neau de fractions ST'A est intégralement clos.

Le lemme suivant sera utilisé plusieurs fois.

Lemme 1.1.31. — Soit B un anneau entier sur un sous-anneau A.

(a) Si B est intégre, alors B est un corps si et seulement si A est un corps.
(b) SiP est un idéal premier de B, alors P est maximal dans B si et seulement
si PN A est un idéal mazximal de A.

Démonstration. — (a) (=) : Soit a € A, a # 0. Alors a~! € B. Par hypothese,
il existe aq,...,aq € A tels que a4+ aja=@ Y ... 4 g, =0. Dona ! =
—(a1 + -+ aqa?"l) € A et A est un corps.

(<) : Soit b € B, b # 0. Par hypothese, il existe ai,...,aq € A tels que
b +a1b% 1 +---+ag = 0. On peut supposer que ag # 0 (grace a ’hypothese B
integre). L’identité précédente montre que ’élément —agl(bd_1 +ab® 2. 4
aq—1) € B est inverse de b dans B.

(b) Le morphisme naturel A/(P N A) — B/P est injectif. L’anneau integre
B/P est entier sur A/(P N A). Il suffit d’appliquer (a) pour conclure. O

1.2. Anneaux de Dedekind

Introduits pour modéliser les anneaux d’entiers de corps de nombres quand
ceux-ci ne sont pas principaux, les anneaux de Dedekind, qui conservent une
propriété de factorisation des idéaux, ont eu une grande importance historique.
Ils sont devenus un cadre privilégié pour ’arithmétique.
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Définition 1.2.1. — Un anneau A est appelé anneau de Dedekind s’il est
noethérien, intégralement clos (donc integre) et de dimension < 1 (c’est-a-
dire, si tout idéal premier non nul de A est maximal).@)

Par exemple, tout anneau principal est de Dedekind. La réciproque est
fausse. Prenons par exemple A = Z[y/—5]. On déduit classiquement de 'iden-
tité (14+/—5)(1—+/—5) = 2-3 que A n’est pas factoriel et donc non principal.
Il est classique également que A est ’anneau des entiers du corps de nombres
Q(v/=5); il en résulte que A est un anneau de Dedekind (théoréme 2.2.6(c)).

Définition 1.2.2. — Soient A un anneau integre et K son corps des frac-
tions. On appelle idéal fractionnaire de A tout sous A-module I de K pour
lequel il existe d € A, d # 0 tel que I C d A (ou, de facon équivalente
dI C A). On dit que d est un dénominateur de I.

De facon équivalente, un idéal fractionnaire I de A est un sous-ensemble de
K de la forme I =Z/d avec Z un idéal de A et d € A, d # 0.

Tout sous-A-module de type fini de K est un idéal fractionnaire et la
réciproque est vraie si A est noethérien. La somme, 'intersection, le produit de
deux idéaux fractionnaires sont encore des idéaux fractionnaires. L’ensemble
des idéaux fractionnaires non nuls d’un anneau A forment un monoide commu-
tatif pour la multiplication ; 'idéal fractionnaire A en est un élément neutre.

Lemme 1.2.3. — Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal premier m non
nul de A est inversible dans le monoide des idéaux fractionnaires de A.

Démonstration. — On peut supposer que A n’est pas un corps. Soit m un
idéal premier non nul de A. Posons m’ = {z € K |am C A}. C’est un sous-
A-module de K et tout élément de m en est un dénominateur ; c¢’est donc un
idéal fractionnaire de A. Nous allons montrer que m'm = A. On a évidemment
m'm C A. D’autre part, comme m C m'm (puisque A C m’) et que m est
maximal, on a m'm = A ou m'm = m. Reste & montrer que m'm # m.
Supposons m'm = m. On a alors m’ = A. En effet, si z € w’, il découle de
m'm = m que z"H!
résulte que A[z] est un idéal fractionnaire de K (tout élément de m en est un
dénominateur) et comme A est noethérien, c’est un A-module de type fini.

m C x2™m et donc que z"m C m pour tout n > 0. Il en

D’ou z est entier sur A et donc x € A puisque A est intégralement clos. D’ou
Iinclusion m’ C A; autre est évidente.

()Par notre convention au début du chapitre, un corps est un anneau de Dedekind.
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Reste & montrer que m’ = A est impossible. Soit ¢ € m non nul. D’apres le
corollaire 1.1.16, I'idéal Aa contient un produit fini py - - - p,, d’idéaux premiers
non nuls; on peut de plus supposer n minimal. De a € m on déduit que m
contient pp - - - pp, et donc 'un des idéaux p;, disons p;. Mais comme p; est
maximal, on a en fait m = p; et donc Aa O mb avec b = py - - - p,,. De plus, par
la minimalité de n, Aa 2 b. Ainsi il existe b € b tel que b ¢ Aa. L’élément b
vérifie mb C Aa et donc mba=! C A, d’ott ba~! € m’. Mais de b ¢ Aa découle
que ba=' ¢ A. D'ou m’ # A. O

Ce lemme est une des clés menant a la généralisation, au niveau des idéaux,
de la propriété de factorisation des entiers en produit de nombres premiers.

Théoréme 1.2.4. — Soit A un anneau de Dedekind.

(a) Tout idéal fractionnaire non nul b de A s’écrit de fagon unique sous la
forme b = Hp p™®) o0 p décrit l'ensemble des idéaux premiers non nuls de
A et les ny(b) sont des entiers relatifs, tous nuls sauf un nombre fini.

(b) Le monoide des idéauz fractionnaires non nuls de A est un groupe abélien.

Les idéaux fractionnaires principaux non nuls, c’est-a-dire, les sous-A-
modules Ax C K engendrés par un élément non nul z € K constituent un
sous-groupe du groupe des idéaux fractionnaires non nuls. Le groupe quotient
s’appelle le groupe des classes d’idéaux de A. 1l est trivial si et seulement si
A est principal. Plus généralement, le groupe des classes mesure le défaut
de l'anneau A a étre principal. Dirichlet a montré que si A est 'anneau des
entiers d’un corps de nombres E, c’est-a-dire, avec nos notations, A = Z/;
pour E un corps extension finie de Q, alors le groupe des classes est fini (e.g.
[Sam67, §4.3]). L’étude du groupe des classes des anneaux d’entiers est un
sujet majeur en théorie des nombres. Le groupe des classes de A est également
appelé le groupe de Picard de A (ou du spectre de A), notamment dans un
contexte géométrique.

Preuve du théoréme 1.2.4. — Pour la partie “existence” du (a), fixons un
idéal fractionnaire b non nul de A et supposons le contenu dans A dans un
premier temps. Pour b = A, I’énoncé est vrai : on prend tous les n,(b) égaux
a 0. Supposons désormais que b # A (en particulier A n’est pas un corps) et
que la décomposition annoncée n’existe pas pour b. Faisons méme ’hypothese
plus faible qu’elle n’existe pas avec des exposants ny,(b) > 0; la contradiction
fournira une conclusion plus forte que nécessaire mais utile pour la suite (voir
remarque 1.2.5). D’apres le corollaire 1.1.16, b contient un produit fini py - - - p,,
d’idéaux premiers non nuls de A. Soit m un idéal maximal de A contenant b ; on
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a donc p; - - - p, C b C m. Nécessairement m contient I'un des idéaux p1, ... py,
disons pi, et comme celui-ci est maximal, on a m = p;. En multipliant la
double inclusion précédente par pfl (qui est donné par le lemme 1.2.3), on
obtient pg---p, C bpl_l
on obtient une décomposition pour b, avec des exposants > 0. On peut alors

C A. De plus les inclusions sont strictes car sinon

répéter cet argument jusqu’a obtenir que p,, C bpfl o -p;il C A. Mais comme
P, est maximal et qu’aucune des deux inclusions ne peut étre une égalité, on
obtient la contradiction souhaitée.

Supposons maintenant b non nécessairement contenu dans A. Soit d un
dénominateur de b, c’est-a-dire Ad-b C A. Par le cas précédent, on peut écrire
Ad=T];_,qiet b-Ad = ngl p; en produit d’idéaux premiers q;, p; non nuls
(éventuellement répétés). En particulier Ad est inversible dans le monoide des
idéaux fractionnaires non nuls de A. En écrivant b = (b - Ad) - (Ad)™! (qui
découle de A = Ad - (Ad)™!), on obtient la factorisation voulue de b.

Pour la partie “unicité”, on se ramene aisément & montrer qu’'une égalité

piteplm = gyt - --qﬁ” avec Pi,...,Pm,q1,---,qn idéaux premiers distincts
deux a deux, ai,...,qm,B1,..., 8, des entiers > 0 et avec n ou m non nul

(c’est-a-dire I'une des deux écritures non triviale) n’est pas possible. Supposons
le contraire. Alors p; contient qf Lo qﬁ” et donc doit contenir I'un des idéaux
di,- - -, qn, mais ce dernier étant maximal, doit en fait lui étre égal, ce qui est
contradictoire.

La partie (b) est facile. O

Remarque 1.2.5. — La démonstration du théoreme 1.2.4 fournit également
cette conclusion : pour a idéal fractionnaire de A,

(i) a C A si et seulement si ny(a) > 0 pour tout idéal premier p non nul.

En conséquence, si b est un deuxieéme idéal fractionnaire de A, en appliquant
(i) & ab~!, on obtient

(i) @ C b si et seulement si ny(a) > ny(b) pour tout idéal premier p non nul.
Il en découle que les idéaux premiers p qui contiennent un idéal entier a non
nul sont ceux pour lesquels ny(a) > 0; en particulier ils sont en nombre fini.

Une autre conséquence est que pour £ € A et p un idéal premier non nul,
np(zA) > n si et seulement si Az C p”, c’est-a-dire z € p™. D’on

(ili) pour x € A, ny(xA) est le plus grand entier n tel que x € p™. En particu-
lier, x ¢ p si et seulement si ny(xA) = 0.

On en déduit plus généralement que



1.3. ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE 21

(iv) pour x € K, on a x € Ay si et seulement si ny(rA) > 0, et dans ce
cas ny(zA) est le plus grand entier n > 0 tel que x € p"™A,. En particulier,
x € pAy si et seulement si ny(xA) > 0.

En effet, si x € p"A, (pour n > 0), c’est-a-dire + = /s avec m € p" et
s ¢ p, alors ny(xA) = ny(mrA) — ny(sA) > n —0 (d’apres (iii)). Inversement,
pour z € K, ny(zA) > n entraine qu'il existe des idéaux premiers pi,..., Py,
distincts de p et des entiers ay, . .., oy > 0 tels que (zA) pi* -+ pSm C p™. On
choisit b; € pi*\p, i =1,...,n (prendre b; = 37" avec f3; dans 'ensemble p; \ p
qui est non vide puisque p; ¢ p). L’inclusion précédente donne xb; - - - by, € p™
et donc x € p"A,.

1.3. Anneaux de valuation discréte

En graduant les éléments d’un corps par leur “degré d’appartenance” a un
idéal, une wvaluation discréte est un outil de choix. Les exemples fondateurs
sont les valuations p-adiques sur le corps Q et les valuations “ordre en un point
de k7 sur le corps k(T des fractions rationnelles & coefficients dans un corps
k. Plus généralement, un ensemble de valuations discretes sur son corps des
fractions est naturellement associé a tout anneau de Dedekind, en permettant
ainsi une approche locale. Une métrique est associée a toute valuation discrete,
qui a vocation a étre complétée. Via les développements de Hensel, on obtient
une représentation concrete des éléments du complété sous forme de séries :
nombre p-adiques, séries formelles, etc. Le lemme de Hensel, qui conduit a
des solutions d’équations polynomiales, est un énoncé majeur, qu’on peut voir
comme une version algébrique du théoreme des fonctions implicites en analyse.

1.3.1. Définitions. — Un groupe abélien I' muni d’une relation < est appelé
groupe ordonné si < est une relation d’ordre total compatible avec la loi de
groupe de I' (notée additivement), c’est-a-dire : si '™ = {y € T'|y > 0},
alors ' +T'" C I'". Etant donné un corps F, une valuation sur F' est un
homomorphisme v : (F*,x) — (I', 4) vérifiant v(z 4+ y) > min(v(x),v(y)).
On convient généralement que v(0) = oo. Le sous-groupe v(F*) C T est
appelé groupe des valeurs de v.

La valuation v est dite réellesi v(F'™) C R et discrétesi v(F™) est isomorphe
a 7 ; quitte a diviser v par un élément de I, on peut supposer que v(F*) = Z.

Pour une valuation discréte v, I’ensemble O, = {a € F'|v(a) > 0} est un
anneau local appelé anneau de valuation; son idéal maximal est M, = {a €
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F|v(a) > 0} et le groupe des inversibles de O, est O = {a € F'|v(a) = 0}.
Le corps O,/ M, est appelé corps résiduel de v.

Définition 1.3.1. — Un anneau de valuation discréte est 'anneau de valua-
tion d’une valuation discrete sur un corps.

Un anneau de valuation discrete O, est un anneau local et il est aussi
principal : tout élément de valuation minimale d’un idéal donné en est un
générateur. Tout élément 7 de valuation 1 est un générateur de M,,, appelé
uniformisante de O, et les idéaux de O, sont les puissances M) = "0, de
M, (n > 0). L’idéal M7 est ’ensemble des éléments de O, de valuation > n.
L’idéal de valuation détermine donc la valuation; en particulier, la valuation
discrete v est unique.

Réciproquement, tout anneau A local principal qui n’est pas un corps® est
un anneau de valuation discrete. En effet, si m est un générateur de 'idéal
maximal, 7 est le seul irréductible de 'anneau A (& un inversible pres) et les
idéaux de A sont les idéaux principaux An™ (n > 0). Tout élément = # 0 dans
le corps des fractions F' de A, s’écrit de fagon unique x = 7"u avec n € Z et u
inversible. L’entier n ne dépend pas du choix de 7; on le note v(z). On vérifie
sans peine que application v : K* — Z définit une valuation discréte sur F
pour laquelle O, = A et M, = Amw.

1.3.2. Caractérisation. — On peut affiner la caractérisation précédente.

Théoréme 1.3.2. — Soit A un anneau local noethérien d’idéal maximal M.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A est un anneau de valuation discreéte,

b) A est un anneau principal qui n’est pas un corps,

(
(
(c) A est un anneau intégralement clos de dimension de Krull égale a 1,
(d) A est un anneau de Dedekind qui n’est pas un corps,

(e) A est un anneau local intégre régulier de dimension de Krull égale a 1,
(

f) M est engendré par un élément non nilpotent.
Démonstration. — La premiere implication (a) = (b) vient d’étre vue. Les
deux suivantes (b) = (c) et (c) = (d) sont claires.

(d) = (e) : D’apres la définition 1.1.12, il s’agit de montrer que, sous la condi-
tion (d), M/M? est un A/ M-espace vectoriel de dimension 1. Soit 7 € M\ M?

()Un corps F n’est pas un anneau de valuation discrete O, car sinon, on aurait O = F'\ {0}
avec pour conséquence que v(F \ {0}) = {0}.
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(on a M # M? en raison de la partie “unicité” dans le théoreme 1.2.4). La
conclusion voulue découle du fait que le morphisme A/M — M/M? en-
voyant toute classe modulo M d’un élément a € A sur la classe modulo M?
de I’élément a7 est un isomorphisme. L’injectivité est facile. Pour la surjecti-
vité, on observe que tout élément m € M s’écrit m = (m/x) - 7. En utilisant
la remarque 1.2.5, on voit que m/m € Apq. La classe de m/m modulo MA
peut étre alors vue comme un élément de A/ M, en vertu de la surjectivité du
morphisme naturel A/ M — A/ MAp qui sera établie au §1.3.3 (de méme
que Dinjectivité).

(e) = (f) : Soit 7 € M\ M? (7 existe car M /M? n’est pas le A/M-espace
vectoriel nul). La classe de 7 modulo M? engendre le A/ M-espace vectoriel
M/M?. D’apres le lemme de Nakayama (lemme 1.1.10), 7 engendre 1'idéal
M, et m n’est pas nilpotent puisque A est integre.

(f) = (a) Soit m un générateur de M. Nous allons montrer que (),,~, M" =
{0}. On déduira la conclusion souhaitée via ’argument suivant (déja rencontré
dans le §1.3.1). Il résulte de (),~, M"™ = {0} que pour tout élément z # 0
dans A, Pensemble des entiers n € N tels que & € M™ posséde un plus grand
élément ; on le note v(z). L’élément z s’écrit z = 79y avec u ¢ M et donc
u inversible dans A. Il en résulte que 'anneau A est integre. D’autre part,
comme 7 n'est pas nilpotent, z = 7@y est la seule écriture de z comme
produit d’une puissance de 7 par un inversible de A. On vérifie sans peine que
lentier v(x) ne dépend pas du choix de 7 et que I'application v : A\{0} — Z se
prolonge en une valuation discréte sur le corps des fractions de A pour laquelle
O, =Aet M, =7A.

Montrons que (1,50 M" = {0}. Soit y € [, M". Pour tout n > 0,
on peut écrire y = 7"z, avec x, € A, d’ou l'on tire 7" (z, — 7xp4+1) = 0.
Notons Z l'idéal de A des éléments x pour lesquels il existe n € N tel que
zr”™ = 0. Ainsi z, — mx,4+1 € Z pour tout n > 0. Il en découle que la suite
des idéaux Z + Az, est croissante. Comme ’anneau A est noethérien, elle est
stationnaire et donc pour n suffisamment grand, z,41 € Z + Ax,, c’est-a-dire
Tpi1 = 2 +tx, avec z € T et t € A. Mais comme z, = mx,41 + 2 avec 2’ € Z,
cela donne x, 11 = 2 + t(rrpe1 + 2') et done (1 — 7t)zyqy € Z. L'élément
1 —xt n’étant pas dans M est inversible dans A, d’ou 11 € Z. Enfin, comme
l'idéal Z est de type fini (A étant noethérien), il existe un entier N tel que
xmN = 0 pour tout z € Z. Prenons n > N et suffisamment grand pour que
la conclusion précédente x,4+1 € Z soit valable. On peut alors conclure que

y = "2, =0, ce qui acheve la preuve de (),,5q M"™ = {0}. O
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Corollaire 1.3.3. — Soient A un anneau de valuation discréte, d’idéal de
valuation M, de corps résiduel k et f € A[Y] un polynéme unitaire de degré
d > 1. Si le polynéme f € k[Y] obtenu par réduction de f modulo l'idéal
M est irréductible dans k[Y] et sans racine multiple dans k, alors ’anneau
By = A[Y]/(f) est un anneau de valuation discréte, son idéal mazimal est
Uidéal M By et By est la cloture intégrale de A dans le corps Ey = K[Y]/(f).

Démonstration. — L’anneau By est noethérien. D’apres le lemme 1.1.11, c’est
un anneau local et son unique idéal maximal est engendré dans By par une
uniformisante de A, laquelle ne peut étre un élément nilpotent puisque A
est integre. Le théoréme 1.3.2 permet de conclure que By est un anneau de
valuation discrete. L’anneau By peut étre identifié & un sous-anneau de Ey =
KI[Y]/(f) via le morphisme naturel (qui est bien injectif) déduit de I'inclusion
A C K. On vérifie enfin (ci-dessous) que By est la cloture intégrale de A dans
Ey = K[Y]/(f), c’est-a-dire By = SEf‘

Six € By, alors x € E; et x est entier sur A puisque, comme f est unitaire,
By est entier sur A. On a donc = € A’Ef. Inversement si xz € A}Sf, alors
x € Ey = Frac(By) et comme x est entier sur A, il est a fortiori sur By. De
la propriété d’étre intégralement clos de By résulte que x € By. O

Corollaire 1.3.4. — Soient k un corps, F' € k[X,Y] un polynéme irréduc-
tible et A Uanneau k[ X,Y]/(F). On désigne par x et y les classes de X etV
modulo U'idéal (F). Soit (xo,y0) € k? tel que F(xg,y0) =0 et

(*) ou bien g—f((:vo,yo) # 0 ou bien g—f:(xo,yo) # 0.

Alors, pour p = (x — xo,y — yo) C A, Uanneau localisé A, est un anneau de
valuation discréte.

Démonstration. — L’anneau A est noethérien et il en est de méme de 'anneau
local A,. D’apres le théoreme 1.3.2, pour conclure que A, est un anneau de
valuation discrete, il reste a montrer que son idéal maximal est engendré par
un élément non nilpotent.

Pour cela, on peut supposer (zg,y9) = 0. Les hypotheéses entrainent alors
que F(0,0) = 0 et que la partie homogene aX + bY de degré 1 de F est
non nulle. Si par exemple a = (0F/0X)(0,0) # 0, alors on voit en écrivant
F(x,y) = 0 que lidéal p est engendré par y. Il en est de méme de l'idéal
maximal pA,. O

Remarque 1.3.5. — L’anneau A, est a priorilocal, inteégre, noethérien et de
dimension de Krull dim(A) = 1. D’apres le théoreme 1.3.2, A, est un anneau
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de valuation discrete si et seulement si A, est intégralement clos. On dit que la
courbe d’équation F'(x,y) = 0 est normale en (xq, yo) si c’est le cas. D’apres le
corollaire 1.3.4, c’est le cas sous la condition (*), c’est-a-dire si le point (xg, yo)
est un point non singulier de la courbe.

Pour F = Y? — X3 et (z0,y0) = 0, 'anneau A, n’est pas intégralement
clos. En effet, 'élément v = y/x € Frac(A) = Frac(Ap) est entier sur Ay,
puisqu’il vérifie u> = z. Mais u ¢ Ap. Sinon il s’écrirait u = a(z,y)/B(z,y)
avec a, 3 € k[X,Y] et 3(0,0) # 0. Cela conduit a

YB(X,Y) - Xa(X,Y)=R(X,Y) (Y? - X3) avec R(X,Y) € k[X,Y]
et fournit une contradiction : la partie homogene de degré 1 du terme de droite
est nulle, au contraire de celle du terme de gauche.

1.3.3. Valuations discretes associées & un anneau de Dedekind. —
Si A est un anneau de Dedekind, tout idéal premier p non nul détermine une
valuation discrete sur le corps des fractions K, appelée valuation p-adique :
a tout élément non nul € K, on associe l'exposant n,(zA) en p dans la
factorisation en idéaux premiers de A de 'idéal fractionnaire A (théoreme
1.2.4).

Pour z,y € K, la condition ny(zyA) = ny(xA) 4+ ny(yA) est claire. Pour
z,y € A, la condition ny((z + y)A) > min(ny(zA),ny(yA)) se déduit de la
caractérisation (iii) de la remarque 1.2.5 de ny(zA) comme le plus grand entier
n tel que x € p™. Le cas ou x,y € K se ramene aisément au cas x,y € A.
D’apres la méme remarque 1.2.5, 'anneau local A, est 'anneau de valuation ;
en particulier A, est un anneau de valuation discrete.

Les deux propriétés suivantes sont également utiles :

(*) lidéal de valuation pA, posséde des générateurs dans 'anneau A : tout
élément 7 € p \ p? est en effet de valuation 1.

(**) pour tout n > 0, p" A, + A = A, ce qui signifie que A est dense dans A,
pour la valuation p-adique (au sens de la métrique introduite au §1.3.4). En
effet, pour s € A\ p, l'idéal P = (p",s) est égal & A puisque, en utilisant la
remarque 1.2.5, on déduit des inclusions P O p™ et P O As que ng(P) = 0
pour tout idéal premier q # p et que ny(P) < ny(As) =0, et donc que P = A.
Ainsi si @ = b/s € Ay, il existe a € A tel que b — as € p”, ce qui donne
b/s —a € p"Ay.

On en déduit notamment que A, /pA, ~ A/p : en effet le morphisme naturel
A/p — Ay /pA, est injectif (remarque 1.2.5) et la propriété de densité (**) ci-
dessus donne la surjectivité.
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Exzemple 1.3.6. — (a) Pour tout nombre premier p, la valuation p-adique est
une valuation discrete sur Q. L’anneau de valuation discréete correspondant est
I'anneau local Z,).

(b) Un autre cas particulier important est celui o A = k[X], k est un corps
et p = (P) avec P € k[X] polynome irréductible. Par exemple, la valuation
(X — zp)-adique notée vx_5, ou ord,, correspondant a P = X — xy avec
zo € k. La valuation 1/ X-adique v, /X, notée aussi orde, est un autre exemple
de valuation discrete sur k(X) : elle est définie, pour tout F' € k[X], F # 0, par
Voo (F) = —n si et seulement si on peut écrire F = X"F(1/X) avec F € k[T
tel que F(0) # 0. Une définition équivalente est : voo(F) = —deg(F) pour
tout F' € k[X], F # 0. Pour A,B € k[X], B # 0, on a alors vs(A/B) =
deg(B) — deg(A). Pour cette valuation, 1/X est une uniformisante (ainsi que
tout élément du type 1/(X — x) avec = € k).

(c¢) L’idéal I = (X1,...,X,) deanneau A = k[X,..., X,,] (ol k est un corps)
est un idéal maximal. Mais ’anneau local Aj n’est pas un anneau de valuation
discréte si m > 2 : en effet, les idéaux (Xi) et (X1, X2) dans 'anneau Ay
sont premiers, et (X7) est strictement inclus dans (X7, X2); il existe dans Ay
donc des idéaux premiers non maximaux, au contraire des anneaux principaux.
Notons cependant que I vérifie (-, 1" = {0}.

1.3.4. Métrique associée a une valuation discréte. — Soit v une valua-
tion discrete sur un corps K. On définit une valeur absolue | |, et une distance
d sur K en posant, pour ¢ un nombre réel fixé avec 0 < a < 1

{ 2, =a*@, z € K
dz,y) = |z —yly, v,y € K

La valeur absolue | |, et la distance d sont ultramétriques; c’est-a-dire,
I'inégalité triangulaire prend la forme

|z + ylo < max(|z|y, [y]o)

De plus |$|v 7& !ylv = |$ + y|v = maX(|x‘U7 |y‘v)

(Pour ce dernier point, noter que, si par exemple |z|, > |yl|,, alors l'inégalité
|z|y < max(| — ylv, |z + yly) se rééerit max(|x|y, |yly) = || < |2+ ylv, ce qui,
combiné a |z + yl|, < max(|z|y, |y|,) donne le résultat voulu).

On vérifie aisément les propriétés métriques suivantes :
- tous les triangles sont isoceles,
- tout point d’une boule en est le centre,
- deux boules sont soit disjointes soit comparables (pour I'inclusion),
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- une suite (zp,)n>0 est de Cauchy si et seulement si d(xy,, zp+1) tend vers 0
quand n — 400, etc.

Les propriétés suivantes résultent du caractere discret de la valuation :
- toute boule est une partie a la fois ouverte et fermée : noter que pour x,b € K
etn€Z,onav(x—>b >n< v(x—>b) >n+1 Celaest vrai en particulier
de I'anneau de valuation O, et l'idéal de valuation, P, qui sont les boules
respectivement fermée et ouverte de rayon 1 centrées en 0.
- un espace métrique ultramétrique est totalement discontinu, c’est-a-dire : ses
seules parties connexes non vides sont les singletons. En effet, si C C K est
un connexe et b € C, 'application continue ¢ +— |c — b| de K vers Z est nulle
sur C' (pusique I'image de C' est un connexe de Z contenant 0).

Proposition 1.3.7. — Deux valeurs absolues | |1 et ||2 sur le corps K
définissent la méme topologie sur K si et seulement si | |2 = || avec ¢ € R,
¢ > 0. En particulier, deur valuations discrétes vy et vo sur K définissent la
meéme topologie sur K si et seulement si vo = cv1 avec ¢ > 0. On dit alors de
| |1 et | ]2, et de vy et vy, qu’elles sont équivalentes et on appelle places de K
les classes d’équivalence correspondantes.

Démonstration. — L’implication (<) est évidente. Pour I'autre direction, sup-
posons que | |1 et | |2 définissent la méme topologie sur K. Alors I’ensemble
des z € K tels que la suite (z"),>0 converge vers 0 est le méme pour les deux
valeurs absolues. Donc, pour z € K on a |z|; < 1 si et seulement si |z|z < 1.
Si seul 0 vérifie ces conditions, alors | |1 et | |2 sont nécessairement triviales, et
égales. Supposons qu'il existe b # 0 tel que |b|; < 1 et |b|2 < 1. Pour tout couple
(m,n) d’entiers > 0, on a alors, pour z € K non nul, nlog |z|; < mlog|b|; siet
seulement si nlog |z|2 < mlog |b|a (puisque cela équivaut a =™ /0™ de valeur ab-
solue < 1). On peut conclure alors que log |x|1/log|b|1 = log |z|2/log |bl2. O

Remarque 1.3.8. — (a) La preuve montre aussi que deux valeurs absolues
sont équivalentes si et seulement si leurs boules unités ouvertes sont les mémes ;
et, de méme si et seulement si leurs boules unités fermées sont les mémes. Pour
des valeurs absolues qui proviennent de valuations, la condition devient que
leurs idéaux de valuation, ou que leurs anneaux de valuation soient les mémes.

(b) Si | |1 est une valeur absolue archimédienne, la condition | |2 = | |{ avec
¢ > 0 ne définit pas toujours une valeur absolue. Par exemple, quand | |; est
la valeur absolue usuelle sur R, | |o = | [{ si et seulement ¢ < 1.



28 CHAPITRE 1. ANNEAUX ET EXTENSIONS DE CORPS

(Le sens (=) découle de |141]¢ < |1]°+]1]¢. L’inégalité triangulaire|x+y|¢ <
x|+ |x|¢ a vérifier dans la réciproque (<=) se ramene a ’étude du signe de la
g
fonction 1+ t¢ — (1 4 ¢)¢ sur [0, +00]).

1.3.5. Valuations de Q et de k(X). —

Théoréme 1.3.9. — (a) (Ostrowski) Les valeurs absolues du corps Q sont,
a équivalence pres, les valeurs absolues p-adiques associées aux valuations
p-adiques (p nombre premier) de l’exemple 1.3.6(a) et la valeur absolue ar-
chimédienne usuelle.

(b) Pour un corps donné k, kes valeurs absolues du corps k(X) triviales
sur k, sont, a équivalence prés, les valeurs absolues P-adiques (P polynome
irréductible dans k[X]) et 1/X -adique associées aux valuations décrites dans
Uexemple 1.3.6(b). En particulier, elles sont toutes ultramétriques.

Démonstration. — Au vu de I'exemple 1.3.6, il reste a voir, dans (a) et dans
(b), que les valeurs absolues données dans ’énoncé sont les seules.

(a) Soit | - | une valeur absolue sur Q non triviale. On distingue deux cas :

ler cas : Pour tout @ € N, on a |a| < 1.

Il existe alors un entier p € N minimal tel que |p| < 1, et cet entier est
nécessairement premier. Si ¢ € Z est premier & p, alors p¥ et ¢* sont premiers
entre eux pour tout k € N. Par Bezout, il existe uy, vy € Z tels que uip® +
vrq® = 1, ce qui donne 1 < |p|* + |g|¥ pour tout k € N. Cela conduit & une
contradiction si [¢| < 1; d’ou |¢| = 1. On conclut aisément que |- | est la valeur
absolue p-adique.

2éme cas : Il existe a € N tel que |a| > 1.
Soit ¢ € N, ¢ # 0, 1. Pour tout k£ € N, notons

ck = cro + cpr1a+ - - - ckhkahk
I’écriture de c¥ en base a, ot 0 < cg; < a (i =0,..., hy) et Ckhy, 7 0.
On a hy, < log(c¥)/log(a). En posant M = max(|1],...,|a—1|), on obtient :
1o, a+
e < ar |l
la| =1

En prenant la racine k-ieme et en passant a la limite, on obtient :
1
ogle| _ logla]
loge — loga
Si |¢| > 1, en échangeant les roles de a et ¢, on obtient que 'inégalité

précédente est une égalité et donc que |c| = ¢* avec o = log |a|/ log a.
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Si || < 1, en considérant également I’écriture de a* en base ¢, on obtient

1
lalf <N [k: ek 1],
logc
ou N = max(|1],...,|c — 1|). Comme |a| > 1, cela est contradictoire si k

est assez grand; ce cas ne se produit pas. En conclusion, seule la possibilité
le| > 1 existe. La conclusion obtenue ci-dessus dans ce cas donne que | - | est
équivalente a la valeur absolue archimédienne usuelle.

(b) Soient k un corps et | - | une valeur absolue sur k(X) triviale sur k, et
non triviale sur k(X). De la trivialité sur k résulte en particulier que pour
tout n € Z, on a |n| < 1. Le paragraphe ci-dessous montre que | - | est alors
nécessairement ultramétrique.
Soient y, z € k(X). En utilisant la formule du binéme de Newton et le fait
que les coefficients binomiaux sont des entiers, on obtient que pour tout k € N,
k

-+ 241 < D2 b lel < O+ 1) maxyl, [
§=0
En prenant la racine kieme et en passant a la limite, on obtient
|y + 2| < max([yl, |2]).

Comme pour (a), on distingue ensuite deux cas :
ler cas : Pour tout A € k[X], on a |A]| < 1.

On procede comme dans le (a). Il existe P € k[X] de degré minimal tel
que |P| < 1, et ce polynéme est nécessairement irréductible. Si Q € k[X]
est premier & P, alors P¥ et QF sont premiers entre eux pour tout k& € N.
Par Bezout, il existe Uy, Vi € k[X] tels que UpP* + Vi.Q* = 1, ce qui donne
1 < |P|* +|Q|* pour tout k € N. Cela conduit & une contradiction si |Q| < 1;
d’ott |Q| = 1. On conclut que | - | est la valeur absolue P-adique.
2éme cas : Il existe A € k[X] tel que |A| > 1.

Nécessairement, on a |X| > 1 (car |X| < 1 entraine |A| < 1). Il en résulte

facilement que, pour tout F € k[X], on a |F| = | X|4&(F), La valeur absolue
est donc la valeur absolue 1/X-adique. O
1.3.6. Complétion d’un corps discrétement valué. — Le procédé

général de complétion d’un espace métrique s’applique au corps valué (K, v).
Le complété K est défini comme D’anneau quotient de I'anneau des suites de
Cauchy a coefficients dans K par 1'idéal des suites convergeant vers 0. La
distance sur K s’étend au complété K : pour = (Zp)n>0 €t ¥y = (Yn)n>0 dans
K, la suite (d(z, Yn))n>0 est de Cauchy et définit donc un nombre réel, lequel
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est la définition de d(x,y). Le complété est un espace métrique complet. Le
corps K se plonge naturellement dans son complété K. Identifié & son image,
il en devient un sous-corps dense. Tout élément x € K peut ainsi étre vu
comme la limite d’une suite (z5,)p>0 d’éléments x,, € K.

Dans le cas ou (K,v) est un corps discréetement valué, la valuation et la
valeur absolue de K sont définies similairement & la distance ci-dessus; elles
sont ultramétriques. De plus, si |z|z # 0, comme la valuation v est discrete
et que la suite (v(x,))n>0 converge vers 9(z), on a v(x) = v(zy,) pour tout
n suffisamment grand. En particulier, ¥ est une valuation discréte sur K de
méme groupe de valeurs que v.

Ci-dessous, on note pour S C K . on note S I'adhérence topologique de S
dans K , qui est aussi le complété de S.

Proposition 1.3.10. — Soient O, l'anneau de valuation, M, lidéal de va-
luation et similairement Oz, My ceux de la valuation v. Soit aussi m, une
uniformisante de v. On a :

(a) pour tout v € N, on a (Mz)" = M," = M, = T O,.

(b) En particulier, Oy = @, M = ./\A/lz ; en conséquence Frac((”)vv) =K.

(c) pour tout v € N, les anneaux quotient (fQVU/./T/l;V et Oy /MY sont cano-
niquement isomorphes. En particulier, les corps résiduels de v et de v sont
canoniquement tsomorphes.

Démonstration. — (a) L’égalité (Myz)” = MY (v € N). L’inclusion (D) est
claire. Inversement, tout élément x € K sécrit comme limite d'une suite
déléments z, € K, et on a de plus v(z) = v(z,) pour tout n assez grand.
Siz e (My)Y, c’est-a-dire, si v(x) > v, on obtient que z est limite d’une suite
d’éléments x,, € M,", et donc que x € A//T?

L’égalité My =M,” (v € N). L’inclusion (D) est claire. Inversement, soit
x la limite d’une suite d’éléments =, € O, de valuation v(x,) > v. Pour tout
n, on peut écrire x,, = m,a, avec a, € O,. On a évidemment m, € M, C /\A/l;
En notant que a,m, tend vers (z/7%) x m, = z/74"1 € M., on obtient que
r=7/"1xaz/nv7l e M,

L’égalité .7\/1\:,11 =y (”)vv (v € N) se déduit du fait que 7, est de valuation

0(my) = 1 et est donc une uniformisante de .

b) se déduit facilement de (a) et des définitions.
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c) Soit v € N, v # 0. En factorisant le morphisme pY : O, — a, ./T/l/vy ar
(c) ) p vy p
I'idéal MY, on obtient un morphisme

O/ MY — Oy /M,
Ce morphisme est injectif car ker(p}) = {z € Oy |0(z) = v(z) > v} = M.

Il est surjectif car pour tout x € O,, il existe a € O, tel que v(z —a) > v
(densité de O, dans O,). O

Pour tout m € N, m # 0, notons p)' la surjection canonique

POy = Oy M™,
(ot Oy /M7 est identifié a @Tj/.//\/l\/l)m) et notons pareillement sa restriction
Oy — Oy /M & O,. Pour m,n € N tels que n > m, notons aussi

" Op /MG = Oy [ M

I’épimorphisme naturel vérifiant p!* = py""™ o p.
Corollaire 1.3.11. — Le complété @ est isomorphe a la limite projective
lim Oy /MY du systéme projectif formé par les épimorphismes (py')m>0 et
(pg’m)n>m>0-
Démonstration. — Rappelons que mm O,/ M est le sous-ensemble du pro-
duit [[,,, Op/ M3 formé des familles (u, )m>0 telles que pour n,m € N tels que
n>m >0, onap," (uy) = Uy. Considérons le morphisme produit [],, pi*

qui & z € O, associe (p(x))m. En raison de 'égalité p™ = pl™ o p (n > m),
il est a valeurs dans mm O,/ M7 et fournit ainsi un morphisme

[Ty : 0 — im0, /M

Ce morphisme est injectif car (1, M, = {0}. Il est également surjectif. En
effet, si (um)m>0 € @m O,/ M}, on choisit z;, dans (f’)vy tel que I (Tpm) = Um
(m > 0). On a alors :

(*)  PYan) =0 o piy(wn) = o (un) = U = pift(zm) pour tout n > m.

Il en résulte que x,, — x,, € ./T/(;m La suite (2, )m>0 est de Cauchy et converge
donc vers un élément x du complété @ En faisant tendre n vers oo dans
“Lp — Ty € .//\/l\:,m” et en notant que ./T/l/vm est fermé, on obtient que x,, — T, €
M, pour tout m. On conclut que (IL,, P (x) = (um)m>o- O

Exemple 1.3.12. — (a) L’anneau Z(p), le corps Q ne sont pas complets pour
la métrique p-adique : on montre ci-apres (§1.3.8) grace au lemme de Hensel
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qu’il existe des équations quadratiques sans solutions dans QQ qui se résolvent
dans le complété.(¥) Leurs complétés sont respectivement notés Ly et Qp et
appelés 'anneau des entiers p-adiques et le corps des nombres p-adiques. De
méme, k[X] et k(X) ne sont pas complets pour la valeur absolue (X — x)-
adique (xo € k). Les complétés sont respectivement appelés I’anneau k[[X —z¢]]
des séries formelles et le corps k((X — x¢)) des séries de Laurent formelles
(k[[1/X]] et k((1/X)) pour 1/X & la place de X — x).

(b) D’apres le corollaire 1.3.11, on a :
Zp =YmZ/p"Z et K[[X —zo]] = Jim K[X]/((X —z0)™)
m m

L’ensemble Z,, c’est-a-dire la boule unité de Q,, est compact. On le voit en
utilisant le fait que pour tout m > 0, ensemble Z, /p™Z,, est fini : cela permet
en effet, en ajustant I’argument dichotomique conduisant a la preuve de la
compacité du segment [0,1] C R, de montrer que toute suite & termes dans
Z,, possede une suite extraite de Cauchy. On peut aussi voir que Mm Z/p™Z
est un fermé de I'ensemble [, Z/p™Z qui, par le théoreme de Tychonoff,
est compact si on munit chaque facteur Z/p™Z de la topologie discréete et
IL,,Z/p™Z de la topologie produit. Il reste ensuite a vérifier que la preuve de
I'isomorphisme Z,, = mm Z/p™Z conduit a la conclusion que I'isomorphisme
est un homéomorphisme.

Au contraire, 'ensemble k[[X — x¢]] n’est pas compact. Par exemple, si k est
infini, alors toute suite d’éléments distincts de k est a termes dans k[[X — zg]
mais n’est pas de Cauchy.

(c) Dans le cas ou A est un anneau supposé seulement posséder un idéal
I vérifiant (,~oI™ = {0}, on peut définir sur A une distance ultramétrique
similaire aux précédentes : pour z,y € K, on pose d(z,y) = a*®~Y) ot v(z —y)
est ici défini comme le plus grand entier n tel que x —y € I et a € R
est fixé avec 0 < a < 1. Prenons par exemple A = k[Xi,...,X,] et I =
(X1,...,X5). On appelle anneau de séries formelles a n indéterminées sur le
corps k le complété de 'anneau A = k[X7, ..., X,] pour la distance d ; on note
E[[X1,...,Xy]] cet anneau. C’est un anneau local d’idéal maximal engendré
par (Xi,...,X,) qui n’est pas de dimension de Krull < 1.

(Pour montrer que Z n’est pas complet, on peut montrer plus simplement que la suite de
terme général 1+ p+---+p" est de Cauchy mais ne converge pas dans Z. Idem pour la suite
de terme général 1 + X + --- + X" dans k[X].
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1.3.7. Développement de Hensel. — Donnons-nous de plus une suite
(Dm0 de domaines fondamentauzx pour v, ¢’est-a-dire, d’ensembles D] C
O, tels que, pour tout m > 0, toute classe dans le quotient O,/ M soit
représentée par exactement un élément de D;". On note

syt Oy /M — DY

la correspondance associée, c’est-a-dire la réciproque de la restriction pi*|pm.

Pour K = Q et v la valuation p-adique, on prendra D)’ = [0,p™ — 1] NN et

pour K = k(X) et v la valuation (X — z¢)-adique (2o € k), on prendra pour

D} le sous-ensemble k[X],,—1 C k[X] des polynomes de degré < m — 1.
Etant donné z € (7);, considérons la suite (2,,)m>0 définie par

rm = s, opy(z)  (m>0)

Pour tout m > 0, on a pJ'(x,,) = pi'(x), c'est-a-dire © — x,, € M, La suite
(Tm)m>0 converge donc vers x dans O,. On a de plus pour tout n > m

P (en) = pu™ o (xn)
n,m n
=py opy(z)
=py' (@)
et donc aussi s))' o pi'(zy) = Zy,. Autrement dit, 'unique représentant dans
D" de x, modulo M est égal a xp,.
Dans le cas ou K = Q et v est la valuation p-adique, l'entier x,,, € [0, p" —1]

s’écrit de fagon unique z, = >/, aff”pk. La propriété précédente montre
que, pour n > m, les entiers ag,...a,, sont indépendants de n : ils valent
respectivement ag’, ..., a;,.

Corollaire 1.3.13. — (a) Tout entier p-adique x € Z, s’écrit de fagon
unique comme somme Y oo o app® d’une série de terme général app® avec
ai, € [0,p—1]NN. Tout nombre p-adique y € Q, s’écrit de fagon unique comme
somme Y o bpp® d’une série de terme général bpp® avec by € [0,p— 1] NN,
veZetb, #0.

(b) Tout élément = € k[[x — mo]] s’écrit de fagcon unique comme somme
Yo arp(X —x0)¥ d’'une série de terme général ar(X —x0)* avec aj, € k. Tout
élément y € Q, s’écrit de facon unique comme somme > oo br(X — x0)*
d’une série de terme général by(X — x0)* avec by €k, v € Z et b_,, # 0.

Les séries > o~ app® et Yoo, bep” sont appelées développements de Hensel
de x € Zy et de y € Q. La série Y 22, ar(X — )" est appelée développement
en série formelle en (X —z¢) de x € k[[X —x¢]] et la série oo bp(X —x0)*
développement en série de Laurent formelle en (X — xy) de y € k((X — x¢)).

bt 4
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Comme d’habitude, (X — xp) doit étre changé en 1/X quand la valuation
considérée sur k(X) est la valuation 1/X-adique.

Démonstration. — Pour (a) Pexistence a été établie ci-dessus. Pour 1'unicité,
supposons que z € Z, ait deux développements de Hensel distincts Y 7o, app”
et S0 s arpk. On a >°0° (a) — ag)p® = 0. Si ng est alors le plus petit entier
> 0 tel que aj,, — an, # 0. Comme ay,, — an, €] — (p —1),(p — 1], on a
vp (37 o (al, — ag)p®) = ng ce qui est absurde. Le développement de Hensel
d’un nombre p-adique y € Q, s’obtient ensuite aisément en écrivant y = p~"z
avec —v = v,(y) et x € Zy. La preuve de (b) est similaire. O

On a également de tels développements en série dans le cas ou A est un an-
neau supposé seulement posséder un idéal I vérifiant (), 1" = {0} [Mal79].

1.3.8. Lemme de Hensel. —

Théoréme 1.3.14. — Soit A un anneau de valuation discréte complet
d’idéal de valuation I. Soit k = A/I le corps résiduel. Soit f(X) € A[X] un
polynome tel que le polynéme réduit f € k[X] ait une racine simple \ € k.
Alors il existe une racine x de f dans A, et une seule, telle que T = .

Cela fournit en particulier 'incomplétude de k(7T et de Q pour chacune de
leurs valuations. En effet, si par exemple k(T") était complet pour la valuation
T-adique, il serait fermé dans son complété k[[T]] et donc égal a k[[T]] puisqu’il
y est dense. Or I’équation y? — (1+7T) = 0 n’a pas de solution dans k(7T') alors
qu’elle en a dans le complété.

Démonstration. — L’unicité est facile. Pour 'existence, on utilise la méthode
d’approzimation de Newton. Soit x1 € A tel que Z1 = A; on a f(x1) =
0 [mod I].

Supposons avoir trouvé z,, € A tel que Z,, = A et f(z,,) =0 [mod I"]. Pour
h € I, la formule de Taylor donne

f(xn+h) = f(zn) + f(2n)h +yh* avec y € A
Comme yh? € I*" C I""! on a f(x, +h) =0 [mod I""!] si et seulement si
f(@n) + f'(zn)h = 0 [mod I"*!]

Comme X est racine simple de f, on a f'(\) # 0; cela donne f’(z,) ¢ I et
donc f’(z,,) est inversible dans 'anneau local A. Comme f(z,,) et h sont dans
I, on en déduit que I’équation ci-dessus a une solution (unique) h,,. Posons
Tptl = Ty + hn
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Le procédé précédent fournit une suite (xy,)n>0 d’éléments x,, € A vérifiant
Ty = N\, Tyl = @y, [mod I™] et f(zy,) =0 [mod I"]. Cette suite est clairement
de Cauchy. Dans l'espace métrique complet A, elle converge donc vers un
élément x € A, lequel vérifie f(x) = 0. O

Remarque 1.3.15. — Le théoréme 1.3.14 est vrai plus généralement si A
est un anneau integre local dont I'idéal maximal I vérifie (),~,I" = {0},
I" /1"t ~ A/I pour tout entier n > 0 et qui est complet pour la métrique
associée a I.

Définition 1.3.16. — Un anneau integre A muni d’un idéal maximal I pour
lequel la conclusion du lemme de Hensel est vraie est dit hensélien. Un corps
est appelé hensélien si c’est le corps des fractions d’un anneau hensélien.

1.4. Extensions algébriques

On revoit la théorie des extensions algébriques, en insistant sur I’étude des
k-morphismes et la notion de séparabilité.

1.4.1. Généralités. — Etant donnés un anneau R et un sous-corps K, un
élément x € R est dit algébrique sur K s’il est entier sur K, c’est-a-dire, s’il
existe une équation de dépendance 2 + a1zt 4+ --- 4 ag = 0 A coefficients
ai,...,aq € K, ou, de fagon équivalente, si la dimension [K[z] : K] (comme K
espace vectoriel), appelée degré de x sur K, est finie. La théorie des extensions
intégrales pourra donc étre appliquée aux extensions algébriques. Si x n’est
pas algébrique sur K, il est dit transcendant sur K.

L’anneau R est dit algébrique sur K si tout élément x € R est algébrique
sur K ; si R est un corps on parle d’extension algébrique E/K. La dimension
[E : K] s’appelle le degré de E sur K. Par exemple, I’ensemble K’ des éléments
x € R algébriques sur K est un sous-anneau de R, contenant K et qui est
algébrique sur K ; de plus si R est integre, K’ est un corps (lemme 1.1.31).
Une extension E/K de degré fini est nécessairement algébrique ; la réciproque
est fausse (prendre par exemple K = Q et £ = Q). Une extension E de
degré fini de Q est appelée corps de nombres. On vérifie sans peine qu’il y a
multiplicativité des degrés, c’est-a-dire, si F est une extension algébrique de
K et F une extension algébrique de E, alors F' est une extension algébrique
de K et [F: K|=[F:E]E:K].

Soit x € R un élément algébrique sur un corps K. L’ensemble des polynomes
P(X) € K[X] tels que P(z) = 0 est un idéal de 'anneau principal K[X]; son
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unique générateur unitaire P(X) (c’est-a-dire, de coefficient dominant égal a
1 est appelé polynéme minimal de x sur K. On a un isomorphisme d’anneau
Klz] ~ K[X]/(P(X)). Si K[z] est integre, c’est un corps (la réciproque “K|[z]
corps = x algébrique” est également vraie) et donc le polynéme minimal P(X)
est irréductible.

Inversement, étant donné un polynéme irréductible P(X) € K[X], 'anneau
integre K[X]/(P(X)) est un corps, extension algébrique de degré deg(P) de K,
de la forme K[z]| avec P(z) = 0 (prendre x égal a la classe de X modulo P(X)).
Un corps vérifiant ces propriétés est appelé corps de rupture du polynoéme
P(X).

Pour P € K[X], non nécessairement irréductible, on montre ensuite, par
récurrence sur d = deg(P), 'existence d'un corps de décomposition de P,
c’est-a-dire d’un corps E tel que P(X) = CH?ZI(X — ;) avec x; € E et E =
K(x1,...,z4) (considérer le corps de rupture K[z] d’un facteur irréductible
de P et appliquer 'hypothese de récurrence au polynéome P(X)/(X — z) €
K[2][X)).

1.4.2. Prolongement de K-morphismes. — FEtant donnés deux corps
E et E' contenant un corps K, on appelle K-morphisme de E sur E’ tout
isomorphisme E — E' induisant I'identité sur K.®) Si de plus F et E’ sont
algébriques sur K, les deux corps sont dits K-conjugués. Deux éléments x et
x’ (dans des anneaux contenant K) sont dits K-conjugués s'’il existe un K-
isomorphisme K[z] — K|[z'] envoyant x sur . Si z et 2’ sont algébriques, cela
est équivalent & dire que z et 2’ ont le méme polynéme minimal sur K.

Le lemme 1.4.1 est le point de départ de la plupart des questions de pro-
longement des K-morphismes.

Lemme 1.4.1. — Soient A un anneau intégre de corps des fractions K, R
un anneau contenant K, y un élément de R algébrique sur K de polynome
minimal X +a1 X4+ - +ag_1 X +aq a coefficients dans A.0) Soit fiA=C
un morphisme d’anneau & valeurs dans un corps C. Alors, si a € C est une
racine du polynéme f(P) = X% + f(a1) X%t + - + fag_1)X + f(aq), le

®)Le terme “K-isomorphisme” est parfois utilisé dans la littérature pour “K-morphisme”
méme si celui-ci n’est pas surjectif : il faut comprendre “K-isomorphisme sur son image”.
() Cette hypothese est satisfaite quand y est entier sur A et A est intégralement clos (et
donc en particulier quand A est un corps). En effet, si y est entier sur A, ses conjugués le
sont aussi et donc les coefficients a1, ...,aq € K également. Si A est intégralement clos, ces
coefficients a1, ...,aq sont en fait dans A.
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morphisme f se prolonge de facon unique en un morphisme d’anneau f :
Aly] — C tel que f(y) = a.

Démonstration. — Pour tout polynéme @ € A[X]|, on pose f(Q(y)) =
f(@)(«) (on f(Q) est le polyndéme obtenu en appliquant f aux coefficients de
Q). Ce prolongement est bien défini : si Q(y) = R(y) pour R(X) € A[X], alors
X4 a1 X4 4o ag 1 X + ag divise P — @, a priori dans K[X] mais en
fait dans A[X] (car P — @ € A[X] et le polynome minimal de y est unitaire) ;
il en résulte que f(P)(a) = f(Q)(a).(") Le prolongement f ainsi défini vérifie
les conditions de I’énoncé ; de plus un tel prolongement est déterminé par la
condition f(y) = a. O

L’énoncé suivant découle aisément, par récurrence sur deg(P).

Corollaire 1.4.2. — Si 0 : K — K' est un isomorphisme de corps,
P(X) € K[X] un polynome, x1,...,x, (resp. o',...,x),) les racines dis-
tinctes de P(X) (resp. de o(P)(X)) dans un corps ou P(X) (resp. o(P)(X))
est décomposé, il existe un isomorphisme K(x1,...,x,) — K'(2,...,2),) qui
prolonge o et envoie {x1,...,xn} sur {z},... 2/, }. En particulier n =n'.

Du corollaire 1.4.2 résulte que le nombre de racines distinctes d’un polynoéme
ne dépend pas du corps ou le polynome est totalement décomposé, ainsi que
I'unicité a K-isomorphisme pres, du corps de décomposition d’un polynéme.

Une autre conséquence classique du lemme 1.4.1 est ’énoncé ci-dessous.

Théoréme 1.4.3. — Etant données une extension algébrique E/K (non
nécessairement de degré fini) et C un corps algébriquement clos, tout mor-
phisme K — C' se prolonge en un morphisme E — C.

Démonstration. — Cela s’obtient par récurrence sur [E : K] si l'extension
E/K est finie; si elle est infinie, on utilise le lemme de Zorn (lemme 1.1.2). [

Cette section est 'occasion de revoir le célébre résultat suivant.

Théoréme 1.4.4 (Théoréme de Steinitz). — Tout corps K posséde une
cloture algébrique, c’est-a-dire, une extension algébrique K telle que K est
un corps algébriquement clos. De plus la cloture algébrique est unique a K-
isomorphisme prés.

(M) Autrement dit, sous les hypotheses considérées, I’ensemble des polynémes P € A[X] tels
que P(y) = 0 est un idéal principal de A[X].
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Démonstration. — Ezxistence. Voyons I’ensemble les polynomes irréductibles
unitaires dans K[X]| comme une famille (P;);cs, ol
P=X"+al, (X"l 4.+ al X +af).
Soit Y = (Y k)icr,1<k<n, une famille d’indéterminées et A = k[Y]. Pour tout
i € I, considérons le polynome @Q; € A[X] défini par
Qi = (X—Yi)xox(X—Yi)
Xmi4 AL (XM 4+ ALX + A
Soit V' C A I'idéal engendré par les éléments A}; — a}%, ounieletl<k<n;.
L’idéal V' est propre. En effet, supposons au contraire qu’il existe J C [ fini
et des éléments Qfg cAoujeJetl<k<ny, tels que

() SN QLA —a))=1.

jeJ 1<k<n;
Soit E un corps de décomposition du polynoéme P =[] jes By On a alors :
Pj=(X —yi1) x - X (X = yin,)

pour des éléments y; 1,...,Yin, € E, pour tout j € J. On en conclut que aZ:
se déduit de Ai € A[Y] en spécialisant chaque indéterminée Yj; en y; i, pour
tout 1 < k < njetj e J. La méme spécialisation dans I'identité (*) conduit
a 0 =1, ce qui est absurde.

Considérons un idéal maximal M C A qui contient V' ; un tel idéal M
existe d’apres le lemme de Zorn (lemme 1.1.2). Le quotient K = A/M est un
corps. Notons p: A — K la surjection canonique, z;; = p(Y; ), pour i € I et
1 <k <ny, et 2= (21)icr,1<k<n, la famille correspondante d’éléments de K.
Comme A}'€ — a}"€ € M, on a

ai = Al (z) pour tout i € I et tout 1 < k < nj.
On en déduit que, pour tout ¢ € I,
P = (X—ZZ'J) X oo X (X—Zi,ni)-
Cela prouve que tous les éléments z; j, sont algébriques sur K, et donc que K
est une extension algébrique de K.

Montrons enfin que K est algébriquement clos. Soit P € K [X] un polynéme
de degré > 1. Si x est une racine de P dans un corps de décomposition de P,
alors z est algébrique sur K et donc aussi sur K (proposition 1.1.27). Ainsi le
polynéome minimal de x sur K est I'un des polynomes P;, et donc = 'un des
éléments z; , € K.

Unicité. Si C et Co sont deux clotures algébriques de K, alors I'identité K —
K se prolonge en un K-morphisme o : C; — Co (théoreme 1.4.3). Pour tout
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x € Cy, si P(X) € K[X] est le polynome minimal de x sur K, alors o envoie
I’ensemble des racines distinctes de P dans C; dans ’ensemble des racines
distinctes de P dans Cs. Comme o est injective et que ces deux ensembles ont
méme cardinal (corollaire 1.4.2), cette restriction est bijective. Cela suffit a
démontrer que o : C7 — Cy est surjective, et donc est un K-isomorphisme. [

1.4.3. Séparabilité. —

Définition 1.4.5. — Etant donnée une extension algébrique E/K, un
élément = € E est dit séparable sur K si son polynéme minimal (sur K) n’a
que des racines simples, ou, de fagon équivalente, a exactement deg(P) racines
distinctes, dans tout corps ou il est décomposé (par exemple dans un corps
algébriquement clos contenant K). L’extension F/K est dite séparable si tous
les éléments de E sont séparables sur K.

Proposition 1.4.6. — Si E/K est une extension algébrique de degré fini
d, alors E/K est séparable si et seulement si le nombre de K-morphismes
distincts E — C dans un corps C algébriquement clos contenant K vaut [E :
K]. En toute généralité, c’est-a-dire sans l’hypothése de séparabilité, ce nombre
est < [E : K]; plus généralement, cette majoration vaut pour le nombre de
morphismes distincts E — C' prolongeant un morphisme donné x : K — C.

Cette caractérisation de la séparabilité montre en particulier que le sous-
ensemble F; des éléments de E qui sont séparables sur K est un sous-corps de
E :six et y sont séparables sur K, alors 'extension K (z)(y)/K est séparable,
c’est-a-dire K (z,y) C E;.

Démonstration de la proposition 1.4.6. — Observons d’abord que le lemme
1.4.1, dans le cas ou A est un corps, fournit la conclusion suivante qui cor-
respond au cas particulier de la proposition 1.4.6 ou E est une extension
algébrique monogene F = K(y)) :

(*) Le nombre de prolongements d’un morphisme ¢ : K — C en un morphisme
K(y) — C est égal au nombre de racines distinctes du polynome minimal P(Y")
de y sur K (dans un corps ot P est décomposé). En particulier, ce nombre
vaut [K(y) : K] si et seulement si y est séparable sur K.

Passons au cas général de la proposition 1.4.6.

(=) : En écrivant E = F(x) pour F' un sous-corps propre de E contenant K
et z € E® et en utilisant le fait (*), on obtient par récurrence sur [E : K] que

®Pour E # K, considérer le plus petit entier n tel que E s’écrive E = K(x1,...,Tn) avec
Z1,...,Zn € E et prendre x =z, et F = K(21,...,Tn-1).
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si /K est séparable, alors le nombre de morphismes E — C prolongeant un
morphisme donné ¢ : K — C vaut [E : K|. On obtient de la méme fagon que
sans I’hypothese de séparabilité, le nombre de K-morphismes distincts £ — C
est < [E : K], et que la méme majoration vaut pour le nombre de morphismes
distincts £ — C' prolongeant un morphisme donné y : K — C.

(<) : pour z € E, soit n, le nombre de K-morphismes K (z) — C et my le
nombre de morphismes E — C prolongeant un morphisme donné x : K(z) —
C. L’hypothese s'écrit [E : K] = ), mg, ol la sommation porte sur 'en-
semble des K-morphismes K (z) — C. On sait de plus que n, < [K(z) : K]
et que myy < [E: K(z)]. Comme [E : K| = [E : K(2)|[K(z) : K], 'égalité
précédente n’est possible que si les inégalités sont des égalités. On obtient donc
n, = [K(z) : K], c’est-a-dire, = est séparable sur K. O

Proposition 1.4.7. — Soit K un corps parfait, c’est-a-dire, ou bien de ca-
ractéristique 0, ou bien de caractéristique p > 0 et tel que 'application x — P
de K dans K est surjective sur K. Si P(X) € K[X] est un polynéme unitaire
irréductible, alors P(X) n’a que des racines simples (dans tout corps C ot
P(X) est décomposé). En conséquence, les extensions algébriques d’un corps
parfait sont séparables.

Exzemple 1.4.8. — Les corps finis sont parfaits. Le corps Fp(7") ne I'est pas.

Démonstration. — Si P(X) a une racine multiple o € C, alors P'(«) = 0.
Mais alors P(X) divise P/(X), ce qui impose P'(X) = 0. Cela n’est pas pos-
sible en caractéristique 0. En caractéristique p > 0, cela n’est possible que
si P(X) est de la forme Q(XP) avec @ € K[X]| (nécessairement irréductible
dans K[X]). Mais si K est parfait, chaque coefficient de @) est une puissance
p-itme dans K, ce qui permet d’écrire P(X) = Q(X?) = (R(X))? et contredit
l'irréductibilité de P. O

La preuve ci-dessus montre également 1’énoncé suivant.

Corollaire 1.4.9. — Soient K un corps et © un élément algébrique et
inséparable sur K. Alors K est de caractéristigue p > 0 et il existe un plus
petit entier m > 1 tel que le polynome minimal de x sur K soit de la forme
Q(XP™) avec Q € K[X]. Le polynéme Q est irréductible dans K[X] et sans
racine multiple dans K ; P est séparable sur K.

En particulier si K*® est I’extension séparable maximale de K contenue dans
K(x), alors p divise [K%(x) : K] : en effet I'élément a = 2P" est dans K°\
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m—1

(K*®)P, et I'élément y = xP € K(x) est de polynéme minimal X? — a sur
K*®. On a donc [K*(y) : K®] = p, et ce degré divise [K®(z) : K¥].

1.4.4. Théoréme de I’élément primitif. —

Théoréme 1.4.10 (théoréme de 1’élément primitif)

Etant donnée une extension E de degré fini et séparable d’un corps K, il existe
un élément x € E tel que E = K|x|; on dit alors que x est un élément primitif
de Uextension E/K. De plus, pour une extension algébrique du type K(«, )
avec « et B séparables et K infini, on peut prendre x de la forme o+ ¢f avec
c quelconque en dehors d’un ensemble fini de K.

Démonstration. — Si K est fini, on a K ~ [, et £ = Fm pour une puissance
q d’'un nombre premier et m > 0 un entier. On sait que IFqu est un groupe
cyclique. Le résultat souhaité s’ensuit. Pour la suite, on peut donc supposer
K infini. Nous donnons deux arguments pour ce cas.

ler argument. Etant donnés deux K-morphismes o, ¢’ distincts de E dans
un corps algébriquement clos C' contenant K, I'ensemble V, ,» des y € E tels
que o(y) = o/(y) est un K-sous-espace vectoriel propre de E. Comme de tels
K-morphismes sont en nombre fini et que K est infini, E n’est pas égal a
la réunion des V, s quand o, ¢’ varient dans I’ensemble {o1,...,0,} des K-
morphismes F — C. Il existe donc x € E tels que tous les éléments o;(z),
i = 1,...,n, solent distincts. On obtient donc que [K(z) : K] > n. Mais
I'extension E/K étant séparable, on a aussi n = [E : K]. D’ou K(z) = E.

2éme argument. Il suffit de montrer que toute extension algébrique du
type K(a, ) avec (8 séparable possede un élément primitif. Une récurrence
immédiate donne ensuite le cas général.

Soient P(X) et Q(X) les polynémes minimaux respectifs de « et 5 sur K.
Notons ay,...,q, avec a1 = « (resp. fi,..., 5, avec f1 = () les racines de
P(X) et Q(X) dans un corps algébriquement clos C' contenant K. Posons
0 = a+ ¢f pour ¢ € K. L’élément [ est racine du polynome Q(X) € K[X]
et du polynome P(6 — c¢X) € K(0)[X]. Notons A(X) le pged dans K(6)[X]
de Q(X) et de P(0 — cX); on a deg(A) > 1. D’autre part une autre racine
commune éventuelle de Q(X) et de P(6 — ¢X) est un élément 3; (1 <i < m),
B; # B, satisfaisant 0 — cB; = «;, soit o + ¢ = «a; + ¢f;, pour un certain
indice j € {1,...,n}. Cela n’est possible que pour un nombre fini de valeurs
de c. Si ¢ est choisi en dehors de ces valeurs, ce qui est possible puisque K est
infini, on obtient que § est la seule racine commune dans C' des polynoémes
Q(X) et de P( — cX). D’ou A(X) = (X — )¢, pour un entier e > 1. Mais la
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séparabilité de § implique e = 1. D’ot A(X) = (X — ) et 5 € K(0), ce qui
donne K(0) = K(a, ). O

1.4.5. Normes et traces. — Normes et traces sont des outils importants,
notamment utilisés pour I’étude de la cloture intégrale d’un sous-anneau A
d’un corps K dans une extension finie L/K (§2.2).

Définition 1.4.11. — Soient B un anneau et A un sous-anneau tel que B
soit un A-module libre de rang d. On appelle trace, norme, polynéme caracté-
ristique d’un élément x € B, la trace, la norme, le polyndéme caractéristique
(respectivement) de ’endomorphisme m, du A-module B correspondant & la
multiplication par x dans B. On les note Trp/4(7), Np/a(7), det(m, — X1d).

Considérons le cas ot B/A est une extension E/K de corps de degré fini.

Si z est un élément primitif de E/K et X¢ + a; X1 + -+ 4 ag est
son polynéome minimal sur K, l’endomorphisme m, est représenté dans

la base (1,z,...,2"° 1)

par une matrice compagnon de derniere colonne
‘[~ag,...,—ai]. On en déduit que Trg/p(z) = —a1, Ng/g(z) = (—1)4ay
et det(my — tId) = (—=1)4X? + a1 X4 + - 4 aq). Si x1,...,24 sont les d
racines (éventuellement répétées) de X¢ 4 a3 X%~ 4 ... 4 a4, on obtient alors

les formules suivantes :

Trg/g(x) =21+ + 24
Np/k(x) =21 24
det(m, — XId) = [T, (z; — X).

Six € E n’est plus supposé primitif, les formules doivent étre ajustées. Pour
la trace, le terme de droite doit étre multiplié par [E : K(z)]; pour la norme, le
terme de droite doit étre élevé a la puissance [E : K(z)]-iéme. On obtient ces
formules générales a partir des précédentes en représentant I’endomorphisme
m, dans une base (e;f;);; de E/K construite a partir d'une base (e;); de
K(z)/K et une base (f;); de E/K(zx) : la matrice de m, dans cette base
est un tableau diagonal de [E : K(x)] fois la matrice M correspondant a la
multiplication m, dans K(z) dans la base (e;); (voir que z(e; f;) = (ze;) f; et
que xe; s’écrit comme combinaison linéaire des ey, a coefficients dans K).

Si de plus l'extension F/K est séparable, les formules se réécrivent :

Trg/k(z) =), 0()
Ng/k(2) =11, 0(z)
(z)

det(m, — XId) =[], (o(z) — X).
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ou la sommation et les produits portent sur l’ensemble des K-morphismes
distincts de E' dans une cloture algébrique de K.

1.5. Théorie de Galois

Nous revoyons les résultats essentiels de la théorie de Galois des extensions
finies, puis indiquons comment ils se généralisent aux extensions algébriques
infinies. Nous renvoyons a d’autres ouvrages pour plus de détails sur le cas
infini. Nous I'utiliserons principalement pour parler du groupe de Galois de la
cloture algébrique ou séparable d’un corps donné.

1.5.1. Théorie de Galois finie. — Dans cette sous-section les extensions
considérées sont de degré fini.

Etant donnée une extension (finie) de corps E/K, l'ensemble des K-
automorphismes de E est un groupe noté Aut(E/K). Etant donné un corps
FE et G un ensemble d’automorphismes de E, I’ensemble des x € E tels que
o(x) = z pour tout o € G, est un sous-corps de FE, appelé sous-corps de E
fizé par G (ou sous-corps des invariants de E sous G) et noté EC.

Théoréme 1.5.1. — Etant donnée une extension E/K séparable de degré
fini d, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) K est le sous-corps de E fizé par Aut(E/K).

(b) Pour tout x € E, le polynome minimal de x sur K a toutes ses racines
dans E.

(c) Pour tout K-morphisme o de E dans une cloture algébrique K, on a
o(E)C E.

(d) Le nombre de K-automorphismes de E est égal au degré [E : K].

(e) E est engendré par K et les racines d’un polynome P(X) € K[X] sans
racine multiple dans K.

Sous ces conditions, l’extension E/K est dite galoisienne; le groupe
Aut(E/K) a d éléments, on I'appelle le groupe de Galois de l'extension E/K
et on le note Gal(E/K). Si 'extension E/K n’est plus supposée séparable
mais qu’elle vérifie les conditions équivalentes (b) et (c), elle est dite normale.

Démonstration du théoréme 1.5.1. — L’équivalence entre (b) et (c) est facile
et n’utilise pas la séparabilité ; elle repose sur le fait qu’étant donné = € E, un
élément y € K est racine du polynéme minimal de x si et seulement s’il existe
un K-morphisme o : E — K tel que o(z) = y.
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L’équivalence de ces deux conditions avec la condition (d) sous I’hypothese
de séparabilité découle immédiatement : d’apres la proposition 1.4.6, il y a
[E : K] K-morphismes E — K; il y a donc [E : K] K-automorphismes
E — F si et seulement si chacun des K-morphismes est un automorphisme.

Pour I'implication (e)=(c), on écrit £ = K(x1,...,24) avec xy,...,Tq les
racines de P (qui sont distinctes). Alors pour tout K-morphisme o : E —
K, on a 0(E) = K(o(x1),...,0(xq)) = E puisque {o(z1),...,0(xq)} =
{z1,..., 24} (0(x1),...,0(xq) sont les racines de o(P(X)) = P(X)).

Pour l'implication (b)=-(e), prenons pour P le polynéme minimal d’un
élément primitif = de l'extension E/K. Sous la condition (b), toutes les ra-
cines x1,...,24 (ou d = [E : K]) de P sont dans E. On a donc F = Klz| =
K(.ﬁlj‘l,...,l'd).

Supposons que E/K soit normale, c’est-a-dire, que (b) et (c) soient satis-
faites et supposons de plus que E/K soit séparable. L’argument ci-dessous
montre qu’alors (a) est satisfaite. Il est toujours vrai que K soit inclus dans le
sous-corps de E fixé par Aut(E/K). Inversement soit z € E tel que z ¢ K. Son
polynéme minimal a alors une racine y € K telle que y # z. Le K-morphisme
Kl[x] — K envoyant z sur y se prolonge en un K-morphisme o : E — K
(théoreme 1.4.3). D’apres la condition (c), o est un K-automorphisme de E
et par construction o(x) # x. L’élément x n’est donc pas dans le sous-corps
de F fixé par Aut(F/K).

Quant a l'implication (a)=(b), elle résulte immédiatement du lemme d’Ar-
tin ci-dessous (et n’utilise pas ’hypothese de séparabilité). ]

Théoréme 1.5.2 (Artin). — Si G est un groupe fini d’automorphismes
d’un corps E, alors E/EG est une extension galoisienne de groupe G.

Démonstration. — Considérons un élément z € FE. Notons zi,...,x4 les
transformés distincts de x par les automorphismes de G, avec x1 = x; ce sont
des éléments de F. Considérons ensuite le polynome

51 :Zgzlxi
9(X) =X —z1)- (X —zq) N
d d—1 d ou
=X — 5 X 4 (—1)%sy
Sd :nglxi
Autrement dit, les éléments s1,...,sq sont les valeurs des d fonctions

symétriques élémentaires en les éléments de 1’ensemble G(z) = {g(z) | g € G} ;
ces valeurs ne dépendent pas de l'ordre des éléments. Cet ensemble étant
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invariant par I’action de tout automorphisme dans (G, on obtient que s1, ..., sg4
sont dans EC, et donc que g € EC[X].

On déduit de g(z) = 0 (par construction) que z est algébrique sur E¢
et que son polynéme minimal f € E¢[X] divise g dans E[X]; en particu-
lier f n’a que des racines simples. En fait, on a f = g puisque pour tout
o€ G,ona f(o(x)) =o(f(x)) = 0; le polynéme minimal de x est donc to-
talement décomposé dans F[X]. Le raisonnement ci-dessus étant valable pour
tout élément x € E, on obtient que extension E/E% est algébrique, séparable
et normale, c’est-a-dire galoisienne.

L’argument précédent donne aussi que pour tout z € F, [E%(x) : EY] < |G].
Choisissons = de degré maximal sur E et montrons que E = E%(z), ce qui
donnera que [E : EY] < |G|. L’inclusion £ D E%(z) est claire. Inversement
soit y € E. L’extension E%(z,y)/E® est séparable (car z et y, dans E, le sont).
D’apres le théoreme de I’élément primitif (théoreme 1.4.10), il existe z € E tel
que E¢(z,y) = EY(2). Tl résulte alors de E(z) C E¢(z) et de la maximalité
du degré de x sur E¢ que E%(z) = E¢(x), c’est-a-dire que y € E¢(x).

Enfin on a évidemment G C Gal(E/E%) et donc |G| < |Gal(E/E®)|. Com-
biné a [E : ES] < |G| (ci-dessus) et [E : EY] = |Gal(E/EY)| ('extension
E/EC est galoisienne), on obtient que Gal(E/EY) = G. O

Le coeur de la théorie de Galois se situe dans la correspondance entre sous-
extensions d’une extension galoisienne et sous-groupes du groupe de Galois.

Théoréme 1.5.3. — Soit E/K une extension galoisienne de groupe de Ga-
lois G. A tout sous-groupe G' de G, associons le sous-corps h(G') = EC de E
fizé par G', et a tout sous-corps K' de E contenant K, associons le sous-groupe
g(K') = Aut(E/K') des K'-automorphismes de E.

(a) Les applications g et h sont des bijections réciproques l'une de [’autre,
décroissantes pour l'inclusion. De plus E est extension galoisienne de tout
corps K', intermédiaire entre K et E et Gal(E/K') C Gal(E/K).

(b) Pour qu’un corps K' intermédiaire entre K et E soit une extension ga-
loisienne de K, il faut et il suffit que g(K') = Aut(E/K') = Gal(E/K') soit
un sous-groupe distingué de Gal(E/K) = G. Dans ce cas, le groupe de Galois
Gal(K'/K) s’identifie au groupe quotient G/Gal(E/K').

Démonstration. — (a) La décroissance des correspondances g et h est claire.
Soit K’ un corps intermédiaire entre K et E. L’extension E/K' est séparable
car pour tout x € F, la propriété de n’admettre que des racines simples passe
du polynome minimal de z sur K au polynoéme minimal de z sur K’, le second
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divisant le premier dans K'[X]. Pour la méme raison, il en est de méme de
la propriété d’avoir toutes ses racines dans FE, ce qui donne la normalité de
lextension (théoréme 1.5.1). L’inclusion Gal(E/K') C Gal(E/K) est évidente.

Etablir que les correspondances g et h sont réciproques 'une de 'autre
revient a vérifier que
- pour tout corps K C K’ C E, on a ECUIE/K) — K/ et
- pour tout sous-groupe G/ C G, on Gal(E/ES") = G'.

Pour le premier point, fixons un corps K’ tel que K ¢ K' ¢ E. L’in-
clusion K/ ¢ ECGUE/K') egt évidente. D’apres le lemme d’Artin, 1'extension
E/ECG(E/K") st galoisienne de groupe de Galois Gal(E/K'). Comme il en est
de méme de Pextension E/K’, les extensions E/ESE/K') et F/K' ont méme

(E/K') et K' sont égaux. Le second point est encore

degré et donc les corps E%
plus directement une conséquence du lemme d’Artin.
(b) Fixons un corps K’ tel que K C¢ K’ C E. Comme l'extension E/K’ est

galoisienne, on a K’ = E%(F/K) Mais alors pour tout o € Gal(E/K), on a

O'(K/) — EUGal(E/K’)071

L’équivalence annoncée en découle immédiatement. En toute généralité, ’ap-
plication de restriction de E & K’ fournit une bijection

Gal(E/K)/ - Gal(E/K") — Morg (K', K)

entre l’ensemble des classes a gauche du groupe Gal(F/K) modulo son sous-
groupe Gal(E/K') et ensemble des K-morphismes de K’ dans K. Quand
lextension K’/ K est galoisienne, cette application devient un isomorphisme de
groupes entre le groupe quotient Gal(E/K)/Gal(E/K') et le groupe Aut gk (K')
des K-automorphismes de K'. O

Un intérét de la théorie de Galois est que toute extension finie séparable
E /K posséde une cloture galoisienne E /K, qui est par définition l'intersection
(dans K) de toutes les extensions galoisiennes F/K telles que F' O E. Cette
intersection est elle-méme galoisienne ; ¢’est la plus petite extension galoisienne
contenant E. Si o1,...,04 sont les d K-morphismes de E dans K, on voit
facilement que E est le compositum des corps o1(E), ..., 0q4(E). Si # est un
élément primitif de F/K, c’est-a-dire E = K|[z], on voit similairement que
E= K(z1,...,2q) ou x1,...,x4 sont les K-conjugués de .

Corollaire 1.5.4. — FEtant donnée une extension séparable finie E/K, il
n’existe qu’un nombre fini de corps k tels que K C k C E.
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Ce résultat est faux si on ne suppose plus 'extension séparable. En effet,
considérons le corps E = F,(T)({/a, ¥b), avec a,b € F,(T) choisis de telle sorte
que 'extension E/F,(T) soit de degré > p. Les extensions F,(T)(¢/a + c¥b),
ou ¢ décrit Fy,(T) \ {0}, sont distinctes et sont toutes strictement contenues
dans E : en effet, 'élément z = ¢/a + c¢¥/b vérifie 2P = a + cPb et est donc de
degré < p.

Exercice 1.5.5. — Montrer que si F'/k est une extension galoisienne, alors
F(T)/k(T) en est une également et Gal(F(T)/k(T)) ~ Gal(F/k).

1.5.2. Théorie de Galois infinie. — La théorie de Galois s’étend aux
extensions algébriques E/K de degré infini. On définit de la méme fagon
Aut(E/K) et EY. La normalité est définie par les conditions (b) et (c) du
théoreme 1.5.1, qui demeurent équivalentes, et sont équivalentes, sous 1’hy-
pothese de séparabilité, a la condition (e) généralisée suivante [Lan78, VII,
§3, théoreme 4] :

(e-gen) E est engendré par K et les racines d’une famille de polynomes sans
racine multiple dans K.

Une extension E/K normale et séparable est dite galoisienne et le groupe
Aut(E/K) est appelé groupe de Galois et noté Gal(E/K).

Une extension algébrique F /K est la réunion de ses sous-extensions de degré
fini. 11 en résulte que Gal(E/K) est isomorphe au groupe limite projective des
groupes de Galois Gal(F/K) des extensions galoisiennes finies contenues dans
F'. On peut alors équiper le groupe Gal(E/K) de la topologie naturelle de cette
limite projective, qu’on appelle la topologie de Krull. Le groupe topologique
Gal(E/K) est un groupe profini, c’est-a-dire, une limite projective de groupes
finis munis de la topologie discrete. En particulier, c’est un groupe compact.

Le théoreme 1.5.3 s’étend aux extensions algébriques en général a condition
de ne considérer que les sous-groupes fermés G’ de G [FJ04, prop.1.3.1]. De la
compacité Gal(F'/K) résulte que les sous-groupes ouverts sont fermés d’indice
fini, et réciproquement, et donc que les sous-extensions correspondantes sont
les extensions de K de degré fini.

En pratique, dans un situation donnée, le groupe de Galois Gal(E/K) peut
étre compris comme “le groupe de Galois Gal(F/K) d’une extension galoi-
sienne finie suffisamment grande de K.

Ce qui précede s’applique en particulier a la cloture séparable K® de K.
C’est une extension galoisienne et son groupe de Galois est appelé groupe de
Galois absolu de K et note Gp.
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Pour plus de détails sur limites projective, topologie de Krull, groupes pro-
finis et théorie de Galois infinie, nous renvoyons a [FJ04].

1.6. Notes du chapitre 1



CHAPITRE 2

EXTENSIONS INTEGRALES

Par extension intégrale, nous entendons une inclusion A C B d’un an-
neau A dans un anneau B pour laquelle B est entier sur A. Ce motif ap-
parait dans toute théorie algébrique, explicitement ou en filigrane : théorie
des nombres, géométrie de tout type, algébrique, arithmétique, différentielle,
topologie algébrique, etc. Ce chapitre fournit le substrat commun, avec un oeil
forcément algébrique et une visée arithmétique. Le simple cas particulier ou les
anneaux sont des corps et on retrouve les déja étudiées extensions algébriques
de corps laisse deviner la richesse de la situation. Les éléments de base d’un
anneau sont ses idéaux premiers, qu’il faut voir comme des points (comme le
révélera le point de vue spectral), et la question centrale est de comprendre
le lien entre les idéaux premiers de A et ceux de B. Il y a une multitude
de résultats, sur le relévement des idéaux premiers, sur la décomposition des
idéaux premiers, leur ramification, quand on les étend de A a B, en fonction
des hypotheses que I'on fait sur A et sur I'injection A — B. Le cas des exten-
sions finies d’anneaux de Dedekind est crucial ainsi que les situations qu’on
déduit par localisation et complétion, lequelles permettent une étude locale
comme en analyse. Les situations résiduelles, c’est-a-dire “modulo les idéaux
premiers” sont riches d’informations, notamment quand on part d’une exten-
sion galotsienne, via les groupes de décomposition et les groupes d’inertie. L’ou-
til classique de spécialisation des variables, au sein d’anneaux de polynomes,
peut étre compris dans ce point de vue. Ce chapitre fournit un exposé détaillé
des notions et des résultats, qui sont fondamentaux pour la suite.
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2.1. Résultats généraux

L’essentiel du chapitre porte sur la situation d’une extension intégrale A C
B ou B est la cloture intégrale de A dans une extension finie du corps des
fractions de A. Dans cette premiere section, on envisage d’abord la situation
plus générale d'un anneau B seulement supposé entier sur un sous-anneau A.

2.1.1. Relevement des idéaux premiers. — L’énoncé suivant est
également connu sous le nom de going up theorem.

Théoréme 2.1.1. — Soit B un anneau entier sur un sous-anneau A.

(a) Sip est un idéal premier de A, alors il existe un idéal premier P de B tel
que PNA=p.

(b) Soit B un idéal de B. Pour tout idéal premier p de A tel que BN A C p,
il existe un idéal premier P de B tel que BC P et PNA=p.

(c) Si de plus B est un A-module de type fini, l’ensemble des idéaux premiers
P de B au-dessus d’un idéal premier p de A (i.e., tels que PN A =p) est fini.

Deux autres propriétés du relevement des idéaux premiers dans une exten-
sion intégrale viendront compléter le théoreme 2.1.1 (voir théoreme 2.1.3).

Démonstration du théoréme 2.1.1. — (a) Pour p idéal premier de A, soit S la
partie multiplicative S = A\ p. L’anneau S~!B est entier sur S~1A4 = Ap. On
a le diagramme commutatif suivant

A B
1

ou les fleches sont les morphismes naturels. Soit @ un idéal maximal de S -1B
(Pexistence de Q est une conséquence standard du Lemme de Zorn). D’apres
le (b) du lemme 1.1.31, QN A, est un idéal maximal de I’anneau local A4, ; on
a donc QN A, = S~1p. Posons P = j71(Q). Alors P est premier et on a :
PNA=i1(S"1p)=p.

(b) La situation est résumée par le diagramme commutatif ci-dessous (ou les
fleches sont les morphismes naturels). L’anneau B/B est entier sur ’anneau
A/(BNA). Soit p un idéal premier de A tel que BN A C p. L’image r(p) est
un idéal premier de A/(BN A). D’apres le (a), il existe un idéal premier P de
B/B tel que PN (A/(BNA)) =7r(p). Soit P = s~ 1(P). C’est un idéal premier
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de B qui contient Bet PN A=7r"1(r(p)) =p.
A B

1

A/(BNA)—>= B/B

(c¢) Notons pB l'idéal de B engendré par I'idéal premier p donné de A. On a
le diagramme commutatif suivant

A—' .B
|
A/p — B/pB

ou les fleches sont les morphismes naturels. Les idéaux premiers P de B tels
que PN A = p sont parmi ceux qui contiennent l'idéal pB. Ces derniers
sont en correspondance bijective avec les idéaux premiers de ’anneau quo-
tient B/pB (par l'application P — B(P) = P/pB). De plus, si PN A = p,
alors j71(B(P)) = {0}. En effet, soient a € A tel que a(a) € j~1(B(P)), c’est-
a-dire, (j o a)(a) = f(m) avec m € P. On a donc aussi (5o i)(a) = S(m). D’ou
i(a) = 7+ b avec b € pB. En particulier i(a) € P, c’est-a-dire, a € i 1(P) =p
et donc a(a) = 0.

11 suffit donc de montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers P
de B/pB tels que j~1(P) = {0}. Si on note k le corps des fractions de A/p, ces
derniers idéaux correspondent a des idéaux premiers de 'anneau B/pB® 4/, k.
Pour le voir, le point essentiel est le suivant :

Notons t : B/pB — B/pB ®4, k lapplication canonique. Si P est un
idéal premier de B/pB tels que j71(P) = {0} et J un idéal quelconque de
B/pB et si les idéaux engendrés par t(P) et t(J) dans B/pB ® 4, k, notés
respectivement P et J*, vérifient J* C P, alors nécessairement J C P.

En effet, soit # € J. La condition J* € P" donne qu'il existe d € A/p tel
que j(d)r € P et d # 0. Comme P est premier et que j(d) ¢ P (puisque
i 71(P) = {0}), nécessairement x € P.

Cela montre en particulier que P" est un idéal propre de B/pB ® Afp ks
la condition zy € P'= 1z e P ou Yy € P est également immédiate. Le
fait général ci-dessus montre aussi que la correspondance P — P, qui envoie
idéaux premiers de B/pB tels que j~1(P) = {0} sur des idéaux premiers de
B/pB ®4/p k, est injective. Il suffit donc de montrer qu’il n’y a qu’un nombre
fini d’idéaux premiers dans I'anneau B/pB ® 4, k
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L’anneau C = B/pB ®4 /p k est un k-espace vectoriel de dimension finie.
En particulier, c’est un anneau noethérien. D’apres le théoreme 1.1.15, I'idéal
V0 de C peut s’écrire /O = J; N---NJ, avec Ji,...,J, idéaux premiers de
C. On en déduit que C/+/0 s’injecte dans I’anneau produit

ClT % ---Cln

Cet anneau produit est un k-espace vectoriel de dimension finie. En
conséquence, il est donc entier sur k et donc sur C. Les idéaux premiers
distincts de C' se relevent en des idéaux premiers (forcément distincts) de
I’anneau produit (par le (a)). Il suffit donc de montrer que cet anneau produit
n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers. Vu la structure produit, il s’agit en
fait de montrer que chacun des facteurs C'/.J; n’a qu’un nombre fini d’idéaux
premiers, j = 1,...,n. Or 'anneau C/J;, étant integre et entier sur le corps
k, est un corps (lemme 1.1.31); son seul idéal premier est 'idéal nul.

Pour conclure la preuve, il suffit de voir que I’ensemble des idéaux premiers
d’un anneau C' est en bijection avec I’ensemble des idéaux premiers de C'/+/0.
Ce dernier point est facile & établir, une fois remarqué que le nil-radical /0
est inclus dans tout idéal premier de C. ]

2.1.2. Dimension d’une extension intégrale. —

Théoréme 2.1.2. — Soit B un anneau entier sur un sous-anneau A. Si la
dimension de A est finie égale a d, la dimension de B est égale a d.

Démonstration. — Considérons une suite strictement croissante

PoCcPiC---CPy
2 F 7

d’idéaux premiers de A. D’apres le théoreme 2.1.1 (a), il existe un idéal premier
Qo de B tel que Qg N A = Py.

Posons A = A/Py et B = B/Qq; A est un sous-anneau de B sur lequel B
est entier. On a le diagramme commutatif suivant

A—>B

(R

A——B
ou les fleches sont les morphismes naturels. D’apres le théoreme 2.1.1 (a), il
existe un idéal premier Q; de B tel que Q; N A = p(Py). Soit Q1 = ¢~ 1(Q1)

Q1 est un idéal premier de B et Qg C Q1. De plus @1 N A = pil(@ N Z)
p~Y(p(P1)) = P1 (la derniere égalité provenant de Py C P.
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Ce que prouve 'argument ci-dessus est énoncé plus généralement dans le
théoreme 2.1.3 (d). En itérant cet argument, on arrive & construire une suite,
évidemment strictement croissante, d’idéaux premiers de B

QCQ C---CQy
# £ #

de longueur £ = d et telle que @, N A =P;, i = o,...,d. Cela montre que la
dimension de B est supérieure a d.

D’autre part, il ne peut exister une suite comme ci-dessus, strictement crois-
sante d’idéaux premiers de B de longueur £ > d. Sinon on aurait @; N A =
Qi+1NA pour un indice i € {1,...,¢—1}, ce qui contredirait le (b) du théoreme
2.1.3 qui complete le théoreme 2.1.1. O

Théoréme 2.1.8. — Soit B un anneau entier sur un sous-anneau A.

(d) Sip etp’ sont deux idéauzr premiers de A tels que p C p' et si P est un
idéal premier de B tel que PN A = p, alors il existe un idéal premier P’ de B
tel que PCP et PNA=yp.

(e) Si P et P’ sont deux idéaux premiers de B tels que P C P et siPNA=
P'NA, alors P =P

Démonstration. — (e) Posons p = PNA =P NAet S =A\p. Lanneau
Ay = S71A est local d’idéal maximal S~1p. Par construction SNP = QN
P =0; ST'P et STIP’ sont donc des idéaux premiers de 'anneau S~'B. De
p CPCP C Brésultent S~'p c S™IP c S7'P' ¢ S7IB puis
STlpc STIPNA, CSTIP NA, C 4

De plus, comme P’ # B (c’est-a-dire 1 ¢ P’), on a ST1P'NA, # Ap. On déduit
donc de la suite d’inclusions précédente que S~'p = S~1P NA, =9 —lp! NAp.
Il découle alors du lemme 1.1.31 que S~'P et S~1P’ sont des idéaux maximaux
de S7'B. Comme S™'P C S~'P’, on a donc S™'P = S~1P’, ce qui entraine
P="P. O

2.1.3. Prolongement des morphismes. — L’énoncé suivant est une ex-
tension du théoreme 1.4.3 au cas des extensions de type fini.

Théoréme 2.1.4. — Soient k un corps, B une k-algebre de type fini, A C
B une sous-algébre et ¢ : A — C un morphisme d’anneauzr dans un corps
algébriquement clos C'. On suppose que

(*) il existe un idéal P C B tel que PN A = ker(p).

Alors il existe un morphisme ® : B — C' qui prolonge ¢ : A — C.
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L’hypothese (*) est vérifiée notamment dans les deux cas suivants :

Cas particulier 1 : A = k. On a alors ker(¢) = {0} et (*) est satisfaite avec
P = {0}. Comme on le verra, ce cas particulier est suffisant pour établir le
Nullstellensatz (théoreme des zéros de Hilbert).

Cas particulier 2 : B est entier sur A. La condition (*) résulte alors du fait que
ker(y) est un idéal premier de A et du théoreme 2.1.1(a) (going-up theorem).

Le théoreme 2.1.4 ci-dessous est plus général que le cas particulier (2) (on
se dispense notamment de I’hypotheése de type fini) mais ne couvre pas le cas
particulier (1).

Lemme 2.1.5. — Soient B un anneau entier sur un sous-anneau A et ¢ :
A — C un morphisme d’anneaux dans un corps algébriguement clos C. Alors
il existe un morphisme ® : B — C qui prolonge ¢ : A — C.

Démonstration. — Notons p = ker(yp) et S = A\ p. L’anneau S~! B est entier
sur I'anneau local S71A = A,. On a le diagramme commutatif suivant :

A B
zl jJ{
Ap —_— S_lB

Le morphisme ¢ : A — C se prolonge de facon unique en morphisme ¢, :
Ay — C. D’apres le théoreme 2.1.1(a), il existe un idéal premier P C S™1B tel
que P N A, = ker(ypp). Comme ker(¢p) = pA, est maximal, d’apres le lemme
1.1.31, P l'est aussi.

Ainsi S~1B/P est un corps et est une extension algébrique du corps Ay /pA,.
D’autre part le morphisme ¢, induit par passage au quotient un morphisme
Pyt Ap/pA, — C. Le diagramme suivant résume la situation.

B——sS5'B——$571B/P

]

A A, Ap/pdy 2 C
Le théoréme 1.4.3 permet de prolonger @, & S~ B/P et de conclure. O

Le lemme ci-dessous est un autre résultat intermédiaire de la preuve du
théoreme 2.1.4.

Lemme 2.1.6. — Soient k un corps, T = (T1,...,1,) r indéterminées,

Yiy- -, Yn des éléments de k(T) et ¢ : k — C un morphisme a valeurs dans
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un corps algébriquement clos C. Il existe un polynome ¢(T) € k[T| non nul
tel que pour tout to € C" pour lequel c¢¥(tg) # 0, il existe un morphisme
d’anneau @i, : k[T, y1,...,yn] = C égal a ¢ sur k et envoyant T sur to.

Démonstration. — Pour i =1,...,n, soit a;(t) € k[T] non nul tel que a;(T) y;
soit entier sur k[T]. Soient ¢(T) le polynome non nul ¢(T) = a1 (T) - - - a,(T) et
to = (to1,---,tor) € C" tel que ¢¥(tg) # 0. L’homomorphisme k[T] — C égal
a @ sur k et envoyant T; sur to;, i = 1,...,n, se prolonge (de facon unique) au
localisé k[T]x de k[T] par son noyau K. Par construction a;(T),...,a,(T) ¢ K
et donc k[T, 1/a1(T),...,1/an(T)] C k[T]k. Ainsi la k-algebre k[T, y1, . .., yn]
est entiere sur k[T|x et on peut invoquer le lemme 2.1.5 pour conclure. ]

Preuve du théoréme 2.1.4. — Soient p = ker(y), S = A\ p et P un idéal de
B tel que PN A = p. Comme A/p est isomorphe & un sous-anneau de C,
A/p est integre, p est un idéal premier de A et pA, un idéal maximal de A,.
Comme PNAC p,onaPnNS =0 et l'idéal ST'P est un idéal propre de
S~1B. Soit M un idéal maximal de S~'B contenant S~!'P. Comme p C P,
on a pA, C S~'P C M, d’ott un morphisme A,/pA, — ST B/M, lequel est
forcément injectif puisque A,/pA, et S ~1B/M sont des corps. D’autre part
pA, est le noyau du prolongement naturel ¢, : A, — C de ¢ a Ay. Le passage
au quotient fournit un morphisme @, : A,/pA, — C. On a le diagramme
suivant, ol on a noté ky, = A, /pA, et Kyq =S 'B/M :

B——=S7'B——= Ky

]

A A, ky —2> C

Il suffit de prolonger @, & K. Si lextension Kay/ky, est algébrique, on
applique le théoréme 1.4.3. Supposons la transcendante. Soit t = {¢1,...,t,}
une base de transcendance de K sur ky. Si 1, ..., z, sont des générateurs de
la k-algebre B et qu’on note Z1,...,Z, leurs images respectives dans K4 =
STIB/M, ona Ky = ky[t, Z1,...,%,] (noter que k C ky puisque kNp = {0});
de plus, pour chaque i = 1,...,n, Z; est algébrique sur ky(t). On est dans
la situation du lemme 2.1.6 qui permet de conclure : plus précisément, si
c(t) € ky[t] est le polynéme non nul donné par cet énoncé, il existe tg € C”
tel que ¢? (tg) # 0 et tout tel choix de to permet de construire un morphisme
d’anneau @y, : kp[t, 1,...,%,] = C égal a ¢ sur ky et envoyant t sur tg. [

<1>Rauppelons que ¢¥ désigne le polyndéme obtenu en appliquant ¢ aux coefficients de c.
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Définition 2.1.7. — Soient k un corps, T = (T4,...,T,) r indéterminées,
Yl,- -, Yn des éléments de m et p : k — C un k-morphisme a valeurs dans
un corps algébriquement clos C. On appelle morphisme de spécialisation en
to de k[T, y1,...,ys] tout morphisme ¢y, : k[T, y1,...,yn] = C comme dans

le lemme 2.1.6.

Dans la suite, il nous arrivera quand il n’y aura pas d’ambiguité, de noter
y(to) Pélément o, (y) (pour y € k[T, y1,...,yn]). On se rappellera cependant
que y(tg) dépend du prolongement ¢y, (lequel n’est pas unique).

Considérons la situation particuliere ou yq, . . ., y, sont les racines supposées
simples d'un polynéme P(T,Y) € k(T)[Y] non constant. On a

n

P(T,Y) =¢(T) H(Y — ;) avec ¢(T) # 0

i=1
Notons A(T) le discriminant de P par rapport & Y ; ¢’est un élément non nul
de k(T). Si en plus de la condition ¢?(tg) # 0 du lemme 2.1.6, on impose que
A¥(tp) soit défini et non nul, alors tout morphisme de spécialisation ¢, de
E[T,y1,...,yn] en to induit une bijection entre {yi,...,y,} et ensemble des
racines de P®(tp,Y). Quitte & composer @, par un k(t)-isomorphisme de k(t)
on peut demander en outre & un morphisme de spécialisation d’envoyer y; sur
n’importe quelle racine de P?(tp,Y).

2.2. Cléture intégrale dans une extension finie de corps

La situation étudiée ici est la plus fréquente et la plus importante.

2.2.1. Objectif. — La situation est la suivante : A est un anneau integre,
K son corps des fractions, F une extension algébrique finie de K. On souhaite
étudier 'arithmétique de Panneau A, la cloture intégrale de A dans E. Rap-
pelons que la trace et la norme relativement & 1’extension de corps F/K sont
notées respectivement Trg /g (), Ng/i(+)-

L’énoncé suivant récapitule quelques points qui découlent du chapitre 1.

Proposition 2.2.1. — Dans la situation ci-dessus, on a :

(a) Frac(Ap) = E = S71A%, on S = A\ {0},

(b) lanneau A’y est intégralement clos,

(c) pour tout x € Al, les éléments Trg k() et Ng, (), sont entiers sur A

et il en est de méme des coefficients du polynéome minimal de x sur K. Si de
plus A est intégralement clos, ces éléments sont dans A.
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Démonstration. — (a) Les inclusions S™1 A%, C Frac(A4%) C E sont claires.
Inversement, si z € F, il est algébrique sur K : il existe un polynome unitaire
P ¢ K[X] tel que P(z) = 0. Il existe b € A, b # 0 tel que bP € AL [X].
L’identité b48(P) P(x) = 0 se réécrit comme une identité polynomiale en bz &
coefficients dans A’; et qui commence par (bz)%8(F), On a ainsi bx € A, et
donc la conclusion souhaitée que = € S _1A’E.

(b) Comme A’y est entier sur A, tout élément de Frac(A,) = E qui est entier
sur A, est entier sur A (Proposition 1.1.27) et dont appartient & A’,.
E E

(c) Par les formules du §1.4.5, les éléments considérés dans 1’énoncé s’écrivent
polynémialement, avec coefficients dans le sous-anneau Z -1 C A, en fonction
des fonctions symétriques élémentaires des conjugués de z. Ces éléments sont
donc entiers sur A. Comme ils sont aussi dans K, et que A est intégralement
clos, ils sont dans A. ]

2.2.2. Discriminant. —

Lemme 2.2.2 (Lemme de Dedekind). — Soient G un groupe, C un corps
et g1,...,0n des homomorphismes distincts de G dans le groupe multiplicatif
C*. Alors 01,...,0, sont linéairement indépendants sur C.

Démonstration. — Supposons que o1, ...,0, sont linéairement dépendants
sur C' et considérons une relation non triviale > " ; u;o; = 0 telle que le
nombre s des coefficients u; non nuls soit minimal. Apres renumérotation, on
peut supposer que cette relation est

S
Zuiai(g) =0 pour tout g € G
i=1

Multiplions cette relation par o1(h) pour h € G et soustrayons la relation
ci-dessus avec gh substitué a g. En utilisant o;(gh) = 0;(g)oi(h), on obtient

Zui(al(h) —0oi(h))oi(g) =0 pour tout g € G
=2

La minimalité de s donne o1(h) = o;(h) pour tout h € G, i =1,...,s, ce qui
contredit 'hypothése que les o; sont distincts. O

Définition 2.2.3. — Soient B un anneau et A un sous-anneau tel que B
soit un A-module libre de rang d. Pour (ey,...,eq) € B%, on appelle discrimi-
nant du systéme (eq,...,eq) 'élément de A, noté A(ey,...,eq) et défini par
Alet, ... eq) = det ((Trp aleie;))1<ij<d)-
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Si (f1,...,f1) € B est un systeme tel que f; = Z;-lzl

déduit de Trpg/4(fpfy) = Zij apiaq; Trp a(epeq), ce qui matriciellement s’écrit

a;jej avec a;; € A, on

(Trg/a(fpfq))pg = P (Trpaleie;))ij *P, ot P est la matrice des a;j, que

A(f1,. .., f1) = det(P)? Aleq, ..., eq)

En particulier, les discriminants des bases du A-module B sont égaux & des
inversibles de A pres; on appelle discriminant de B sur A I'idéal noté Dp /4
qu’ils engendrent.

Plagons-nous dans la situation ou B/A est une extension F/K de corps
et supposons-la de plus séparable. Soient o1,...,04 les d K-morphismes
de E dans une cloture algébrique C' de K. La formule Trg g (eie;)
Zizl or(ei)or(ej) permet d’écrire la matrice des traces [(Trp/k(eie)))i]
comme produit des matrices [(ox(e;))ik] et [(or(es))k, ], dout

Aler,. .. eq) = det ((0i(e;)1<ij<a)’

On obtient ’énoncé suivant.

Corollaire 2.2.4. — Sieq,...,eq constituent une base du K -espace vectoriel
E, alors, A(e1,...,eq) #0 et Dy i # {0}.

Démonstration. — Cela résulte du lemme de Dedekind (Lemme 2.2.2) : en
effet, si A(eq,...,eq) était nul, les lignes de la matrice (o;(e;))i ;, qui sont a
coefficients dans une cléture galoisienne C' de E sur K, seraient linéairement
dépendantes sur C'; il en serait de méme de o1, . .., 04, vus comme morphismes

de G = E* dans C*. Comme A(ey,...,eq) € Dg/k, on a Dy # {0}. O

Remarque 2.2.5. — Si P(Y) € K[Y] est le polynébme minimal d’un
élément primitif y de E/K, le calcul ci-aprés montre que le discriminant
A(l,y,...,y* 1) de la base (1,y,...,y71) de E sur K est égal au signe pres
au discriminant Ap de P. Notons yi,...,yq € E les racines de P(Y) € K[Y],
c’est-a-dire les K-conjugués de y. On a alors

2
A(lay,---,yd_l) = det yf) 1<i<d

0<j<d-1

= (1) DETT(vi — y5)
_ (_1)d(d71)/2 Ap.

2.2.3. Résultat principal. — Plaque tournante du chapitre, le résultat
suivant donne les propriétés dont hérite de I'anneau A la cloture intégrale A%
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Théoréme 2.2.6. — Soit A un anneau intégralement clos, de corps des frac-
tions K. Soient E/K une extension de corps séparable de degré d et A la
cloture intégrale de A dans E.

(a) L’anneau Ay est contenu dans un A-module libre de rang < d. Plus
précisément, si yi,...,yq est une base de E/K avec y; € A, i = 1,...,d
et A € A est le discriminant de cette base, alors A € A, A # 0 et AA)
est contenu dans le A-module libre engendré par yi,...,yq. En particulier, si

A € A* (par exemple si A est remplacé par An= ), on a A, = Ay1 @ --® Ayq.

(b) Si A est noethérien, alors Ay est un A-module de type fini et est un anneau
noethérien.

(c) Si A est un anneau de Dedekind, alors A%, est un anneau de Dedekind.
(d) Si A est principal, alors A%, est un A-module libre de rang d.

(e) Soient A un anneau de valuation discréte d’idéal de valuation M et y un
élément primitif de E/K entier sur A de polynéme minimal P € K[Y]. Si le
polynome obtenu par réduction de P modulo M n’a que des racines simples
(dans AJM), alors A’y = A® Ay @ - Ay?~1. De fagon équivalente, A’ est
isomorphe a A[Y]/(P) via le morphisme AlY|/(P) — Ay envoyant Y sury.
(f) Si (K,v) est un corps muni d’une valuation discréte v, complet pour la
métrique induite, alors il existe, a €quivalence pres, une unique valuation w
de E qui prolonge v et E est complet pour la métrique induite. De plus, si A
est U'anneau de valuation de v, alors A%, est l'anneau de valuation de w.

Remarque 2.2.7. — Dans la situation (e), si de plus le polynéme obtenu
par réduction de P modulo M est irréductible dans (A/M)[Y], alors A’ est
un anneau de valuation discrete (corollaire 1.3.3).

Démonstration. — (a) Tout élément z € A, s’écrit z = Z?:l cjyj avec
C1,...,¢q € K. On en déduit le systeme de d équations
d
Trg/k(2yi) = chTrE/K(yjyi) i=1,...,d
j=1
Les éléments z,y1,...,Yyq 6tant entiers et A intégralement clos, on a

Trg/k(zyi) € A, i =1,...,d (proposition 2.2.1). Le déterminant du systeme
linéaire d’inconnues les ¢; est le discriminant A de la base {y1,...,y4}; c’est
un élément de A car les y; sont dans A’ et que A est intgralement clos. On
a de plus A # 0 (corollaire 2.2.4). Les formules de Cramer conduisent alors a
Ag e A, i=1,...,d
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(b) Si A est noethérien, le A-module libre engendré par y; /A, ..., yq/A est un
A-module noethérien. Donc le A-module A’; est de type fini sur A et est un
A-module noethérien (comme sous-A-module d’un module noethérien). Tout
idéal de A’;, étant un sous-A-module de A%, est de type fini sur A, et donc
sur A%. L’anneau A, est donc noethérien.

(c) Vule (b) et comme A, est intégralement clos, il reste & montrer que tout
idéal premier P C A’y non nul est maximal. Cela découlera de ’énoncé (b)
du lemme 1.1.31 une fois montré que P4 = P N A est non nul. Si x € P est
non nul et " + --- + a1z 4+ ag = 0 est une relation de dépendance intégrale
de x sur A et si ag # 0 (ce & quoi on peut se ramener car B est integre), alors
ap € Pa=PNA.

(d) D’apres un résultat classique, un sous-module d’un module libre de rang n
sur un anneau principal est lui-méme libre [Sam67, chapitrel], de rang < n.
Donc si A est principal, (a) entraine que A’ est un A-module libre, de rang d.

(e) Sous I'hypotheste faite, le discriminant Ap € A du polynéme P est non
nul dans A/ M, c’est-a-dire, Ap ¢ M. Comme A est local, Ap est inversible
dans A et le résultat découle alors du (a) et de la remarque 2.2.5.

(f) Soit (K, v) un corps valué comme dans I’énoncé et A ’anneau de valuation
de v. D’apres (c), A est un anneau de Dedekind. Considérons les valuations
vy de E associées aux idéaux premiers p’ non nuls de A%, (§1.3.3); il existe au
moins un tel idéal p’ (sinon A’ serait un corps et A aussi). Pour ces valuations
vy, I'idéal p’ N A est un idéal premier non nul de A (comme déja vu dans le
(c)) et est donc nécessairement égal a I'idéal de valuation p,, de v, le seul idéal
premier non nul de A, c’est-a-dire : p’ N A = p,.

Montrons que toute telle valuation v, prolonge v. Si m, est une uniformi-
@y avec u € A \ Po-
On déduit vy (z) = v(z)vy (my) + vy (u). Mais u ¢ p’ car sinon il serait dans
p’N A =p,. Donc vy (u) = 0, ce qui donne vy (z) = av(z) avec o = vy (my) :

’1 2 7 . v
sante de v, tout élément x € A peut s’écrire x = m,

la restriction de vy a K est équivalente a v. Cela montre I'existence d’une
valuation discrete de F qui prolonge v. De plus, comme FE est un K-espace
vectoriel de dimension finie et que K est complet, alors F est complet pour
cette valuation.

Pour la partie “unicité” et le reste de ’énoncé, on utilise le fait que

(*) le corps K étant complet pour la valuation v, toutes les normes sur le
k-espace vectoriel de dimension finie E sont équivalentes.
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Cela est bien connu si (K, v) est localement compact (c’est-a-dire si I’anneau
de valuation de A, la boule unité fermée de K, est compact), et reste vrai sous
la seule hypothese de complétude ; voir [CF67, Ch.II, §8, Lemma)].

Si w est une valuation discréte sur E prolongeant v, la valeur absolue as-
sociée fait de E un espace vectoriel normé sur (K, v). On obtient ainsi, via (*)
qu’il n’existe qu'un prolongement possible de v.

Ainsi, toutes les valuations vy induisent des métriques équivalentes. Leurs
boules unité ouvertes, c’est-a-dire les idéaux p’(A%)y C (A%)p, sont donc
égales (proposition 1.3.7). Comme p’ = p’(Ay)y N A%, on conclut qu’il n’existe
quun seul idéal premier dans A%, lequel est donc un anneau de valuation
discrete (théoreme 1.3.2).

Plus précisément, A%, est I'anneau de valuation de la valuation, disons w,
correspondant & I'idéal M = p’ qui est construite dans la preuve du théoréme
1.3.2 : pour z € A%, w(z) est le plus grand entier n tel que = € (p')", ce qui
est aussi la définition de vy D’olt w = vy. O

Corollaire 2.2.8. — Soient K un corps complet et localement compact pour
une valuation discréte v et K une cloture algébrique de K. Alors il existe une
unique valuation sur K prolongeant v.

Démonstration. — On utilise la conclusion (f) du théoreme 2.2.6. Si E/K,
E'/K sont deux extensions finies telles que E C E’ et w, w’ sont les uniques
prolongements de v & E et E’ respectivement, alors nécessairement w’ pro-
longe w. Les prolongements de v aux extensions finies de K définissent ainsi
une valuation sur K. L’unicité du prolongement résulte de I'unicité des pro-
longements aux extensions finies. O

Corollaire 2.2.9 (Lemme de Krasner). — Soient K un corps complet
pour une valuation discréte v et P,Q € K[Y] deuz polynomes unitaires de
méme degré d > 1. On suppose P irréductible et séparable. Si P et () sont
suffisamment proches, pour la valuation v, coefficient par coefficient, alors il
existe une racine a de P et une racine b de @Q telles que K(a) = K(b). En
particulier @Q est irréductible.

Démonstration. — On note ay, ..., aq (resp. by,...,by) les racines de P (resp.
les racines de Q) comptées avec multiplicité. Posons

d :
D = [[;=; Qai) =TI, j(ai — bj) et p = min;,; |a; — aj].
La correspondance Q — D est continue pour la topologie v-adique. En effet

D est le résultant de P et de Q) ; écrit comme un déterminant de Sylvester, on
voit qu’il dépend polynomialement des coefficients de ). Pour ) = P, on a
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D = 0. Par conséquent, si P et @ sont suffisamment proches, on a |D| < de
(on a p > 0 en raison de la séparabilité de P).

I1 en résulte qu’il existe i,j € {1,...,d} tels que |a; — bj| < p. Soit k €
{1,...,d}, k#i.On a

p < lax — ai| < max(|ay — bjl, [ai — bjl).

On en déduit que |a; — b;| < |ax, — b;| pour tout k € {1,...,d}, k # 1.

Montrons que a; € K(bj). Supposons le contraire. Alors a; a un K (bj)-
conjugué aj distinct de a;. Autrement dit, il existe un K-monomorphisme
K(a;,b;) — K tel que o(b;) = b; et o(a;) = ag. D’apres 1'unicité du prolon-
gement de v a K(a;,b;) (théoreme 2.2.6(f)), on a v oo = v. Il en résulte que
la; — bj| = |ar, — bj|, ce qui contredit le paragraphe ci-dessus. O

Nous complétons cette section par un résultat pour le cas inséparable, qui
est exclus du théoreme 2.2.6. Partant d’une extension inséparable E/K, on se
ramene au cas purement inséparable en introduisant la sous-extension sépa-
rable maximale L = K® de K contenue dans F : 'extension E/L est purement
inséparable, c’est-a-dire, tout élément de E \ L est inséparable sur L.

Proposition 2.2.10. — Soit E/K une extension finie purement inséparable
de caractéristique p > 0. Toute valuation discréte v de K se prolonge de fagon
unique en une valuation discréte w de E. On a en outre :

[Ey : K] =[w(E) :v(K)| =[E: K].

Démonstration. — Le point-clé est que pour tout x € F, il existe n € N tel que
2P" € K (corollaire 1.4.9). Une valuation discréte v de K étant donnée, posons
alors w(z) = v(x)/p". On vérifie sans difficulté que w(z) ne dépend pas de n,
que w ainsi définie est une valuation discrete sur E prolongeant v et qu’il ne
peut y avoir d’autre prolongement. La définition de w donne bien que [w(E) :
v(K)] = [E : K]. Reste a voir 'identité [E,, : K,] = [E : K]. L’extension E/K
peut étre présentée comme une tour finie d’extensions monogenes, et il suffit
de montrer le résultat pour chacune d’elles. Supposons donc que I'extension
E/K est elle-méme monogene.?) Soit a € F tel que E = K(a). On note que
E, = K,(a), et on conclut en observant que le polynéme minimal de « sur
K, de la forme YP" —q avec p" = [E:K]eta= aP” (3 reste irréductible dans

) On peut en fait se passer de cette réduction si on sait que toute extension finie purement
inséparable admet un élément primitif.
®)Vérification laissée en exercice; voir [Lan78, VII, §7].
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K,[Y] (puisqu’il a une unique racine dans K (d’ordre p™), et ne peut donc
avoir deux facteurs distincts de degré > 0 dans K,[Y]). O

2.3. Décomposition des idéaux premiers

Le lien entre les décompositions en produit d’idéaux premiers dans I’anneau
A et dans sa cloture intégrale A’y est de premier intérét. Cette section y est
consacrée. On commence par du vocabulaire, sur les extensions résiduelles,
puis sur la ramification.

2.3.1. Extensions résiduelles. — On suppose donnés ici, de fagon
générale, une extension F/K de degré fini d, un anneau (integre) A C K et
un sous-anneau B C FE entier sur A.

Soit P un idéal premier de B. L’idéal P4 = PN A est un idéal premier (non
nul si P est non nul d’apres la preuve du (c) du théoreme 2.2.6). On dit que
P divise P4 (ou est au-dessus de Pa), et on écrit parfois P|Pa.

Le corps Frac(B/P), noté E, est appelé corps résiduel de P ; c’est une exten-
sion du corps résiduel K = Frac(A/P4) de P4, appelée extension résiduelle.
L’idéal P est maximal dans B si et seulement si P4 est un idéal maximal de
A (lemme 1.1.31). Dans ce cason a E = B/P et K = A/Pj.

Si B est un A-module de type fini, alors ’anneau B/P est un A/P4-module
de type fini. En particulier si P (et P4) sont maximaux, I’extension résiduelle
est de degré fini, qu’on appelle degré résiduel de P sur A®W _ D’aprés le théoréme
2.2.6, la condition de finitude du A-module B est satisfaite sous les hypotheses
de la proposition ci-dessous.

Proposition 2.3.1. — On suppose A mnoethérien, intégralement clos, de
corps des fractions K, B = A, et E/K séparable. Si y1,...,yq est une base
de E/K avecy; € Ay, i=1,...,d et A € A est le discriminant de cette base,
alors pour tout idéal maximal P tel que A ¢ P, on a

(i) [E:K]|<[E:K]

(ii) E = K(41,--.,Ja) ou y; est l'image de y; dans A’,/P.

Démonstration. — D’apres le théoreme 2.2.6, AB est contenu dans le A-
module libre engendré par y, ..., yq. Si P est un idéal maximal tel que A ¢ P,

() Ceci est vrai plus généralement si pour tout b € Frac(B/P), il existe a € A/P4 non nul
tel que ab € B/P (c’est le cas par exemple si A/Pa est intégralement clos et I’extension
résiduelle est normale : on peut alors prendre pour a la norme d’un dénominateur de b dans
lextension résiduelle).
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A s’inverse dans B/P. On obtient que les classes 91, ...,94 de y1,...,yq mo-
dulo P constituent un systéme générateur du A /P s-espace vectoriel B/P = E.
Les énoncés (i) et (ii) découlent aussitot. O

2.3.2. Anneaux de Dedekind. — On suppose que A est un anneau de
Dedekind, K = Frac(A), E/K séparable de degré d > 1 et on prend B = A%.
On sait que B est un anneau de Dedekind (théoreme 2.2.6).

2.3.2.1. Définitions. — Soit p un idéal premier non nul de A. D’apres le
théoreme 1.2.4, I'idéal pB s’écrit de fagon unique

g
pB =%
i=1
ou les B; sont des idéaux premiers distincts de B et ou les e; sont des entiers
> 1. L’exposant e; s’appelle l'indice de ramification de 3; sur A et on note f;
désigne le degré résiduel de P; sur A, i=1,...,g.

Définition 2.3.2. — On dit que :

- I'idéal 3; est non ramifié dans l'extension E/K ou que E/K est non ramifiée
en PB; si e; = 1 et que l'extension résiduelle B/B; de A/p est séparable,

- Iidéal p est non ramifié dans F/K ou que E/K est non ramifiée au-dessus
de p si E/K est non ramifiée en chaque idéal ;, i = 1,...,g,

- I'idéal p est inerte dans F/K si pB est un idéal premier de B, c’est-a-dire si
g=1lete =1.

- 'idéal p est totalement ramifié dans E/K ou que E//K est totalement ramifiée
au-dessus de psig=1let e; = [E: K]|.

2.8.2.2. Le résultat fondamental pour un anneau de Dedekind. —

Théoréme 2.3.3. — (a) Les idéauz P1,...° B, sont exactement les idéauz
premiers B de B tels que PN A = p, ou, de fagon équivalente, tels que P D p.
En particulier pBN A = p.
(b) L’anneau B/pB est une A/p-algébre de dimension [E : K|. De plus il est
isomorphe & lanneau produit [[9_, B/BS" dont chaque facteur est une A/p-
algébre de dimension e;f;. On a en particulier
g
Z eifi = [E . K]
i=1
En particulier, les idéaux premiers 3 de B au-dessus d’un idéal premier
p # 0 de A sont en nombre fini (comme on le sait déja par le théoréme 2.1.1).
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Démonstration. — Pour B idéal premier de B, si % D p alors PN A D p et
donc B N A = p puisque p est maximal et que T N A # A. La réciproque est
immédiate. Ainsi BN A = p équivaut a la condition P D pB. Or on sait que
cette derniere équivaut au fait que I'exposant en P de la décomposition de
I'idéal pB est > 0 (théoreme 1.2.4 et remarque 1.2.5). D’otu le (a).

Soit S = A\ p. L’anneau A, est un anneau de valuation discrete (§1.3.3) et
I'anneau S™!B est la cloture intégrale de A, dans E (proposition 1.1.29). On
a Ap/pAp ~ A/p (§1.3.3). On a aussi S~'B/pS™1B ~ B/pB : I'épimorphisme
B — B/pB envoie les éléments de S sur des inversibles de A/p et donc aussi
du sur-anneau B/pB; il induit donc un épimorphisme S~'B — B/pB, lequel
a pour noyau est S~!(pB) = pS~!B. Comme A, est principal, S™'B est un
Ay-module libre de rang d = [E : K| (théoréme 2.2.6) et S~'B/pS~!B est un
A, /pAp-espace vectoriel de dimension d : une base du Ap-module libre donne
par réduction une base du Ap/pAp-espace vectoriel. On a ainsi obtenu que
B/pB est une A/p-algebre de dimension d.

Pour i # j, on a PB;* + &Bjj = B car aucun idéal maximal B ne peut
contenir PB;* + &B;j puisque devant contenir alors ;" et ‘Bjj ce devrait étre
P =P, =P,. L'isomorphisme B/pB ~ [[7_; B/P;* découle alors du “lemme
chinois” (lemme 1.1.3).

Pour conclure la preuve de (b), il nous reste a établir que B/9;" est une A/p-
algebre de dimension e; f;, i = 1,...,g. La structure de A/p-algebre de B/B;
est donnée par le morphisme A/p — B/ induit par Pinclusion p C P ;
ce morphisme est injectif car A/p est un corps. Dans B/%;* on a la suite
décroissante suivante

B/ > PBi/BE D PL/PE - D P /P S {0}

de sous-A/p-espaces vectoriels dont la dimension décroit de f; unités entre
deux termes. En effet, le sous-espace quotient (PF/B5)/(PF/PE) est iso-
morphe a ‘,Bf” / ‘Bf“ et ce dernier est un B/B;-espace vectoriel, dont les sous-
espaces vectoriels sont de la forme V/‘I}i.€+1 avec V un B-module, c’est-a-dire
un idéal de B, tel que %f“ cVcC ‘ﬁf Comme il n’y a pas d’idéaux stricte-
ment compris entre &Bf et ‘}3?“, on obtient que ‘Bf / ‘Bf“ est de dimension 1
sur B/P; et lui est donc isomorphe comme A/p-espace vectoriel. O

La proposition suivante est utile. Elle découle aisément des définitions et de
la forme de la décomposition des idéaux premiers.

Proposition 2.38.4. — Soient E/K et A comme ci-dessus et L un corps in-
termédiaire entre K et E. Si Q est un idéal premier non nul de A, P sa
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restriction a A et p sa restriction a A, on a, avec des notations évidentes,

ep/k(Q) =ep/r(Q) - er/x(P) et fr/x(Q) = fe/L(Q) - fr/x(P).

2.3.3. Anneaux de valuation discréte complets. — On s’intéresse ici a
la situation plus particuliere ot A est un anneau de valuation discréte complet.
L’énoncé suivant complete le théoreme 2.2.6(f).

Théoréme 2.3.5. — Soit K un corps muni d’une valuation discréte v com-
plet pour la métrique induite. Soient E/K une extension finie séparable, A
anneau de valuation de v et B la fermeture intégrale de A dans E.

(a) L’unique valuation w de E qui prolonge v est définie par
1
w(r) = WU(NE/K(x)) (z € E)
En particulier des éléments de E qui sont K -conjugués ont la méme valuation.

(b) Sie (resp. f) est lindice de ramification (resp. le degré résiduel) de l’idéal
de valuation de w dans E/K, on a e = [w(E*) : w(K*)] etef =[F: K].

Démonstration. — (a) On commence par montrer la seconde partie. Soient
E /K la cloture galoisienne de F/K et w I'unique valuation de E prolongeant
w et donc v. Pour tout o € Gal(E/K), @ o ¢ est une valuation de E qui
prolonge v. D’ot W oo = w et w(z) = w(o(zr)) pour tout z € E tel que
o(x) € E. La formule explicite pour w(z) résulte du fait que Ng /g (z) € K et
de Ng/k(x) = [, 6(x) ot o décrit Pensemble des K-morphismes E — K et
pour chacun d’eux ¢ désigne un élément de Gal(E /K) prolongeant o.

(b) Si p, est I'idéal de valuation de v et B,, celui de w, on a p,B = PE,. La
formule ef = [E : K] est un cas particulier de la formule générale du théoreme
2.3.3. La décomposition p,B = P, montre aussi qu'une uniformisante de v
est de valuation e pour w, d’ou e = [w(E™) : v(K*)]. O

2.3.4. Complétion. — Soient E/K une extension finie séparable, v une
valuation discrete de K, A son anneau de valuation et B la fermeture intégrale
de A dans E. Le §2.3.2.2 s’applique. Soit p l'idéal de valuation de v. L’idéal
pB s’écrit comme produit d’idéaux premiers de I’anneau de Dedekind B :

g
(%) pB =%
i=1
On note ¢;, f; I'indice de ramification et le degré résiduel de chaque ;.
Considérons par ailleurs les différents prolongements w; de v & £. On note
K le complété de K pour v et v I'unique prolongement de v & la cloture
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algébrique K de K (corollaire 2.2.8). Pour chaque w;, on note E; le complété
de E pour w; et w; le prolongement de w; a E;.

Théoréme 2.3.6. — (a) L’ensemble des places w; est en bijection avec l’en-
semble des idéaux B, ..., Py (la correspondance est explicitée dans la preuve).

(b) La correspondance o — v o o induit une surjection de l’ensemble des K-

plongements o : E — K sur l’ensemble des places wi, ..., wy. De plus si

w; = v oo pour un K-plongement o : B — IN(, alors El peut étre identifié
4 o(E)K (via un isomorphisme isométrique) et la valuation w; est lunique
valuation de E; prolongeant v sur K. Enfin deuz places voo et voo’ coincident
sur E si et seulement si les K -plongements o et o’ sont conjugués sur I~(, c’est-
a-dire, s’il existe un f(—isomorphisme entre IN(J(E) et .f(a’(E).

(c) Si e(E;/K) et f(E;/K) sont respectivement lindice de ramification et le
degré résiduel de 'unique idéal maximal au-dessus de l’idéal de valuation de
¥ dans Uextension E;/K, alors on a e(F;/K) = ¢ et f(E;i/K) = f;. En
conséquence, on a [E’Z : IN(] =e;fi.

Démonstration. — (a) D’apres le §1.3.3, pour chaque i = 1,...,g, I'idéal ;
induit une valuation discrete w; de E'; 'anneau et I'idéal de valuation de w;
sont respectivement le localisé Bsy,, noté plus simplement B;, et son idéal
maximal B;B;. De plus w; prolonge v en raison de 1’égalité B; B, N A = p
(PB;BiNA=P;B;,NBNA=;NA=p). Réciproquement a toute valuation
discrete w sur E prolongeant v est associé un idéal 3;, a savoir B, N B, ot Py
désigne 1’idéal de valuation de w; B, N B est un des idéaux B; car P, NB D p
(théoreme 2.3.3 (a)).

Ces deux correspondances sont inverses I'une de ’autre. Dans un sens, cela
résulte de B;B;, N B =P;, + = 1,...,g. Inversement si w est une valuation
discrete sur E prolongeant v, il s’agit de voir que w et la valuation vy, g
concident sur B (alors elles concideront sur £ = Frac(B)). Or pour z € B,
w(zx) (resp. vp,np(x)) est le plus grand entier n tel que = € Py, (resp. x €
(Bw N B)™. On voit facilement que ces deux entiers sont égaux (raisonner en
utilisant une uniformisante m,, de w choisie dans P, N B).

(b) On vérifie aisément que si o : E — K est un K-plongement, alors v o o
est une valuation discrete sur E qui prolonge v. Réciproquement soit w une
valuation de E qui prolonge v. Notons Ew le complété de E pour w et w
la valuation de E,. On peut identifier I’adhérence de K dans F,, a K. Le
compositum EK C E,, est une extension finie de K et est donc un corps
complet ; comme il contient E, on peut conclure que Ew = FK. De plus
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il existe un I}—plongement 5: EK > K. D’apres le théoreme 2.2.6, on a
w = v oo ;en particulier, w prolonge v sur K. La restriction de & & F est le
K-plongement o : £ — K désiré.

Il reste a établir I’équivalence concluant I’énoncé (b). La partie “réciproque”
résulte du théoreme 2.3.5. Pour la partie directe, donnons-nous deux K-
plongements o,0’ : E — K tels que 9 o o et ¥ o ¢’ coincident sur E. Soit
A : 0/(E) — o(E) un K-isomorphisme. Il s’agit de montrer que A\ s’étend
en un K-isomorphisme de o/(E)K sur o(E)K. Le prolongement se fait par
continuité. Plus précisément, tout élément = € o’ (E)IN( s’écrit comme limite
d’une suite (¢’(zy,))n>0 avec z,, € E. Grace a 'hypothese, on obtient que la
suite (¢(y))n>0 converge vers un élément, noté A(z), dans o(E)K. On vérifie
que A(z) ne dépend pas de la suite (o/(xy))n>0 et que la correspondance
x — A(z) induit un isomorphisme comme demandé.

(c) On sait que le complété Ade A pour v est un anneau de valuation discrete
d’idéal maximal le complete pdep (c est-a-dire, son adhérence dans A) que le
corps des fractions de A est égal a K et que le corps résiduel A / p est isomorphe
aA/p.Pouri=1,...,g, notons B;le complété de B; pour w ; ¢ ’est un anneau
de valuation discrete et son idéal maximal, le complété &BZB de B; B; est égal
a sz Notons ensuite que pour j # ¢, 'adhérence B;B; de B;B; dans B,
est Panneau B; tout entier puisque tout élément z € B\ Pi vérifie w;(xz) =0

(remarque 1.2.5) donc est inversible dans B;. La décomposition (*) conduit
donc par passage a I’adhérence dans B; a

() pB; = (RiB)  (i=1,...,9)

ce qui constitue la décomposition de I’idéal _premier pB = pB dans 'anneau
B;. Cela fournit la conclusion ¢; = e z/K Quant & f; = f( (E;/K), elle
découle de I'isomorphie entre les anneaux B; /‘,BIB et B/%P;. L'égalité e, f; =
[E; : K] résulte alors du théoreme 2.3.5. O

2.3.5. Localisation. — Soient /K une extension finie séparable et A C K
un anneau de Dedekind. Le paragraphe §2.3.4 s’applique en particulier quand
v est la valuation discrete v, associée a un idéal premier p de A, c’est-a-dire
ol 'anneau noté A dans le §2.3.4 est le localisé A,.

Posons B = A’,. L’idéal pB se décompose dans B sous la forme

g
pB =87
=1

avec e;, f; I'indice de ramification et le degré résiduel de 'idéal premier ;.
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Posons S = A\p et considérons 'anneau S~! B déja introduit dans la preuve
du théoreme 2.3.3. Les anneaux A, et S~'B sont des anneaux de Dedekind
(A est de valuation discrete et S™!'B est la cloture intégrale de A, dans E).
L’anneau Ay, a pour seul idéal premier I'idéal pA,. L’idéal (pA,)S™1 B qu’induit
ce dernier dans S™!B se décompose en produit d’idéaux premiers de S~!'B.

Théoréme 2.3.7. — Cette décomposition est la suivante :
g
(pAp)S™'B = [[(Ri(S~"'B))"
i=1

Pour i = 1,...,9, Bi(S™'B) est un idéal premier de S~'B, son indice de
ramification et son degré résiduel dans lextension d’anneaur A, — S™1B
sont respectivement e; et f; ; c’est-a-dire, ils concident avec ceux de l’idéal B;
dans extension A — B.

Démonstration. — La primalité de 1'idéal B;(S~!B) (engendré par ; dans
S~IB, et qui vaut S~Y;) , i = 1,...,g, résulte de la proposition 1.1.5. La
décomposition annoncée s’obtient par la suite d’égalités
g g
(pAp)ST!B=p(S7'B) =S (pB) =57 (H ‘B?) = [[Bi(s'B))
i=1 i=1
L’énoncé sur les indices de ramification en découle. Quant a celui sur les degrés
résiduels, il se déduit de
Apfpdy = Afp et STUB/FN(STB) = B/F,
i = 1,...,9. Pour le deuxieme isomorphisme, on procede comme au §1.3.3
pour montrer que Ap/pA, ~ A/p. L’argument montre aussi que B/P; ~
By, /BBy, et aussi que By, /BBy, = ST1B/Pi(S7!B),i=1,...,g. O

Remarque 2.3.8. — En raison des théoremes 2.3.6 et 2.3.7, il est usuel de
confondre les points de vue d’idéaux (dans un anneau de Dedekind donné ou
dans I’anneau de valuation de la place donnée ou dans son complété), de places
et de plongements. Ainsi, on dit indifféremment qu’un idéal premier ou que
la place correspondante est ramifiée, et on peut ne pas préciser s’ils le sont
dans I'extension de départ ou dans ’extension obtenue par localisation ou celle
obtenue apres complétion. On parle de la méme fagon du corps résiduel d’un
idéal premier ou de la place associée.

2.3.6. Exemples d’extensions non ramifiées. — On suppose que K est
le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete A, d’idéal de valuation
M et de corps résiduel k. Soit E/K une extension séparable de degré d.
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Soit P un idéal maximal de ’anneau Ajg. Il est nécessairement au-dessus de
I'idéal M. On note E/k I'extension résiduelle correspondante.

Proposition 2.3.9. — Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) P est le seul idéal premier au-dessus de M et il est non ramifié,

(i) L’idéal M est inerte dans lextension E/K et l’extension résiduelle E/k
est séparable,

(iii) L’extension résiduelle E/k est séparable et de degré d = [E : K],

(iv) Il existe un élément y € A%y dont la classe § modulo P est un élément
primitif séparable de ’extension résiduelle E/k,

(v) Il eziste un polynome unitaire f € A[Y] de degré d tel que E soit le corps
de rupture de f (sur K ) et le polynéme f obtenu par réduction modulo M soit
irréductible dans kY] et séparable® .

(vi) A% est un anneau de valuation discréte dont le corps résiduel est une
extension séparable de degré d de k.

On a alors de plus que si f est comme dans (v) (ou plus généralement comme
dans la démonstration), 'anneau A’y est isomorphe a l'anneau By = A[Y]/(f)
via la correspondance envoyant Y sur une racine y de f dans E. De facon
équivalente on a Ay = A Ay @ - - - Ay,

Définition 2.3.10. — Une extension séparable F/K du corps des fractions
d’un anneau de valuation discrete est dite non ramifiée si I'idéal de valuation
est non ramifié dans E/K. Elle est dite non ramifiée résiduellement mazximale
si elle vérifie les énoncés de la proposition 2.3.9.

Par exemple, d’apres la proposition 2.3.9, si f € A[X] est un polynome
tel que le polynéme f obtenu par réduction modulo M est irréductible dans
k[ X] et séparable, alors le corps K[X]/(f) est une extension de K non ramifiée
résiduellement maximale. Réciproquement, si F'/K est une extension finie non
ramifiée résiduellement maximale, alors il existe un élément primitif y de £/ K
entier sur A dont le polynome minimal f € A[X] a la propriété que f est
irréductible dans k[X] et séparable. On donne dans le corollaire 2.4.3 des
énoncés analogues pour les extensions non ramifiées.

Dans le cas o A est un anneau de valuation discrete complet, il n’existe
qu’un seul idéal premier de A, au-dessus de M (théoremes 2.2.6 (f) et 2.3.5).
La condition (i) est réduite & “P non ramifié” et une extension F/K non
ramifiée est nécessairement non ramifiée résiduellement maximale.

®)On dit ici qu’un polynome est séparable s’il n’a que des racines distinctes dans tout corps
(de fagon équivalente, dans un corps) ou il est totalement décomposé.



74 CHAPITRE 2. EXTENSIONS INTEGRALES

Démonstration de la proposition 2.3.9. — L’équivalence entre (i), (ii) et (iii)
résulte des définitions et de la formule >°7_, e;f; = d du théoréme 2.3.3.

(iii) = (iv) L’extension E/k étant séparable admet un élément primitif g
(théoréme 1.4.10), lequel est de degré [E : k] = d sur k et est séparable.
Choisissons un élément y € A’ dont la classe modulo 'idéal P vaut 7 et
notons f le polynéme minimal de y sur K ; comme y est entier sur A et que
A est intégralement clos, f € A[Y] (corollaire ??). De f(y) = 0 (dans Af), il
découle que f(y) =0 (modulo I'idéal P). De la suite d’égalités et d’inégalités

d=[E: k] =[k(y): k] < deg(f) = deg(f) = [K(y) : K] < [E: K] =d

on déduit que les nombres écrits sont égaux. En particulier [k(7) : k] = d.

(iv) = (v) Notons f le polynome minimal de y sur K. Comme ci-dessus, f €
A[X] et découle de f(y) = 0 que f(y) = 0. Comme on suppose [k(y) : k] =d, f
est le polynéome minimal de 7 sur k; il est donc irréductible sur k et séparable.
(v) = (vi) D’apres le corollaire 1.3.3, 'anneau By = A[Y]/(f) est un anneau
de valuation discrete et c’est la fermeture intégrale de A dans K[Y]/(f). Le
K-isomorphisme K[Y]/(f) — E qui envoie Y sur y induit par restriction un
isomorphisme entre les fermetures intégrales de A dans K[Y]/(f) et dans E,
c’est-a-dire entre By et Al;. Comme By/MB;y ~ k[X]/(f), la séparabilité de
’extension résiduelle résulte de celle du polynéme f.

(vi) = (i) L’anneau A, étant local, I'idéal P est le seul idéal maximal de A’y,.
Comme lextension résiduelle est supposée de degré d, la formule > 9 _, e, fi = d
du théoreme 2.3.3 donne que l'indice de ramification associé vaut 1. Comme
I’extension est aussi supposée séparable, P est bien non ramifié. ]

Corollaire 2.3.11. — Soient E/K une extension finie et séparable du corps
des fractions K d’un anneau de Dedekind A et p un idéal premier non nul de
A inerte et non ramifié dans E/K . Alors il existe un élément primitif y € Al,
de Uextension E/K dont le polynome minimal soit irréductible et séparable
modulo p.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 2.3.9 a 'anneau de va-
luation discrete A, obtenu en localisant A par p et a son idéal de valuation
pAp, qui, d’apres le théoreme 2.3.7 est inerte et non ramifié dans ’extension
E/K sip lest supposé comme idéal de A. O

Corollaire 2.3.12. — Soient A un anneau de valuation discréte de corps
résiduel k et de corps des fractions K. Soit €/k une extension finie séparable
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de degré d. Alors il existe une extension E/K non ramifiée de degré d dont
Uextension résiduelle soit isomorphe a €/k.

Démonstration. — L’extension €/k étant séparable admet un élément primitif
B. Soit ¢ € k[Y] le polynome minimal de 5 sur k. Soit f € A[Y] un polynéme
unitaire dont la réduction modulo l'idéal de valuation de A soit égal a ¢.
Posons E = K[Y]/(f). D’apres la proposition 2.3.9, I'extension E/K est non
ramifiée, et ’extension résiduelle associée est isomorphe a ¢/k. t

2.4. Discriminant et ramification

Les hypotheses sont celles du §2.3.2 : A est un anneau de Dedekind, K =
Frac(A), E/K est une extension séparable de degré d et B = A’,.

Définition 2.4.1. — On appelle idéal discriminant de B sur A I'idéal noté

Dp/a engendré par les discriminants A(xy, ..., 74) (définition 2.2.3) des bases
(x1,...,24) de E sur K contenues dans B.
Si (z1,...,xq) est une base de E sur K contenue dans B, alors A(x1,...,zq)

est un élément de A non nul (théoreme 2.2.6(a)). L’idéal discriminant Dp/ 4
est donc un idéal entier de A non nul.

Quand B est un A-module libre (par exemple si A est principal),
l'idéal discriminant Dp,4 coincide avec l'idéal Dp,4 du §2.2.2 engendré
par le discriminant Af(es,...,eq) de toute base (ej,...,eq) de B sur A
car pour toute base (z1,...,x,) de E sur K contenue dans B, on a
A(z1,...,2,) = det(aij)?Aler, ... eq), o (a;j)i; est la matrice des co-
ordonnées des x; dans la base (eq,...,eq).

Théoréme 2.4.2. — Un idéal premier p de A se ramifie dans B si et seule-
ment s’il contient l’idéal discriminant Dp 4. Les idéauz premiers de A qui se
ramifient dans B sont en nombre fini.

Démonstration. — Notons € = B/pB et kK = A/p. D’apres le théoreme 2.3.3,
I'anneau ¢ est isomorphe & I'anneau produit [[7_; B/%S". Nous allons mon-
trer tout d’abord que la condition “p ramifié” équivaut a la nullité de I'idéal
discriminant (au sens du §2.2.2) de la k-algebre e.

Supposons que les indices de ramification e, ..., e, vaillent 1. Alors € est
isomorphe au produit @ = [[7_; Q; des corps Q; = B/%;. On vérifie que

n
Dosr = [ [ Pauyw
=1
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Pour cela on se rameéne par récurrence au cas n = 2. A partir d'une k-base
(x1,...,zr) de Q1 et d’'une k-base (y1,...,ys) de Q2, on forme la r-base
(1, Try Y1, .-+, ¥s) de Q1 X Q2. De z;y; = 0, il résulte que le déterminant
A(x1,...,Tr,y1,...,Ys) & calculer est un déterminant & 4 blocs dont les
blocs non diagonaux sont nuls et donc qu’il est égal au produit des deux
déterminants des blocs diagonaux, c’est-a-dire A(z1,...,2.)A(y1,...,ys). Si
maintenant p est non ramifié, alors en plus de ce qui précede, les extensions
résiduelles Q;/r sont séparables (voir définition 2.3.2). On a donc Dy, /., # {0}
(62.2.2),i=1,...,n. Dot Dy, = D./x # {0}.

Inversement, supposons p ramifié. Si un indice de ramification e; est > 2,
alors il existe dans ¢ un élément nilpotent x # 0. La k-algebre £ est de
dimension d (théoréme 2.3.3). Formons une k-base {z1,...,z4} de € avec
x1 = z. La nilpotence de x1 entraine celle des endomorphismes de multi-
plication par chacun des éléments x1x;, ¢ = 1,...,d. Ainsi la trace de ces
endomorphismes est nulle et il y a une ligne de 0 dans le déterminant de la
matrice (Tr./.(ziz;5))i . Dot A(z1,...,2,) =0et D, ={0}. Siey =+ =

eg = 1, alors “p ramifié¢” signifie qu’il existe i € {1,..., g} tel que I'extension
résiduelle @Q;/k soit inséparable. Notons @Q5/k I'extension séparable maximale
contenue dans ();. Complétons une @Q5-base {x1,...,2,} de Q; en une s-base

{z1,..., 2} U{y1,...,ys} de Q. Comme @ # Q;, au moins un des z;, di-
sons x1, n’est pas dans (5. Les éléments z12; qui ne sont pas dans @)}, sont
inséparables (par maximalité de Q) et les éléments z1y; (j =1,...,s) le sont
également (car sinon z; € Q). Tous ces éléments sont donc de trace nulle
(leurs polynémes minimaux sur # sont de la forme f(X?™) avec m > 1 (corol-
laire 1.4.9) et ont donc un terme linéaire nul). Quant aux éléments zz; qui
sont dans @F, leur trace, relative a QQ;/x est un multiple de [Q; : k(z12;)] et
donc aussi de [Q; : @3], qui est nul puisque la caractéristique p > 0 de « divise
Qi : Q5] (corollaire 1.4.9). On obtient finalement comme ci-dessus une ligne
de 0 dans le déterminant qui définit le discriminant Dy, /.. Joint a la formule
pour Dy ,, établie plus haut, cela conduit a D,/ = {0}.

Pour la suite, on va, comme dans la preuve du théoreme 2.3.3, localiser
A pour se ramener au cas ol c¢’est un anneau principal. De facon précise,
soit S = A\ p. L’anneau Ay est un anneau de valuation discrete, I’anneau
B’ = S71B est la cloture intégrale de A, dans E, B’ est un Ap-module libre
derang d = [E : K|, A, /pA, = A/p et B'/pB' = B/pB.

Fixons une base (e1,...,eq) de B’ sur A,. L’étape suivante est de mon-
trer que la condition D,/ # {0} équivaut a A(e,...,eq) ¢ pAp. On voit
aisément que les classes €1,...,eq4 de e1,...,eq modulo pB’ constituent une



2.4. DISCRIMINANT ET RAMIFICATION 77

base de B'/pB’ sur A,/pA,. D’autre part, la réduction modulo pB’ étant un

homomorphisme d’anneaux, on a A(ey,...,eq) = A(ey,...,eq). L’équivalence
souhaitée découle de ce que A(ey, ..., €q) est un générateur de 'idéal D, ..
Finalement on va montrer que A(er,...,eq) € pA, si et seulement

si p O Dpya. Soit (z1,...,24) une base de E/K contenue dans B. On
a T, = Zle a;je; avec aj; € Ap. Un calcul déja fait (§2.2.2) donne
A(z1,...,2q) = det(aij)® Aler,...,eq). Si on suppose A(er,...,eq) € pA,
on obtient alors A(z1,...,74) € pAy N A = p et donc p D Dp/u. Pour la
réciproque, écrivons e; = y;/s avec y; € Bet s € S, i =1,...,d. On obtient
Aler, ... eq) = s2A(y1,...,yq) € Dp/adyp et donc A(er,...,eq) € pAy si
on a supposé p O Dp/ 4.

La seconde partie de I’énoncé, c’est-a-dire, la finitude des idéaux premiers de
A ramifiés dans B, résulte de la premiere partie, et de la remarque 1.2.5. [

Corollaire 2.4.3. — Soient A est un anneau de Dedekind, K = Frac(A), y
un élément de K entier sur A et p un idéal premier non nul de A. Soit P €
A[Y] le polynome minimal de y sur K. Si le polynome obtenu par réduction
modulo p n’a que des racines simples (dans A/p), alors Ueztension K(y)/K
est non ramifiée au-dessus de p.

Démonstration. — Sous ’hypothese de ’énoncé, le discriminant Ap de P est
non nul modulo p, ou, de fagon équivalente Ap ¢ p. Or Ap est égal au signe
pres au discriminant A(1,y,...,y% 1) delabase (1,y,...,y% 1) de K (y) sur K
(remarque 2.2.5) ; il est donc dans I'idéal discriminant de Dp,4 de I'extension
K(y)/K (ici B = A% ). On a donc Dg 4 ¢ p, c’est-a-dire, p est non ramifié

K(y)
dans 'extension K(y)/K, d’apres le théoréme 2.4.2. O

Il existe une réciproque utile au corollaire 2.4.3.

Corollaire 2.4.4. — Soient E/K une extension finie du corps des fractions
K d’un anneau de Dedekind A et p un idéal premier non nul de A non ramifié
dans E/K. On suppose que le corps résiduel A/p est infini. Alors il existe un
élément primitif y € Al de Uextension E/K dont le polynéme minimal est
séparable modulo p.

Démonstration. — L’idéal p étant non ramifié dans F /K, la décomposition
de I'idéal pA’, dans A’; est de la forme pAy = [[7_, B; ot Py, ..., B, sont
des idéaux premiers non nuls distincts de A’%. La non ramification de p en-
traine aussi que les extensions résiduelles correspondantes sont séparables.
Notons ¢; un élément primitif de l'extension résiduelle correspondant a J3;,
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i=1,...,g9. Comme le corps A/p est infini, on peut grace au théoréme 1.4.10
choisir ¢1,...,¢; de facon qu’ils ne soient pas conjugués sur A/p. D’apres le
lemme chinois (lemme 1.1.3), il existe y € A’; tel que la classe de y modulo
B; soit ¢; pour chaque i =1,...,¢g. Soit P le polynome minimal de y sur K ;
P € A[Y]. Soit P le polynoéme obtenu & partir de P par réduction modulo p. De
P(y) = 0 découle que P(¢;) =0,3i=1,...,g. Il en résulte que P est divisible
dans A/p [Y] par chacun des polynémes minimaux hi, ..., hy de 1,...,¢q, €t
donc par leur produit hq---hy puisque ¢1,...,¢4 ne sont pas conjugués sur
A/p. Si on note f; le degré résiduel de B;, i =1,..., g, on obtient

(B:K] =Y fi= Y deg(hi) < deg(P) = deg(P) = [K(y) : K] < [E s K]

et on peut conclure que E = K (y) et que P = [[Z_; h;. L’élément y satisfait
la conclusion de I’énoncé. O

2.5. Groupes d’inertie et groupes de décomposition

La situation est la suivante : A est un anneau noethérien, intégralement
clos, de corps des fractions K et B est la cloture intégrale de A dans E.

On suppose ici de plus que E/K est une extension galoisienne.

Soit P un idéal maximal de B. Le sous-groupe de G = Gal(F/K) formé des
automorphismes o tels que o(P) = P s’appelle le groupe de décomposition de
P dans E/K et on le note Dp. On a un homomorphisme naturel

e: Dp — Aut(E/K)

Le noyau ker(g) est appelé groupe d’inertie de P et noté Ip.

2.5.1. Groupe de Galois d’une extension résiduelle. —

Proposition 2.5.1. — L’extension résiduelle E/K est normale et [’homo-
morphisme € induit un isomorphisme de Dp/Ip sur Aut(E/K).

Démonstration. — Soient @ € E et a € B un représentant de a. Considérons
le polynéme P(X) =[], (X —o(a)); il est a coeflicients dans A et unitaire.
Le polynoéme réduit P(X) € K[X] annule @ et ses K-conjugués. Or les racines
de P sont les éléments o(a) (¢ € G), qui sont dans E. L’extension E/K est
donc normale.
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Notons E° la plus grande extension séparable de K contenue dans E et
montrons préalablement que Aut(E/K) ~ Aut(E®/K). La restriction natu-
relle est surjective (§1.4.2) Voyons qu’elle est également injective. Pour x ar-
bitraire dans E, soit m > 0 le plus petit entier tel que 2P" € E® (corollaire
1.4.9). Soit o € Aut(E/K) tel que o = Id sur E*. On a o(2P") = 2P ce qui
conduit & (o(z) — 2)?" = 0. Dot 0 = Id sur E.

Montrer que ¢ est surjective revient & montrer que e(Dp) ~ Aut(E*/K).
Soit @ # 0 un élément primitif de l'extension E/K. D’aprés le corollaire
1.1.4 du lemme “chinois”, il existe un représentant a € B de a tel que a
appartienne & tous les idéaux maximaux o(P) pour o ¢ Dp. Comme ci-dessus,
posons P(X) = [[,eq(X — o(a)). Si o ¢ Dp, alors a € o~ (P) et donc
o(a) € o(c71(P) C P. Les seules racines non nulles du polynoéme réduit
P(X) € K[X] sont donc les o(a) ott ¢ € Dp; en particulier, les K-conjugués

de a sont de la forme o(a) = ¢(o)(a) avec ¢ € Dp. La primitivité de a
permet de conclure que tout K-automorphisme de Es est de la forme e(o)
avec 0 € Dp. L]

2.5.2. Propriétés galoisiennes. —

Proposition 2.5.2. — Le groupe Gal(E/K) opére transitivement sur l’en-
semble des idéaur maximaux de B au-dessus d’un idéal mazximalp de A donné.
En conséquence, les groupes de décomposition (resp. les groupes d’inertie) au-
dessus de p sont conjugués dans Gal(E/K).

Démonstration. — Soit P un idéal maximal de B au-dessus d’un idéal maxi-
mal p de A. Supposons qu’il existe un idéal maximal P’ de B au-dessus de
p et distinct des o(P), 0 € Gal(E/K). D’apres le corollaire 1.1.4 du lemme
“chinois”, il existe z € P’ tel que x ¢ o(P), pour tout ¢ € Gal(E/K). Po-
sons @ = Ng/g(z). On a a € A, et a = HaeGal(E/K) o(z) dot a € P et
a ¢ P (sinon il existe o € Gal(E/K) tel que o(z) € P). Cela est absurde
puisque P N A = P’ N A. La derni¢re affirmation de ’énoncé se vérifie sans
difficultés. O

La proposition suivante est utile.

Proposition 2.5.3. — Soient E/K et A comme ci-dessus, H un sous-groupe
distingué de Gal(E/K) et L le sous-corps de E fizé par H. Si Q est un idéal
premier non nul de A’;, P sa restriction & A’ , alors, si Gal(L/K) est identifié
a Gal(L/K)/H, on a Dp = Dg/H et Ip =1g/H.
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Démonstration. — Montrons que, pour 0 € Gal(E/K), on a (c|.)(P) = P
si et seulement s’il existe h € H tel que h™10(Q) = Q (cela donnera Dp =
Dg/H) et qu’alors, o|f, € Ip si et seulement s’il existe b’ € H tel que (h') o €
Io (ce qui donnera Ip = Ig/H).

Si (o]r)(P) = P, alors 0(Q) et Q sont deux idéaux de A%, au-dessus de
l'idéal P C A’. D’apres la proposition 2.5.2, il existe h € H tel que 0(Q) =
h(Q), c’est-a-dire h™10(Q) = Q.

Pour la partie de I’énoncé sur I'inertie, on utilise les morphismes ¢ introduits
au début du §2.5. Notons e/ : Do = Aut(E/K), epx : Dp — Aut(L/K)
et g/ : Do gL — Aut(E/L) ceux qui correspondent aux trois situations
(EF/K,Q), (L/K,P) et (E/L,Q).

Sous I'hypothese (o|1)(P) = P, on peut, quitte & changer o en h~'o pour
I’élément h ci-dessus, supposer que o € Dg. Si de plus o| € Ip, alors
ep/k(0) € Aut(E/L) et est donc de la forme ep,p (k') avec h' dans le sous-
groupe Dg /1, C H. On a alors que ) ~to € Io.

Réciproquement, si h~'0(Q) = Q pour un élément h € H, on a alors
(h=t0)|L(P) = o|L(P) = P. Et si (k') "to € Ig pour un élément b’ € H, alors
ep/Kk((h)~'o) =1dp. On vérifie que la restriction & L du membre de gauche
vaut e/ (W) "'o)|L) = ek (o|L) pour conclure que ek (o|r) = Id, cest-

a-dire que ol € Ip. O
2.5.3. Conséquences. — On suppose que A est un anneau de Dedekind.
Corollaire 2.5.4. — Les indices de ramification (resp. les degrés résiduels)

des idéauz premiers P de B au-dessus d’un idéal premier p non nul de A sont
tous égauzx a un entier e (resp. un entier f ). De plus le groupe de décomposition
d’un idéal premier P au-dessus de p est d’ordre ef et, si l’extension résiduelle
est séparable, son groupe d’inertie est d’ordre e.

Démonstration. — La premiere partie résulte immédiatement de la proposi-
tion 2.5.2. Si g est le nombre d’idéaux premiers distincts de B au-dessus de p,
alors par la définition du groupe de décomposition Dp, on a [E : K| = g|Dp]|.
L’égalité |Dp| = ef résulte alors de [E : K] = efg (théoreme 2.3.3). Enfin, si
I'extension résiduelle est séparable, par le théoreme 2.5.1, on a |Dp| = |Ip|f.
D'ou |Ip| =e. O

Le corollaire suivant complete le théoreme 2.3.6.
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Soient v une valuation discrete de K, K le complété de K, p l'idéal de
valuation de v et pB = ([[{_; P;)¢ la décomposition de I'idéal p dans l'ex-
tension £/K. Notons wi, ..., w, les prolongements de la valuation v a E et

(Eqr,w1),. .., (Ey,wy) les complétés correspondants de E.

Corollaire 2.5.5. — L’extension Ez/l? est galoisienne et son groupe de Ga-
lois est le groupe de décomposition Dp, de lidéal P; (i =1,...,9).

Démonstration. — Que 'extension E; / K soit galoisienne découle de ce que E;
est K-isomorphe & EK (théoreme 2.3.6). Tout élément o € Dp, se prolonge
par continuité en un K -automorphisme de Ez : on procede comme dans la
preuve du théoreme 2.3.6 (b)), juste voir ici que pour o € Dp,, les valuations
W; et W;00 coincident sur E;. On obtient un morphisme Dp, — Gal(Ei / K ), qui
est injectif. Comme les deux groupes ont méme ordre, & savoir ef (théoreme

2.3.6 et corollaire 2.5.4), c¢’est un isomorphisme. O

Soit P C B un idéal premier non nul. Si 'extension résiduelle associée est
séparable, il est équivalent de dire que P est ramifié dans l'extension E/K
(définition 2.3.2) ou que le groupe d’inertie de P est non trivial (corollaire
2.5.4).

Proposition 2.5.6. — Il existe un idéal non nul R C B tel que les idéauz
premiers P de B ramifiés dans lextension E/K sont exactement ceux qui
contiennent R.

Démonstration. — Pour tout 0 € G = Gal(E/K), notons R, I'idéal de B en-
gendré par (o —1Id)(B) et posons R =[], Ro. Les K-sous-espaces vectoriels
Ker(oc —1Id) C E (avec o # 1) sont de réunion strictement contenue dans E.
En effet, si K est fini, I’extension est cyclique et il existe un élément primitif
de E/K, lequel n’est pas dans la réunion considérée. Si K est infini, F' ne peut
étre réunion finie de sous-espaces propres. Il existe donc un élément b € K,
qu’on peut supposer dans B tel que o(b) — b # 0 pour tout o € G, o # 1. 1l
en découle que I'idéal R est non nul.

Soit P un idéal premier de B ramifié. Par définition, il existe o # 1 tel
que o(x) —x € P pour tout z € B, c’est-a-dire, R, C P. A fortiori R C P.
Réciproquement, si R C P, alors, comme P est premier, il existe 0 € G, 0 # 1
tel que R, C P, c’est-a-dire, P est ramifié. O
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2.6. Spécialisation

Soient k un corps, r > 1 et T = (11,...,7T;). On envisage dans cette section
la situation ou 'anneau A est 'anneau k[T| des polynémes & r variables et a
coefficients dans k. Pour tout point to = (o1, ..., tor) € k", on a un morphisme
de spécialisation k[T] — k qui envoie chaque T; sur tg;, i = 1,...,7. On étudie
ci-apres les “extensions spécialisées” produites a partir d’une extension finie
N/E[T], d’abord en termes d’extensions résiduelles, puis en termes concrets
de spécialisation de polynomes, avant de faire le lien entre les deux aspects.

2.6.1. Spécialisation via les extensions résiduelles. — Soient N/k(T)
une extension galoisienne finie et F' un corps intermédiaire entre k(T) et N. On
note A et A’y les clotures intégrales de A = k[T| dans F' et N respectivement.
L’anneau A = k[T] est noethérien, intégralement clos, de corps des fractions
E(T) et une k-algebre de type fini.

Pour tout to = (to1,...,tor) € Ar(k),(G) considérons les extensions
résiduelles dans les extensions N/k(T) et F/k(T). Ce sont des extensions de
k(to) = k. Ce sont les extensions
- Np/k, notées aussi k(P)/k pour 'extension N/k(T), ot P décrit les idéaux
maximaux de A’y au-dessus de tg, et
- Fp,./k, notées aussi k(Pr)/k, pour I'extension F/k(T), olt on a posé Pp =
P N A% et P varie comme ci-dessus.

Les extensions résiduelles k(P)/k sont de méme degré (mais pas les exten-
sions k(Pr)/k en général). Le diagramme ci-dessous résume la situation.

i N K(P)
Cal(N/k(T)) e [ L mod 7 k(ip)
| |
L k(T) k

Soient y un élément primitif dans Ay, de Pextension N/k(T) et z un élément
primitif dans A% de 'extension F//k(T). On note respectivement P € A[Y] et
p € A[Y] les polynémes minimaux de y et z sur A.

©)La notation A" (k) pour l’ensemble des points k-rationnels de lespace affine A” est plus
naturelle ici que la notation équivalente k".
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Dans la suite, on dit qu'une propriété est vraie pour tout to € A"(k) sauf
dans un fermé propre de Zariski quand il existe un polynéme f € k[T]| non
nul tel que la propriété est vraie pour tout to € A" (k) tel que f(tg) # 0. La
terminologie de “fermé de Zariski” prendra sens au chapitre 3.

Théoréme 2.6.1. — Les conclusions suivantes sont vraies pour tout to €
A" (k) sauf dans un fermé propre de Zariski.
(a) L’extension résiduelle k(P)/k est normale de groupe d’automorphismes
isomorphe a un sous-groupe de Gal(N/k(T)).
(b) L’extension résiduelle k(P)/k(Pr) est normale de groupe d’automor-
phismes isomorphe a un sous-groupe de Gal(N/F).
k(P): K] < [N : K(T)]
(¢) § [k(Pr) : k] < [F: k(T)]
kE(P) : k(Pr)] < [N : F|
(d) Si P(to,Y) est irréductible dans k[Y], on a
- p(to,Y) irréductible dans k[Y]
- lextension k(P)/k est galoisienne et Gal(k(P)/k) = Gal(N/k(T))
- Dextension k(P)/k(Pr) est galoisienne et Gal(k(P)/k(Pr)) = Gal(N/F).

Démonstration. — D’apres le lemme 2.5.6, combiné au théoreme 2.1.1, ’en-
semble des tg € A”"(k) tels que l'extension N/k(T) est ramifiée au-dessus
de to est un fermé propre de Zariski. Les énoncés (a) et (b) résultent alors
immédiatement de la proposition 2.5.1.

Les inégalités dans (c) résultent de la proposition 2.3.1 : noter que l'an-
neau k[T] est intégralement clos et que, comme les extensions considérées sont
séparables, le discriminant A intervenant dans la proposition 2.3.1 est non nul
et donc le fermé de Zariski exceptionnel est un fermé propre de A".

Pour montrer (d) notons y(P) I'image de y € Ay, dans k(P) = Np = A /P.
De P(T,y) = 0, on déduit P(tg,y(P)) = 0. Supposons que P(tg,Y") soit
irréductible dans k[Y]. On obtient alors que l'extension résiduelle k(P)/k est
de degré > D = degy (P) = [N : k(T)]. Ce résultat, joint a (c), fournit [k(P) :
k] = D. Il résulte alors de la multiplicativité des degrés que les inégalités dans
(c) sont nécessairement des égalités. Le discriminant A € k(T) de P(T,Y) est
non nul (car y € N est séparable). Supposons de plus que A(tg) # 0 (ce qui
exclut un fermé propre). Alors le polynome P(T,y) = 0 n’a que des racines
simples (dans k ; 'extension k(P)/k, et donc aussi k(Pr)/k, est séparable. On
déduit alors du (a) que Aut(k(P)/k) = Gal(N/k(T)) et Aut(k(P)/k(Pr)) =
Gal(N/F). Les extensions résiduelles k(P)/k et k(P)/k(Pr) sont donc galoi-
siennes de groupe Gal(N/k(T)) et Gal(/N/F') respectivement.
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Les éléments 1,z,...,2471 € Al constituent une base de l'extension
F/k(T). Notons A, € k[T] le discriminant de cette base (qui est non nul).
En utilisant la proposition 2.3.1, on obtient que pour ty € A" (k) en dehors du
fermé de Zariski Z(A.), on a k(Pp) = k(2(Pr)) ou z(Pr) est 'image dans
k(Pr) de I'élément z € A’.. Son polynéme minimal sur k est de degré d et
divise p(to,Y'), qui est de degré d; on a donc p(tg,Y) irréductible. O

Remarque 2.6.2. — Si on ne suppose pas P(to,Y) irréductible dans k[Y],
la fin de la preuve donne plus généralement que pour tg € A" (k)\ Z(A), toute
extension résiduelle au-dessus de tg est k-conjuguée a une extension du type
E[Y]/(m) ou 7 est un facteur irréductible de p(tp,Y’) dans k[Y]. On va voir
plus bas que la réciproque est vraie (§2.6.3), de sorte que :

(*) Pour to € A"(k) sauf dans un fermé propre de Zariski, les extensions
résiduelles correspondent auz facteurs irréductibles de p(to,Y’).

On peut méme préciser que ce sont les idéaur marimaur Pr qui corres-
pondent aux facteurs irréductibles de p(to,Y). En effet, si Pi,... Py sont
les idéaux maximaux de A’ au-dessus de tg, alors A%/ ﬂ{zl P; est un k-
espace vectoriel, de dimension < [F' : k(T)| (k doit étre compris ici comme
E[T]/(T — to) et on utilise & nouveau A,(tg) # 0). Le lemme chinois (lemme
1.1.3) donne l'isomorphisme

f f
v/ (\Pi= [ A%/Pi

i=1 i=1
On déduit que la somme des degrés résiduels [A%/P; : k], ¢ = 1,..., f est
inférieure & [F : k(T)](7. D’apres le fait (*), cette somme est nécessairement
égale a [F : k(T)].

Un cas particulier est le suivant. Pour tout tg en dehors d’un fermé propre

de Zariski de A" (k), il y a équivalence entre
(i) Il n’y a qu’un idéal premier de A’ au-dessus de to, et
(ii) p(to, Y) est irréductible dans k[Y].

2.6.2. Spécialisation via les extensions spécialisées. — Soit P(T,Y) €
E(T)[Y] un polynome irréductible dans k(T)[Y] et tel que le corps de rupture
N/E(T) soit une extension galoisienne de k(T). Notons y1,...,yp les racines

(M (Ce fait est vrai plus généralement si k[T| est remplacé par un anneau noethérien et
intégralement clos : I’argument donné vaut dans ce cadre.
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de P dans k(t). Pour i = 1,..., D, on peut écrire
_ ai(T, )

Yi bi(T)
On note G le groupe de Galois Gal(IN/k(T)) et A(t) le discriminant de P par

rapport a Y.
On se donne aussi un corps intermédiaire F' entre k(T) et E et un élément

ou a; € k[T,Y] et b; € k[T]

primitif
= a(bf’Ty)l) ot a € k[T, Y] et b € k[T
de lextension F'/k(T). On notera p € k(T)[Y] le polynéme minimal de z sur
k(T). L’extension N/F' est galoisienne ; on note H son groupe de Galois.
Soit to un élément de k" pour lequel un morphisme de spécialisation ¢y,
est défini (définition 2.1.7). On suppose de plus que A(tg) # 0, b(tg) # 0 et

bi(tg) #0,i=1,...,d. On peut donc considérer les extensions “spécialisées”

{Nto = k(y1(to), - - -, ya(to)) = k(y1(to))

Fy, = k(2(t0)) =k (%>

Le diagramme suivant résume la situation.

- N N,
dn |
G F =t Fy,
- E(T) k
Théoréme 2.6.3. — On suppose les conditions précédentes satisfaites; en

particulier to est un point quelconque dans A" (k) en dehors d’un certain fermé
propre de Zariski. On a alors :
(a) Le corps Ny, est le corps de décomposition sur k du polynéme P(to,Y) ;
Uextension Ny, /k est galoisienne de groupe de Galois un sous-groupe de G.
(b) L’extension Ny,/Fy, est galoisienne de groupe de Galois un sous-groupe
de H.
(©) [Fio : K] < [F : K(T)]
(d) Si P(to,Y) est irréductible dans k[Y], on a

- p(to,Y) irréductible dans k[Y]

- Gal(IVg, /k) = G

- Gal(NtO/FtO) =H
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Ce résultat doit étre comparé au théoreme 2.6.1. Nous examinerons plus
précisément le lien au §2.6.3. Nous commencons par établir le lemme suivant,
classique pour r = 1. Pour tout anneau intégre x, on note k[[T — to]] 'anneau
des séries formelles

y(T) =Y an(T — to)
n>0
en les r variables T1 — to1, ..., T — to, (exemples 1.3.12) : les a, (T — tp) sont
des polynomes homogenes de degré n a coefficients dans k, (n > 0). On notera
K((T —tp)) le corps des fractions de x((T — tp)). Remarquons aussi que le
morphisme de spécialisation ¢y, : k[T] — K s’étend de fagon unique en un
morphisme k[[T — to]] — & : 'élément y(T) ci-dessus est envoyé sur ag.

Lemme 2.6.4. — Pourtouti=1,...,D, il existe une unique série formelle
Yi(T) = >0 @in(T — to) € K[[T —to]] telle que P(T,y;(T)) =0 et a;, =
yi(to). Plus précisément, cette série formelle est a coefficients dans k(y;(to)).

Démonstration. — 11 s’agit d’un cas particulier du lemme de Hensel (théoreme
1.3.14) : 'anneau A = g[[T — to]] a été défini comme le complété de x[T] pour
la métrique associée a I'idéal maximal I engendré par 11 —to1, ..., —tor; il
est donc hensélien. L’hypothese de simplicité des racines modulo I est garantie
par la condition A(tp) # 0.

Une alternative est d’expliciter la méthode de Newton dans ce cas parti-
culier. Fixons un indice ¢ € {1,...,D}. Par changement de variable, on se
ramene a la situation o tg = 0 = (0,...,0) et y;(tg) = 0. Pour tout entier
n > 0, la partie homogene de degré n dans P(T,y;(T)) est de la forme

D1 (O)CLZ,n(T) + Tn(T, ai7n_1(T), - ,Cbijl(T))

ou p1(T) est le coefficient de Y dans le polynéme P(T,Y) et r, est un po-
lynéme & coefficients dans k. L’hypothese A(to)c(to) # 0 donne que p1(0) #
0. L’unicité de la série recherchée en découle aussitot. Pour 'existence, on
considere la série formelle dont les parties homogenes a;,(T) sont définies
par la formule de récurrence précédente; cette série est limite dans 1’espace
métrique complet k[[T]] d’une suite de polynoémes qui est de Cauchy. Par
construction, cette série vérifie P(T,y;(T)) = 0. O

Démonstration du théoréme 2.6.3. — Par définition, le corps N, est le corps
de décomposition du polynéme P(tg,Y"), lequel n’a que des racines distinctes ;
N, est donc une extension galoisienne de k. D’apres le lemme 2.6.4, le
corps N est peut étre identifié (& k(T)-isomorphisme pres) au sous-corps
E(T,y1(T),...,yp(T)) du corps k((T — tg)). D’apres ce lemme, on a méme
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alors k(T,y1(T),...,yp(T)) C N, ((T — tp)). On peut étendre tout élément
7 € Gal(Ng,/k) en un k(T)-automorphisme de I'anneau N, [[T — to]] (en
faisant agir 7 sur les coefficients des séries formelles) et donc aussi en un
k(T)-automorphisme 7 du corps Ng,((T — tg)). L’extension N/k(T) étant
galoisienne, 7 laisse N invariant. La correspondance 7 — 7 définit un
homomorphisme

s : Gal(Ng, /k) — Gal(N/k(T))

Cet homomorphisme est injectif. Cela prouve (a).

Pour montrer (b), il suffit de montrer que s(Gal(Ny,/Fi,)) C H =
Gal(N/F). Soit prp(Y) le polynéome minimal de y; sur F : pr est dans
k[T,v(T)~L,2][Y], pour un certain v(T) € k[T,z] non nul. Supposons
v(tp) # 0. L’'image, notée pr(to,Y’), du polynoéme pp(Y) par ¢, est alors
dans Fi,[Y], et on a pp(tg, y1(to)) = 0. Considérons un élément 7 quelconque
dans Gal(Ni,/Fy,). L’automorphisme 7 envoie y;(tg) sur une racine y;(to)
du polynéme pp(tg,Y). Il en résulte que 7 envoie y; sur une racine de
pr(Y), c’est-a-dire un élément de N qui est F-conjugué a y; ; autrement dit
7T=s(r) € H.

11 résulte de p(T,z) = 0 que p(to,z(tp)) = 0. L’assertion (c) en découle
aussitot.

Supposons maintenant P(to,Y) irréductible dans k[Y]. Il résulte de
P(to,y1(to)) = 0 et Ny, = k(y1(to)) que [Ny, : k] = degy P = [N : k(T)].
D’apres (b) et (c), on a [Ny, : Fy,] < [N : F] et [Fy, : k] < [F : k(T)]. Il
résulte de la multiplicativité des degrés que ces inégalités sont nécessairement
des égalités. Vu ce qu’'on a déja montré en (a) et (b), le reste de (d) découle
immédiatement. O

Remarque 2.6.5. — A quelques modifications mineures pres, le §2.6.1 et le
§2.6.2 restent valables si k[T| est remplacé par un localisé k[T]a= ou A € k[T,
A # 0. Dans les énoncés sur t, ce changement n’affecte que le polynéme f de
la définition d’étre vrai en dehors d’un fermé propre de Zariski (on verra au
chapitre 3 que I'anneau k[T correspond a l'ouvert complémentaire du lieu
des zéros de A).

2.6.3. Lien entre les deux aspects. — Le §2.6.2 peut paraitre plus élé-
mentaire. Le §2.6.1 est plus général car il permet de définir les extensions
résiduelles pour tout tg € A" (k) (et pas seulement pour tout point en dehors
d’un fermé propre de Zariski). Quand les extensions sont galoisiennes, c’est
pour tout top € A"(k) qu’on a une formule pour le groupe de Galois résiduel.



88 CHAPITRE 2. EXTENSIONS INTEGRALES

Le lien entre les extensions spécialisées et les extensions résiduelles ne
peut se faire qu’en dehors d’'un fermé de Zariski. Nous gardons les nota-
tions précédentes. Nous allons comparer extensions résiduelles et extensions
spécialisées au niveau de l'extension F'/k(T).

Si ¢y, est un morphisme de spécialisation au-dessus de tg, son noyau est un
idéal maximal P au-dessus de ty. Réciproquement, si P est un idéal maximal
de A au-dessus de tg, le morphisme A% — A% /P est un morphisme de
spécialisation au-dessus de tg. Et il est clair que z [mod P| = ¢4, (2) = z(to).

De plus, on sait d’apres la proposition 2.3.1, que, pour tout tg € A"(k) en
dehors d’un fermé de Zariski, I'extension résiduelle Fp/k est engendrée par
z(tg). Cest-a-dire, Fp = Fy,. Conclusion : en dehors d'un fermé de Zariski,
extensions résiduelles et extensions spécialisées coincident.

On peut aussi maintenant conclure la remarque 2.6.2 : pour presque tout tg,
toute extension du type k[Y]/(m) ou 7 est un facteur irréductible de p(to,Y")
dans k[Y] est une extension résiduelle/spécialisée au-dessus de tg ; on utilise ici
le fait indiqué a la fin du §2.1.3 que ¢y, (y1) peut étre n’importe quelle racine
de p(to,Y).

2.7. Notes du chapitre 2



CHAPITRE 3

GEOMETRIE ALGEBRIQUE AFFINE

Ce chapitre est une introduction a la géométrie algébrique. Nous nous can-
tonnons pour l'essentiel a la géométrie algébrique affine. Nous commencgons
par la notion d’espace de Zariski qui fournit le cadre général ou peut étre
définie une topologie de Zariski. Les exemples fondamentaux sont 1’espace af-
fine A™(k), les spectres d’anneaux Spec A, Iespace projectif P"(k), les spectres
projectifs d’anneau gradué Proj A. Les deux premiers sont des exemples de
variétés affines pour lesquelles on peut en dire plus grace au Nullstellensatz et
que nous étudions en détail : irréductibilité, composantes, fonctions réguliéres,
fonctions rationnelles, morphismes, applications rationnelles. Nous terminons
par le cas particulier des courbes, pour lesquelles une étude plus poussée en-
core est possible, d’'une part par le dictionnaire avec les corps de degré de
transcendance un et leurs valuations discretes, d’autre part grace au théoreme
de Riemann-Roch.
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3.1. Espaces de Zariski

Nous commencons par la notion d’espace de Zariski. S’ils se situent au
départ dans un cadre purement ensembliste, ces espaces sont naturellement
munis d’une topologie. Les espaces de Zariski affines que nous développons en-
suite ont en plus une structure algébrique. On introduit également les notions
d’irréductibilité et de composantes irréductibles dans un espace topologique.

3.1.1. Marquage et espace de Zariski. — On se donne deux ensembles
E et H et on note respectivement P(E) et P(H) les ensembles de leurs parties.
La définition 3.1.1 généralise 'exemple fondateur, ot E est ’espace affine C"
et Z Papplication “lieu des zéros” de sous-ensembles de H = C[T1,...,T,].

Définition 3.1.1. — Une application Z : P(H) — P(E) est appelée mar-
quage de E par H (ou H-marquage de E) si elle satisfait les conditions sui-
vantes de décroissance et de stabilité par intersection et réunion finie :

(Déc) L’application Z est décroissante, Z(0) = E et Z(H) = 0.

(Stab/N) Pour tout S C P(H), on a ﬂ Z(9)=2Z( U S).
Ses Ses
(Stab/U¢) Pour tous S1,S2 € P(H), il existe S € P(H) tel que Z(S1) U

Z(S3) = Z(8).

On dit que (E, 2Z) est un espace de Zariski, marqué par H, ou que E un
H-espace de Zariski; H est Uensemble marqueur, E l’ensemble marqué.(t)

Comme les systémes d’équations pour 'espace affine, les sous-ensembles de
H permettent de marquer les sous-ensembles correspondants de E (au sens
de “mettre une marque qui détermine”). Le §3.2 donne trois autres exemples
classiques de marquages d’un espace F par un ensemble marqueur H.

Pour X € P(E), I'ensemble des S € P(H) tels que X C Z(S) est non vide
(puisque X C E = Z(0)) et admet un plus grand élément, qu’on note Z(X), a
savoir la réunion de tous ces sous-ensembles S (grace a (Stab/N)). On dispose

donc d’une application
Z:P(E)— P(H),

(W 1es données parfois non présentes dans la notation comme Z ou H sont supposées impli-
citement introduites, avec des notations qui vont de soi s’il n’y a pas de risque de confusion.
Ainsi le marquage d’un espace de Zariski E’ est naturellement noté Z’ et son ensemble
marqueur H’.
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appelée application marqueur ou marqueur de I'espace de Zariski. Pour tout
X € P(E) et tout S € P(H), on a l’équivalence :

X CZ(S)e SCIX).
Pour f € H et x € E, on note Z({f}) = Z(f) et Z({x}) = Z(x). Il résulte
de la condition (Stab/N) que Z(S) = (\;eg Z(f), pour tout S € P(H).

Le lemme suivant est pure théorie des ensembles. Sa preuve n’utilise que les
conditions (Déc) et (Stab/N) (et pas méme (Stab/Uy)).

Lemme 3.1.2. — Sous les conditions de la définition 3.1.1, on a les conclu-
stons suivantes :

(a) Les applications Z et T sont décroissantes, et pour tous X € P(E) et
S € P(H), on a les inclusions X C Z(Z(X)) et S C Z(Z(S)).

(b) En notant Fix(f) l'ensemble des points fizes s € S d’une application f :
S— 8, ona:

Z(P(H)) =Fix(Z0Z) et ZI(P(FE))=Fix(Zo2Z).
(¢) Pour X € P(E), le sous-ensemble Z(Z(X)) € P(E) est le plus petit
élément de Z(P(H)) contenant X .

(d) Pour S € P(H), le sous-ensemble Z(Z(S)) € P(H) est le plus petit élément
de Z(P(E)) contenant S.

(e) les applications S — Z(S) et X +— ZI(X) induisent des bijections
réciproques entre 'ensemble des X € P(E) tels que Z(Z(X))) = X et celui
des S € P(H) tels que Z(Z(S)) = S.

Preuve. — (a) La décroissance de Z est supposée dans I'hypothese (Déc). Le
reste de ’assertion découle immédiatement des définitions.

(b) Z(P(H)) = Fix(Z o Z) : il s’agit de vérifier qu'un élément X € P(F)
est de la forme Z(S) avec S € P(H) si et seulement si Zo0Z(X) = X. Le
sens réciproque (<=) est évident. Pour le sens direct (=), il faut voir que
Z(Z(Z(S))) = Z(S) pour tout S € P(H). Les deux inclusions (C) et (D) se
déduisent de la conclusion (a). On obtient Z(P(H)) = Fix(Z o Z) en vérifiant
similairement qu’un élément S € P(H) est de la forme Z(X) avec X € P(E)
si et seulement si Z o Z(S) = S.

(c) Soit X € P(E). Par définition, Z(Z(X)) est un élément de Z(P(H)) qui
contient X (par (a)). Ensuite, si Z(S) est un élément de Z(P(H)) contenant
X, on a, en utilisant (a), que S C Z(Z(S)) C Z(X) et donc Z(Z(X)) C Z(S).
(d) La preuve de (d) est similaire a celle de (c).
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(e) L’argument pour cette équivalence apparait déja dans (c) et (d) : si X C
Z(9), alors S C Z(Z(S)) C Z(X), ce qui donne le sens (=). Le sens réciproque
(<) est similaire.
(f) On vérifie immédiatement en utilisant (b) que les restrictions suivantes des
applications Z et 7 :
S [IPE) - ZPE) L [EPHE) - I(PE)
s = 2Z(9) X = I(X)

sont des bijections réciproques I'une de ’autre.

O

Remarque 3.1.3 (propriété duale de (Stab/N)). — Si Z : P(H)
P(E) est un marquage, 'application Z : P(H) — P(E) vérifie :
(Stab/N)* Si X C P(E) est une famille de sous-ensembles de E, alors

N zx)=2(J X).

Xex Xex
En particulier, T(X) = ﬂ Z(x), pour tout X € P(E).

zeX

L’inclusion (D) découle de la décroissance de 'application marqueur Z. Inver-
sement soit f € [\yxcy Z(X), c’est-a-dire : pour tout X € &, f € Z(X) ou
encore X C Z(f). Donc Uxcy X C Z(f), ou encore f € Z({Jxcr X). Le cas
particulier se déduit du cas général en écrivant X = [,y {z}.

3.1.2. Topologie de Zariski. — La définition 3.1.1 conduit naturellement
a la définition suivante.

Définition 3.1.4. — Si Z : P(H) — P(E) est un marquage, les ensembles
Z(S) avec S € P(H) sont les fermés d’une topologie sur ’ensemble E appelée
la topologie de Zariski de E (relative au marquage Z).

Le lemme 3.1.2(c) montre que pour tout X € P(E), on a Z(Z(X)) = X.

On en déduit aussi Z(X) = Z(Z(Z(X))) = Z(X).®
La terminologie introduite dans la définition suivante provient du contexte
algébrique de la suite.

Définition 3.1.5. — Pour f € H, l'ensemble algébrique Z(f), sl est dis-
tinct de E, est appelé hypersurface. Son complémentaire dans E' est noté D(f).

Tout fermé propre F' = Z(S) (S € P(H)) est contenu dans une hypersurface
Z(f), avec f € H : cela résulte de la propriété Z(S) = (\;cq Z(f). De facon

) La formule générale X UY = X UY donne aussi : Z(Z(X UY)) = Z(Z(X)) U Z(Z(Y)).
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équivalente, tout ouvert non vide U contient un ouvert non vide du type D(f)
avec f € H. Les ensembles D(f) ou f € H constituent une base d’ouverts de
la topologie de Zariski.

La définition 3.1.6 montre que la topologie de Zariski induite est une topo-
logie de Zariski.

Définition 3.1.6. — Soient E un espace de Zariski et Z : P(H) — P(E)
le marquage associé. Soit K C H un sous-ensemble tel que Z(P(H)) C
Z(P(K)); on dit que K est un sous-ensemble représentatif de H pour le mar-
quage Z. Si U un sous-ensemble de E, I’application
k. [P(K) = PU)
Zi
S = Z(S)NU

définit un marquage de U par K appelé marquage simplement induit sur U
par K. Si K n’est pas précisé, on convient tacitement que K = H.

On voit que la topologie de Zariski sur U donnée par le marquage simple-
ment induit Z[If est la topologie induite sur U de la topologie de Zariski de
I’espace ambiant F.

Le marqueur Z5 : P(U) — P(K) de l'espace de Zariski simplement induit
(U, 2[) est définie par :

TE(X) =I(X) N K pour tout X € P(U).
En effet, pour X € P(U), les inclusions
XCZ2(Z(X)NUCZI(X)NK)NU = Z5(Z(X)N K)
donnent l'inclusion (D). Linclusion (C) résulte de X C ZF(ZH (X)) C
Z(TH (X)), qui donne T (X) C Z(X), et de I'inclusion évidente ZFf (X) C K.

3.1.3. Espaces de Zariski affines. —
3.1.8.1. Définitions. —

Définition 3.1.7. — Etant donné un anneau A, une application Z : P(A) —
P(E) d'un ensemble E par l'ensemble A est appelé marquage affine si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(Déc) L’application Z est décroissante, Z(0) = E et Z(1) =0 4.

(Stab/N) Pour tout S C P(A), on a ﬂ Z(8)=Z2( U S).
Ses Ses

®)Le mot “simplement” est ajouté pour distinguer cette induction d’autres A venir.
11 est équivalent de supposer Z(1) = 0 ou Z(H) = () comme dans la définition 3.1.1.
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(Comp/x) Pour tous fi, fo € A, on a Z(f1f2) = Z(f1) U Z(f2).
(Comp/Id) Pour tout S € P(A), on a Z(S) = Z((5)).

On dit que E est un espace de Zariski affine marqué par A ou que F est un
A-espace de Zariski affine. Dans ce contexte affine, 'ensemble Z(S) est appelé
l’ensemble algébrique associé a S.

Par la condition (Comp/Id), la valeur Z(S) ne dépend que de 'idéal (S) C
A. En particulier Z(f) = Z({f)) si f € A. D’autre part, le marquage Z :
P(A) — P(E) est déterminé par sa restriction Z : Zd(A) — P(E) a l’ensemble
Zd(A) des idéaux de A (qu’on peut voir comme la donnée du marquage).

Remarque 3.1.8. — (a) Un espace de Zariski affine est un espace de Zariski.
La condition (Stab/Uy) de stabilité par réunion finie de la définition 3.1.1 qui
n’apparait pas dans la définition 3.1.7 résulte des autres conditions. On a méme
cette version algébrique plus forte :

(Stab/Uf)alg Pour S1,S55 € P(A) et en posant J; = (S;) (i=1,2), on a
Z(Sl> U Z(SQ) = Z(Jl) U Z(JQ) = Z(J1J2) = Z(Sng) = Z(Jl N Jg).

La premiere égalité résulte des définitions et la troisieme du fait que 'idéal
J1Jo est engendré par S1.52 = {s1s2|s1 € S1, s2 € S2}. Démontrons la seconde.
Pour i = 1,2, il découle de J1Jo C J; que Z(J;) C Z(J1J2). Cela fournit
I'inclusion (C). Inversement, si un élément z ¢ Z(S1) U Z(S2), alors, pour
i =1,2, il existe f; € S; tel que x ¢ Z(f;) (par la formule Z(S;) = (;cq, Z2(f)
déja vue au §3.1.1 ). L’hypothese (Comp/x) entraine que = ¢ Z(fif2). En
particulier x ¢ Z(J;J2). Enfin, on déduit I'égalité Z(J1J2) = Z(J1 N J2) de
JiJoCJiNJCJ,i=1,2.

(b) Une conséquence de la condition (Comp/x) est que si u € A*, alors
Z(u) = 0. Par ailleurs Z(0) = Z((0)) = E. D’ou, si A est un corps, tout
A-marquage affine d’un ensemble F est “triviale” : Z(0) = E et Z(S) =
pour tout S € P(H) \ {{0} }.

(c) La condition (Comp/Id) peut étre remplacée par la condition

(Comp/+) Pour tous fi, fo € A, on a Z(f1) N Z(f2) C Z(f1 + f2).

qui, sous les conditions (Déc) et (Stab/N), équivaut a (Comp/Id). En effet,
sous (Comp/+), linclusion (D) dans Z(S) = Z((S)) résulte de S C (S),
et I'inclusion (C) s’obtient en écrivant Z((S)) = (¢(sy Z(f). La condition
(Comp/+) se déduit réciproquement de (Comp/Id) en écrivant : Z(f1) N

Z(f2) = Z({f1, f2}) = Z((f1, f2)) C Z(f1 + f2).
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(d) Il résulte de la condition (Comp/Id) que le marqueur Z : P(E) — P(A)
est a valeurs dans Zd(A). En particulier, pour tout = € F, 'ensemble Z(x) est
un idéal. La condition (Comp/x) entraine que cet idéal est premier.

Exemple 3.1.9. — L’espace affine A"(k) ave k un corps et n > 1 et les
spectres Spec A d’anneaux, introduits au §3.2 sont des exemples typiques d’es-
paces de Zariski affines. Leurs sous-ensembles, munis du marquage simplement
induit, en sont d’autres.

3.1.8.2. Propriétés des espaces de Zariski affines. —

Proposition 3.1.10. — Soient A un anneau , E un espace de Zariski affine
et Z : P(A) — P(FE) le marquage correspondant.

(a) Pour X € P(E), l'ensemble Z(X) est le plus grand idéal J de A tel que
X C Z(J). L’ensemble I(X) est appelé le systéme d’équations de X .

(b) Pour X € P(E), l'idéal Z(X) est radiciel et pour J € Zd(A), on a :
Z(J") = Z(J) pour tout n > 1
Z(J) = Z(J)
VI CI(Z(J)).

(c) Les applications J — Z(J) et X — Z(X) établissent une correspondance

bijective entre les sous-ensembles algébriques X C E (c’est-a-dire ceux tels que

Z(Z(X))) = X) et les idéauz J € Td(A) tels que Z(Z(J)) = J ©).

Preuve. — (a) Pour X € P(FE), 'ensemble Z(X) est, par définition, le plus
grand des sous-ensembles S € P(H) tels que X C Z(5). La conclusion résulte
des égalités Z(S) = Z((9)).
(b) Soient X € P(E). L'inclusion /Z(X) D Z(X) est banale. Pour 'inclusion
(Q), fixons f € \/Z(X) : il existe un entier n tel que f™ € Z(X). De fagon
équivalente X C Z(f"). Comme Z(f") = Z(f) par (Stab/Uy),,,, on obtient
X C Z(f) et donc f € Z(X).

Soit J € Zd(A). La conclusion Z(J") = Z(J) (J € Zdg(A) et n > 1)
est un cas particulier de (Stab/Uy),,,. L'inclusion Z(J) 5 2 (v/J) provient de

al

J c V. Inversement, soient = € Z(J) et f € VJ. 1l existe n € N tel que
f* € J.On aalors z € Z(f") = Z(f). Puisque f est arbitraire dans v/.J, on
conclut que z € Z(v/J), ce qui clot la preuve de Z(J) = Z(+/J). Jointe au
lemme 3.1.2(a), cette égalité donne vJ C Z(Z(VJ)) = Z(Z(J)).

() Ces idéaux, tels que Z(Z(.J)) = J, sont nécessairement radiciels : Pinclusion v/J C Z(Z(J))
du (b) donne v/J C J et Pinclusion inverse est toujours vraie.
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(c) Les idéaux J € Zd(A) tels que Z(Z(J)) = J sont exactement les sous-
ensembles S € P(A) tels que Z(Z(S)) = S. L’énoncé devient alors une
réécriture du lemme 3.1.2(e) O

D’apres ’énoncé (b) ci-dessus, pour tout X € P(FE), I'idéal Z(X) est radiciel.
On appelle anneau de coordonnées de X I'anneau quotient A(X) = A/Z(X),
lequel n’a pas d’élément nilpotent non nul. Si X € P(FE) est fermé, il s’écrit

X = Z(J) avec J =I(X).

3.1.4. Irréductibilité et composantes irréductibles. —

3.1.4.1. Espace topologique irréductible. — La notion d’irréductibilité qui
joue un role important en géométrie algébrique est purement topologique.

Définition 3.1.11. — Un espace topologique non vide E est dit irréductible
s’il satisfait les conditions équivalentes suivantes :

(i) Toute intersection de deux ouverts non vides est non vide.

(ii) Toute réunion de deux fermés propres est distincte de E.
(iii) Tout ouvert non vide est dense.

(iv) Tout fermé propre est d’intérieur vide.

(v) Tout ouvert est connexe.

Preuve des équivalences. — L’équivalence des conditions (i), (ii), (iii), (iv) est
claire. Montrons (i) < (v). Si U est un ouvert non vide de E et qu’on suppose
(i), U ne peut étre réunion disjointe de deux ouverts non vides Uy N U et
Us NU de U (avec Uy et Us ouverts de E) car Uy N U NU # 0 cela prouve
(v). Réciproquement, étant donnés deux ouverts Uy, U non vides de X, si (v)
est vrai, U; U Uy est connexe, et donc Uy N Us # (). O

On voit aisément que tout ouvert non vide d’un espace irréductible est
irréductible, et que si A est un sous-ensemble irréductible d’un espace topo-
logique E, tout sous-ensemble B tel que A C B C A est irréductible (noter
que si U est un ouvert de E tel que U N B # (), alors U N A # (0, et vérifier la
caractérisation (i)).

L’espace affine A"(k) est un exemple simple d’espace irréductible. On le
vérifie au §3.2.1 apres avoir défini précisément A" (k) (remarque 3.2.2(b)).

3.1.4.2. Composantes irréductibles. —

Définition 3.1.12. — On appelle composante irréductible d’'un espace topo-
logique E tout fermé irréductible maximal de F.
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Si E est irréductible, il est sa seule composante irréductible. On considere
que ’ensemble des composantes irréductibles de X = () est I’ensemble vide.
La proposition 3.3.17 décrira plus précisément les composantes irréductibles
d’un espace muni de la topologie de Zariski.

3.1.4.3. Sous-ensemble génériquement dense. — La propriété que la
définition 3.1.13 ci-dessous dégage est typiquement satisfaite par l'espace
affine A" (k) classique vu comme sous-ensemble de I’espace affine spectral A}’ ;
voir ’exemple 3.3.2.5.

Définition 3.1.13. — Un sous-ensemble X # () d’'un espace topologique E
est dit génériquement dense dans E si pour tout fermé irréductible F' C F tel
que XNF#0,ona XNF=F©),

En particulier, si F est irréductible, X est dense dans E. Ce n’est pas
vrai en général : en anticipant sur le §3.2, si F est la réunion des deux axes
de coordonnées du plan, c’est-a-dire, E = Z(x) U Z(y) dans A%(C), I'ouvert
X = En{y # 0} = Z2(z)\ {(0,0)}, c’est-a-dire 'axe Oz privé de O, est
génériquement dense mais n’est pas dense dans F.

Proposition 3.1.14. — Soit E un espace topologique.

(a) Tout ouvert non vide U de E est génériquement dense dans E.

(b) Si un sous-ensemble X est génériquement dense dans E et que O est un
ouvert de E, alors X N O est génériquement dense dans O.

(c) Si un sous-ensemble X est génériquement dense dans E et que A est un
fermé de E, alors X N A est génériqguement dense dans A.

Preuve. — (a) Si F est un fermé irréductible de E tel que U N F # (), alors,
par la condition (iii) de la définition 3.1.11, I'ouvert U N F' C F est dense.
(b) Soit F un fermé irréductible de O. On a F'= ONF. Supposons (X NO)N
F # (). Le fermé F de F est irréductible et vérifie XNF # (). L’hypotheése donne
donc X N F = F. Cela entraine que ’adhérence de (XNO)NF dans O est égale
a F, c’est-a-dire la conclusion souhaitée. En effet, I'inclusion (C) est claire.
Détaillons 'autre. Soient z € F' et UNO est un ouvert de O contenant x (avec
U ouvert dans E). 1l s’agit de voir que (UNO)N(XNONF)=UNXNF # 0.
Commez € FC XNF,ona(UNO)N(XNF)#0, soit UNXNF # ()
(puisque ONF = F).

(6)Cela entraine que X D F mais la condition X N F = F est strictement plus forte : pour
X=(R\QU{0}et F=QdansR,ona X =R D F mais X N F = {0} # F.
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(c) Soit F un fermé irréductible de A tel que X N AN F # (). Alors F est un
fermé irréductible de E et X N F # (). L’hypotheése donne donc X N F = F,
ce qui se réécrit (X N A)NF = F puisque F C A. O

3.2. Exemples fondamentaux d’espaces de Zariski

Les exemples fondamentaux d’espaces de Zariski sont 1’espace affine A" (k),
le spectre Spec A d’un anneau, 1'espace projectif P"(k) et le spectre projectif
Proj A d’'un anneau gradué. Nous introduisons ces environnements classiques
dans les sous-sections suivantes (§3.2.1- 3.2.4) en les replagant dans le contexte
de la section précédente.

Les quatre sont des espaces de Zariski. Les ensembles marqueurs H sont tous
des sous-ensembles d’un anneau A et on vérifie aisément que les applications
Z :P(H) — P(E), en plus des conditons de la définition 3.1.1, satisfont les
conditions suivantes de compatibilité avec les lois de ’anneau :

(Comp/x) Pour tous fi, fo € H, on a Z(fif2) = Z(f1) U Z(f2), et

(Comp/Id) Pour tout S € P(H), on a Z(5) = Z((S))NH,
ot (S) C A est l'idéal engendré par S.

Dans le cas de A"(k) et de Spec A, I’ensemble marqueur H est 'anneau A
lui-méme : ce sont des espaces de Zariski affines. Dans le cas de P"(k) et de
Proj A, H est un sous-ensemble strict de A ; ce sont des espaces de Zariski en
un sens plus général.

On notera que la condition (Comp/x) entraine que pour tous Si, Sy €
P(H), on a Z(5152) = Z(51) U Z(S2), ce qui fournit la condtion (Stab/Uy)
de stabilité par réunion finie de la définition 3.1.1 (voir Remarque 3.1.8).

Etant donné un anneau A, on note Zd(A) I’ensemble de ses idéaux.

3.2.1. L’espace affine A"(k). — Etant donnés un anneau intégre k et un
entier n > 1, espace affine A" (k) est I'espace de Zariski affine défini ainsi :

- l'ensemble marqué E est lensemble A™(k) des n-uplets (ai,...,a,) a
composantes dans k,

- Pensemble marqueur H est anneau A = k[T},...,T),], et

- le marquage Z : P(A) — P(E) est défini par : pour S € P(A),
Z(S) ={(a1,...,an) € A"(k)| P(a1,...,an) = 0 pour tout P € S}.

Ou, de fagon équivalente, on peut se donner une application Z : Zd(A) —
P(E), définie pour tout J € Zd(A) par :
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Z(J)={(a1,...,an) € A™(k)| P(a1,...,a,) =0 pour tout P € J}.

Comme l'anneau k[T71,...,T,] est noethérien, on peut trouver un sous-
ensemble fini S C J tel que Z(J) = Z(9).

La définition générale de I’application marqueur Z : P(E) — P(A) (§3.1.1)
donne ici que, pour tout X C A"(k), 'ensemble Z(X) est le plus grand des
idéaux de A = k[T1,...,T,] dont les éléments s’annulent sur X, soit

I(X)={f €klTh,...,T,]| f(z) =0 pour tout z € X}.
Pour f € k[T,...,T,]),onaD(f) = {(a1,...,a,) € A"(k)| f(a1,...,ay) # 0}.

Ezemple 3.2.1. — La droite affine A}. Pour n = 1, les fermés Z(.J) de la
topologie de Zariski sont les parties finies de Al(k) et P'ensemble Al(k). Les
ouverts sont les complémentaires de parties finies et ’ensemble vide.

Remarque 3.2.2. — (a) Les sous-ensembles finis de A™(k) sont fermés pour
la topologie de Zariski : tout singleton {(a1,...,a,)} s'écrit Z(Th —aq,...,Tq—
agq). Cependant, la remarque (b) ci-dessous montre que, si k est infini, la to-
pologie de Zariski n’est pas séparée. Si k est fini, la topologie de Zariski sur
A" (k) est la topologie discrete (séparée).

(b) Irréductibilité de l’espace affine. Si k est infini, 'espace affine A™(k) est
irréductible. En effet, si la condition (ii) de la définition 3.1.11 n’était pas satis-
faite, il existerait deux hypersurfaces Z(P) et Z(Q) avec P,Q € k[T1,...,T)]
non nuls tels que A" (k) = Z(P) U Z(Q). On aurait alors A"(k) = Z(PQ). Si
k est infini, cela entraine que PQ = 0, ce qui contredit P # 0 et QQ # 0.

(c) Il résulte de (b) que si X C A™(k), alors

- ou bien X est contenu dans un fermé propre Z(J) de A"(k) (et donc dans
une hypersurface), et alors X est d’intérieur vide (par la condition (iv) de la
définition 3.1.11),

- ou bien X est dense dans A"(k), et alors, X est d’intérieur non vide si et
seulement si X contient le complémentaire D(f) d'une hypersurface de A" (k).

3.2.2. Spectre d’un anneau. —

3.2.2.1. Marquage spectral. — Pour un anneau A donné, le spectre de A, noté
Spec A, est I'espace de Zariski affine défini comme suit :

- ’'ensemble marqué F est I’ensemble Spec A des idéaux premiers de A,

- 'ensemble marqueur H est I’anneau A, et

- le marquage de Spec A, dit marquage spectral, est 'application Z : P(A) —
P(FE) définie pour tout S € P(A) par
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Z(S) ={p € SpecA[p D S},
ou, de facon équivalente comme Papplication Z : Zd(A) — P(E) définie pour
J € Td(A) par Z(J) = {p € SpecA|p D J}.

La définition de l'application marqueur Z : P(E) — P(A), donne ici que,
pour tout X € P(FE), 'ensemble Z(X) est le plus grand des idéaux J tels que
X C Z(J), c’est-a-~dire tels que p D J pour tout p € X. On a ainsi :

ﬂp

Pour f € A, on a D(f )—{pGSpecA|f§ép}

Remarque 38.2.3. — Pour tout p € SpecA, on a Z({p}) = p et {p} =

Z(Z({p})) = Z(p). On dit que p € SpecA est un point fermé si {p} = {p}.
Cela revient a dire que Z(p) = {p}, c’est-a-dire : p est un idéal maximal de A.

Exzemple 3.2.4. — (a) Le spectre SpecZ est I'ensemble formé des idéaux
premiers pZ, ou p est un nombre premier, et de I’idéal nul. Pour tout n € Z,
Iensemble Z(nZ) correspond a ’ensemble des diviseurs premiers de n. Pour
X C SpecZ correspondant a un ensemble de nombres premiers, ’ensemble
Z(X) est I'idéal de Z engendré par le produit de ces nombres premiers si X
est fini, et par 0 si X est infini.

(b) Pour tout anneau inteégre k, on définit [’espace affine de dimension n > 1
sur k par

A} = Spec k[T, ..., T,].

Si k est un corps, les idéaux maximaux (17 — aq,...,T, — ay) correspondent
a des points (ay,...,a,) € k™. Un tel point est dans un fermé Z(J) si et
seulement si (71 — aq,...,T, —a,) D J, ce qui signifie que P(aq,...,a,) =0

pour tout P dans J. Si n = 1, la droite affine A11€ correspond a ’ensemble
constitué des polynomes irréductibles dans k[T'], & une constante multiplicative
pres, et de I'idéal nul. Si k est algébriquement clos, A,lc est en bijection avec
kU {{(0)}.

(c) Si k est un corps, Spec k est un singleton, constitué de 'idéal nul.

3.2.2.2. Nullstellensatz spectral. — Le résultat suivant est un analogue spec-
tral du Nullstellensatz (théoreme 3.3.10).

Proposition 3.2.5. — Soient A un anneau et Z le marqueur de Spec A.
Alors, pour tout idéal J de A, on a T(Z(J)) = +/J. En particulier, Z(J) = ()

st et seulement si J = A.
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Preuve. — Soit J un idéal de A. L’identité annoncée découle des définitions :
I(ZWJ)= () p=[)p=VJ]
peEZ(J) pDJ
La seconde affirmation se déduit aisément. O

3.2.3. L’espace projectif P"(k). — Etant donnés un anneau intégre k et
un entier n > 1, l'espace projectif P (k) est I'espace de Zariski défini ainsi :

- Pensemble marqué E est l’espace projectif P"(k), lequel est défini comme
Pensemble des classes d’équivalence (ag : ay : -+ : a,) de (n + 1)-uplets
(ag,a1,...,a,) & composantes dans k, non toutes nulles, regardés modulo
la relation d’équivalence identifiant tout (n + 1)-uplet (ag,a1,...,a,) a
(Aag,,...,Aay,), pour tout A € k\ {0}.

- Pensemble marqueur est le sous-ensemble H C k[T, T4, ..., T,] constitué des
polynomes homogenes,

- le marquage Z : P(H) — P(FE) est défini, pour tout S € P(H), par :

Z(8)={(ap:a1:-- :a,) € P"(k)| P(ag,a1,...,a,) =0 pour tout P € S}.

La définition de I’application marqueur Z : P(E) — P(A) donne que, pour
X C P*"(k), Z(X) est le plus grand des sous-ensembles de H dont les éléments
s’annulent sur X, soit

Z(X)={fe€ H| f(x) =0 pour tout z € X}.

Pour f € H,on a D(f) = {(ag:a1:--- :a,) € P*"(k)| f(ag:ai:--- :ay) # 0}.

L’ensemble HT constitué des polyndmes homogenes non constants et du
polynéme nul vérifie Z(H') = 0; 'ensemble H™ est dit irrelevant. De plus,
l'idéal (H*) = (xg,...,2,) est un idéal premier de Panneau k[xo, ..., z,], qui
est maximal si k est un corps.

3.2.4. Spectre projectif d’'un anneau gradué. — Soit A = ©4>044 un
anneau gradué.

Rappel : Un anneau gradué est un anneau A donné avec une décomposition
A = ®g>0Aq comme somme directe de groupes abéliens A, telle que pour
d,d >0, Ag- Ay C Agrq. Les éléments de Ay sont dits homogénes de degré
d. I’exemple de base est ’anneau de polynomes k[zg, z1, ..., x,] sur un corps
k avec Ay égal a l'ensemble de tous les polynémes homogenes de degré d
et du polynéme nul (d > 0). Un idéal J € Zd(A) est dit homogéne sl est
engendré par des éléments homogenes. On note Zdg(A) 'ensemble de tous
les idéaux homogenes de A. La stabilité de Zdy(A) par somme finie, produit
fini, intersection finie et radical est classique. On rappelle aussi qu'un idéal
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homogene J est premier s’il satisfait la condition ab € J = a € Joub e J
pour tous éléments homogénes a,b € A.

Le spectre projectif Proj A de A est I'espace de Zariski défini comme suit :

- ensemble marqué F est 'ensemble Proj A des idéaux premiers homogenes
de A ne contenant pas l’ensemble H = | J 450 Ad;

- I’'ensemble marqueur est I’ensemble H = (J;~,Aq des éléments homogenes
de A, et N

- le marquage Z : P(H) — P(E) est défini, pour tout S € P(H) par

Z(S) = {p € Proj(4) [p D S}.

L’application marqueur Z : P(E) — P(H) s’obtient ainsi : pour tout X €
P(E), Z(X) est le plus grand des sous-ensembles S C H tels que p D S pour
tout p € X :

Z(X)= ([ pNH.
peX
Pour f € H, on a D(f) = {p € ProjA| f ¢ p}. Dans cette situation, on a
aussi Z(HT) = 0.

Remarque 3.2.6. — L’ensemble Proj A est un sous-ensemble de Spec A
et peut donc étre muni du marquage simplement induit Zp,oj4 : P(4) —
P(Proj A) par le marquage Z de Spec A.

Définition 3.2.7. — Pour tout anneau integre k, on définit I’espace projectif
de dimension n > 1 sur k par P} = Proj k[To, T1, ..., Ty].

3.3. Variétés affines

Les prototypes d’espaces de Zariski affines sont les varié¢tés affines et les
variétés quasi-affines.

3.3.1. Définitions. —
3.8.1.1. Variétés affines. —

Définition 3.3.1. — On appelle variété affine tout fermé Y d’un espace de
Zariski affine E' de I'un des deux types ci-dessous :

- type classique : E = A™(k) avec k corps algébriquement clos et m > 1,

- type spectral : E' = Spec A, avec anneau A noethérien (qui contient en parti-
culier le sous-type E = A}" avec k corps quelconque),

On appelle variété quasi-affine un ouvert d’une variété affine.
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Pour simplifier, notons, pour les deux types, Zy le marquage de F et A
lanneau marqueur (A = k[Uq,...,Up] pour le type classique). Une variété
affine Y s’écrit Y = Zy(I) pour un idéal I de A. On peut prendre I = Zy(Y).

La variété affine Y peut étre munie du marquage simplement induit (Z)y
qui, comme on le vérifie aisément, demeure un marquage affine. On peut munir
aussi Y de son marquage naturel (Zp); comme défini ci-dessous.

Proposition 3.3.2. — Soient A un anneau, I un idéal de A, s: A — A/I
la surjection canonique et (E,Z) un A-espace de Zariski affine. L’application
P(A/I) — P(Z())

Z] .
s(S) = Z(9)nZ)
est un marquage affine du sous-ensemble algébrique Z(I) C E par 'anneau
A/I, appelé marquage induit de Z par quotient. L’application marqueur Ly :
P(Z(I)) — Zd(A/I) est donnée par :
Z1(X) = s(Z(X)) pour tout X € P(Z(I)).
L’anneau de coordonnées Ar(X) = (A/I)/I;(X) est isomorphe a A(X).

Démonstration. — laissée en exercice. O

Définition 3.3.3. — Le marquage (Zy); induit de Zy par quotient par J est
appelé marquage naturel de la variété affine Y.

L’anneau marqueur maturel correspondant est ’anneau de coordonnées
Ao(Y) = A/Zp(Y) de Y. On notera que Y est un espace de Zariski affine
pour ce marquage, avec méme anneau de coordonnées que pour le marquage
simplement induit, & savoir Ay(Y) = A/Zy(Y).

Remarque 3.3.4. — (a) Dans le cas spectral E = Spec A, l'identification
entre les éléments du fermé Z(I) (les idéaux premiers de A contenant I) &
ceux de Spec A/I (les idéaux premiers de A/I) permet de voir le marquage
naturel de la variété affine Z(I) comme le marquage spectral de Spec A/I.

(b) Pour une variété affine Y contenue dans A"(k) ou dans A}, I'anneau

Ao(Y) = k[Ui,...,Upn]/Zo(Y) est une k-algebre de type fini sans éléments
nilpotents (puisque Zp(Y') est radiciel). Inversement toute telle k-algebre 4
est 'anneau de coordonnées d’une variété affine : prendre pour I le noyau
d’un morphisme surjectif k[Uy,...,U,] — A, qui existe pour n supérieur au
nombre d’éléments d’un systéeme générateur de A.
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3.8.1.2. Variétés quasi-affines. — Une variété quasi-affine X’ s’écrit sous la
forme X’ = O N F avec O ouvert et F fermé de E. L’adhérence X’ = X est
une variété affine et on peut prendre F = X, c’est-a-dire X' = O N X, On
a de plus Zo(X') = Zo(X') = Zo(X) et Ao(X') = Aog(X).

Une variété quasi-affine X’ est un espace de Zariski affine, par simple in-
duction d’un marquage affine de ¥ ou de X. Mais il y a un marquage plus
naturel. Le marquage naturel de X est (Zg); ot I = Zy(X). Comme X’ est un
ouvert de X, on peut munir X’ d’un marquage induit par fractions de (Zy)y,
comme expliqué ci-dessous.

Soient (EF, Z) un A-espace de Zariski affine et O C E un ouvert non vide.
Pour tout = € O, I'idéal Z(z) C A est premier. L’ensemble

So= () A\Z(z).
€0
est une partie multiplicative de A, qui correspond a l’ensemble des éléments

s € A qui ne “s’annulent” sur aucun élément x € O (au sens ou x ¢ Z(s) pour
tout z € O).
Proposition 3.3.5. — On notei: A — 5’51A le morphisme canonique.
(a) L’application Z/g,, : P(S;tA) — P(O) définie sur les singletons {x} C
SalA par :

r=afs = Z5,(r)=2(a)N0O (acAsecSo),
et étendue a P(SalA) par la condition (Stab/N) est un marquage affine de
lowvert O par l'anneau S5 A. Si J € Id(S;'A), on a :

Z/50(T) = 2(i71(T))n0.®)
(b) L’application marqueur Z;s,, : P(O) — Zd(S,'A) est donnée par :
Tj5o(X) = (Z(X))51, (X € P(O)).

En conséquence l'anneau de coordonnées A;s,(0) = SalA/I/SO (O) est iso-
morphe & lanneau de fractions s(So) "t A(O), ou s : A — AJZ(O) est la
surjection canonique.

Démonstration. — laissée en exercice. ]
Définition 3.3.6. — On appelle marquage naturel de la variété quasi-affine

X' le marquage ((20)r1)/s, -

(M Pour I'inclusion O N X’ C X', noter que X C F, ce qui donne ONX CONF = X'.
(®)On peut alternativement prendre cette formule comme définition de Z /50 (J) puis observer
que pour x = a/s, on a Z,g,,(x) = Z(a) N O, pour ensuite vérifier la condition (Comp/x).
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L’anneau marqueur naturel de X' est
So' ((Ao)1(X)) = S5 (A/T).
On a de plus :
((IO)I)/SO (X/) = <SI(IO(X,))>551AO(X) = <51(IO(X))>S51AO(X) = <0>a
L’anneau de coordonnées naturel de X’ est donc A(X') = Sal(A/I).

3.8.1.8. Variétés quasi-projectives. — Pour étre complet, nous introduisons
la notion de variété projective et de variété quasi-projective.

Définition 3.3.7. — On appelle variété projective tout fermé Z(I), d'un es-
pace de Zariski de I'un des deux types ci-dessous :

- type classique : P"(k) avec k corps algébriquement clos et n > 1, ou

- type spectral : Proj A avec A anneau gradué noethérien (qui contient en
particulier le type P} avec k corps quelconque).

On appelle variété quasi-projective un ouvert d’une variété projective.

3.3.2. Nullstellensatz. — Ce résultat, appelé théoréme des zéros de Hilbert
en francais, est fondamental en géométrie algébrique. Comme on le verra, son
cadre naturel est celui des variétés affines; voir en particulier le théoreme
3.3.13.

3.8.2.1. Lemme de Zariski. — L’énoncé suivant, le lemme de Zariski, découle
du théoreme 2.1.4. On donne aussi un argument alternatif dans la preuve
ci-dessous qui n’invoque pas le théoreme 2.1.4.

Corollaire 3.3.8. — Soient k un corps et B une k-algébre de type fini. Si B
est un corps, alors c’est une extension algébrique de k (de degré fini sur k).

Démonstration. — (argument 1). D’apres le théoréme 2.1.4 (cas particulier
1), I'inclusion k — k se prolonge en un morphisme B — k. Si B est un corps,
ce morphisme est injectif.

(argument 2). Soit {x1,...,x,} un systeme générateur de la k-algeébre B ; on a
B = k[x1,...,z,]. Supposons que B soit un corps et établissons le résultat par
récurrence. Sin = 1 et que k[z1] est un corps, on sait que 1 est nécessairement
algébrique sur k.

Supposons n > 2. Par hypothese de récurrence, B est de degré fini sur k(z1).
Si xp est algébrique sur k, la démonstration est terminée. Supposons que z;
soit transcendant sur k. Grace a l’algébricité de B sur k(z1), on peut trouver
a € k[z1] non nul tel que axs,...,azr, soient entiers sur k[z;]. Il en résulte
que pour tout z € B = k[z1][z2,. .., xy], il existe un entier m > 1 tel que a™z
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soit entier sur k[z1]. Pour z = 1/b avec b € k[z1] premier & a, on obtient une
contradiction, puisque a™z = a" /b étant dans k(x;) et entier sur I'anneau
intégralement clos k[x1] devrait appartenir a k[z1]. O

3.8.2.2. Nullstellensatz faible. —

Corollaire 3.3.9 (Nullstellensatz faible). — Soient k un corps algébri-
quement clos. Les idéaur mazimauz de 'anneau de polynomes k[T1,...,T,)
sont les idéaux du type (Ty — aq,...,Tp — an) 0t (aq,...,q,) € k™.

Preuve. — Unidéal du type indiqué (T1—ay, ..., T, —a,) est maximal puisque
c’est le noyau de I'homomorphisme surjectif k[T4,...,T,] — k envoyant T;
sur a;, @ = 1,...,n. Inversement, si M C k[Ty,...,T,] est un idéal maxi-
mal, le corollaire 3.3.8 fournit un isomorphisme entre k[T1,...,T,]/M et k.
Soient ay,...,ay les images respectives de T1,...,7T;, par cet isomorphisme.
Par construction, on a (11 — o, ..., T, — a,) C M. Comme l'idéal de gauche
est maximal, cette inclusion est une égalité. O

3.3.2.3. Nullstellensatz. — L’énoncé suivant utilise les notations du §3.2.1.

Théoréme 3.3.10 (Nullstellensatz). — Soient k un corps algébriquement
clos et I un idéal de k[T, ..., Ty]. Alors TZ(Z(I)) = V1. En particulier on a :
ZI)=0&1=k[T,...,T,).

Plus explicitement, rappelons que Z(I) est I'ensemble des points (a, . . ., ap)
dans k™ tels que f(aq,...,an) = 0 pour tout f € I. Le théoreme 3.3.10
conclut que si F € k[Ti,...,T,] vérife F(ay,...,a,) = 0 pour tout

(a1,...,an) € Z(I), alors il existe m € N tel que F™ € I.

Preuve. — Soit F € k[Ty,...,T,] tel que F(ai,...,a,) = 0 pour tout
(a1,...,an) € Z(I).

(argument 1 : via le lemme de Zariski). On montre dans le paragraphe ci-
dessous que I’ appartient nécessairement & tout idéal premier de A contenant
I. Via la proposition 1.1.14, il en résultera que F € V/I.

Soit p un idéal premier de A = k[T1,...,T},] tel que p D I et supposons
que F' ¢ p. Considérons I'anneau de fraction (A/p)pe (de numérateur dans
A/p et de dénominateur une puissance de la classe F' de F' modulo p). Soit
M un idéal maximal de (A/p)ze~. Par le lemme de Zariski (corollaire 3.3.8),
I'anneau quotient (A/p)gee/M est une extension finie de k, et est donc iso-
morphe & k puisque k est algébriquement clos (noter que le morphisme naturel
k — (A/p)zee /M est bien injectif). Notons ai,...,a;, les images dans k de
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T1,...,T, via la composée des deux morphismes naturels A — (A/p)pe et
(A/p)g~ — k. Comme I C p, on a (ai,...,a,) € Z(I). Mais on a aussi que
I'image de F est dans k* (puisque F est inversible dans (A/p)z=), c’est-a-dire
F(aq,...,ap) # 0. Cela contredit 'hypothese sur F.

(argument 2 : wvia le Nullstellensatz faible). Soit {fi,...,fr} un systéme

générateur de l'idéal I de l'anneau noethérien k[T1,...,T,]. Considérons
lidéal H C k[Ty,...,T,,Y] engendré par fi,...,f, et YF — 1. L’hypothese
sur F entraine qu’il n'existe aucun point (ag,...,an,b) € k™! tel que

h(ay,...,an,b) = 0 pour tout h € H. Il découle alors du corollaire 3.3.9 que
H = k[T1,...,T,,Y]. Il existe donc uq, ..., u,,v € k[T1,...,T,, Y] tels que

n
1= wfi+v(YF-1)
i=1
En posant Z = 1/Y, on obtient, pour un entier N suffisamment grand, une
égalité de la forme

n
ZN =N "Uifi + V(F - 2).
i=1
avec Uy,..., Uy, et V dans k[T4,...,T,,Z]. Pour Z = F, cette égalité donne
que FN e I, cest-d-dire que F € /1. O

Remarque 3.3.11. — (a) Légalité /T = Z(Z(I)) se rééerit

\/j: m <T1—G1,...,Tn—an>.

(a1,...,an)€Z(I)

Le corollaire 3.3.9 donne alors que v/I, qui par définition est lintersection
des idéaux premiers de k[T, ...,T,] contenant I, est aussi l'intersection des
idéaux mazimauz M de k[T, ..., T,] contenant I (noter que pour M = (T} —
ai,..., T, —ay), la condition (ai,...,a,) € Z(I) équivaut a M D I).
(b) Le Nullstellensatz faible (corollaire 3.3.9) découle aisément du Nullstellen-
satz : si M est un idéal maximal de k[T, ..., T,] (k algébriquement clos) alors
Z(M) # () car sinon M =Z(Z(M)) =Z(0) = k[T1, ..., T,]; U'ensemble Z(M)
contient donc un point (aq, ..., ay), et U'inclusion M C (T} —aq,..., T, — ay)
est nécessairement une égalité puisque M est maximal.

3.8.2.4. Nullstellensatz homogéne. — Méme s’il a une nature affine, on peut
déduire la variante projective suivante du Nullstellensatz.

Corollaire 3.3.12 (Nullstellensatz homogéne). — Soient k un corps
algébriquement clos et J wun idéal homogéne de k[Ty,...,T,] tel que
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VI # (HY). Alors (J7(Z(J))) = v J. En particulier Z(J) = 0 < vJ D
HY & VJ=(H") oulJ = A.

Preuve. — On note A = k[Tp,...,T,] et H le sous-ensemble des polynomes
homogenes. Pour distinguer les situations affine et projective, on note Zg et
I les applications associées au marquage affine de A" (k).

Montrons I’assertion principale ; le cas particulier s’en déduit aisément. Soit
J € Zdg(A) un idéal homogene. Le cas J = A est facile ; supposons donc J #
A. Soit f € Z(Z(J))NH. 1l en découle que f € ZQ(Z%(J)\{(0,...,0)}). Pour
obtenir ensuite que f € Z8(Z28(J)), il faut éliminer le cas ou f € k*, ce qui
entraine que Z%(J)\ {(0,...,0)} = 0. Mais si 29(J) C {(0,...,0)}, on aurait
ZR(2%()) o 28{(0,...,0)} = (H™), ce qui, par le Nullstellensatz (théoreme
3.3.10), entraine v/.J D (HT), ce qui est exclu par le fait que (H™) est un idéal
maximal et les hypotheses J # A, J # (HT). On a donc bien f ¢ k*. Comme
f est homogene, f(0,...,0) =0. On a ainsi f € ZQ(2%(J)), et donc f € V/J,
d’apres le Nullstellensatz. Cela fournit I'inclusion Z(Z(J)) N H C v/ J N H, et
donc l'inclusion (Z(Z(J))) € v/J. L’inclusion inverse est toujours vraie. [

3.8.2.5. Lien entre A" (k) et A}. — Pour k est un corps algébriquement clos
et n > 1, considérons I'application
;. { A"(k) — A7
' tl,...,tn) — <T1—t1,...,Tn—tn>.
Le sous-ensemble X = i(A"(k)) est génériquement dense dans A}.

Considérons en effet un fermé irréductible F* C A}. On peut Iécrire F' =
Z(J) avec J € Zd(k[Tr,...,T,]), J # A. Supposons que X N F # () (par
le Nullstellensatz, cette hypotheése est en fait toujours satisfaite). Il s’agit de
montrer que ' C X N F, 'autre inclusion (D) étant toujours vraie. Soient
x € F'et U C A}l un ouvert non vide contenant x, qu’on peut prendre de la
forme U = D(f) avec f € k[T},...,Ty], f #0. On a bien :

XNFND(f)=i(A"(k))NZ(J)ND(f) #0.
En effet, sinon, on a i(A"(k)) N Z(J) C i(A™(k)) N Z(f) et donc \/(f) C V/J
d’apres le Nullstellensatz (théoreme 3.3.10). Cela entraine qu’il existe N € N
tel que fV € J. On obtient alors Z(J) C Z(fY) = Z(f), ce qui contredit que
I'ensemble Z(J) ND(f) qui contient z soit non vide.

D’apres le Nullstellensatz faible (corollaire 3.3.9), les idéaux maximaux
de k[Th,...,T,] sont les idéaux de la forme (T} — ai,...,T, — ay) avec
(a1,...,an) € k™ : les points de A™(k) correspondent aux points fermés
de A} = Speck[T1,...,T,]. On appelle spectre mazimal d’un anneau A le
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sous-ensemble de Spec A constitué des idéaux maximaux de A. On peut ainsi
ajouter que 'espace affine A" (k) est isomorphe (comme k[T, ...,T,]-espace
de Zariski affine) au spectre maximal de k[T1,...,T,], qu’on note (A})™*,

On a similairement, en prenant en compte la proposition 77, que si
J C k[Th,...,T,] est un idéal, I’ensemble algébrique Z(J) C A™(k) est
génériquement dense dans le fermé correspondant de A} et est isomorphe
au spectre maximal de l'anneau k[T1,...,T,]/I (comme k[T1,...,T,]/I-
espace de Zariski). On a des conclusions similaires pour les complémentaires
d’hypersurface D(f) = A"(k)\ Z(f) (f € A, f #0), a relier a Spec A peo.

Il y a d’autres points dans A} que ceux provenant de A"(k) : il y a par
exemple le point générique, qui corrrespond a l'idéal nul de k[T, ..., T,], les
points correspondants a des idéaux principaux engendrés par des éléments
f € k[Ty,...,T,] irréductibles, c’est-a-dire, les hypersurfaces irréductibles
f(z1,...,2y) =0, etc.

On montre similairement que P"(k) est génériquement dense dans P}, et si-
milairement pour les ensembles algébriques Z (1) ainsi que les complémentaires
d’hyeprsurface D(f). A linverse A™(Q) n’est pas génériquement dense dans
Ag @ si F' C Af est une hypersurface irréductible ayant un nombre fini non
nul de points dans A"(Q), on a :

FNA"(Q)#0et FNAMQ)=FNA™"(Q) #F.

3.3.3. Conséquences du Nullstellensatz. —

3.3.3.1. Condition de Hilbert. —

Théoréeme 3.3.13. — Soit E une variété affine munie de son marquage na-
turel Z : P(A) — P(E). On suppose que A est un anneau noethérien. La
condition suivante de Hilbert est alors satisfaite :

(Hilbert) Pour tout J € Zd(A), on a Z(Z(J)) = V/J.

Démonstration. — Rappelons que les variétés affines sont du type suivant :
(a) I'espace affine A™(k) sur un corps k algébriquement clos,

(b) les spectres d’anneaux Spec A avec A noethérien, en particulier l'espace
affine A7 avec k corps arbitraire.

(c) les fermés des espaces en (a) ou en (b).

Le théoréeme 3.3.13 résulte du Nullstellensatz (théoréeme 3.3.10) pour le (a) et
de la proposition 3.2.5 pour le (b). Le (c¢) s’en déduit aisément. Les détails
sont laissés en exercice. O

L’énoncé suivant regroupe des conséquences utiles de la condition de Hilbert.
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Proposition 3.3.14. — Soient E une variété affine et Z : P(A) — P(E)
son marquage naturel. Alors les propriétés suivantes sont vraies.

(a) Les correspondances X +— I(X) et J — Z(J) induisent des bijections
réciproques entre les ensembles algébriques de E et les idéaux radiciels de A.
(b) Pour tout I € Zd(A), on a Z(I) =0 si et seulement si I = A.

(¢) Pour I,J € Td(A), on a Z(I) C Z(J) si et seulement si /I D /J.

(d) Supposons que A soit intégre. Alors pour tout J € Zd(A), Z(J) est un
fermé propre si et seulement si J # {0}.

La derniere équivalence est fausse en général : si f € A est nilpotent et non
nul (par exemple f = pZ/p"7Z € Z/p"7Z avec n > 2), alors Z(f) = Z(f") = E.

Une variété quasi-affine F ne satisfait pas la condition de Hilbert. Par
exemple, si f € k[X1,...,X,] \ k, f # 0, Pouvert non vide E = D(f) est
une variété quasi-affine et pour J = (f), on a Z(J) N D(f) = 0. Ainsi 'asser-
tion (b) est fausse.

Preuve. — Le (a) est une réécriture de la proposition 3.1.10(c) tenant compte
de la condition de Hilbert. Le (b) et le (c) sont faciles. Le (d) se déduit de
(c) en prenant I = {0} ; la conclusion reste vraie si, plus généralement que “A
intégre”, on suppose que /0 est égal & {0}. O

3.8.8.2. Irréductibilité et variétés affines. — La condition de Hilbert permet
de traduire l'irréductibilité en termes d’idéaux.

Proposition 3.3.15. — Soit E une variété affine et Z : P(A) — P(E) son
marquage naturel. Alors pour tout J € Zd(A),

le fermé Z(J) est irréductible <= idéal \/J C A est premier.
En particulier, pour tout ferméY C E, on a :
Y irréductible < Z(Y) premier < A(Y) intéegre.

En particulier, si A est integre, I'idéal {0} est premier et E est irréductible.
Si F' est un fermé de F, 'irréductibilité du fermé F équivaut a l'intégrité de
son anneau de coordonnées A(F') = A/Z(F).

Preuve. — Montrons la premiere équivalence. Soit J € Zd(A). Pour le sens
(<), on peut supposer que J est un idéal premier, quitte a remplacer J par
V/J et en rappelant que Z(.J) = Z(v/J). L’idéal premier J étant propre, on a
Z(J) # 0. Supposons donnée une décomposition Z(J) = X; U X5 avec X1, Xo
fermés de E. Grace a la condition (Hilbert), on déduit que
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Comme J est premier, on obtient que, par exemple J D Z(X}), et donc que
J = (Z(X1)) (puisque J C Z(X1)). Mais alors Z(J) = Z(Z(X;)) = X1 = X;.
Pour le sens (=), on peut supposer que J est un idéal radiciel et montrer que
J est premier. Supposons que J contienne le produit z1z2 de deux éléments
x1,z2 € A. On en déduit que Z(J) C Z(x122) = Z(x1) U Z(22). Comme Z(J)
est supposé irréductible, on obtient par exemple que Z(J) = Z(z1) N Z(J) C
Z(z1). Cela donne
(1) CT(Z(21)) CZ(Z(])) =V J = J,

D’ou 1 € J, ce qui clot la preuve. La derniere partie de ’énoncé est une
conséquence simple de la premiére (on rappelle que si Y est fermé, 1'idéal

Z(Y) est radiciel (proposition 3.1.10(b)). O
Corollaire 8.3.16. — Soient E une variété affine non vide, A = A(E) son
anneau de coordonnées. Soit O un ouvert non vide de E et So = (,co A\Z(x)

la partie multiplicative introduite au §3.5.1.2.
(a) On a Sp = A% et donc S5'A = A.
(b) Si E est irréductible et O = D(f) avec f ni inversible ni diviseur de 0,
alors l'anneau de coordonnées de O, l'anneau SalA, est isomorphe a Ajfe.
Démonstration. — Soit Z : P(A) — P(E) le marquage naturel de E.
(a) L’ensemble Sgp = (,cp A\ Z(x) est égal a :
{s€A|Vpz x ¢ Z(s))} ={s€ A| Z(s) =0} = A(E)™.

la derniere égalité utilisant la proposition 3.3.14(b)
(b) L'ensemble So = D(f) = (\,¢z(5) A \ Z(z) est égal & :

{seAlvVpz (¢ Z(f) =2 ¢ 2(s))} ={s € A| Z(s) C Z(f)}
En utilisant la proposition 3.3.14(b), on obtient que

So={seA|/{f) c V/(s)}UA* ={se A|Tn e N tel que s| "}

On vérifie alors facilement que le morphisme naturel Ay — 55114, donné par
Pinclusion f*° C So, est injectif, puis surjectif. O

3.8.8.8. Composantes irréductibles des variétés affines. —

Proposition 3.3.17. — Soient E une variété affine et X C E un fermé non
vide. Alors l'ensemble des fermés irréductibles de E maximaux parmi ceux
qui sont contenus dans X est un ensemble fini {X1,...,Xn}; et on a X =
Ui]i1 X;. De plus si X = Ujvzll XJ‘ est une écriture de X comme réunion de
fermés irréductibles X| ne se contenant pas mutuellement, alors les ensembles
{X1,...,Xn} et {X],..., XN} sont égauz.
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Les ensembles X7, ..., Xy, sont les composantes irréductibles de X définies
au §3.1.4.1. La preuve ci-dessous indique qu’elles sont les fermés Z(.J;)
correspondant aux composantes primaires J; de l'idéal Z(X). Si un fermé
irréductible est contenu dans X, alors il est contenu dans I'une des compo-
santes irréductibles de X (par la propriété analogue en termes d’idéaux vue
au §1.1.3).

Preuve. — On applique le théoreme 1.1.15 a l'idéal Z(X) qui est radiciel :

on peut écrire Z(X) = ﬂf\;l Ji, avec Ji,...,Jn les composantes primaires de
7(X). On déduit :
N N
x=z("7=Uzw.
i=1 i=1

On pose X; = Z(J;), i = 1,...,N. Les propriétés voulues de Xi,..., Xy
sont les exactes traductions, moyennant les propositions 3.3.14(a) et 3.3.15,
de propriétés correspondantes de Ji,...,Jy. Si X = U;V:ll X ]’ est une seconde
écriture de X comme dans I’énoncé, on a Z(X) = ﬂjvzll Z(X}), et encore grace
aux propositions 3.3.14(a) et 3.3.15, on voit que les idéaux Z(X7),...,Z(X\/)
sont des idéaux premiers ne se contenant pas mutuellement. Le théoréeme 1.1.15
donne alors que les ensembles {.J1, ..., Iy} et {Z(X]),...,Z(X},)} sont égaux.
Il en découle que les ensembles { X1, ..., Xy} et {X],..., Xn/} sont égaux. [

3.8.8.4. Dimension des variétés affines. —

Définition 3.3.18. — Etant donné un espace topologique F, on appelle di-
mension de E la longueur maximale d (éventuellement infinie) d’une chaine

XoC X1 C---C Xy
# # #
de sous-ensembles fermés et irrréductibles Xy, X1,... Xy de E.
Si E est une variété affine, en utilisant le fait qu’un fermé irréductible de
est nécessairement contenu dans ’une de ses composantes irréductibles, on voit

que la dimension de E est égale a la plus grande dimension de ses composantes
irréductibles. De plus nous avons ceci.

Proposition 3.3.19. — Si E est une variété affine, la dimension de E est
égale a la dimension de Krull de son anneau de coordonnées.

De fagon plus explicite :
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- soit E est de type classique, auquel cas X = Z(I) C A"(k) avec k
algébriquement clos et I un idéal radiciel de k[T1,...,T,], et alors la dimen-
sion de X est égale a la dimension de Krull de k[T, ...,T,]/I,

- soit E est de type spectral, auquel cas X = Z(I) C Spec A avec A un anneau
noethérien et I un idéal radiciel de A, et alors la dimension de X est égale a
la dimension de Krull de A/I.

Preuve. — Par les propositions 3.3.14(a) et 3.3.15, les chaines de fermés
irréductibles de E de la définition 3.3.18 correspondent aux chaines d’idéaux
premiers de son anneau de coordonnées. O

Proposition 3.3.20. — Toute hypersurface non vide d’une variété affine de
dimension n et d’anneau de coordonnées une algébre intégre de type fini sur
un corps k est de dimension n—1. Plus précisément, chacune des composantes
wrréductibles de ’hypersurface est de dimension n — 1.

Démonstration. — Soient (E, Z) une variété affine irréductible de dimension
finie n et A = A(FE) son anneau de coordonnées, supposé integre (proposition
3.3.15). Soient f € A et Z(f) 'hypersurface correspondante, qu’on suppose
non vide. L’élément f est donc non inversible, et n’est pas non plus un divi-
seur de 0. On sait que la dimension de Z(f) est égale a la plus grande des
dimensions de ses composantes irréductibles. Une telle composante Y est I’en-
semble Z(p) correspondant a un idéal premier minimal p de A contenant f.
D’apres le théoreme 1.1.21 (Krull’s Hauptidealsatz), 1'idéal p est de hauteur
1. La composante Y est une variété affine. Elle vérifie la condition de Hilbert
quand on la munit du marquage 2, induit par quotient par I'idéal p. D’apres
la proposition 3.3.19, la dimension de Y = Z(p) est égale a la dimension de
Krull de A/p. Le théoréme 1.1.20(a) fournit alors

dim(Y) = dim(A/p) = dim(4) -1 =n—1,
la derniere égalité résultant a nouveau de la proposition 3.3.19, appliquée a E.
Cela étant vrai pour chaque composante de Z(f), on a dim(Z(f)) =n—1. O

On peut en dire plus des hypersurfaces de ’espace affine.

Corollaire 3.3.21. — Soit X une variété affine non vide contenue dans
A™(k) ou dans A, avec k algébriqguement clos dans le premier cas.

(a) Si X est irréductible, on a l’équivalence suivante :
dm(X)=n—-1 & X =Z(f) avec f € k[Th,...,T,] irréductible.
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(b) Si X = Z(f) avec f € k[T1,...,T,] ni nul ni inversible, alors les compo-
santes irréductibles de Uhypersurface Z(f) sont les hypersurfaces irréductibles
Z(a) ot a est n'importe quel facteur irréductible de f.

Preuve. — Posons p = Z(X).

(a) L’hypothese que X est irréductible donne que p est un idéal premier de
k[T,...,T,]. La proposition 3.3.20 s’applique et prouve l'implication (<).
Pour la réciproque (=), I'hypothese dim(X) = n — 1 donne, via le théoreme
1.1.20(a), que ht(p) = 1. La conclusion voulue découle alors de la partie directe
du lemme 1.1.22.

(b) Les composantes irréductibles de I’hypersurface Z(f) sont exactement les
fermés Z(p) ou p décrit 'ensemble des idéaux minimaux parmi les idéaux
premiers p C k[T4,...,T,] contenant f (§3.3.3.3). On sait qu'un tel idéal
premier p est de hauteur 1 (théoréme 1.1.21), et donc est principal (lemme
1.1.22). On conclut facilement & partir de cela. O

On déduit la dimension topologique des variétés quasi-affines.

Proposition 3.3.22. — Si U est un ouvert d’une variété affine irréductible
E, alors les dimensions topologiques de U et de E sont égales.

Preuwve. — Si Zog C Z1 C ... C Z, est une suite de fermés irréductibles
distincts de U, alors Zyg C Z; C ... C Z, est une suite de fermés irréductibles
distincts de U = E (en utilisant le fait déja vu que F' = FNU pour tout fermé
de U). Cela donne dim(U) < dim(FE). En particulier, U est de dimension finie
et on peut choisir une telle chaine Zy C Z; C ... C Z, qui soit maximale,
avec n = dim(U). Les singletons étant des fermés irréductibles des variétés
quasi-affines (de type classique et de type spectral), Zy = Zj est un singleton,
de la forme Z(pp) pour un idéal pg maximal de ’anneau de coordonnées A(Y).
De plus, en utiliisant que tout ouvert non vide d’un ensemble irréductible est
irréductible et dense, on voit que la chaine Zg C Z; C ... C Z, est aussi une
suite mazimale de fermés irréductibles distincts de E. Pour ¢ = 1,...,n, soit
p; un idéal de A(E) tel que Z; = Z(p;). La chaine p,, C ... C pg est une chaine
d’idéaux distincts de A(F) contenus dans pg de longueur maximale. L’entier
n est donc égal a la hauteur de 'idéal pg, laquelle est égale a la dimension de
A(E) puisque la dimension de A(F)/py ~ k est nulle (théoreme 1.1.20(a)).
D’apres la proposition 3.3.19, on peut conclure que n = dim(F). O
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Les trois dernieres sous-sections de notre étude des variétés affines porte sur
leur fonctions, régulieres et rationnelles, puis sur les morphismes et applica-
tions rationnelles entre variétés affines.

3.3.4. Fonctions régulieres et fonctions rationnelles. — Le contexte
de cette sous-section est celui des variétés quasi-affines munies de leur mar-
quage naturel. Cependant jusqu’au §3.3.4.3, les énoncés sont valables dans le
contexte plus général d’espaces de Zariski affines, ot nous nous plagons pour
commencer.

Soient A un anneau, E un A-espace de Zariski affine et Z : P(A) — P(E)
son marquage.

3.3.4.1. Corps de définition d’un point. — Pour tout x € E, I'idéal Z(z) C A
est un idéal premier.

Définition 3.3.23. — L’anneau localisé de 'anneau A par l'idéal premier
I(x) est appelé l'anneau marqueur localisé en x et noté Ac. On appelle corps
de définition de x le corps résiduel x(z) = A% /Z(z) de anneau local AL*.

Les éléments de anneau A'%° sont de la forme a/s avec a, s € A et s ¢ Z(x).
Le corps k(z) est isomorphe au corps des fractions de 'anneau integre A/Z(x)
(lequel est I'anneau de coordonnées du fermé {z} C E).

Par exemple, pour £ = A"(k), A = k[Th,...,T,] avec k un corps et n > 1,
et x = (a1,...,a,) € A"(k),onaZ(x)=(Th —ai,..., T, —ay) et

Al = (PQ|P,Q € A et Q(x) £ 0} = Ar(y) et (z) = k.
Pour p € E = Spec A, on aZ(p) = p, Ay° = Ap et w(p) = Ay/(p) ~ Frac(A/p).
3.8.4.2. Faisceau structural. — Etant donnés un espace topologique F, un
anneau A et (S;)zep une famille de parties multiplicatives S, C A, on utilise
la notation
fiE—=lepS;tA

pour désigner une fonction définie sur F, a valeurs dans la réunion disjointe des
anneaux de fractions S; 1A (z € E) et telle que pour tout z € E, f(z) € S; L A.

La fonction f est dite bien représentée s’il existe a,s € A tels que pour tout
z € E,onait s € Sy et f(z) =a/s.

Définition 3.3.24. — Soient A un anneau, E un A-espace de Zariski affine
et x € E. Une fonction

f:E— HyeEAgm
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est dite réguliere en x si elle est localement bien représentée au voisinage de
x, c’est-a-dire s’il existe un ouvert V C E contenant x telle que la restriction
de f a V soit bien représentée. La fonction f est dite réguliére sur E si elle
est réguliere en tout point de E.

Si E C A™(k) est une variété quasi-affine de type classique, on a x(z) = k
pour tout z € E. Une fonction réguliere en un point x € F est une fonction
f : U — k définie sur un voisinage ouvert U C E de x et qui est représentée
sur un voisinage V' C U de x par a/s, avec a, s € A(E) et s(y) # 0 pour tout
y € V. On appelle valeur de f au point z, 'élément f(x) = a(z)/s(x) € k.

Exemple 3.3.25. — Soit E C A™(C) la variété quasi-affine, définie comme
I'hypersurface H C A*(C) d’équation xz = yt privée du fermé {z = t = 0}.
La fonction définie par
x/tsit#0
f(@,9,21) = {y//z siz#0
est bien définie sur E, bien représentée sur chacun des ouverts {t # 0} et
{z # 0}, et donc est réguliere sur E. Cet exemple peut étre aussi présenté

dans le cadre spectral E C A en identifiant les points (z,y, z,t) aux idéaux
(X —2,Y —y,Z —2,T —t).

Définition 3.3.26. — On note O(U) l’ensemble des fonctions réguliéres sur
un ouvert U C E. La correspondance U — O(U) définie sur ’ensemble des
ouverts de E est appelée le faisceau structural de 'espace de Zariski E.

On vérifie que O(U) est un anneau et on convient que O(()) est 'anneau
trivial & deux éléments. Si U et V sont deux ouverts non vides de E tels que
V C U, Topération de restriction de U a V induit un morphisme d’anneau
OU) — O(V). L’anneau O(U) coincide avec 'anneau des fonctions régulieres
sur U vu comme espace de Zariski simplement induit de F.

3.8.4.8. Fonctions rationnelles. — On suppose F irréductible.

Définition 3.3.27 — On appelle fonction rationnelle sur E la donnée d’un
couple (U, f) ou U est un ouvert non vide et f € O(U), regardé modulo la
relation d’équivalence identifiant deux couples (U, f) et (V,g) s'il existe un
ouvert non vide W C UNV tel que f = g sur W), On note K(E) I'ensemble
des fonctions de E, et, pour tout x € FE, O, le sous-ensemble des éléments
(U, f) € K(E) ou U est un ouvert contenant = et f € O(U).

<9>L’hyp0th‘ese d’irréductibilité de E garantit la transitivité de la relation d’équivalence.
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Dans l'exemple 3.3.25 ci-dessus, les deux couples (¢ # 0,z /t) et (z # 0,y/2)
induisent la méme fonction rationnelle sur .

On utilise la notation (U, f) pour désigner un élément de KC(F), étant en-
tendu que le couple doit étre compris modulo la relation d’équivalence de la
définition 3.3.27.

On voit que pour tout ouvert U non vide de E, on a K(E) = K(U) (ou
U est vu comme espace de Zariski simplement induit) et que pour tout x €
U, l'ensemble O, est le méme que x soit considéré élément de E ou de U.
Rappelons qu’on a aussi A(U) = A(FE).

Remarque 3.3.28. — Si F possede un point générique, c’est-a-dire un point
¢ tel que @ = F, alors ce point £ est dans tout ouvert non vide. On voit alors
que les ensembles IC(E) et O¢ coincident. Un espace de Zariski affine possédant
un point générique est nécessairement irréductible (puisque le singleton {&}
est irréductible). Par exemple, 1'idéal nul est I'unique point générique d’un
espace spectral Spec A.

3.8.4.4. Lemme de comparaison. — On suppose que E est une variété quasi-
affine irréductible, munie de son marquage naturel Z. Rappelons que A(F)
désigne son anneau de coordonnées. On vérifie que I'ensemble K(E) est un
anneau, et que, pour tout x € E, O, en est un sous-anneau, local d’idéal

maximal p, = {(U, f) € O, |f(z) = 0}
Définition 3.3.29. — L’anneau O, est appelé l'anneau local de E en .

Rappelons que si U C E est un ouvert non vide, Sy désigne la partie
multiplicative Sy = (¢ A(E) \ Z(z) (§3.3.1.2).

Lemme 3.3.30. — On pose A = A(FE).

(a) Pour tout ouvert U C E contenant un point x € E, les fleches naturelles
S;'A— O(U) - 0, — K(E)

sont des morphismes d’anneau injectifs.

(b) On a un isomorphisme d’anneaux AL ~ O,.

Si k est un corps et E C A}, ou bien E C A"(k), avec k algébriquement
clos, alors les morphismes du lemme 3.3.30 sont des morphismes de k-algebres.

Preuve. — (a) Fixons un ouvert U C E contenant un point z. La premiere
application S;;'A — O(U) associe a tout élément a/s € S;;'A la fonction
réguliere (U,a/s) € O(U) ; c’est un morphisme d’anneau injectif. L’application
O(U) — K(E) associe a toute fonction réguliere (U, f) € O(U) sa classe
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d’équivalence modulo la relation d’équivalence de la définition 3.3.27 ; c’est un
morphisme d’anneau a valeurs dans O, C IC(F) (puisque x € U). De plus, si
(U, f) € O(U) est non nul mais nul dans K(FE), alors il existe un ouvert non
vide V' C U sur lequel f est a la fois égale a a/s avec a, s € A, non nuls, et a
0. Cela donne la contradiction prouvant que I’application O(U) — K(E) est
injective (et donc aussi 'application O(U) — O,).

(b) L’application A — O, associe & tout élément a/s € AY° la classe
(D(s),a/s) € Ogy. C’est un morphisme d’anneau injectif (par le méme argu-
ment prouvant 'injectivité de O(U) — K(FE)), et ce morphisme est également
surjectif par la définition de “fonction réguliere en z”. O

3.8.4.5. Anneauzx locaux et corps de fonctions. —

Théoréme 3.3.31. — Soient X une variété affine irréductible et A = A(X).
(a) On a un isomorphisme O(X) ~ A.

(b) Plus généralement, si U C X est un ouvert, alors O(U) ~ S;'A. En
conséquence (grace au corollaire 3.3.16), si U = D(f), alors O(U) ~ Aje.
(c¢) K(X) est un corps et K(X) ~ Frac(A) ~ Frac(O,) pour tout x € X.

(d) L’anneau de coordonnées A et les anneauz locaux O, (x € X ) ont la méme
dimension, égale au degré de transcendance sur k du corps de fonctions K(X).

Les isomorphismes sont des isomorphismes d’anneau (et de k-algebre si k
est un corps et X C A}, ou bien si X C A"(k) avec k algébriquement clos).

Preuve. — Soit Z le marquage naturel de la variété affine X. Commencons
par montrer que K(X) est un corps. Soit (U, f) € K(X) non nul. Soit V.C U
un ouvert non vide sur lequel f est bien représentée, par a/s, avec a, s € A,
a# 0ets e S, pour tout y € V. Le fermé Z(a) C X est propre : sinon
I(Z(a)) =Z(X); or a € IZ(Z(a)) et

a ¢ I(X) =Z(2(0)) = \/(0) = {0}.

Comme X est irréductible, 'ensemble V' = V'\ Z(a) est un ouvert non vide. On
en déduit que (V,a/s) = (U, f) est inversible dans (X)), d’inverse (V',s/a).

Pour la suite, on distingue les cas spectral et classique.
ler cas : X est une variété de type spectral. En identifiant tout fermé Z(I) de
Spec A a la variété affine Spec A/I (remarque 3.3.4(a)), on se rameéne au cas
ou X = Spec A avec A anneau noethérien integre.
(a) et (b) : on suit [Hartshorne, p.71] ou le résultat est obtenu sans méme
supposer A integre ni noethérien.
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(c) Soit & = (0) le point générique de Spec A. On a :
Z(¢) = Z({&}) = T(X) = {0}.
On en déduit que A¥® = Frac(A). En combinant avec la remarque 3.3.28 et le
lemme 3.3.30(b), on obtient :
K(X) = O¢ ~ Ag° ~ Frac(A).
Que Frac(A) ~ Frac(O,) pour tout z € E se déduit grace au lemme 3.3.30.

2eme cas : X est une variété de type classique.
(c) : On déduit des isomorphismes O, ~ AR° ~ Az, que
(*) Frac(A) ~ Frac(O;) C K(X) pour tout x € X.
Inversement, soit v € K(X). Il s’écrit v = (U, a/s) avec a,s € A et s € Sy.
Pour tout point fixé z € U, on a vy € O,. Cela fournit Frac(O,) = K(X). Mais
alors, I'isomorphisme (*) donne Frac(A) ~ K(X), et finalement Frac(O,) =
K(X), pour tout y € X.
(a) Le lemme 3.3.30 donne une double injection

A= O(X) = Nex A
Mais, pour tout z € X, A est 'anneau obtenu en localisant I'anneau A
par I'idéal premier Z(z). D’apres le Nullstellensatz faible (corollaire 3.3.9), ces
idéaux Z(x) avec € X sont les idéaux maximaux de A. La conclusion voulue
O(X) ~ A résulte donc du lemme 1.1.9.
(b) laissé en exercice.
(d) Dans les deux cas, I’assertion se déduit de (c) et du théoreme 1.1.20(b). O

Exemple 3.3.32. — Soit X = Z(I) C A"(k) une variété affine définie par
un idéal d’équations I C k[T], supposé premier, ou T = (T1,...,T,,), n > 1 et
k est un corps algébriquement clos. On a :

(a) A(X) = k[T]/I et K(X) = Frac(k[T]/I),

(b) pour tout f € KT\ T et ¢ = f + I, on a O(D(p)) = (K[T}/ ),

(¢) pour x = (x1,...,2,) € X, si pp = (Th — 1,...,Tn — ) + I (idéal de
k[L]/1), on a Op = (K[L]/1))y,-

3.3.5. Morphismes. — On ¢g’intéresse principalement aux variétés affines
et quasi-affines de type classique. Soit k£ un corps algébriquement clos.

Définition 3.3.33. — On appelle morphisme entre deux variétés quasi-
affines X’ C A"(k) et Y/ € A™(k) une application continue ¢ : X’ — Y’ telle
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que pour tout ouvert V' C Y et toute fonction réguliere f : V — k, la fonction
fop:p 1 (V)= k est réguliere.

Soient X C A"(k) et Y C A™(k) deux variétés affines de type classique,
munies de leur marquage naturel. Pour simplifier, on utilise la méme notation
Z, pour le marquage des espaces affines A" (k) et A™(k), et Z pour le marquage
naturel de X et de Y. On pose T = (T1,...,T,), U = (U1,...,Up) et I =
To(X) et J =Zo(Y), de sorte que

A(X) = k[L]/T et A(Y) = Ek[U]/J.
On note sy : k[L] — k[T]/I et sj : k[U] — k[U]/J les surjections canoniques.
Pour i =1,...,m, on pose u; = s;(Uj;).

Soit X’ C X un ouvert non vide, lequel est une variété quasi-affine d’anneau

de coordonnées A(X') = S~ (k[T]/I) avec S = Sx/ = ex AX) \ Z(z).

Proposition 3.3.34. — Si ¢ : AY) — O(X') est un morphisme de k-
algébre, 'application
. {X’ — Y
Tz s @) = () @), plun) (@)
est un morphisme entre X' et'Y , vérifiant

Z(e*(X") = ker(p) et donc ¢*(X') = Z(ker(p)).
Ainsi, si p : AY) = A(X') est injectif, alors o* : X' =Y est d’image dense.

Explicitons Papplication ¢*. Soit z € X'. Pour i = 1,...,m, ¢(u;) s’écrit
localement sur un voisinage ouvert V, de z, comme le quotient ¢;(T") de deux
classes moduli I de polynomes dans k[T], avec la condition que le dénominateur
soit dans Sy,, et donc ne s’annule pas sur V. Comme z € X' C X = Z(I),
la valeur enig de ces polyndémes ne dépend pas des représentants de leur
classe modulo /. La i-éme composante ¢(u;)(z) de ¢*(z) est, par définition,
le quotient ¢;(z) des ces deux valeurs; c’est un élément de k.

Exemple 3.3.35. — (a) Le morphisme de k-algebre
@ 1 k[U] = k[X1, X2] /(X5 — X1)
envoyant U sur X; (et égal a I'identité sur k) induit le morphisme
L (EXE-X) — ALK
' { (x1,2) — T
(b) Le morphisme
- {zw St CAYR) — Z(y—2?) C AX(K)
' (u,v) — ((u+1)%v)



124 CHAPITRE 3. GEOMETRIE ALGEBRIQUE AFFINE

est induit par le morphisme de k-algebre

Ko, yl/(y —2%) — Klu,ul/(0° — (u+ 1)%)

@ : x — (u+1)2
Yy — v3

Dans ces deux exemples, le morphisme de k-algebre ¢ : A(Y) — O(X') est a
valeurs dans A(X') € O(X’). Chacune des deux composantes du morphisme
correspondant ¢* est bien représentée sur X’. L’exemple 3.3.25 fournit un
exemple de morphisme X’ — Y pour lequel ce n’est pas le cas.

Démonstration de la proposition 3.3.34. — On procede en plusieurs étapes.

(a) L’application ¢* : X' — 'Y est bien définie. Le calcul suivant montre que
le m-uplet obtenu (p1(z),...,pm(x)) est dans le fermé Y = Z(J).
Pour f € J C k[U], on a :

fle*(z)) =

(b) Pour tout X € P(X'), on a Z(¢*(X)) = ¢ 1(Z(X)). Chacun des deux
membres respectant la réunion des sous-ensembles, il suffit de montrer la pro-
priété pour tout singleton X = {z} C X'. Si ¢*(z) = (b1,...,bn), alors
Z(p*(z)) = s7((U1 = b1, ..., Up —by)). Pour i =1,... ,m,

e(s7(Ui = bi)) (z) = (p(ui) = bi) (z) = piz) —bi =0,
ce qui donne s;(U; — b;) € o Y(Z(z)). On a ainsi l'inclusion Z(p*(x)) C
¢ Y(Z(z)), qui est en fait une égalité puisque Z(¢*(z)) est un idéal maximal
et que 1 ¢ o~ 1(Z(z)).
(c) Pour tout S € P(A(Y)), on a (¢*)"HZ(S)) = Z(¢(S)). Cela résulte de
la suite d’équivalences ci-dessous, oll £ est un élément de X' :
z € (¢")THZ(S) & ¢'(2) € 2(S) & S CI(¢*(z)) = ¢~ | (Z(z)) (par (b))

& ¢(S) CI(z) & z € Z(p(S)).

(d) 11 résulte du (c) que lapplication p* est continue : 'image réciproque de
tout fermé est un fermé.
(e) L’application ¢* : X' — Y est un morphisme. Reste & montrer que pour
tout ouvert V C Y et toute fonction f € O(V), on a fop* € O((¢*)~1(V)).
La fonction f s’écrit localement, sur tout ouvert non vide V/ C V, comme un
quotient f = a(u1,...,um)/b(u1,...,uny) avec a,b € k[U] et b jamais nulle sur
V. La fonction f o ¢* s’écrit donc, sur (¢*)~1(V'), sous la forme
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a(uy o @*, ... Upy 0 Q")
b(ug o p*, ... Um0 p*)’
La description explicite de la définition de ¢* donnée apres 1’énoncé de la

proposition 3.3.34 montre que cela est bien de la forme attendue, a savoir un
quotient de deux classes moduli I de polynémes dans k[T, avec dénominateur
ne s’annulant pas dans (¢*) (V).

(f) Pour X = X’ € P(X’) dans (b), on obtient :

I(¢"(X') = ¢ HI(X")) = ¢~ ((s1(Zo(X"))))
= ¢ ((s1(Zo(X)))) = ¢~ ({0}) = ker(y)
(ot1 les idéaux engendrés (---) doivent I’étre au sein de I'anneau S~1A(X)).
L’égalité p*(X') = Z(ker(y)) et le cas particulier final se déduisent aisément.
O

Remarque 3.3.36. — L’argument utilisé dans le (e) montre aussi ceci :

(*) Soit Y C A™(k) une variété affine et X une variété quasi-affine. Une
application F : X — Y est un morphisme si et seulement si pour chaque
application coordonnée T; o F est une fonction réguliére sur X, i=1,...,m.

Etant données deux k-algébres A et B, on note Homy,_a14 (A, B) I'ensemble
des morphismes A — B de k-algebre, et pour deux variétés quasi-affines X’ et
Y’ on note Hom(X’,Y”) 'ensemble des morphismes de X’ vers Y.

Proposition 3.3.37. — Soient X' une variété quasi-affine et Y une varitéé
affine. La correspondance ci-dessous est une bijection :

{Homk_alg(A(Y), O(X')) — Hom(X',Y)
@ > ©* '

Démonstration. — Injectivité : Soient o1, g2 € Homy a14(A(Y), O(X’)). On a
01 = @b si et seulement pour tout € X', p1(ui)(x) = wa(u)(z), i =1,...,m,
ce qui équivaut a ce que, pour tout i = 1,...m, (¢1 — p2)(u;) soit dans

N Z() = Z(X') = (s1(Z(XN) = s1(Zo(X))) = (s:(D) = {0},

rzeX’
(ot1 les idéaux engendrés (---) le sont au sein de 'anneau S~1A(X)). L’injec-
tivité voulue en découle immédiatement.

Surjectivité : Elle se déduit aisément de la définition 3.3.33 et du fait que
Uy, ..., Uy engendrent A(Y) comme k-algebre. O

Cas des variétés affines. On suppose ici que X’ est une variété irréductible
affine, c’est-a-dire que X’ = X. On a alors le résultat suivant.
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Proposition 3.3.38. — Soient X C A"(k) et Y C A™(k) deux variétés af-
fines irréductibles, munies de leur marquage naturel. La correspondance
Homy,_ag(A(Y), A(X)) — Hom(X,Y)
{ @ = P

est une bijection vérifiant (Yop)* = p* o™, (po)* = o™, (Id 4(x))* = ldx,
pour ¢ € Homy, 14 (A(Y), A(X)) et 1) € Homy 15(A(X), A(Y)).

En particulier, X et Y sont isomorphes si et seulement si A(X) et A(Y)
sont isomorphes comme k-algebres. Si on dispose du langage des catégories,
on peut énoncer équivalemment que la correspondance X — A(X) induit une

équivalence de catégorie entre la catégorie des k-variétés affines irréductibles
et la catégorie des k-algebres integres de type fini.

Démonstration. — La premiere partie est une réécriture de la proposition
3.3.37 qui tient compte du fait que O(X) ~ A(X) quand X est une variété
affine irréductible (théoréme 3.3.31). Le reste se vérifie aisément. t

Cas des variétés affines spectrales. Etant donnés deux anneaux A et B,
on note Hom(A, B) ’ensemble des morphismes d’anneau A — B.

Proposition 3.3.39. — Soient A et B deuz anneaux. On note Z4 (resp.
Zp) le marquage spectral de Spec A (resp. de Spec B). Si ¢ : A — B est un
morphisme d’anneau, l'application ¢* : Spec B — Spec A définie par ¢*(p) =
o Y(p) (pour p € SpecB) vérifie la condition ci-dessous avec F = ¢* :

(*) Zp(0(8)) = F~YZ4(S)) pour tout S € P(A).

En particulier, p* est continue. Inversement si F' : SpecB — Spec A est une
application et ¢ : A — B un morphisme d’anneau vérifiant (*), alors F = ¢*.

On verra que la condition (*), qui intervient déja dans la preuve de la
proposition 3.3.34, définit la notion de morphisme d’espaces de Zariski.

Démonstration. — Soit S € P(A). On a :
(6)"1(24(S)) = {p € Spec B9~ () > S}, et
Zp(p(S)) = {p € Spec B|p D ¢(S)}.
Les deux ensembles coincident.

Inversement soient F' : Spec B — Spec A une application et ¢ : A — B un
morphisme d’anneau vérifiant (*). On observe qu’on a alors aussi :

(**) pour tout X € P(SpecB), on a Za(F(X)) = ¢ HZp(X)).
Cela résulte des équivalences suivantes, ou X € P(SpecB) et S € P(A) :
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S CIA(F(X)) & F(X) C 24(8) & X C FTH(2a(S)) = Zp(¢(S)) (par (¥))
& @(S) CIp(X) & S C ¢ HI(X)).

La condition (**) avec X = {p} C Spec B donne Z4(F(p )) = ( B(p)). Or
on a aussi Z4(F(p)) = F(p) et Zp(p) = p. Dot F(p) = o (p ) O
Remarque 3.3.40. — La correspondance ¢ — ¢* n’est pas injective en

général : si ¢ : A — B est un morphisme d’anneau, alors pour tout entier
k > 0, il en est de méme de cp"’, et on a (gok)* = p*.

Remarque 3.3.41. — Le vocabulaire “spectral” permet de réécrire sous
forme plus géométrique des résultats de théorie des anneaux. Voici des
exemples pour des énoncés du chapitre 2

(a) D’apres le théoréme 2.1.1 (going-up theorem), si B est un anneau entier
sur un sous-anneau A, alors le morphisme ¢* : SpecB — SpecA associé a
I’inclusion canonique i : A — B est surjectif. Si de plus, B est un A-module
de type fini, alors les fibres de ce morphismes sont des ensembles finis.

(b) Etant donné un anneau intégre A de corps des fractions K et E/K une
extension de corps séparable de degré fini d, on étudie au §2.3 I'arithmétique
de la cloture intégrale A% de A dans E. Les résultats s’interprétent comme
des propriétés du morphisme de schémas affines i* : Spec A%, — Spec A induit
par l'inclusion canonique i : A — A’.

(b-1) Par le théoreme 2.2.6, on a ainsi que, si A est noethérien, le morphisme
*: Spec A, — Spec A est fini (c’est-a-dire, A%, est un A-module de type fini).
Si de plus A est un anneau de Dedekind, les fibres du morphisme sont finies
et vérifient la condition Y 7_; e;f; = [E : K| du théoréme 2.3.3; en particulier,
elles sont de cardinal constant égal & [F : K] au-dessus des idéaux premiers p
non nuls totalement décomposés dans ’extension.

(b-2) Par le théoréme 2.4.2, les points de Spec A qui se ramifient dans le mor-
phisme ¢* sont exactement ceux du fermé propre Z(Dy, /4) C SpecA corres-
pondant a ’idéal discriminant D Al JA- On montre également que si 'extension
E/K est galoisienne, 'ensemble des points de Spec A%, ramifiés dans le mor-
phisme i* sont ceux d’un fermé propre de Spec A% (proposition 2.5.6).

(07 argument alternatif suivant utilise directement la condition (*). Pour S = F(p) C
A dans (*), on obtient F~'(Za(F(p)) = Z5(p(F(p))). Comme p appartient au terme de
gauche, il est dans celui de droite et donc p D @(F(p)), soit ' (p) D F(p). Similairement,
pour S = ¢~ !(p) C A dans (*), on obtient F~'(Za(e " (p))) = Zr(p(e~ ' (p))). Comme
p appartient au terme de droite, il est dans celui de gauche et donc F(p) D ¢ '(p). En
conclusion, on a F(p) = ¢~ (p).
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Dans la suite, nous disons parfois qu’une propriété P est vraie en dehors d’un
fermé propre de Zariski. Cela signifie qu’il existe un fermé propre, qu’on peut
prendre de la forme Z(f) avec f € A, f # 0, tel que la propriété est vraie pour
tout idéal premier p ¢ Z(f), c’est-a-dire tel que f ¢ p. En particulier, pour
A = k[Ty,...,T,] et une propriété P(ti,...,t,) de n-uplets (¢1,...,t,) € k™,
on exclut ceux tels que f(t1,...,t,) =0.

3.3.6. Applications rationnelles. —

3.3.6.1. Définitions et énoncé principal. — On s’intéresse aux variétés quasi-
affines de type classique. Le corps k est algébriquement clos. On note k(X) le
corps des fonctions K(X) d'une variété quasi-affine irréductible X C A" (k).

Définition 3.3.42. — On appelle application rationnelle entre deux variétés
quasi-affines irréductibles X et Y la donnée (U, f) d'un ouvert U C X et d'un
morphisme f : U — Y modulo ’équivalence qui identifie deux couples (U, f)
et (V,g) si f = gsur UNV. L’application rationnelle (U, f) est dite dominante
si f(U) est dense dans Y.(1) Une application birationnelle entre X et Y est
une application rationnelle bijective dont la réciproque est une application
rationnelle. S’il existe une telle application birationnelle, les variétés quasi-
affines X et Y sont dites birationnellement équivalentes ou birationnelles.

Exemple 3.3.43. — L’application
Al(k) — Z(@®+y?—1)C A%(k)

2t 1 —t2
t =, —
1+4+t2714¢2

est un morphisme bijectif, une application birationnelle de réciproque la fonc-
tion (z,y) — (y—1)/x définie sur 'ouvert {x # 0}, mais pas un isomorphisme.
Le cercle unité et la droite affine sont birationnellement équivalents et non iso-
morphes.

Remarque 3.3.44. — Si X est une variété quasi-affine irréductible, les ap-
plications rationnelles X — Al(k) correspondent exactement aux fonctions ra-
tionnelles sur X, c’est-a-dire aux d’éléments de k(X). Ceux-ci sont représentés
par des couples (U, f) avec f € O(U) et U C X ouvert non vide. D’apres
la proposition 3.3.37, la fonction f est donnée par un unique morphisme
@ k[T] — O(U) de k-algebres. La correspondance ¢ — f est donnée dans la
proposition 3.3.34 qui précise que ker(yp) = {P € k[T] | P(¢(T)) = 0}. Donc,

(1 est-a-dire : pour tout ouvert non vide W C Y, on a FU)NW # @, ou, équivalemment,
UnN f~Y(W) # 0. Cette condition ne dépend pas du représentant choisi (U, f).
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si o(T) ¢ k =k, on a ker(p) = 0 et f est dominante. Cela donne la partie
réciproque de 1’équivalence

(*) une application rationnelle X — A'(k) est dominante si et seulement si
elle est non constante,

la partie directe étant immédiate (si f(U) C k est dense, card(f(U)) > 2).
Il découle ensuite des définitions (d’applications rationnelles dominantes et
de morphismes) que la conclusion (*) s’étend aux applications rationnelles
X — Y entre deux variétés quasi-affines irréductibles.

Théoréme 3.3.45. — Pour deux variétés quasi-affines irréductibles X etY,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) X etY sont birationnellement équivalentes,

(b) Il existe deuxr ouverts non vides de X et de Y qui sont isomorphes,

(c) Les corps de fonctions rationnelles k(X) et k(Y') sont k-isomorphes.

3.8.6.2. Preuve du théoréme 3.3.45. — Nous commencons par un lemme qui
peut étre utile dans d’autres circonstances.

Lemme 3.3.46. — (a) Soient f € k[TY,...,T,] un polynéme irréductible.
L’hypersurface D(f) C A™(k) est isomorphe a la variété affine X = Z(Tp41f—
1) C A"(k). Leurs anneauz de coordonnées respectifs k[T1,..., Ty et
K[Tv,...,Thu]/(Tosrf — 1) = k[Th,...,Ty) f sont isomorphes.

(b) Toute variété quasi-affine irréductible Y posséde une base d’ouverts pour la
topologie constituée d’ouverts isomorphes a des variétés affines irréductibles.

Démonstration. — (a) Les applications suivantes, ot on note a = (a1, ..., a,) :
{D( fH — X { X — D(f)
(U et :

a — (a,1/f(a)) (@, any1) — @
sont bijectives et réciproques 1'une de l'autre, et sont des morphismes de
variétés quasi-affines. L’anneau de coordonnées de X est Ianneau quotient
E[Ty,...,Ths1]/(The1 f — 1) (§3.3.1.1). L’anneau de coordonnées de D(f) est
I'anneau k[T, ..., Ty] e (corollaire 3.3.16). L’isomorphisme entre X et D(f)
correspond a l'isomorphisme de k-algebres

]{[Tl, ceey Tn+1]/<Tn+1f — 1> ~ ]{[Tl, NN ,Tn]foo.
(b) Soient U C Y un ouvert contenant un point P. Il s’agit de montrer qu’il
existe un ouvert V' C Y isomorphe a une variété affine irréductible tel que
PeVCU.

On peut supposer que U =Y C A"(k). On sait que Y sécrit Y = ONY

avec O C A™(k) ouvert. Posons alors B=Y \Y. On a :



130 CHAPITRE 3. GEOMETRIE ALGEBRIQUE AFFINE

B=Y\(0ONY)=Y\O.
Cela montre que B est fermé dans A" (k). Posons I = Z(B). Comme P ¢ B,
il existe f € I tel que f(P)# 0. On a donc B C Z(I) C Z(f), et P ¢ Z(f).
Posons V=Y \ (YNZ(f)).OnaPeVetV CY est un ouvert de Y ; en
particulier V' est irréductible (puisque Y 1’est). D’autre part, on a

V =D(f)NY.
(L’inclusion (C) est évidente et I'inclusion (D) résulte de la suite d’inclusions :
D(f)NY =Y\ Z(f) C(Y\B)\ 2(f) =Y\ Z(f) C V).
D’apres le (a), V est isomorphe & un fermé d’une variété affine, donc isomorphe
a une variété affine. O

Notons Hom,,¢(X,Y) lensemble des applications rationnelles dominantes
entre deux variétés quasi-affines irréductibles X et Y. Donnons-nous F' €
Homy ot (X, Y') représentée par un couple (U, Fyy). La correspondance

KAF): f = (V.fy) €k(Y) — foF = (Fy'(V), fo Fy)
définit une application K* : Homyat (X, Y) = Homy 15 (E(Y), £(X)). On vérifie
aisément que, pour F' € Homy,(X,Y) et G € Homyo (Y, Z), on a :
K*(GoF)=K"(F)oK*(G) et K*(Id) =1Id.

Proposition 3.3.47 — Soient X etY deux variétés quasi-affines irréductibles.
Alors Uapplication

KC* : Homyat (X, Y) — Homy, 15 (K(Y), k(X))
est une bijection vérifiant :
K*(GoF)=K*(F)oK*(G) et K*(Id) =1d.

Démonstration. — Montrons que l'application K* est surjective. Soit 6 €
Homy,_a1g(k(Y'), k(X)). D’apres le lemme 3.3.46(b), il existe un ouvert non vide
O C Y isomorphe & une variété affine irréductible. On a k(Y') = k£(O). On peut
supposer que Y = O, c’est-a-dire que Y elle-méme est une variété affine.

Soit {y1,...,yn} un systeme générateur de la k-algebre O(Y"). Considérons
leurs images 0(y1),. .., 0(y,) dans k(X). Il existe un ouvert non vide U C X
tel que O(y1),...,0(y,) soient dans O(U). D’apres la proposition 3.3.37, le
morphisme induit 6 : O(Y) — O(U) correspond & un morphisme U — Y, et
donc & une application rationnelle F': X — Y. On vérifie que £*(F) = 6.

L’injectivité de K* et le reste de I’énoncé sont faciles et laissés au lecteur. [

Remarque 3.3.48. — Le langage des catégories permet de dire que le fonc-
teur “corps de fonctions” X — k(X) est une équivalence de catégories entre
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- la catégorie dont les objets sont les variétés quasi-affines irréductibles et les
morphismes les applications rationnelles dominantes, et

- la catégorie dont les objets sont les extensions de type fini de k£ et les mor-
phismes les morphismes de corps.

La proposition 3.3.47 donne les propriétés devant étre satisfaites par le foncteur
sur les morphismes des catégories. Quant a celles sur les objets, a savoir la
bijectivité modulo les isomorphismes, on les déduit de la remarque 3.3.4(b).

Preuve du théoréme 3.3.45. — (i) = (ii). Considérons deux application ra-
tionnelles X — Y et Y — X, inverses 'une de 'autre, et représentées respec-
tivement par (U, F') et (V,G) ou U,V sont des ouverts non vides respectifs de
X, Y respectivement, F': U — Y et G: V — Y sont des morphismes. On a
GoF =1Idsur F}(V)NU et FoG =1d sur G"}(U)NV. On vérifie sans
peine que les ensembles

FH{GYUO)NV)NU et G HFY(V)NnU)NV
sont des ouverts non vides de X et Y (respectivement) et qu’ils se corres-
pondent via F' et G.
(ii) = (iii). Si U et V sont des ouverts non vides de X et Y isomorphes, on a :
E(X)=kU)~k(V)=FEkY).
(iii) = (i) découle immédiatement de la proposition 3.3.47. O

3.4. Courbes

On étudie le cas de la dimension 1. Les résultats de la section précédente
s’appliquent a ce cas particulier, mais ce cas offre des spécificités qui en font
une situation privilégiée.

3.4.1. Généralités. — Le contexte global est celui des variétés quasi-affines
de type classique. Le corps k est algébriquement clos.

3.4.1.1. Courbes quasi-affines et leurs corps de fonctions. —

Définition 3.4.1. — On appelle courbe toute variété quasi-affine de type
classique de dimension 1. On dit k-courbe si on veut garder la référence a k.

D’apres le théoreme 1.1.20, le corps de fonctions k(X) d'une courbe
irréductible X est une extension de k de type fini de degré de transcendance
1. Si f € k(X) \ k, le corps k(X) est une extension finie de k(f). Le degré
[k(X) : k(f)] est appelé le degré de f et noté deg(f).
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Le §3.3.6 s’applique au contexte restreint de la dimension 1. En tenant
compte de la remarque 3.3.44, on aboutit a la conclusion suivante.

Proposition 3.4.2. — Le foncteur “corps de fonctions” X — k(X) est une
équivalence de catégories entre

- la catégorie dont les objets sont les courbes irréductibles et les morphismes
les applications rationnelles non constantes, et

- la catégorie dont les objets sont les extensions de k de type fini de degré de
transcendance 1 et les morphismes les morphismes de corps.

Ce résultat est un ingrédient de la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. — Toute courbe irréductible est birationnelle a une
courbe affine plane d’équation P(t,y) = 0 avec P € k[T,Y] irréductible, et
séparable de degré > 1 en Y.

Démonstration. — Montrons plus généralement que

(*) toute wariété quasi-affine irréductible X de dimension d > 1 est
birationnelle a une hypersurface affine irréductible Z(f) C AZH avec
f € klty,... t.,Y] irréductible, et séparable de degré > 1 en Y.

Soit X comme ci-dessus. Le corps de fonctions k(X) est une extension de
type fini de k dont le degré de transcendance vaut d (théoreme 1.1.20). Par la
théorie des extensions transcendantes de type fini, il existe t1,...,t; € k(X)
algébriquement indépendants sur k (¢ € k(X )\ k si X est une courbe) tel que le
corps des fonctions k(X)) est une extension finie de k(t1,...,tq). La théorie des
extensions transcendantes séparables de type fini [Lan78, X,86] en dit plus :

(**) comme k est parfait car algébriquement clos, on peut choisir tq,...,tq €
k(X) tel que k(X)) soit une extension finie séparable de k(ty,...,tq).

D’apres le théoreme de 1’élément primitif (théoreme 1.4.10), il existe z € X tel
que k(X) = k(t1,...,tq,x). Soit P € k[t1,...,t,, Y] le polyndme obtenu & par-
tir du polynéme minimal de x sur k(¢1,...,tq) en chassant les dénominateurs.
Le k-isomorphisme de corps
k(X) = k}(tl, e ,td,x) ~ Frac(k[tl, N ,td, Y]/<P>),

indique, via le théoréeme 3.3.45 (la proposition 3.4.2 pour les courbes), que X
est birationnelle & 'hypersurface Z(P) C A%t (k) d’équation P(t1,...,tq,y) =
0. Par construction, le polynéme P est irréductible dans k[T, Y], et séparable
de degré > lenY. O
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3.4.1.2. Lissité. — Pour cette notion importante, nous nous plagons dans le
contexte général des variétés quasi-affines. Soit X C A™(k) une variété quasi-
affine irréductible. Rappelons que, pour z € X, on note O, 'anneau local de
X en x et p, son idéal maximal.

Proposition 3.4.4. — Soit {f1,..., fr} C k[T1,...,T,] un systéme généra-
teur de l'idéal Z(X). Soit x € X. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le rang de la matrice J(x) = (0f;/0Tj(x)):; est égal a n — dim(X).

(i) L’anneau local O, de X en x est un anneau local régulier c’est-a-dire :(1?)
p2/p2 est un O, /p,-espace vectoriel de dimension dim(QO,).

Concernant la condition (ii), rappelons que dans la situation considérée, on
a: Oy/pr ~ ket dim(O,) = dim(X). Cela se déduit du lemme 3.3.30 et du
théoreme 3.3.31 dans le cas affine; le cas quasi-affine s’en déduit, en vertu de

la proposition 3.3.22 (dim(X) = dim(X)) et du fait que, pour € X, I'anneau
local en z est le méme que z soit vu comme un point de X ou de X.

Définition 3.4.5. — Le point x € X est dit non-singulier quand les pro-
priétés de la proposition 3.4.4 sont satisfaites. La variété X est dite non-
singuliére ou lisse si tout point x € X est non-singulier.

Remarque 3.4.6. — Si X = Z(f) est une hypersurface avec f irréductible
dans k[T1,...,T,], on a dim(X) = n — 1 (corollaire 3.3.21), et la condition (i)
revient & demander que 'une des dérivées partielles (0f/0T;), j = 1,...,n,
soit non nulle en .

Preuve de la proposition 3.4.4. — Notons =z = (ai,...,a,) et Z(x) l'idéal
I(z) = (It — a1,..., T, — an) C k[Ti,...,T,]. Considérons ’application
k-linéaire :
9 kTy,....,T,] — k"
: 0, 2]
f = (Fh@),. . k(@)
L’ensemble {0(T1 — a1),...,0(T, — ay)} est la base canonique de k™. D’autre
part, pour f € k[T1,...,T,], on a Iéquivalence 0(f) = 0 <= f € (Z(x))?,
qui se voit facilement en se ramenant au cas ou x = (0,...,0). L’application
f induit ainsi un isomorphisme de k-espaces vectoriels :
0:Z(x)/(Z(x))? — k"
Considérons l'idéal Z(X) C k[T1,...,T,]. Le k-espace vectoriel image
O(Z(X)) est engendré par {0(f1),...,0(f)}. Cela donne :

(2)Voir définition 1.1.12.
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dimi (0(Z(X)) = rk(J (2)).
et on a par ailleurs
dimy (O(Z(X)) = dimy (8 (O(Z(X)))) = dime(Z(X) + T(x)2)/Z(x)2.
Enfin, 'anneau local O, est le localisé de l'anneau k[T7i,...,T,]/Zx par
I'idéal maximal M, = (Z(z) + Z(X))/Z(X) (lemme 3.3.30). On obtient :
(T(x) + T(X))/T(X)
(Z(2) + I(X))?/Z(X)

M| M

I(x) +Z(X)
I(x)? + I(X)

I(z)/I(x)?
(Z(2)* +Z(X))/Z(x)?

12

Cela conduit finalement a
dimy (My/M2) = n —1k(J(x)).
Comme p,. /p2 est isomorphe & M, /M2 (comme k-espaces vectoriels), on peut
conclure que

dimg,(p,/p2) = dim(X) <= n —1k(J(z)) = dim(X),
ce qui est bien ’équivalence a démontrer. ]

3.4.1.8. Points non-singuliers des courbes et valuations associées. — Nous
revenons au cas d’une courbe irréductible X. D’apres la proposition 3.4.4,
si x € X est un point non-singulier, I’anneau local O, est un anneau local
régulier intégre de dimension dim(X) = 1. D’apres le théoreme 1.3.2, O, est
un anneau de valuation discréte du corps de fonctions E = k(X).(3) On note
ord, la valuation associée, qu’on appelle la valuation “ordre en z”. Il résulte
des définitions que 'on a, pour tout f € k(X) :
f est réguliére en v <= f € O, <= ord;(f) > 0.

On désigne I'’ensemble de toutes les places du corps F par Plg.

Proposition 3.4.7. — Soient P € k[T,Y] un polynéme irréductible, X =
Z(P) C A%(k) la courbe affine plane associée, X' C X le sous-ensemble de X
des points non-singuliers et E = k(X). Alors Uapplication
X' — Plg
{ x + ord, (& équivalence pres)

(3 On retrouve le corollaire 1.3.4 comme cas particulier de la proposition 3.4.4 ou X est une
courbe affine plane irréductible, c’est-a-dire, X = Z(f) avec f irréductible dans k[71, T2].
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est injective et d’image de complémentaire fini.

Démonstration. — Considérons deux points différents z1 = (t1,y1) et zg =
(t2,92) dans X’. On a ou bien t; # to ou bien 1 # x2. Dans le premier cas,
la fonction f =t — t; vérifie ord,, (f) > 0 et ord,,(f) = 0, ce qui montre que
les valuations ord,, et ord;, ne sont pas équivalentes. On conclut pareillement
dans le second cas en considérant f = y — y;. L’application de 1’énoncé est
donc injective.

Pour la surjectivité a un ensemble fini pres qu’on établit ci-dessous, on utilise
I’étude faite au chapitre 2 du prolongement des places dans une extension finie ;
plus précisément, on utilise le §2.3.4 dans le cas ou le “corps du bas” est k(7).
La traduction du théoreme 2.3.6 dans ce cas particulier est explicitement faite
au §6.1.3; voir la proposition 6.1.5.

Dans un premier temps, considérons le cas ou degy(P) = 0. Le polynéme
P, étant irréductible, est de la forme P = Y — yy avec yg € k. On a alors
X ={(t,yo) |t € k} =~ Al(k) = X" et k(X) = k(T), et le résultat provient du
théoreme d’Ostrowski (théoreme 1.3.9) : les places du corps k(T') triviales sur
k sont les valuations (T" — tp)-adiques (t9 € k), lesquelles correspondent aux
points de X' et auxquelles il faut ajouter la valuation (1/7)-adique. On peut
donc supposer degy (P) > 1 et degy(P) > 1.

Montrons dans un deuxieme temps que I'un des deux discriminants de P,
par rapport a Y et a T, est non nul. Supposons que le premier, Ay (P), soit
nul (dans k[7]). Comme P est irréductible dans k[T,Y] et de degré > 1 en
Y, alors P a une racine double ) € Ek(T), ce qui entraine que le polynome
(OP/9Y), qui annule Y et est degré < degy (P) en Y, est nul dans k[T,Y].
Nécéssairement, k est caractéristique p > 0 et P € k[T, Y?].(14) Si le second
discriminant, Az (P), est nul (dans k[T]), alors on P € k[T?,YP]. Comme k
est parfait puisqu’algébriquement clos, cela entraine que P est une puissance
p-ieme dans k[T,Y], ce qui contredit I'irréductibilité de P. Dans la suite, on
suppose que Ay (P) # 0.

Soit v € Plg. Notons w sa restriction au corps k(7). D’apres le théoreme
d’Ostrowski (théoreme 1.3.9), w est une valuation (T — tg)-adique avec tg € k

ou la valuation (1/T)-adique. Pour la conclusion voulue, on peut supposer
que w n’est pas dans un ensemble fini, puisque, étant donné une place w de
k(T), elle ne peut avoir qu’un nombre fini de prolongements & E, inférieur au
degré d = [E : k(T)] = degy (P). On supposera que w n’est pas la valuation
(1/T)-adique ni la valuation (7" —t()-adique pour un point ¢y annulant Ay (P).

(U9 0On réutilise ici un argument utilisé pour démontrer la proposition 1.4.7.
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On sait alors que v correspond & un des plongements E — k((T — tp)),
lesquels correspondent aux d racines distinctes yo € k du polynéme P(tg,Y).
Notons xg = (tg, yo). Il s’agit d’un point de X’. On sait que I'idéal de valuation
de v est I'idéal (T'—tg, Y —yo). Comme cet idéal est aussi I'idéal de valuation de
ordg,, les valuations v et ord;, sont équivalentes. Cela conclut la preuve. [J

3.4.1.4. Modéle projectif lisse d’une courbe. — Une courbe irréductible X
étant donnée de corps de fonctions E, on peut munir I’ensemble Pl d’une
structure de courbe projective, irréductible et lisse. On 'appelle le modéle
projectif lisse de la courbe X ou du corps de fonctions E et on la note XP!.
Nous renvoyons a [Har77, chapter I, §6], ou, avant méme de démontrer le
résultat suivant, sont étendues aux courbes quasi-projectives les notions de
“lissité”, d’“application rationnelle”, de “morphisme”.

Théoréeme 3.4.8. — Toute courbe irréductible X est birationnelle a une
courbe projective lisse, unique a isomorphisme prés, laquelle est le modéle
projectif lisse XP' du corps de fonctions k(X). En termes catégoriques, les
catégories sutvantes sont équivalentes :

(a) courbes projectives lisses irréductibles, et morphismes non constants,

(b) courbes quasi-projectives irréductibles et applications rationnelles non
constantes,

(c) extensions de type fini de k de degré de transcendance 1, et k-morphismes.

Exzemple 3.4.9. — (a) Al(k)P! = P'(k).

(b) Si X : P(t,y) = 0 est une courbe affine plane irréductible comme dans la
proposition 3.4.7, on peut identifier les points non-singuliers de X aux places
correspondantes dans Plg, c’est-a-dire le lieu lisse X’ & un sous-ensemble de
XP Les points de XP!\ X', en nombre fini, sont des places v de k(X) dont la
restriction a k(T")

- soit correspondent & une valuation (7" — tp)-adique, ou ty € k est ’abscisse
d’un point (¢, yo) singulier de X. Dans ce cas, on peut voir la place v comme
désingularisant le point (o, yo),

- soit correspondent a la valuation (1/7')-adique, auquel cas on les appelle les
points a linfini de X.

3.4.1.5. Pdles et zéros des fonctions. — Nous n’utiliserons pas formellement
le §3.4.1.4. Nous retenons cependant son point de vue — voir ’ensemble des
places de Plp comme des points d’une courbe —, que nous noterons XP!,
comme la courbe XP!' du théoreme 3.4.8.
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Définition 3.4.10. — Soit X une courbe quasi-affine irréductible de corps
des fonctions E. Soient f € E et z un point de XP! c’est-a-dire une place
v € Plg. On dit que f a un zéro en x (resp. a un pdle en x) si v(f) > 0 (resp.
si v(f) < 0). Si v est normalisée de fagon a ce que v(F) = Z, l'entier v(f) est
appelé l'ordre de f en x. On dit que f est réguliére en = si v(f) > 0. Dans
ce cas, la classe de f dans le corps résiduel de v identifié & k se note f(x) et
s’appelle la valeur de f en z.

Théoréme 3.4.11. — Soient X une courbe quasi-affine irréductible de corps
de fonctions E et f € E non nulle.

(a) La fonction f n’a qu’un nombre fini de zéros et péles sur XPL.

(b) Le nombre de zéros (resp. de péles) de f sur XP', comptés avec multiplicité,
est égal a deg(f).

Démonstration. — L’énoncé étant birationnel (invariant par isomorphisme bi-
rationnel), on peut se placer dans la situation de la proposition 3.4.3 ou X est
une courbe affine plane d’équation P(t,y) = 0 avec P € k[T, Y] irréductible, et
séparable de degré d > 1 en Y. Les deux assertions se vérifient sans difficulté
dans le cas ou E = k(T'). Passons au cas général. Le cas ou f est constante
est trivial. Supposons donc que f € E'\ k.

(a) Considérons le polynéme F' € k[T, Z] obtenu a partir du polynéme minimal
de f sur k(T') en chassant les dénominateurs. Il s’écrit :

F(T,2) = fo(T)Z" + AT)Z 4+ fua(T)Z + fulT)
avec n > 1, fo,..., fn € k[T] et fo # 0.

Soit # € XP! un point correspondant & une place v € Plg. On peut supposer
que v prolonge une place (T — tg)-adique du corps k(T) avec tg € k; cela n’ex-
clut qu'un nombre fini de places v € Plg. Supposons v(f) < 0. De F(T, f) =0
et v(f;) >0,i=1,...,n, on déduit :

v(fo) + nu(f) = (n— L)u(f).
et donc v(f) > —v(fo). On obtient donc que si tp n’est pas une racine de
fo, ce qui n’exclut qu'un nombre fini de places v € Plg, alors v(f) > 0. En
conclusion, f ne peut avoir de pole qu’en les points de XP! correspondant &
des places v prolongeant une place (T — tp)-adique avec fy(tg) = 0. On obtient
une conclusion similaire pour les zéros de f en considérant les poles de 1/f.

(b) Considérons 'extension finie E/k(f). Supposons dans un premier temps
qu’elle soit séparable. On peut alors choisir 7' = f dans le préambule de la
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preuve; on a alors F' = P (le polynéme minimal sur k(T") de I’élément primitif
Y = (Ymod P) de l'extension E/k(T'), aux dénominateurs pres).

Dans le cas ou d = 1, on a F = k(T) et la fonction T" a un zéro et un pdle
sur XP! = P!(k). Notons que plus généralement, pour g = u/v € k(T) avec
u,v € k[T], v # 0 et u et v premiers entre eux, on a :

> toek 0rdey (9) = deg(u) — deg(v),
ce qui, en tenant compte de ord(g) = —(deg(u) — deg(v)) se réécrit

> toep (k) Ordeo (9) = 0,
et donne la conclusion souhaitée.

Supposons maintenant d > 1. Chaque zéro sur XP! de la fonction T est une
place v € Plg prolongeant la valuation T-adique ordg € Pl (7). De plus, l'ordre
de multiplicité de T en ce zéro est l'entier v(T") si v est normalisée de sorte
que v(E) = Z. Cet ordre est donc v(T') = [E, : k((T))] et le nombre de zéros
de T comptés avec multiplicités vaut :

> By k(T)] = degy (P) = deg(T),
vEPlE,v/ordg
la premiere égalité s’obtenant en appliquant le théoréeme 2.3.6 (dans la situa-
tion ou les degrés résiduels f; sont égaux a 1, puisque k est algébriquement
clos). Le raisonnement est le méme pour les poles, en changeant 0 en oo.
Reste le cas ou 'extension E/k(f) est inséparable. Notons E® extension
séparable maximale de k(f) contenue dans E. D’apres le cas séparable, on a
Yoo B R = [ k()
vEPlEs,v/ordg
Mais l'extension E/E® est purement inséparable (corollaire 1.4.9) et chaque
valuation discrete v € Plgs se prolonge de fagon unique en une valuation
w € Plg, pour laquelle on a de plus [E,, : Ef] = [E : E®] (proposition 2.2.10).
L’identité précédente se réécrit :
> B k() =B k()
wePlg,w/ordg
Tenant & nouveau compte de ce que [E, : k((f))] est I'ordre de multipli-
cité du point sur XP! correspondant & chaque place w € Plg, on obtient le
nombre annoncé de zéros de f sur XP!. Le nombre de péles s’en déduit comme
précedemment en considérant 1/f. O]

Remarque 3.4.12. — L’argument final montre que le degré [E : E®] — le
degré d’inséparabilité de l'extension E/k(f) — divise 'ordre de f en chacun
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de ses zéros ou poles. En particulier, si f est une uniformisante en un point
x € XP! c’est-a-dire si ord,(f) = 1, alors 'extension E/k(f) est séparable.

3.4.2. Riemann-Roch. — Le théoreme de Riemann-Roch est un outil puis-
sant et riche de conséquences de la théorie des courbes algébriques.

3.4.2.1. Diviseurs. — Soit X une courbe irréductible. On appelle diviseur de
X tout élément du groupe abélien libre Div(X) engendré par les éléments de
XPl Un diviseur D € Div(X) s’écrit

avec n, € Z, et n, = 0 pour tout € XP' sauf un nombre fini. L’applica-
tion deg : Div(X) — Z qui, a tout diviseur D € Div(X), associe son degré
deg(D) = >_,c xv Nz est un morphisme de groupe. Son noyau, le groupe des
diviseurs de degré 0, se note Div’(X).

Notation 3.4.13. — Ci-dessus, on a utilisé la notation XP! pour Plg, comme
expliqué au §3.4.1.5. Si = est un “point” de XP!, on note ord, la place, dans
I’ensemble Plg, que z est véritablement.

Pour toute fonction f € k(X) non nulle, le diviseur de f est défini par

div(f) = Z ordz(f) x.
e XPl

Les diviseurs de fonctions f € k(X) sont appelés les diviseurs principau.
Ils constituent un sous-groupe div(k(C)*) C Div(X). Le groupe quotient
Div(X)/div(k(C)*) s’appelle le groupe des classes de diviseurs ou groupe de
Picard de X et se note Pic(X).

D’apres le théoreme 3.4.11, les diviseurs principaux sont en fait dans le
sous-groupe Div?(X) C Div(X) des diviseurs de degré 0. Le groupe quotient
Div?(X)/div(k(C)*) se note Pic’(X). Ce groupe est 'analogue pour les corps
de fonctions de courbes du groupe des classes d’idéaux des corps de nombres.

Proposition 3.4.14. — On a une suite exacte
1 — k* — k(X)* — Div?(X) — Pic®(X) — 0.

Démonstration. — Les points non immédiats découlent du théoreme 3.4.11.
O
Exemple 3.4.15. — On vérifie sans difficulté que si X est une courbe de

corps de fonctions une extension transcendante pure k(7") de k, c’est-a-dire si
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X est birationnelle & la droite, alors Pic®(X) = {0} : tout diviseur de degré 0
sur XP! = P1(k) est le diviseur d'une fonction f € k(7).

3.4.2.2. Différentielles. — Soit X une courbe irréductible de corps de fonc-
tions E. L’espace des formes différentielles sur X est le E-espace vectoriel,
noté Qx, engendré par les symboles df ou f € E, soumis aux conditions

(a) d(f + g) = df + dg pour tous f,g € FE,

(b) d(fg) = gdf + fdg pour tous f,g € E,
(c) de = 0 pour tout ¢ € k.

Il s’agit d’une notion birationnelle : si deux courbes irréductibles X et X’ sont
birationnelles, alors 2x et Q2x/ se déduisent I'un de 'autre par isomorphisme
linéaire induit par tout isomorphisme entre les corps de scalaires k(X) et k(X’).

Proposition 3.4.16. — L’espace Q)x des formes différentielles sur la courbe
wrréductible X est une E-droite vectorielle. La différentielle df d’une fonction
f € E engendre Qx, c’est-a-dire, est non nulle, si et seulement si l’extension
E/k(f) est séparable. En particulier, df engendre Qx si f est une uniformi-
sante en un point x € XP',

Démonstration. — Soient f € E \ k. Considérons un élément ) € E. La
fonction ) est algébrique sur k(f). Soit P € k[T,Y] le polynéme, unique a
facteur multiplicatif dans k* pres, obtenu a partir du polynéme minimal de )
sur k(f) en chassant les dénominateurs De P(f,¥) =0, on déduit :

oP
* il dy = 0.
() oL v+ O vy =
Montrons la partie réciproque de I’ equwalence de I’énoncé.

(<) Si l'extension E/k(f) est séparable, pour tout Y € E, on a 9L(1,Y) #0,
et donc dY € Edf. On obtient ainsi dE = Qx = Edf.

On a déja vu qu’il existe f € E telle que E/k(f) soit séparable (énoncé
(**) de la preuve de la proposition 3.4.3). Cela prouve la premiére affirmation
de I'énoncé, ainsi que la derniere, grace a la remarque 3.4.12. Reste a voir la
partie directe de 1’équivalence.

(=) Si lextension E / k( ) est inséparable, on peut choisir ) € E inséparable
sur k(f). On a alors 9L(£,Y) =0, ce qui entraine 8P +(T,Y) = 0 (par minima-
lité de P). La formule ( ) ci-dessus donne alors 8T( £, Y)df =0.

Si dP 7(f,Y) =0, par 'unicité de P a un facteur pres dans £*, on obtient que
les Coeﬁ‘iments a;(T) € k(T) de P (comme polynoéme en Y') doivent satisfaire
ai(T) = aa;i(T) avec e € k, 1 = 0,1,...,degy (P). Nécessairement a(T) = 0,

7
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i =0,1,...,degy (P). Cela, combiné a g—{i(T, Y) = 0, entraine que k est de
caractéristique p > 0 et que P € k[T, Y|P, ce qui contredit l'irréductibilité de
P. On peut donc conclure du paragraphe précédent que df = 0. En particulier
df n’engendre pas le F-espace vectoriel Q2x.

O

Notation 3.4.17. — Pour f € E tel que E/k(f) est séparable, si g € E, les
différentielles df et dg sont liées multiplicativement par une unique fonction
dans E, que l'on note dg/df, c’est-a-dire dg = (dg/df) df .

L’énoncé suivant est un lemme clé.

Lemme 3.4.18. — Soient X une courbe irréductible de corps des fonctions
E etz € XP'. Soit f une uniformisante de la valuation ord, € Plg. Soit g € E
une fonction réguliére en x, c’est-a-dire ord;(g) > 0. Alors la fonction dg/df
est réguliére en x, c’est-a-dire ord;(dg/df) > 0.

Démonstration. — La différentielle df engendre la FE-droite vectorielle 2x
(proposition 3.4.16). Notons v = ord,. Pour estimer v(dg/df), on se place
dans le complété E, de E. Le corps E, est le corps des fractions du complété
67} de 'anneau de valuation O,. On utilise ensuite le §1.3.7 pour montrer que
O, est isomorphe comme k-algébre & Uanneau des séries formelles k[[f]].

Pour cela, on note que le fait que f soit une uniformisante de v (i.e. v(f) = 1)
permet de montrer que, comme dans la situation du corollaire 1.3.13,

(*) pour tout m > 1, l’ensemble k[f]n—1 des polynomes en f de degré < m—1

est un domaine fondamental pour O, /p™, c’est-a-dire : pour tout m > 0, toute
classe dans O, /p™ est représentée par exzactement un élément de k[f]m—1.

Ci-dessus, p, est I'idéal de valuation, lequel est engendré par f. Le point (*)
s’établit par récurrence : si g € 6@; il existe un unique go € k tel que g—go € po,
de quoi on déduit qu’il existe un unique g; € k tel que (g — go)/f — g1 € P,
soit g—go—g1f € p2 et ainsi de suite. On obtient alors la conclusion annoncée,
comme expliqué dans le corollaire 1.3.13.

Via les isomorphismes O, ~ k[[f]] et E, ~ k((f)), on peut écrire :

g= Zgnf" et dg/df = Z W f" avec gn,n € k (n > 0)
n>0 n>ng
pour un certain ng € Z.
Par ailleurs, comme ¢ est algébrique et séparable sur k(f), il existe un
polynéme F € k[T,Y] non nul et séparable en Y tel que F(f,g) = 0. Les
regles de différentiation conduisent a
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oF
et donc a
(f, ) + DY wmfm) =
n>ng

Par dérivation formelle de F(f,g) = 0 dans k((f)), on obtient que la
derniere identité est satisfaite avec ZnZno Yo f™ remplacé par la série dérivée
D>t ngn f7 1. L'unicité de la série > > Y™ solution de cette identité
(donnée par g—}F,(f, g) #0) impose que

annfn !

n>1
Cela qui permet de conclure que v(dg/df) > 0. O
Définition 3.4.19. — Soient X une courbe irréductible de corps des fonc-

tions E et = € XP!. Soit f une uniformisante de la valuation ord, € Plg. Pour
tout w € Qx, 'entier ord,(w/df), lequel ne dépend pas de 'uniformisante f
choisie,1?) g’appelle l'ordre de w en x et se note ord,(w).

Théoréme 3.4.20. — Soit X wune courbe irréductible. Alors pour toute
forme différentielle w € Qx non nulle, on a :

ord,(w) = 0 pour tout x € XP' sauf un nombre fini.

Démonstration. — Commencons par établir la formule suivante :
(*) Soient t,g € k(X) et x € XP tels que ord,(t) > 0. Si la caractéristique p
de k ou bien est nulle ou bien ne divise par n = ord,(t), on a :
ord;(gdt) = ord,(g) + ord,(t) —
En particulier, sit est une uniformisante en x, alors ord;(gdt) = ord,(g).

Considérons une uniformisante f de ord,. On peut écrire t = uf™ avec
u € k(X) telle que ord,(u) = 0. On déduit
dt = [(du/df) f* + nuf" 1] df.
D’apres le lemme 3.4.18, ord, (du/df) > 0. Le facteur n étant non nul en raison

de I'hypothese sur la caractéristique p, on obtient que 'ordre en x du terme
entre crochets est égal & ord,(nuf" ') = n — 1, ce qui est la formule désirée

(19)G; f’ est une seconde uniformisante de ord,, alors les fonctions df /df’" et df'/df sont
régulieres en = (lemme 3.4.18), donc d’ordre nul en z, ce qui, via la formule w = (w/df’)df’ =
(w/df")(df’ /df )df , donne la conclusion annoncée.
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dans le cas g = 1. La formule plus générale pour ord, (gdt) se déduit aisément,
via la formule évidente (gdt)/df = g - (dt/df).(10)

Donnons-nous une forme différentielle w € Qx et fixons une fonction f €
E(X) \ k telle que lextension k(X)/k(f) soit séparable. La forme w s’écrit
w = gdf avec g € k(X) (proposition 3.4.16). L’ensemble des points z € XP! tels
que ord,(g) # 0 ou ord,(f) < 0 ou que z, vu comme place, est ramifiée dans
I'extension k(X)/k(f) est fini; cela résulte pour les deux premieres conditions
du théoreme 3.4.11, et pour la derniére, du théoréeme 2.4.2. L’argument ci-
dessous montre que ord,(w) = 0 pour tout 2 € XP! en dehors de cet ensemble
fini.

Soit z un tel point. Le fait que x est non-ramifié dans 'extension k(X)/k(f)
et ord,(f) > 0 entraine que f — f(x) est une uniformisante en z. La conclusion
souhaitée résulte du calcul

ordy(w) = ordg(gdf) = ords(g d(f — f(x)) = ordz(g) =0,
la formule (*) étant utilisée dans ’avant-derniere égalité. O

Définition 3.4.21. — Etant donné une forme différentielle w € Qy non
nulle sur une courbe irréductible X, le diviseur
div(w) = Z ord, (w)
zeXpl
est appelé le diviseur de la forme différentielle w. La forme différentielle w est
dite holomorphe (ou réguliére) si ord,(w) > 0 pour tout = € XP!.

Remarque 3.4.22. — La preuve du théoreme 3.4.20 montre si w = gdf avec
k(X)/k(f) séparable et g € k(X), alors

div(w) = Z ord, (w) =
zeF(f.9)
ot F(f,g) est 'ensemble fini des points x € XP! tels que ou bien ord,(f) < 0

ou bien = est ramifié dans 'extension k(X)/k(f) ou bien ord,(g) # 0.

D’apres la proposition 3.4.16, étant donné deux formes différentielles
wi,wy € Qx, les diviseurs div(w;) et div(wg) different d’un diviseur principal,
et induisent donc un élément du groupe de Picard Pic(X), qu’on appelle
la classe du diviseur canonique et qu’on note Kx, les diviseurs div(w) avec
w € Qx étant appelés diviseurs canoniques. D’apres le théoreme 3.4.11, les
diviseurs canoniques sont tous de méme degré.

(16)Si p > 0 divise ord,(t), on peut tout de méme dire que ord, (gdt) > ord,(g) + ord.(t).
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Exemple 3.4.23 (la droite). — Prenons X = Al(k). On a k(X) = k(T)
et XP' = P(k). Considérons la forme différentielle dT. D’aprés la remarque
3.4.22, on a div(dT) = ordeo(dT") 0o. Au point co, une uniformisante est 1/7.
Comme dT = —T?d(1/T) et ords(T?) = —2, on obtient div(dT) = —200. Le
diviseur canonique est donc —2o00, son degré est —2. En conséquence, il n’y a
pas de forme différentielle holomorphe.

Exemple 3.4.24 (cubique lisse). — On suppose ici que k n’est pas de ca-
ractéristique 2. Considérons la courbe affine plane X d’équation
y* = (t—t)(t —t2)(t — t3),
ou t1,t9, t3 sont trois éléments de k. On les suppose distincts, ce dont on vérifie
que cela équivaut a dire que la courbe X est lisse. Il n’y a qu’un point a I'infini,
qu’on note oo : en effet, le polynome P = Y2 — (T — t1)(T — t2)(T — t3) n’a
pas de racine dans k((1/7")) en Y (puisque une telle racine serait de valuation
3/2 ¢ Z), et donc est irréductible dans k((1/7))[Y]. En notant z; = (¢;,0),
i=1,2,3, et t et y les fonctions classe de T et Y modulo (P), on obtient que :
diV(t — tz‘) = Qxi — 200, 1= 1,2,3,
div(y) = x1 + 22 + 23 — 300.
D’apres la remarque 3.4.22, on a :
div(dt) = ordy, (dt) x1 + ordy, (dt) o + ordy, (dt) x3 + orde (dt) co.
Comme
ordy, (dt) = ordg, (d(t — ;) = ordg, (t —t;)) —1=1, i=1,2,3,
ordeo (dt) = ordeo (—t2d(1/t)) = ordeo (t?) + orde (1/t) — 1 = —44+2 — 1 = -3,
on obtient :
div(dt) = x1 + x2 + x3 — 300.
Les diviseurs canoniques sont de degré 0. On voit aussi que div(dt/y) =0 : la
différentielle dt/y est holomorphe.

3.4.2.83. Théoreme de Riemann-Roch. — Soit X une courbe irréductible. On
définit un ordre partiel sur le groupe Div(X) des diviseurs de X :

Etant donnés deux diviseurs D; = > _ypiniz @, i = 1,2, on écrit Dy > Do
si ny 4 > ng, pour tout x € XPl Un diviseur D € Div(X) est dit positif (ou

effectif) si D > 0.

Définition 3.4.25. — Soit D € Div(X). On associe a D le k-sous-espace
vectoriel £(D) du corps de fonctions k(X) défini par

£(D) = {f € k(X)*| div(f) > —D} U{0}.
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On note ¢(D) la dimension du k-espace vectoriel L(D).

L’espace L£(D) consiste en les fonctions présentant un zéro d’ordre au moins
Ing| en tout point z € XP! tels que n, < 0, et qui, aux points z ot n, > 0,
soit sont régulieres soit ont un pole d’ordre au plus n,.

Proposition 3.4.26. — Etant donnés deuz diviseurs D, D’ € Div(X), on a
les conclusions suivantes.

(a) Si D < D' alors L(D) C L(D') et l’espace vectoriel quotient L(D')/L(D)
est de dimension finie < deg(D’ — D) sur k.

(b) £(0) =k, et L(D) = {0} si deg(D) < 0.

(c) L’espace vectoriel L(D) est de dimension finie sur k. Si deg(D) > 0, alors
(D) < deg(D) + 1.

(d) Si D et D" sont égauz dans Pic(X), alors ¢(D) = {¢(D').

Démonstration. — (a) La premiére partie de ’énoncé (a) est claire. Pour la
seconde, écrivons D' =D +x1 +---+25. On a :
L(D)CL(D+x1)C--L(D+x1+-+x5) = L(D).
1l suffit de montrer que dim(£(D)/L(D + x)) < 1, pour tout z € XP'. Soient
t € k(X)) une uniformisante en z et n, le coefficient de  dans D. La fonction
[L(D+x) — k
P D g
est bien définie, et est k-linéaire, de noyau £(D). Cela donne 'inégalité désirée.
(b) L’inclusion £(0) C k résulte du théoreme 3.4.11 : si g € k(X) \ k, alors
deg(g) > 1 et donc g a au moins un pdle, et n’est pas dans £(0). L’autre
inclusion est triviale. Si g € L(D), g # 0, alors deg(div(g)) > —deg(D).
D’apres le théoreme 3.4.11, deg(div(g)) = 0, et donc deg(D) > 0.
(c) D’aprés le (b), on peut supposer deg(D) = d > 0. Fixons z € XP! et posons
D' =D — (d+1)x. Comme deg(D’") < 0, d’apres le (b), L(D') = {0}. Le (a)
permet de conclure que ¢(D) < d+ 1 =deg(D) + 1.
(d) Supposons que D' = D + div(g) avec g € k(X)*. L’application £(D) —
L(D') qui associe & toute fonction f € L(D) la fonction fg, est bien définie et
est un isomorphisme k-linéaire. Cela donne ¢(D) = ¢(D’). O

Théoréme 3.4.27 (Riemann-Roch). — Soient X une courbe irréductible
et D € Div(X). Alors il existe un entier g > 0 appelé le genre de la courbe X
qui vérifie :

UD) — ¢(Kx—D) = deg(D) +1 — g.
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Démonstration. — La démonstration est reportée au §3.4.2.6. O
Le corollaire 3.4.28 relie le genre au diviseur canonique.

Corollaire 3.4.28. — Soient X une courbe irréductible.
(a) On a l(Kx)=g.
(b) Le k-espace vectoriel des formes différentielles holomorphes est de dimen-

ston g.
(c) deg(Kx) = 2¢ — 2.
Démonstration. — (a) s’obtient en appliquant le théoreme 3.4.27 avec D =0

et en utilisant la proposition 3.4.26(b). Le (b) s’en déduit en observant les
deux points suivants :
-si w € Qx, w # 0, application :
L(div(w)) — Qx

e 2
est un k-isomorphisme linéaire entre L£(div(w)) et son image, laquelle est le
k-sous-espace vectoriel de Q2 x constitué des formes différentielles homolorphes,
- d’apres la proposition 3.4.26(d), les k-espaces vectoriels £(div(w)) et L(Kx)
sont isomorphes.
Le (c) se déduit du (a) en appliquant le théoreme 3.4.27 avec D = Kx. O

Le corollaire 3.4.29 regroupe des formes faibles du théoreme de Riemann-
Roch qui ont eu un role historique et qu’il est utile de garder a ’esprit.

Corollaire 8.4.29. — Soient X une courbe irréductible et D € Div(X).
(a) (théoréme de Riemann) ¢(D) > deg(D) + 1 — g.
(b) Sideg(D) > 2g — 2, alors {(D) = deg(D) + 1 —g.
(c) (théoreme de Clifford) Si ¢(D) > 0 et {(Kx—D) > 0, alors

/D) < deg2@ +1.
Démonstration. — (a) est une conséquence immédiate du théoreme 3.4.27.
Le (b) s’en déduit également en notant que si deg(D) > 2g—2, alors deg(K x—
D) < 0 (corollaire 3.4.28(c)) et donc ¢(Kx—D) = 0 (proposition 3.4.26(b)).
(c) Pour tout x € XP', on a £(D—z) < (D) (proposition 3.4.26(a)). S’il existe
z € XP! tel que £(D—x) = (D), alors le diviseur D’ = D—z satisfait £(D’) > 0
et {(Kx—D'") > 0 (puisque Kx —D" > Kx —D). Raisonner sur le diviseur
D’ = D—x conduira & I'inégalité voulue (et méme meilleure) pour D. On peut
donc supposer que £(D—x) < (D) pour tout z € XP.
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Considérons ’ensemble fini F C XP! des points z tels que le coefficient de z
dans K x—D est > 1. Le k-espace vectoriel £(D) contient strictement la réunion
des k-sous-espaces vectoriels £(D—z) pour = décrivant F. Choisissons g € £(D)
tel que g ¢ L(D—x) pour tout x € F. On vérifie alors que l'application

¢ : L(D—x)/L(0) = L(Kx)/L(D)
qui, pour tout f € L(D—z), envoie la classe de f modulo £(0) sur la classe
de fg modulo £(D) est bien définie et est une application k-linéaire injective.
On en déduit ¢(Kx—D) —1 < g — (D). On en déduit I'inégalité annoncée en
appliquant le théoreme 3.4.27 au diviseur Kx —D. 0

3.4.2.4. Exemples en petit genre. —

3.4.2.4.1. Genre 0. — L’énoncé suivant résume la situation.

Proposition 3.4.30. — Soit X une courbe irréductible. On a ’équivalence :
X est de genre 0 <> X est birationnelle a la droite affine A'(k).

Dans ce cas, le groupe de Picard Pic® (X) est trivial, le diviseur canonique Qx
est de degré —2 et il n’y a pas de forme différentielle holomorphe non nulle.

Démonstration. — Supposons X de genre 0. D’apres le corollaire 3.4.28,
deg(Kx) = —2. Choisisssons deux points distincts, notés 0 et oo sur XP!,
et considérons le diviseur D = 0 — co. Comme deg(D) = 0 > —2, alors

(D) =041—-0 =1 (corollaire 3.4.29(b)). Soit f € k(X) un générateur de
L(D). Grace au théoréme 3.4.11, on voit que la fonction f est non constante
et vérifie div(f) = 0 — co. Elle est donc de degré 1, d’ou k(X) = k(f), et X
est birationnelle & la droite affine A'(k). On sait déja que pour X = Al(k), le
groupe Pic’(X) est trivial (exemple 3.4.15), il n’y a pas de forme différentielle
holomorphe non nulle (exemple 3.4.23), et donc, via le corollaire 3.4.28(a), le
genre g est nul. ]

3.4.2.4.2. Genre1l. — Soit X une courbe irréductible de genre 1 donnée avec
un point de X, noté co. D’apres le corollaire 3.4.29(b), on a ¢(noco) = n pour
tout n > 1. On peut donc choisir deux fonctions ¢,y € k(X) telles que {1,¢}
soit une k-base de £(200) et {1,%,y} une k-base de L(300).

Grace au théoreme 3.4.11, on voit en outre que ordes(t) = 2 et orde(y) = 3 :
en effet, la fonction ¢ est non constante et ord.(t) # 1 sinon ¢ serait un
isomorphisme birationnel entre X et Al(k); similairement, ords(y) > 2, et
ordeo(y) # 2 sinon la fonction ¢/y n’aurait pas de poles. On en déduit aussi :
deg(t) = 2 et deg(y) = 3, puis k(X) = k(t,y) puisque le degré [k(X) : k(t,y)],
divisant [k(X) : k(t)] = deg(t) = 2 et [k(X) : k(y)] = deg(y) = 3, vaut 1.
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On observe ensuite que £(600) = 6 et que L(600) contient 1,t,y, 2 ty, v, t3.

Ces 7 fonctions sont donc liées par une relation de k-dépendance linéaire :
Aq + Aot + Asy + Agt? + Asty + Agy? + A7t3 =0,

ou Ayq,...,A7 € k. Comme les cinq premiers sont d’ordres distincts < 6 en oo

ou bien sont nuls, on a nécessairement Ag A7 # 0. En remplagant ¢ par —Ag At

et y par AgA%y et en divisant par A3A2, I'équation précédente se rééerit :

(*) Y2 + arty + asy = t* + ast? + ast + ag,

avec aq, ..., ag € k. Ainsi la courbe X est birationnelle a la courbe affine plane

d’équation (*), qu’on appelle une équation de Weierstrass pour X.

Si on suppose de plus que k n’est pas de caractéristique 2, alors on peut
simplifier ’équation de Weierstrass en complétant les carrés dans le terme de
gauche de (*), c’est-a-dire en changeant y en (y — a1t — ag)/2. On obtient une
nouvelle équation du type

(**) y? = 4t3 + bot? + 2bgt + b,
avec bo,bg,bg € k. En factorisant le polynome de droite, on obtient cette
nouvelle équation :
() y? = (t —e1)(t — e2)(t — e3) avec ey, e, e3 € k.
En outre eq, e2, e3 sont nécessairement distincts car si par exemple e; = eg, en
remplagant y par z = y/(t — e1), on obtient une équation du type 22 =t — e,
qui définit une courbe de genre 0 (puisque de corps de fonctions k(t)).

En conclusion, toute courbe de genre 1 est birationnelle a une cubique lisse
(***) comme celles de exemple 3.4.24.

Inversement, considérons une telle cubique lisse X. On sait que la diffé-
rentielle dt/y est holomorphe et donc de diviseur div(dt/y) = 0 dans Pic(X)
(exemple 3.4.24). Comme deux diviseurs canoniques different d’un diviseur

principal, le diviseur canonique Kx est nul dans Pic(X). D’apres la proposition
3.4.26((b)&(d)), on a ¢(Kx) = £(0) =1, et donc g = 1 (corollaire 3.4.28(a)).

Définition 3.4.31. — Une courbe irréductible X de genre 1 donnée avec un
point co € XP! s’appelle une courbe elliptique.

Les courbes elliptiques ont été extrémement étudiées et constituent encore
un sujet de recherches majeur en géométrie arithmétique. Une des raisons est
que P’ensemble XP' de ses points possede une structure de groupe. L’énoncé
suivant en présente un aspect.

Théoréme 3.4.32. — Soit (X, 00) une courbe elliptique. Alors lapplication
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XPl — Pic’(X)
X — T —

est bijective. La courbe XP! acquiert ainsi la structure du groupe Pic®(X).

Démonstration. — Injectivité. Soient z1,zo € XP' deux points distincts tels
que T1 — 00 = x9 — oo dans PicO(X). Alors ;1 — 29 = 0 est un diviseur
principal. Soit f € k(X) tel que div(f) = x1 — z2. On a alors deg(f) = 1,
et donc k(X) = k(f), c’est-a~dire, X est birationnelle a la droite, ce qui est
absurde puisque la droite est de genre 0. D’ou 1 = xo.

Surjectivité. Soit un D un diviseur sur X de degré 0. Considérons le diviseur
D + oo. Comme deg(D +o00) =1 >0, on a ¢(D + co) =1 (corollaire 3.4.29).
Il existe une fonction f € k(X) non nulle telle div(f) + D 4+ oo > 0. Comme
on a aussi deg(div(f) + D 4 oo > 0) = 1, on obtient que

div(f)+ D+ 00 =2 <= D =z — oo + div(f),

ce qui donne la surjectivité recherchée. O

Remarque 3.4.33. — L’application X — Pic’(X) s’appelle lapplication
d’Abel-Jacobi. L’argument ci-dessus montre qu’elle est plus généralement
définie et injective dés que le genre de X est > 0. On peut munir Pic’(X)
d’une structure de variété algébrique qui en fait une variété abélienne, qu’on
appelle la jacobienne de la courbe X. Ainsi toute courbe irréductible X se
plonge dans sa jacobienne, et est en bijection (en fait “isomorphe a&” pour la
structure appropriée) avec sa jacobienne si X est une courbe elliptique.

3.4.2.4.8. Genre 2. — On suppose que k n’est pas de caractéristique 2.
Considérons la courbe affine plane X d’équation
y? = (t—t)(t — t2)(t — t3)(t — ta) (t — t5),
ou ty,...,t; sont cinq éléments distincts de k. Comme dans I'exemple 3.4.24,
la courbe X est lisse, il n’y a qu'un point a Uinfini, et en notant x; = (¢;,0),
1=1,...,5,0ona:
div(t — t;) = 2x; — 200, i=1,...,5.
Comme
ordy, (dt) = ordy, (d(t — t;)) = ord,, (t —t;) —1=1, i =1,2,3,
orde (dt) = ordeo (—t2d(1/t)) = ordeo (t?) + ordeo (1/t) — 1= =442 — 1 = -3,
on obtient, via la remarque 3.4.22, que
div(dt) = x1 + 2 + x3 + x4 + x5 — 300.

Dot deg(Kx) = 2 et g = 2 (corollaire 3.4.28(c)). De plus, il existe une
fonction sur X de degré 2, a savoir la fonction ¢. On dit que X est une courbe
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hyperelliptique. Pour {t1,...,t5} remplacé par {t1,...,ta,+1} avec n > 1, on
obtient une courbe hyperelliptique de genre n.

Inversement, ’argument suivant montre que si X est une courbe de genre
2, alors X est une courbe hyperelliptique.(17) En effet, considérons une forme
différentielle w € Qx non nulle. D’apres le corollaire 3.4.28, on a deg(w) = 2
et £(div(w)) = 2. On peut donc choisir g € k(X) telle que, pour D = div(gw),
ona D > 0etdeg(D)=2;ainsi D = x1 +x3 avec z1, x5 € XP'. Comme D est
un diviseur canonique, on a ¢(D) = 2. Soit f € L(D) non constante telle que
div(f) > —D. On conclut, encore grace au théoreme 3.4.11, que deg(f) = 2.

3.4.2.5. Formule de Riemann-Hurwitz. —

Théoréme 3.4.34 (Riemann-Hurwitz). — Soient X et Y deux courbes
irréductibles de genres respectifs gx et gy. Soit i : k(Y) — k(X) un k-
morphisme de corps tel que Uextension k(X)/i(k(Y)) est finie de degré d et
séparable. Pour tout x € XP on désigne par e(z) Uindice de ramification de
la place x dans Uextension k(X)/i(k(Y)). On a alors :

2gx —2> (29y —2)d+ Y (e(x) - 1),
reXP!
avec €galité si l'une des deux conditions est satisfaite :
(i) k est de caractéristique 0,
(ii) k est de caractéristique p > 0 et p ne divise aucun entier e(z) avec x € XPL.

D’apres la proposition 3.4.2, se donner un morphisme de corps k(Y') < k(X)
revient a se donner une application rationnelle non constante X — Y. Dans
ce contexte plus géométrique, les entiers e, correspondent a des indices de
ramification de points sur la courbe XP'.

Démonstration. — On commence par étendre le morphisme ¢ : k(Y') — k(X)
en une application linéaire Qy — Qx (pour les structures de k(Y) et k(X)
espaces vectoriels de Qy et Qx) : pour chaque générateur dy de Qy, on
pose i(dy) = d(i(y)); ainsi, pour tout élément >, f;dy; (fj,y; € k(Y), on
ai(d_; fdy;) = >2;i(f5)d(i(y;)). On vérifie que cette définition de i sur les
générateurs de Qy est compatible avec les relations (a),(b),(c) de la définition
des formes différentielles (§3.4.2.2).

Soit g € k(Y') tel que 'extension k(Y")/k(g) soit séparable. D’apres la propo-
sition 3.4.16, la forme différentielle w = dg engendre la k(Y")-droite vectorielle
Qy. Lextension k(X)/i(k(Y)) étant séparable, 'extension k(X)/i(k(g)) lest

(UM Mais dés que g > 3, il existe des courbes de genre g non hyperelliptiques.
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aussi. Par la proposition 3.4.16, la forme différentielle d(i(g)) = i(w) engendre
la k(X )-droite vectorielle Qx. En particulier, w et i(w) sont non nulles.

Soit 2 € XP!. Notons y € YP! la valuation induite par x sur k(Y"). Nous
allons relier les entiers ordy,(w) et ord,(i(w)). Ecrivons w = fdt avec t une
uniformisante en y (comme le permet la proposition 3.4.16). On a ord,(i(t)) =
e(w)ord,(t) = e(x). Dol i(t) = us®®), ol s est une uniformisante en = et
u € k(X) une fonction telle que ord,(u) = 0. On obtient :

i(w) = i(f)d(i(t)) = i(f)d(us®@) = i(f)[e(x)us* @~ + (du/ds)s*®)] ds.
D’apres le lemme 3.4.18, on a ord;(du/ds) > 0. On obtient donc :

ord, (i(w)) > ord,(i(f)) + e(x) — 1,
avec égalité dans les cas (i) et (ii) de I’énoncé. De plus
ord, (i() = e(@)ord, (f) = e(x)ord, (w),
la seconde égalité provenant de ’énoncé (*) de la preuve du théoréme 3.4.20.
En sommant sur tous les z € XP!, on obtient :

deg(div(i(w)) > Z e(x)ordy(w) +e(x) — 1

zEXP!
= Z Ze(:c)ordy(w) + Z(€($) -1)
yeYrl zly zly

= (Syermordy(@) - (S, @) + Sy, felw) — 1)
(deg(div(w)) -d+ > (e(z) —1).

x|y
avec égalité au lieu de 'inégalité dans les cas (i) et (ii) de 1’énoncé, et ou, par

x|y, on veut dire que la valuation = prolonge la valuation y.
La formule annoncée est donc a ce stade une conséquence du corollaire
3.4.28(c) appliqué, & X et a Y. O

Exzemple 3.4.35. — Considérons 'extension galoisienne E/C(T') de groupe
de Galois (Z/27)* ot E = C(T,/T,+/T — 1). Lui correspond une application
rationnelle non constante X — A!(C). La fonction algébrique Y = VT +
VI —1 est un élément primitif de I'extension et son polynéme minimal sur
C(T) est Y4 +2Y2 —4TY + 1. On vérifie que les points ramifiés z € XP! sont
au-dessus de 0, 1, oo, avec pour chacun des trois, deux points ramifiés d’indice
2. La formule de Riemann-Hurwitz donne, pour g le genre de X :

20—2=-2-446-(2—1) soit g =0.

3.4.2.6. Preuve du théoréme de Riemann-Roch. —
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4.1. GROUPE FONDAMENTAL 157

4.1. Groupe fondamental

4.1.1. Homotopie des chemins. — Soit X un espace topologique. Un
chemin dans X est une application continue d’un intervalle fermé [a, b] dans
X ol a < b. Les valeurs en a et en b sont respectivement 1’origine et 1’ extrémité
du chemin. On a la notion de

- chemin constant basé en x € X : ¢, (t) = x pour tout t € [a, b].

- chemin inverse d'un chemin ¢ : ¢’est le chemin ¢ défini par ¢(¢) = c(a+b—1).
- chemin composé : si ¢ : [a,b] = X et ¢ : [d/,1/] - X sont deux chemins
tels que I'extrémité de ¢ coincide avec l'origine de ¢, le chemin composé est
I’application :

[a,b+V —d] — X

ct)ysia<t<b

t — N(t) = - =

(cc)(t) {c’(t—i—a’—b) sib<t<b+d —d
Remarque 4.1.1. — (a) Le chemin ¢c’ s’obtient en parcourant ¢ puis ¢’. On

trouve aussi la convention inverse dans la littérature, c’est-a-dire, ¢’ d’abord
puis c¢. Les deux ont des avantages et des inconvénients. Ce choix aura une
incidence au moment de définir I’action de la monodromie.

(b) Souvent, l'intervalle de définition des chemins est fixé égal a [0,1]. Ce
point est mineur et n’a aucune incidence sur la suite. Notre définition présente
seulement quelques avantages techniques.

Deux chemins ¢ et ¢ définis sur [a, b] sont dits homotopes entre x et y s'il
existe une application continue H : [0,1] X [a,b] — X telle que

H(0,t) = ¢(t) pour tout t € [a, b]
H(1,t) = ¢ (t) pour tout t € [a,b]
H(s,a) =x et H(s,b) =y pour tout s € [0, 1]

Deux chemins c et ¢ d’origine z et d’extrémité y sont dits homotopes entre
x et y s’il existe un reparamétrisation de ces chemins sur un méme intervalle
[a, b] — de fagon précise, deux homéomorphismes croissants ¢ et ¢’ entre [a, b]
et les intervalles de paramétrisation initiaux de c et de ¢/ — tels que les chemins
cp et ¢, tous deux paramétrés par [a, b] soient homotopes au sens précédent.

Proposition 4.1.2. — Cette définition ne dépend pas de la reparamétrisation
choisie pour les deux chemins.

Démonstration. — Si ¢ et ¢’ sont deux homéorphismes croissants entre [u, v]
t [a,b] et H : [0,1] X [a,b] — X une homotopie entre cp et ¢/, alors on
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obtient une homotopie [0, 1] X [u,v] = X entre cp et c't)’ en composant H
a droite par la correspondance

{[0, 1] x [u,v] — X
(s,1) = (s, (1= s)u(t) + s(¥'(1))

qui, & s fixé correspond & un homéomorphisme croissant entre [u,v] et [0, 1].
O]

En particulier, on peut utiliser pour ¢ et ¢’ la paramétrisation linéaire
naturelle d’un segment de R par [0, 1].

La relation d’homotopie est une relation d’équivalence.
[Réflexivité : (s,t) — c(t) est une homotopie de ¢ a c.
Symétrie : utiliser la correspondance H(s,t) <> H(1 — s,1).
Transitivité : prendre le méme intervalle [0,1] de paramétrisation pour les
trois chemins; alors, avec des notations évidentes H(2s,t) pour s € [0,1/2]
et H'(2s — 1,t) pour s € [1/2,1] définit une homotopie entre le premier et le

troisieme.]

Théoréme 4.1.8. — Soient c, ¢ et ¢’ trois chemins sur X paramétrés res-
pectivement par [a,b], [a',b] et [a”,b"].

(a) Si c et ¢ sont homotopes entre x et y, et si y est lorigine de ¢, alors
les chemins composés cc”’ et ¢/’ sont homotopes. De la méme facon, si x est
Uextrémité de ¢”, alors les chemins composés c’c et ¢'c’ sont homotopes.

(b) Si ¢ joint x 4y, ¢ jointy a z et ¢’ joint z a w, alors les chemins (cc)c”

et c(c'c”

) sont égaux.

(c) Sicjoint x ay et cy estle chemin constant égal a x, alors le chemin cyc
est homotope a c. Si ¢y est le chemin constant égal a y, alors le chemin c,c
est homotope a c.

(d) Sic joint x ay, alors les chemins cc et cc sont homotopes a ¢, et c,.

Démonstration. — (a) Soient ¢ et ¢’ deux chemins homotopes entre x et y et
¢’ un chemin d’origine y. On veut montrer que les chemins composés cc” et
¢’ sont homotopes.

ler cas. Supposons d’abord que ¢ et ¢ sont tous deux paramétrés par [a, b].
Avec des notations évidentes, K (s,t) = H(s,t) pour t € [a,b] et K(s,t) =
d"(t+a —b) pour t € [b,b+ b" — a’] définit une homotopie entre cc” et ¢/¢”.
2éme cas. Cas général. Soit ¢ : [a,b] — [@/, V'] un homéomorphisme croissant.
D’apres le ler cas, les deux chemins c.c” et (¢'¢).c” définis sur [a,b+ 0" — a”]
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sont homotopes. Si ¢ est ’homéomorphisme defini sur [a, b+b"—a”] par ¢ = ¢
sur [a,b] et ¢(t) =t + bV —bsur [b,b+ V" —a”], alors on a

1 /o

(dp).d)op™ ={.c
La relation d’homotopie étant transitive, on obtient bien I’homotopie de cc”’
et ¢, La preuve est similaire pour le seconde moitié de I’énoncé (a).

(b) Simple vérification.
(c) Supposons ¢ et ¢, paramétrés par [0, 1]. L’application définie par
2t 1+
H(s,t) = {C () pow 0<r=ie
) 1+
Y pour =2 <t<1

définit une homotopie de cc, vers c. On procede pareillement pour construire
une homotopie de c;c vers c.

(d) Supposons ¢ paramétré par [0,1]. L’application H : [0,1] x [0,1] — X
définie par

T pour 0<t<3

S 1

His,t) = c(2t — s) pour 15 <t §2§
c(2—2t—s) pour s <t< =50
T pour 22;3 <t<1

définit une homotopie de ¢c vers ¢;. On procede pareillement pour construire
une homotopie de cc vers c,. ]

4.1.2. Groupe fondamental. —

4.1.2.1. Groupoide fondamental. — Si ¢ est un chemin joignant x a y, on
note [c] sa classe d’homotopie et II; ,(X) I'ensemble des classes d’homotopie
de chemins joignant x a y. Le composition des chemins induit une “loi de
composition” sur I’ensemble

I(X) = | |Tay(X)

Précisément, pour [c] € II,, et [¢] € II, ., on pose [¢][¢] = [cc]. Cette
définition a un sens d’apres le théoreme 4.1.3. Il y a un petit abus de lan-
gage car cette loi n’est pas définie partout. D’apres le théoreme 4.1.3, cette loi
satisfait aux axiomes suivants :

(i) axiomes d’associativité (quand ils ont une sens).

(ii) existence d’un neutre & droite et et d’un neutre & gauche pour chaque
sous-ensemble I, (X).
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(iii) existence d’un inverse pour tout élément.
Cela confere a II(X) un structure de groupoide. On 'appelle le groupoide
fondamental (ou de Poincaré) de X.

4.1.2.2. Groupe fondamental. —

Théoréme 4.1.4. — Soit x € X. La composition des chemins induit une
structure de groupe sur lensemble I, (X)) des classes d’homotopie de chemins
basés en = (c’est-a-dire joignant x a x).

Le groupe II, (X)) est appelé groupe fondamental de X basé en x et est
noté 71 (X, ).

Proposition 4.1.5. — Soit ¢ un chemin joignant x a y. La correspondance
[v] — [eve] induit un isomorphisme . du groupe mi(X,y) sur le groupe
m1(X,x). Cet isomorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie [c] du
chemin c. De facon plus précise, si ¢’ est un chemin joignant x d y, on a
ae = [ a.[de L.

Démonstration. — Les résultats du §4.1.1 montrent que . est bien défini et
justifient d’autre part le calcul suivant

= [e77'q]

= [y '] [

= e [ [ [e] Y] [
= ac(7) ac(v')

ce qui prouve que ¢, est un homomorphisme. Son inverse est agz. La formule

ac(vy')

ae = [T a. [dE ! s’établit de la méme facon. O

Corollaire 4.1.6. — Six et y sont dans une méme composante connezxe par
arcs, alors les groupes m (X, z) et m(X,y) sont isomorphes.

Quand X est connexe par arcs, tous les groupes fondamentaux sont iso-
morphes. On parle du groupe fondamental de X, que 1'on désigne par 7 (X).

4.1.2.8. Propriétés fonctorielles. — Si f : X — Y est une application conti-
nue, la correspondance ¢ — foc qui transforme un chemin sur X en un chemin
sur Y, est compatible avec
* la relation d’homotopie (c’est-a-dire : [¢] = [¢/] = [foc] =[f o ])
[Clair : composée avec f, une homotopie sur X entre c¢ et ¢’ devient une
homotopie sur Y entre focet foc']

* la composition des chemins (c’est-a-dire : f o (cd) = (foc)(fod)).
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On notera f, : II(X) — II(Y) 'application induite par cette correspondance
sur les classes d’homotopie.

Proposition 4.1.7. — L’application f. induit un homomorphisme du groupe
fondamental m (X, x) vers le groupe fondamental w1 (Y, f(x)). De plus la cor-
respondance f — fi est fonctorielle, c’est-a-dire, (Idx). = Id (x) et (f o
9)« = fv 0 g

Corollaire 4.1.8. — Le groupe fondamental d’un espace topologique connexe
par arcs est un tnvariant topologique, c’est-a-dire : deux espaces connexres par
arcs ont des groupes fondamentaux isomorphes s’ils sont homéomorphes.

4.2. Calculs de groupes fondamentaux

Nous commencons par des rappels sur quelques espaces classiques dont nous
calculerons ensuite le groupe fondamental.

4.2.1. Quelques espaces classiques. —

4.2.1.1. Espaces projectifs et sphéres. —

Définition 4.2.1. — Soient K un corps et V un K-espace vectoriel de di-
mension finie.

(a) L’espace projectif P(V') est I’ensemble des droites vectorielles de V. Pour
tout entier n > 0, on pose P*(K) = P(K"+1).

(b) P(V) s’identifie au quotient V \ {O}/K*. Pour tout (n + 1)-uplet
(w0, ..., 2n) € K"\ (0,...,0), on note (xg : - : m,) € P*(K) sa classe
modulo K*. Si K =R ou C, on munit P(V') de la topologie quotient.

L’espace P"(K) correspond bijectivement & l’ensemble des points K-
rationnels de la variété projective P} définie en géométrie algébrique (Cf.
§77?). L’espace projectif P!(K) s’identifie aussi & I’ensemble K U{co}, constitué
de K et d’un point supplémentaire appelé point a 'infini.

Remarque 4.2.2. — L’action naturelle de GL(V) sur V induit une action
fidele de PGL(V) = GL(V)/K* sur P(V), et que l'action de PGL(2) =
PGL(K?)] sur P}(K) correspond, via 'identification P1(K) = K U {oo}, &
l'action des homographies (az +b)/(cz + d) sur K U {oo}.

Pour tout entier m > 0, on désigne par S™ la sphere unité de R™*!. L’es-
pace P*(R) s’identifie & 'espace S™/{—1,1} des vecteurs unitaires de R"*! au
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signe pres, P*(C) a I'espace S?"*1/S! des vecteurs unitaires de C"* modulo les
complexes de module 1.

Pour K = R, I'isomorphisme P!(R) ~ R U {cc} est un homéomorphisme
si RU {oco} est muni de la topologie du compactifié de R pour laquelle les
ouverts sont les boules ouvertes de R et les complémentaires des boules fermées
centrées en l'origine. L’homéomorphisme provient de la correspondance qui
envoie (u,v) sur u/v si v # 0 et sur oo sinon : cette correspondance est
continue (utiliser le critere séquentiel pour les points (a,0) avec a # 0), passe
au quotient et donne une application P!(R) — R U {oo} continue et bijective
et donc un homéomorphisme car les espaces sont compacts.

On a aussi un homéomorphisme entre P*(R) et S*, que fournit la projection
a partir de (0,1) :

st — PY(R)
(.y) {((y—l::c) siy#1

—z:y+1) siy#-—1
dont la réciproque est :
PYR) — St
—2uv  v? —u?

u? + 02’ u? —|—v2)

[On montre successivement que f est définie, que g est définie et continue, que

fog(u:v) = (u:wv) (le calcul donne (u® : uv) si (u # 0) et (uv : v?) si (v # 0))

et que go f(z,y) = (x,y)(1>.]

Les applications ci-dessus sont plus généralement définies avec R remplacé

par n’importe quel corps K. Il faut comprendre alors S' comme la courbe
d’équation 22 4+ y? = 1 et les applications fournissent un isomorphisme au sens

(w,0) =

algébrique entre cette courbe et P!,
On montre similairement que la sphére de Riemann P(C) est homéomorphe

au compactifié C U {oo} et & 52,
[Pour le premier homéomorphisme, on procéde comme pour P* (R). Pour le
second, on utilise la projection stéréographique p : S? \ {N(0,0,1)} — C
qui & un point M # N de S' associe le point intersection de (NM) avec le
plan réel identifié & C. Cette application est un homéomorphisme, se prolonge
contintiment par p(N) = oo, etc.]

que P?(C) est homéomorphe & C? UP!, etc.

(M On peut aussi utiliser la projection stéréographique p : S*\ {N(0,1)} — R qui & un point
M # A de S' associe le point intersection de (NM) avec Oz. Cette application est un
homéomorphisme, se prolonge continiiment par p(IN) = oo, etc.
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Proposition 4.2.3. — Pour tout entier n > 0, les espaces topologiques
P*(C) et P*(R) sont connexes et compacts.

Démonstration. — Ces propriétés se déduisent des isomorphismes P"(C)

Cntl/Cx ~ §2nH1 /G ot P*(R) =~ R /R* ~ S™/{+1}.

O R

4.2.1.2. Tores. — Pour tout m > 0, on appelle tore I'espace T™ = (S1)™.
Il est homéomorphe & R™/Z™ (voir que t — exp(2int) induit une bijection
continue entre R/Z et S, donc un homéomorphisme puisque R/Z et S' sont
compacts (R/Z est compact car égal a [0,1]/Z). On en déduit que le tore T
est connexe et compact.

On appelle tore complexe I'espace topologique C/(Zwi + Zws) ~ T? ou wy
et w sont deux nombres complexes tels que wi/wy ¢ R. Le tore complexe
s’identifie & un polygone a 4 cotés, chacun de ces cotés étant identifié avec le
coté opposé. On obtient ainsi la représentation habituelle en forme de bouée
ou de beignet du tore complexe a 1 trou.

4.2.2. Espaces simplement connexes. —

Définition 4.2.4. — Soit X un espace topologique non vide connexe par
arcs. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Les groupes fondamentaux 71 (X, z) (z € X) sont triviaux.
(ii) 11 existe z € X tel que le groupe fondamental 71 (X, x) est trivial.
(iii) Deux chemins ayant méme origine et méme extrémité sont homotopes.
Un espace topologique X vérifiant ces propriétés est dit simplement connexe.
Démonstration. — ()= (iii) : si v et 7/ joignent z & y, on a, d’apres (i),
[v7] = [cz], ce dont on déduit [] = [7].
(iii)= (i) : banal
(ii)< (i) : d’apres le corollaire 4.1.6. O
Exemple 4.2.5. — (a) Un sous-ensemble X C R"™ qui est étoilé par rapport
a un de ses points x (e.g. convexe) est simplement connexe.
[Si ¢ joint & & z, Papplication donnée par F(s, t) = sz + (1 — s)c(t) définit une
homotopie de ¢ au chemin constant x.]
(b) C\ {0} n’est pas simplement connexe.

[En effet d’apres la théorie de Cauchy, I'intégrale le long d’un chemin v d’une
fonction continue sur un ouvert U contenant 7 ne dépend pas du représentant

de la classe d’homotopie de [y] dans U. En particulier, elle est nulle le long
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d’un chemin fermé si U est simplement connexe. On sait bien que le long du

cercle unité, l'intégrale de 1/z est non nulle.]

(c) Si X et Y sont simplement connexes, alors le produit X x Y D'est aussi.
Cela résulte du résultat plus général suivant.

Proposition 4.2.6. — Soient X et Y deux espaces topologiques, px : X X
Y =5 X etpy : X XY — Y les deux projections et (x,y) un point de X X
Y. L’application (px)« X (py )« est un isomorphisme de m (X X Y, (x,y)) sur
m(X,z) x m(Y,y).

4.2.3. Le cercle S! et les tores T™. — On note p l'application R — S!
définie par p(t) = exp(2int). Pour tout entier n € Z, on note 7y, le chemin
défini sur [0, 1] par v, (t) = p(nt). Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 4.2.7. — La correspondance © : n — [vy,] est un isomorphisme
de groupes de Z sur w1 (S, 1).

La démonstration utilise le résultat classique suivant sur le relevement des
applications & valeurs dans le cercle.

Théoréme 4.2.8. — Soit K un produit d’intervalles fermés bornés et f :
K — S' une application continue.

(a) Il existe une application continue ¢ : K — R telle que po @ = f. On dit
que p est un relévement de f.

b) Deux reléevements de different d’une application constante égale a un
entier.

Démonstration. — (b) provient de la connexité de K. Pour (a), 'outil es-
sentiel est le fait que I'application p induit un homéomorphisme entre tout
intervalle ouvert ]a, a + 27| de longueur 27 et S\ {e?®}. Ainsi I'existence du
relevement ¢ est claire si f n’est pas surjective. Dans le cas général, grace
a la compacité de K qui entraine que f est uniformément continue, on peut
découper K en un nombre fini de petits * polyintervalles” compacts K; sur
lesquels f n’est pas surjective et ou il existe donc un relevement f; de f (i € I).

¢

On peut ordonner ces polyintervalles de telle sorte que l'intersection de cha-
cun d’eux avec la réunion des précédents soit connexe. On peut alors, en
procédant par récurrence, recoller tous les relevements f; (i € I), apres les
avoir éventuellement modifié par une constante. ]

Démonstration du théoréme 4.2.7. — Si ¢ est un chemin dans S! basé en 1
paramétré par [a,b], notons ¢ : [a,b] — R 'unique relevement de relevement
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de c tel que é(a) = 0. L'extrémité ¢(b) de ¢ est un entier. Appelons le le degré
de ¢ et notons le deg(c). Pour tout entier n, 7, = [0,n] (paramétré par [0, 1]
par t — nt) et donc deg(v,) = n.

Pour voir que © est surjective, montrons que

(%) [c] = ©(deg(c))

Posons n = deg(c). Les chemins ¢ et [0, n] sont deux chemins dans R de mémes
extrémités 0 et n. Comme R est simplement connexe, ils sont homotopes. Les
chemins po ¢ =cet po[0,n] =, le sont a fortiori. D’ou 7, = O(n) = [c].

Montrons que © est injective. Supposons [y,] = [Ym], ¢’est-a-dire : il existe
une homotopie H : [0,1] x [0,1] — S; joignant v, & 7. Soit H I'unique
relevement de H tel que H(0,0) = 0. L’application partielle H (s, 1) est conti-
nue et a valeurs dans Z; elle est donc constante. En particulier, v, = (¢t —
H(0,t)) et 4m = (t — H(1,t)) ont méme extrémité, c’est-a-dire n = m. [On a
Y = (t — H(0,t)) car les deux termes sont des relevements de 7, valant 0 en
0].

Enfin © est un homomorphisme de groupes. En effet, le chemin [0, n + m)]
est un relevement de 7,7, commencant en 0. Donc deg(y,Vm) = n + m. De
la formule ci-dessus, on déduit alors que [v,][Vm] = ©(n + m). O

Corollaire 4.2.9. — Le groupe fondamental du tore T™ est Z™.

Démonstration. — Conséquence de la définition 7™ = (S1)™ et de la propo-
sition 4.2.6. ]

4.2.4. Rétracte par déformation. —

Définition 4.2.10. — (a) Un sous-espace Y de X est un rétracte de X s'il
existe une application continue r : X — Y telle que r(y) = y pour tout y € Y.
L’application r est appelée rétraction de X sur Y.

(b) Un sous-espace Y de X est un rétracte par déformation de X s’il existe
une rétraction r : X — Y et une application continue H : [0,1] x X — X
telles que

(i) H(0,z) = x pour tout x € X.

(ii) H(1,z) = r(z) pour tout =z € X.

(iii) H(s,y) =y pour tout y € Y et tout s € [0, 1].

Exzemple 4.2.11. — (a) Un point x d’un espace X est un rétracte de X :
I’application X — X constante égale a x est un rétraction de X sur x.
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(b) La sphere unité S™ de R™*! est un rétracte de la boule unité ouverte
privée de l'origine. Par exemple, une rétraction est donnée par ’application

(c) Plus précisément, la sphére unité S™ de R™*! est un rétracte par
déformation de la boule unité privée de 'origine. Par exemple, une rétraction
par déformation est donnée par I’application
(s,z) — s—2 4 (1—3s)x
|z ||

(d) S* n’est pas un rétracte de C. Plus généralement le (a) du théoreme 4.2.12
ci-dessous montre que tout rétracte d’un espace simplement connexe est sim-
plement connexe.

Théoréme 4.2.12. — Soit Y un sous-espace de X, i : Y — X linjection
canonique et y € X.

(a) Si Y est un rétracte de X, alors ’homomorphisme iy : m1(Y,y) = m1(X,y)
est injectif.

(b) SiY est un rétracte de X par déformation, alors ’homomorphisme i, :
m1(Y,y) = m1(X,y) est un isomorphisme.

Démonstration. — (a) Sir : X — Y est une rétraction de X sur Y, roi = Idy.
On en déduit que (roi), = r, oi, est un isomorphisme, d’ott I'injectivité de i,.
De facon plus parlante, si H est une homotopie dans X d’un chemin basé en
y contenu dans Y au chemin constant c,, alors r o H est une homotopie dans
Y de r o ¢ = c au chemin constant r o ¢, = ¢,.

(b) D’apres le lemme 4.2.13 ci-dessous, (ior), = iy 07, est un isomorphisme.
La surjectivité de 7, en résulte. O

Lemme 4.2.13. — Soit v € X. Sous les hypothéses de (b), il existe une
rétraction de X sur'Y telle que I’homomorphisme (i or), de m(X,z) vers
m1(X,r(x)) soit induit par la conjugaison par la classe [y] d’un chemin vy dans
X joignant x a r(x).

Démonstration. — Soit r : X — Y une rétraction par déformation de X sur
Y et H:[0,1] x X — X une application continue vérifiant les conditions (i),
(i), (iii) de la définition 4.2.10. Soit 7 le chemin de X défini par v(s) = H (s, x)

1 c’est-a-dire,

(s € [0,1]). Le chemin ~ joint z & r(x). La conjugaison par [v]~
la correspondance [¢] — [y]~![c][7], est, comme (i o 7)., un homomorphisme
de m (X, z) vers w1 (X,r(x)). Montrons que ces deux homomorphismes sont

égaux.
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Soit ¢ un chemin dans X basé en x paramétré par [0, 1]. On souhaite montrer
que les chemins roc et Jocoy sont homotopes dans X. Soit G : [0,1]x[0,1] — X
I’application définie par

_ . 1—
F(2t) = v(1 — 2t) pour 0<t< =57
G(s,t) = H[s,c(‘it;ﬁfﬁ)} pour % <t< %
+3
(4t — 3) pour P <t<1

G(0,1) = (70 c o)1)
G(1,t) = H(c(t),1) =roc(t)
G(s,0) =G(s,1) =~v(1) =r(x)

Conclusion : G est une homotopie de yocoy a roc. On a donc

el = [rod = r.([e])
O

Corollaire 4.2.14. — Les groupe fondamentaur de R? privé d’un point et
du disque unité ouvert privé de l'origine sont tous deuz isomorphes a Z.

Démonstration. — L’espace R? \ {(0,0)} est homéomorphe au disque unité
ouvert privé de l'origine. Ce dernier se rétracte par déformation sur S'. Ces
trois espaces ont donc le méme groupe fondamental, a savoir Z (théoreme
4.2.7). O

4.2.5. Théoreme de Van Kampen. — Soit X un espace topologique
connexe par arcs et Xi, Xs deux ouverts non vides connexes par arcs tels
que X7 U Xy = X. On suppose aussi que X1 N X3 est non vide et connexe par
arcs. Soit £ € X1 N Xs. On a le diagramme commutatif suivant.

(X1, ) L NN m1 (X, )

Ji I ko T

7T1(X1 N XQ,JJ) L) 7T1(X2, ac)
Théoréme 4.2.15 (Van Kampen). — Le groupe fondamental m (X, x)
possede les propriétés suivantes :
(a) 1l est engendré par les images de ki et k.
(b) Il vérifie la propriété suivante : si h; : 7 (X;, ) = G, i = 1,2, sont deux
homomorphisme de groupes et si hi o j1 = ho o jo, alors il existe un unique
homomorphisme h : (X, z) — G tel que hok; = h;, i = 1,2.
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Corollaire 4.2.16. — Si Xy et Xy sont simplement connexes, alors X1UXo
l’est aussi.

Exemple 4.2.17. — (a) L’espace S? (en fait S™ pour tout entier m > 2) est
simplement connexe. (Pour m = 1, le groupe fondamental est Z).

[En effet, soient x1, z2 deux points distincts de S™ et U; = S™\{z:}, i =1,2.
Alors S™ s’écrit comme réunion des deux ouverts X; et Xo qui sont simplement
connexes car homéomorphes & R". Leur intersection, qui est homéomorphe &

R™ privé d’un point, est connexe par arcs si m > 2.]

(b) Si m > 3, l'espace R™ privé d’un point est simplement connexe. (Pour
m = 1, Pespace n’est pas connexe, pour m = 2, le groupe fondamental est Z).

[L’espace R™ privé d’un point est homéomorphe & la boule unité ouverte de

R™ privée de 'origine, qui se rétracte par déformation sur Smfl,]

Présentation de la preuve du théoréme de Van Kampen

Pour une preuve détaillée, voir par exemple [God71]. Il y a deux parties.
Le (a) s’obtient directement a partir de la définition du groupe fondamental
comme ensemble de classes d’homotopie de chemins [God71, chapitre VI,
proposition 4.1]. L’énoncé (b) peut étre vu comme une application de la théorie
des revétements (qu’il faudrait placer dans les applications de la section §4.7;
voir §4.7.4). L’homomorphisme h; : m1(X;,z) — G correspond a un revétement
galoisien f; : Y; — X;, i = 1,2. Par la condition hjoj; = hyojo, les restrictions
f{l(Xl N X)) — X1 NXy, ¢ = 1,2, sont des revétements équivalents. On
peut alors recoller Y7 a Y5 via ’homéomorphisme f; 1(X1 NXo) >~ fy 1(X1 N
X3). Cela fournit un revétement galoisien ¥ — X. L’homomorphisme associé
m1(Xi, x) — G est essentiellement ’homomorphisme i cherché (voir [GodT1,
chapitre X, §1.1]). O

4.2.6. Droite complexe privée de r points. —

4.2.6.1. Groupes libres. — Soit S un ensemble. Pour s € S et n € Z on
désigne la paire (s,n) par s". Soit F'(S) 'ensemble des suites finies (ou mots)
s" = (s1',...,sp") (notés aussi s7* - - - sp*) vérifiant

keN;si,...,s, € S;ny,...,np € Z\{0};8; # Siv1,0=1,...,k—1

Sis™ = (s7%,...,5.%) et t™ = (t7",...,t,") sont deux éléments de F(S), on
définit le produit s™t™
mot obtenu en accolant t™ a la droite de s™, puis en éliminant les termes qui

par concaténation de la fagon suivante : s™t™ est le

s’annulent, c¢’est-a-dire, ceux de la forme s™, s7".
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[De fagon précise, il y a élimination si s = ¢; = s. Dans ce cas, on remplace

s™F.s™ par s"* ™ si ng +my # 0. Si ng +m1 = 0, on supprime s et

s™1 et on réapplique la procédure aux deux mots (s?l,...,st’ll) et t™ =

(t3™2, ...t
Cette loi donne & F'(S) une structure de groupe; I’élément neutre est le mot
vide 0; l'inverse de s™ est (s, ", ..., s7"™). Le groupe F'(S) est appelé groupe
libre d’alphabet S.

Proposition 4.2.18. — Le groupe libre F(S) vérifie la propriété universelle
suivante :

(*) Toute application f : S — G de l’ensemble S vers un groupe G se prolonge
de fagon unique en un homomorphisme de groupes F(S) — G,

qui le caractérise a unique isomorphisme prés. C’est-a-dire : si § est un groupe
et S — § est une injection tels que la propriété universelle ci-dessus est sa-
tisfaite, alors il existe un unique isomorphisme entre F(S) et § qui prolonge
Uinjection S — §.

Démonstration. — Laissée en exercice. O

Corollaire 4.2.19. — S’il existe une bijection entre deux ensembles S et S’,
alors les groupes F(S) et F(S") sont isomorphes.

A isomorphisme pres, les groupes libres F'(S) ne dépendent que du cardinal
de S. Etant donné un cardinal 7, on notera F'(r) le groupe libre & r éléments
(a isomorphisme pres).

Théoréme 4.2.20. — Tout groupe G de type fini est quotient d’un groupe
libre en un nombre fini de générateurs.

Démonstration. — Soient g1, ..., g, des générateurs en nombre fini r de G.
Deés qu’'un ensemble S a au moins r éléments, il existe une surjection de S sur
lensemble {g1,...,g,}. Cette surjection se prolonge en un homomorphisme
¢ : F(S) — G qui est aussi surjectif. Le groupe G est donc isomorphe au
quotient F'(S)/ker(y). O

Quand G possede des générateurs gy, ..., g, pour lesquels il existe une sur-
jection s : S — {g1,...,9-} avec S fini et telle que le noyau ker(¢) de I'ho-
momorphisme ¢ : F(S) — G est de type fini, on dit que le groupe G est
de présentation finie, ou qu’il peut étre défini par générateurs et relations.



170 CHAPITRE 4. GROUPE FONDAMENTAL ET REVETEMENTS TOPOLOGIQUES

Tout ensemble fini R des générateurs de ker(y) s’appelle un ensemble de re-
lations satisfaites par G. Si R est un sous-ensemble fini de F(r), le groupe
F(r)/ < R > est de présentation finie. On le note plus simplement F'(r)/R.

Exemple 4.2.21. — (a) Par définition, le groupe abélien libre & r éléments
est le groupe F(r)/[F(r),F(r)]. Il est de présentation finie; l’ensemble de
Lol 2 et y décrivent I'ensemble des
générateurs de F'(r). D’autre part, il est isomorphe a Z".

ses relations est constitué des xyz—ly~

[On montre que 'homomorphisme canonique F(z1,...,z,) — Z" (qui envoie
x; sur le iiéme vecteur de la base canonique) satisfait la propriété universelle de
F(r)/[F(r), F(r)]. Cest-a-dire, d’étre le plus grand quotient abélien de F(r).
Autrement dit, tout homomorphisme surjectif F(r) — G avec G abélien se
factorise par le morphisme F(r) — F(r)/[F(r), F(r)].]
(b) Soit F'(r) le groupe libre a r générateurs x1, . .., .. Le groupe F(r)/x1 - - - x,
est isomorphe a F'(r — 1).
[On montre que F(r)/z1 -z, et Uinjection {z1,...,xr—1} < F(r)/z1 - xr

satisfont la propriété universelle de F(r — 1).]

4.2.6.2. Droite affine complexe privée de r points. — On calcule le groupe
fondamental de la droite affine complexe privée de r points, c’est-a-dire du
plan réel R? privé de r points. On en déduira celui de P*(C) privé de r points.

Théoréme 4.2.22. — Soient ti,...,t. r points distincts de R?. Le groupe
fondamental de X = R2\ {t1,...,t.} est isomorphe au groupe libre F(r) a r

générateurs.
Démonstration. — On le démontre par récurrence sur r. Le résultat est vrai
pour r = 0 (car R? est simplement connexe). Soient ty,...,t.4+1 r+ 1 points

distincts de R? et X = R2\ {t1,...,t11}. Soit D une droite séparant un point
des r autres. De fagon plus précise, soit ¢ une forme linéaire affine telle que,
pour un certain a > 0 :
{ ) < —a,i=1,...,r
l (tr+1) >«

Notons X7 et Xy lintersection de X avec respectivement les demi-plans
{l(z) > —a} et {{(z) < a}. Les hypotheéses du théoréeme de Van-Kampen
sont satisfaites. L'intersection X1 N X5 est convexe donc simplement connexe
(c’est une bande parallele & D). L’espace X; est homéomorphe & R? privé
de r points. D’apres 'hypothése de récurrence, son groupe fondamental est
le groupe libre F(r). L’espace Xo est homéomorphe & R? privé de 1 point.
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D’apres le corollaire 4.2.14, son groupe fondamental est le groupe Z = F(1).
Le théoreme 4.2.15 s’applique : le groupe fondamental de X en satisfait les
conclusions (a) et (b). C’est un exercice facile de vérifier que ces conclusions
sont satisfaites par le groupe libre F(r + 1) et le caractérisent. ]

Remarque 4.2.23. — On peut préciser comment obtenir r générateurs
indépendants de m (R?\ {t1,...,t.}). Soit ty un point de X; N Xy distinct des
points t1,...,t.. Pour chaque point ¢;, soit x; un lacet “tournant une fois”
dans le sens positif autour du point ¢; (i = 1,...,r). Si les lacets z1,...,x,
ne se croisent pas mutuellement, ils forment un ensemble de générateurs
indépendants de 71 (R2\ {t1,...,t,}).

4.2.6.3. Droite projective complexe privée de r points. —

Théoréme 4.2.24. — Soientty,..., t, r points distincts de P*(C). Le groupe
fondamental de X = PY(C)\ {t1,...,t,} est isomorphe au quotient du groupe
T (C\ {t1,...,t}), identifié au groupe libre F(r) a r générateurs x1,...,x,,

par la relation x1---x, = 1, et donc aussi au groupe libre F(r — 1) a r
générateurs.
Démonstration. — Si on souhaite juste la conclusion m1(X) ~ F(r — 1), il

suffit de dire que, pour » > 1, P1(C) privé de 7 points est homéomorphe & R?
privé de r — 1 points, et que P}(C) (privé de 0 point) est simplement connexe
car homéomorphe a S2. Pour démontrer le résultat plus précis, on procede
comme suit.

On voit P1(C) comme C U {oo} avec oo distinct des points t1,. .., t,.. Soient
B une boule fermée de C, centrée en l'origine et de rayon r > 0, contenant
les points t1,...,t.. Soient X; une boule ouverte de C contenant B et Xy =
PY(C) \ B.

L’espace X est homéomorphe au plan réel privé de r points. Il est donc
connexe par arcs et son groupe fondamental est, d’apres le paragraphe
précédent, le groupe libre F(r). L’espace X5 est homéomorphe & la boule
ouverte centrée en O et de rayon 1/r [par exemple par la correspondance
z — 1/z qui transforme un nombre complexe de module a en un nombre com-
plexe de module 1/a]. L’espace X5 est donc connexe par arcs et simplement
connexe. L’espace X1 N X5 est connexe par arcs et se rétracte par déformation
sur S'. Son groupe fondamental est donc isomorphe & Z. Plus précisément,
si pour chaque point ¢;, x; un lacet “tournant une fois” dans le sens positif
autour du point ¢;, ¢ = 1,...,r, un générateur est le produit x - - - x,.
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D’apres le théoreme de Van-Kampen, le groupe 7;(X) est un groupe en-

gendré par 1, ...,x, qui a la propriété que tout homomorphisme de F(r) =<
T1,...,%y > qui est nul sur le produit z7 - - -z, se factorise par lui. Ce groupe
est donc bien le quotient F(r)/xy - - x,. O

Remarque 4.2.25. — (a) On a calculé le groupe fondamental de P1(C) privé
de r points. L’espace P! (R) privé de r points lui présente moins d’intérét : pour
r =0, c’est S', son groupe est donc Z, pour r = 1, c’est R qui est simplement
connexe ; pour r > 2, I’espace obtenu n’est pas connexe.

(b) L’espace P1(C) est simplement connexe. En fait cela se généralise aux
dimensions supérieures : P (C) est simplement connexe pour tout m > 2. Le
résultat est un peu plus compliqué pour les espaces projectifs réels : le groupe
fondamental de P!(R) est Z et celui de P™(R) est Z/2 pour tout m > 2. Ces
résultats peuvent étre vus comme cas particulier d’un résultat général sur le
groupe fondamental d’un complexe cellulaire [God71, p. 96].

4.2.7. Tore complexe a g trous. —

Théoréme 4.2.26. — Soient X un tore a g trous et aj,...by les cycles cor-
respondants aux bords du polygone. Le groupe fondamental de X est isomorphe
au quotient du groupe libre F'(2g) a 2g générateurs ai,...by par la relation
H?:l[aiv bi] =L

Démonstration. — Soient ) un point intérieur au polygone, X; = X \ {Q} et
X5 lintérieur du polygone. L’espace X5 est simplement connexe. L’espace X3
se rétracte par déformation sur le bord du polygone qu’il faut voir comme un
bouquet B de 2g cercles Cj, ¢ = 1,...,2g ayant un unique point £ en commun.

Montrons par récurrence que le groupe fondamental de B est le groupe libre
en les 2g générateurs aq,...,by;. On choisit z; sur C; distinct de z. L’espace
Uy =B\ {zy,... ,3329_1} se rétracte par déformation sur Cyy. L'espace Us =
B\ {x24} se rétracte par déformation sur Cy U ... U Cyy—1. Enfin Uy N Uj se
rétracte par déformation sur x et est donc simplement connexe. Le théoréme
de Van Kampen et 'hypothese de récurrence conduisent bien a la conclusion
annonceée.

L’espace X1 N X5 est homéomorphe au disque épointé. Son groupe fonda-
mental est donc Z. Plus précisément, un générateur est le chemin constitué
par le bord du polygone, c’est-a-dire, le chemin alblalbfl . --agbgagbg_l. Le
théoreme de Van Kampen, appliqué au recouvrement de X par X; et Xi,
fournit la conclusion du théoreme 4.2.26. [
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On termine cette section par un résultat sans démonstration qui généralise
simultanément les théoremes 4.2.24 et 4.2.26.

Théoréme 4.2.27. — Soient T un tore a g trous et ay,...by les cycles cor-
respondants auz bords du polygone. Soient ti,...,t. r points distincts de T.
Le groupe fondamental de X = T \ {t1,...,t,} est isomorphe au quotient du
groupe libre F(2g+1r) a 29+ 1 générateurs ay,...by, x1,...,x, par la relation
Hle[ai, bz] L1 Tp = 1.

4.3. Revétements topologiques

Les espaces topologiques sont toujours supposés séparés.

4.3.1. Généralités. —

Proposition 4.3.1. — Soit B un espace topologique et f : X — B une ap-
plication continue. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout b € B, il existe un voisinage U de B, un espace discret non vide
D et un homéomorphisme ® : f~Y(U) — U x D tel que py o ® coincide avec
f,oupr:Ux D — U estla premiére projection.

(b) Pour tout b € B, il existe un voisinage U de B et une famille (Vy)aep
paramétrée par un ensemble D non vide vérifiant

(i) Les ensembles Vg sont des ouverts de X deux a deuz disjoints.

(it) f7HU) = Ugep Va-

(iii) Pour tout d € D, f induit un homéomorphisme fq: Vg — U.

Une application continue f : X — B ayant ces propriétés est appelée
revétement de B. Un ouvert U vérifiant (a) et (b) est dit trivialisant.

Démonstration. — (a) = (b). Pour tout d € D, on pose

Va={z € f1(U)|®(2) = (f(2),d)}
Comme D est discret et ® continue, V; est un ouvert de X. Les conditions (i)
et (ii) sont immédiates. La condition (iii) provient de ce que ® induit sur Vj
un homéomorphisme entre V; et U x {d}.

(b) = (a) On définit 'application ® : f~1(U) — U x D de la maniere suivante.
Pour tout z € f~1(U), il existe un unique d € D tel que x € V. On pose alors
®(x) = (f(x),d). Cette application est bijective : sa réciproque associe a tout
(b,d) € U x D I'image de b par la réciproque de fz. On munit D de la topologie
discréte. L’application ® est continue [utiliser que les V; sont ouverts] ainsi
que sa réciproque. O
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Remarque 4.3.2. — Un revétement est une application surjective et ou-
verte.

[La surjectivité est claire. Soient O un ouvert de X et € O. Soit b = f(z)
et U un ouvert de X comme dans (b). Il existe d € D tel que z € V. Alors
F(ONVy) = fa(ONVy) est un ouvert de B contenant b et inclus dans f(O).]

Exzemple 4.3.3. — (a) Pour tout ensemble F', application f: B x F' — B
donnée par f(b,d) = b est un revétement de 1’espace topologique B. Pour tout
b € B, on peut prendre U = B dans la proposition 4.3.1. Le revétement est
dit trivial.

(b) Les applications exp : C — C* et exp : iR — S! sont des revétements.

[Pour tout a € R, C auquel on a retiré la demi-droite [Oe®) (resp. S* \ {e'*})
est un ouvert trivialisant.]
(c) Pour tout entier d, les applications mg : C* — C* et my : S* — S' définis

par mg(z) = 2% sont des revétements.

(d) Revétement de la droite par une courbe algébrique. Soient P(T,Y) €
C[T, Y]\ C[T] un polynéme. Considérons la courbe affine plane C'p d’équation
P(t,y) = 0. Notons (A")*(C) I’ensemble des nombres ¢ € C qui ne sont
pas racines du discriminant A(7") de P(T,Y") relativement & Y et C'5(C) le
sous-ensemble de Cp(C) des points complexes (¢,y) de la courbe tels que
t € (AY)*(C). La premiere projection pr : (t,y) — t induit un revétement
CH(C) — (AH)*(C) de degré d = degy (P).

[Pour tout ¢t € (A')*(C), le polynéme P(t,Y) admet d racines simples

Yi,--.,Yd. Le théoreme des fonctions implicites, qu’on applique a chacun des
points (¢,y:), ¢ = 1,...,d, fournit un voisinage ouvert trivialisant de ¢.]
4.3.2. Vocabulaire. — L’espace B est appelé base du revétement. On utilise

fréquemment le terme “revétement” et pour 'application f et pour I'espace du
haut X. Le revetement est trivial si B est un ouvert trivialisant, c’est-a-dire
si X est homéomorphe & un produit B x F' (avec F discret) et f correspond
a la premiere projection.

Un revétement f : X — B est en particulier un homéomorphisme local,
c’est-a-dire : tout élément x € X a un voisinage ouvert V tel que f(V') soit
ouvert et que f induise un homéomorphisme entre V et f(V). L’espace X
hérite donc des propriétés locales de B; X hérite aussi de la séparation de B.

Les applications fd_1 : U — X sont des sections de f au-dessus de U. De
fagon générale, une section s de f au-dessus de U est une application continue
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s: U — X telle que fos = Idy. Une section de f est forcément injective. Plus
précisément s est un homéomorphisme de U sur 'ouvert s(U).

[Sa réciproque est f|s). L’ensemble s(U) est ouvert : soient b € U et U' C U
un voisinage ouvert de b trivialisant f et (Vj)scp les ouverts disjoints de
FHU). N existe d € D tel que s(b) € V. Comme s est continue, il existe U”
voisinage ouvert de b tel que s(U"”) C V. On a alors s(U") = f~"({U")N V] :
pour linclusion “2”, si & € f~1(U"”) NV, alors s(f(x)) = x car les deux
termes ont méme image par f et sont tous les deux dans V] ol f est injective.

Conclusion : s(U") est un voisinage ouvert de s(b) inclus dans s(U).]

Si deux sections s, s’ d’'un revétement f au-dessus de U coincident en un
point b alors elles coincident sur un voisinage de b.

[Comme s et s’ sont continues, b a un voisinage U tel que s(U) et s'(U) sont
contenus dans un ouvert oll f est injective; s et s’ sont nécessairement égales
sur U]

Si U est de plus connexe, alors s et s’ coincident sur U.
[Le sous-ensemble de U ol s = s’ est ouvert et fermé.]

On a une notion de morphisme de revétements. Si f : X — Bet f': X' — B
sont deux revétements, alors un morphisme entre ces deux revétements est
une application continue x : X — X' telle que f' o x = f. Les notions de
d’isomorphisme, d’endomorphisme, d’automorphisme sont définies de fagon
habituelle.

Exemple 4.3.4. — (a) L’application g : C — C* donnée par g(z) =
exp(z/d) est un morphisme du revétement exp : C — C* vers le revétement
mgq : C* — C*.

(b) Pour tout entier d > 0 et pour chaque racine dieme ¢ de 1, I'application

C* — C* donnée par z — (z est un automorphisme du revétement my :
C* = C*.

4.3.3. Fibres. — Pour tout b € B, on appelle fibre au-dessus de b du
revétement f l'ensemble f~1(b). Si U est un ouvert trivialisant contenant b
alors la fibre f~!(b) est en bijection avec I’ensemble discret F de la proposition
4.3.1. Un revétement est dit localement fini (“finite-to-one map” en anglais) si
les fibres sont des ensembles finis. La proposition ci-dessous montre alors que
si la base B est connexe, les fibres ont le méme cardinal d, qu’on appelle le
degré du revétement. On dira dans ce cas que le revétement est un revétement
fini, ou plus précisément, un revétement a d feuillets.
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Proposition 4.3.5. — Soit f : X — P un revétement. Supposons la base B
connexe. Alors les fibres sont toutes en bijection. En particulier, elles ont le
meéme cardinal si le revétement est localement fini.

Démonstration. — Pour F' espace topologique discret, notons Bp le sous-
ensemble de B des points b tel que la fibre f~1(b) est en bijection avec F.
L’ensemble Br est ouvert : si b € Bp, tout ouvert trivialisant contenant b est
inclus dans Bp. L’ensemble Bp est fermé. En effet soit b un point adhérent
a Bp. Si U est un ouvert trivialisant contenant b, U coupe Bp. Les fibres
au-dessus des points de U, en particulier f~!(b), sont en bijection avec F.
Conclusion : si B est connexe, alors Br est vide ou égal a B. O

Exemple 4.3.6. — Les fibres du revétement exp : C — C* sont isomorphes
4 Z. Les revétements my : C* — C* donnés par z — 2% sont des revétement
a d feuillets. Les revetements de la droite par une courbe algébrique définis
dans I'exemple 4.3.3 sont des revétements de degré degy P.

4.3.4. Opérations. — On a la notion de revétement induit, de revétement
produit, de revétement quotient.

4.8.4.1. Restriction de l’espace du haut. — La restriction f : X' — f(X')
d’un revétement f : X — B & un sous-ensemble X’ C X de X n’est pas un
revétement en général : prendre pour f le revétement trival X = Rx{0,1} - R
et X’ =R x {0} UR* x {1}. On a cependant le résultat suivant.

Proposition 4.3.7. — Soit f : X — B un revétement de base B connexe
et localement connexe. Si C est une partie non vide ouverte et fermée de X,
Uapplication f : C — B est un revétement. En particulier, pour tout t € B,

frt)nC #0.

Le résultat s’applique notamment dans le cas ou C est une composante
connexe de X (ou une réunion de composantes connexes de X). En effet les
composantes connexes de X sont ouvertes car E localement connexe (puisque
B Test) et fermées (elles le sont toujours).

Démonstration. — Soit b € B et U un ouvert trivialisant connexe conte-
nant b. On a donc f~H(U) = Uyep Va o les Vg sont des ouverts disjoints
homéomorphes & U. Comme C est une partie ouverte et fermée de B et que
chaque V; est connexe, pour tout d € D, on a V;NC =0 ou V; C C. L'en-
semble f~1(U) N C est donc réunion disjointe des ouverts V; pour lesquels
VanC # 0. 1l reste juste & voir qu’il en existe au moins un tel ouvert Vy,
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c’est-a-dire que f~1(U) N C # . On montre de la méme fagcon que pour la
proposition 4.3.5 que les ensembles f~1(b)NC, b € B, ont méme cardinal. [J

Ezemple 4.3.8. — (a) f: C5(C) — (A1)*(C) est le revétement de la droite
complexe donné par une courbe algébrique P(t,y) = 0 (exemple 4.3.3) et C
est le sous-ensemble de C%(C) des zéros d'un facteur irréductible de P(T,Y").

(b) Le résultat est faux si B n’est pas connexe : prendre pour X les points réels
de tangente non verticale de y*> = t(t+1)(t+2); on a B =] — 2, —1[U]0, +00[;
la projection sur ¢ n’est pas surjective quand on la restreint a une composante
connexe de X.

4.3.4.2. Restriction de la base. — Si f : X — B est un revétement et B’ C B
une partie de B, on vérifie aisément que f: f~1(B’) — B’ est un revétement
(a autant de feuillets).

Ezxemple 4.3.9. — Le revétement exp : iR — S! est obtenu par restriction
de la base & partir de exp : C — C*.

4.8.4.3. Produit fibré. — Si f: X — Bet f': X’ — B sont deux revétements,
on définit le produit fibré X xp X’ comme le sous-ensemble de X x X’ des
couples (z,z') tels que f(z) = f'(2'). La correspondance (z,z') — f(x) =
f/(«") définit un revétement f xp f': X xp X' — B.
[Pour tout b € B, la fibre au-dessus de b dans le produit fibré est le produit
cartésien f~1(b) x f71(b). Si x — (f(z),d(z)) est un homéomorphisme entre
fTHU) et Ux F et x — (f(x),d (z)) est un homéomorphisme entre f'~*(U)
et U x F', alors (z,2') — (f(x),d(z),d (z)) est un homéomorphisme entre
(fxs )N U) et Ux F x F']
De plus les deux projections X xp X' — X et X xp X' — X sont aussi des
revétements. Le diagramme suivant résume la situation.

XxpXx 2., X

pPx J{ fJ(
fl

X' ——— B
Le produit fibré satisfait la propriété universelle suivante. Si ¢ : ¥ — X et

¢ Y — X' sont deux revétements tels que f’ o ¢’ = f o, alors il existe un
unique revétement F : Y — X xg X' tel que py o FF=p et pxso F = .

Remarque 4.3.10. — Il y a aussi une notion (moins intéressante) de produit
direct fx f': X x X’ — Bx B’ de deux revétements f : X — Bet f: X' — B’
de base éventuellement distinctes.
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4.8.4.4. Revétement quotient. — Soient f: X — B et f X — B deux
revétements de B. On dit que f est un quotient de f ou que f se factorise par
f ¢’il existe un revétement g = X — X tel que fog = f.

Exemple 4.3.11. — Le revétement mgq : C* — C* donné par z — 2% est un
quotient de exp : C — C*. En effet, on a exp = mgogou g : C — C* est
donné par g(z) = exp(z/d).

4.4. Monodromie

4.4.1. Actions de groupes. — Si S est un ensemble, on note Per(S) 'en-
semble des permutations de S, c’est-a-dire des bijections S — S. Si § =
{1,...,d}, on note Per(S) = Sz. Muni de la composition des applications,
I’ensemble Per(S) est un groupe. On notera “” la loi définie par : a-b = boa,
a,b € Per(S).

Remarque 4.4.1. — Le produit a-b correspond au produit des permutations
de S vues comme actions notées a droite. Plus précisément, pour s € S et
f € Per(S), on peut noter le résultat de la permutation a sur I’élément s de
deux facons :

- notation comme action & gauche (ou notation fonctionnelle) : f(s) ou f.s

- notation comme action & droite : s/ ou (s)f ou encore s.f.

Pour un produit de deux éléments a,b € Per(S), les deux notations se corres-
pondent par les formules

(aob)(s) := a(b(s)) = ()" := s
Cela a une incidence sur le calcul dans S;. Par exemple, on a :

(123) 0 (23) = (12)
{ (123) - (23) = (13)

Une action a gauche d’un groupe G sur un ensemble S est :
- un homomorphisme 7' de G dans le groupe (Per(S), o), (c’est-a-dire T'(ab) =
T(a) oT(b)), ou, de fagon équivalente,
- un anti-homomorphisme de G dans le groupe (Per(S), .), (c’est-a-dire T'(ab) =
T(b)-T(a)).
On note T'(a)(s) ou a(s) ou a - s le résultat de 'action de a € G sur s € S.
Une action a droite d’'un groupe G sur un ensemble S est :
- un homomorphisme 7" de G dans le groupe (Per(S),.), (c’est-a-dire T'(ab) =
T(a)-T(b)), ou, de facon équivalente,
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- un anti-homomorphisme de G dans le groupe (Per(S),o), (c’est-a-dire
T(ab) =T(b) o T(a)).

T(@) ou s% ou s.a le résultat de Paction de a € G sur s € S.

On note s
Une action a droite d’un groupe (G, X) est une action & gauche du groupe
G pour la loi duale * définie par a*b = b x a. On peut donc se contenter dans
la théorie de I'une des deux notions. Nous préférerons souvent les actions a
gauche pour pour lesquelles la notation correspond a la notation fonctionnelle.
Deux actions (& gauche) T : G — Per(S) et T' : G — Per(S’) sont dites
équivalentes s’il existe une bijection v : S — S telle que vy o T'(g) = T'(g) o v
(9 € G), (ou, de fagon équivalente, si T'(g)(z) =y, alors T"(g)(v(z)) = v(y)).
Etant donnés une action (a gauche) T : G — Per(S) et un élément s € S, on
appelle orbite de s I'ensemble O(s) = T(G)(s) = {T(g)(s)|g € G} et fizateur
de s le sous groupe G(s) = {g € G|T(g)(s) = s} de G. L'orbite O(s) est
en bijection avec l’ensemble quotient G/G(s). Une action T' : G — Per(S)
est dite transitive si S # () et si S ne consiste qu’en une seule orbite. Plus
généralement, si k > 1, 'action T est dite k-transitive si T induit une action
transitive sur ’ensemble des k-uplets a coordonnées distinctes de S.
Si G est un groupe et H un sous-groupe d’indice d, ’ensemble des d classes
a gauche de G modulo H est noté G/ - H. L’action de G par translation a
gauche sur G/.H est définie par g - (xH) = gxH (z,g9 € G). C’est une action
a gauche transitive de G sur G/ - H.

Proposition 4.4.2. — Inversement soit T : G — Per(S) une action a
gauche transitive. Soit s € S. Alors laction T est équivalente a [’action
par translation a gauche sur l’ensemble G/ - G(s) des classes a gauche de G
modulo le fizateur G(s) de s. (On a un résultat semblable a droite).

Les classes d’équivalence d’actions transitives d’un groupe G correspondent
donc aux classes d’équivalence de sous-groupes de G pour la relation de conju-
gaison dans G.

[On laisse le lecteur vérifier que si deux actions transitives G — Sg4 sont
équivalentes (par o € Sg), alors les fixateurs d’'un méme élément s sont
conjugués dans G [par un élément de G envoyant s sur o(s)]. Et que si deux
sous-groupes sont conjugués, alors les actions par translations & gauche sur les

classes & gauche sont équivalentes.]

Démonstration. — Pour tout = € G, T(z)(s) ne dépend que de la classe a
gauche xG(s). La correspondance zG(s) — T'(x)(s) induit une bijection = :
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G/ - G(s) — S. On vérifie facilement que, pour tout g € G et tout zG(s) €
G/-G(s), ona: vg- (zG(s))] = T(g9)(v(zG(s))- [

4.4.2. Relevement des chemins. — Le résultat suivant, qu’on appelle
propriété de relevement des chemins et qui généralise le théoreme 4.2.8, est a
la base de la classification des revétements.

Théoréme 4.4.3. — Soit f : X — B un revétement. Soient c : [a,b] — B
un chemin et x € f~Y(c(a)) un point dans la fibre du point initial de c. Alors
il existe un unique chemin ¢ : [a,b] — X tel que foc = c et de point initial x.

Démonstration. — On généralise la preuve du théoreme 4.2.8.

Ezistence. Tout point ¢(t) (t € [a,b]) a un voisinage ouvert trivialisant V; [Dans
le cas de S', on avait pris comme ouvert trivialisant S privé d’un point].
Comme c est continue, il existe un intervalle [ug, vy] tel que c([u, ve]) C Vi
Comme [a, b] est compact, on peut recouvrir [a,b] par un nombre fini de ces
intervalles [u;, v;], i = 1,...,m. Quitte a les réordonner, on peut supposer les
v; croissant. On a alors u;11 < v;. Les intervalles [v;, viy1], 4 = 0,...,m — 1
(ot1 on a posé vy = a) ont la propriété de recouvrir [a, b] et d’avoir une image
par ¢ contenue dans un ouvert trivialisant U;. On définit ¢ par récurrence : sur
[vi, vi+1], € est le composé de ¢ avec 1'unique section U; — X envoyant c(v;)
sur I'extrémité ¢(v;) du chemin c[p,, , ., (et sur z pour i = 0).

Unicité. L’ensemble des points ¢t € [a, b] ou deux relevements de ¢ coincident
est un ensemble ouvert [méme argument que pour les sections] et fermé. [

Comme le théoreme 4.2.8, le théoreme 4.4.3 se généralise au probleme du
relevement des applications d’un produit d’intervalles fermés bornés dans B.
Cela permet de montrer I’énoncé suivant.

Théoréme 4.4.4. — Soit x un point fixé de X et f(zx) = to.
(a) La correspondance qui, & un chemin ¢ : [a,b] — B joignant t a t' associe
le chemin ¢, induit une application ™ : Il 1 (B) = Ly () =¢ oy (X).
(b) La correspondance qui, a un chemin ¢ : [a,b] — B basé en ty associe
Vextrémité ¢(b) du chemin ¢, induit une injection

Qg 2 (B, to)/ fu(mi (X, 7)) = f~(to)
de lensemble des classes a droite modulo fi(m1(X,x)) dans la fibre f~ (to).

[Dans le cas de S, Vinjection Q. est Uapplication “degré”. Dans ce cas, on

avait cependant en plus que cette injection est un homomorphisme de groupes.]
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(c) L’image de cette injection est l’ensemble des points de f~1(to) qui sont
dans la méme composante connexe par arcs que T.

(d) L’application f. : m(X,z) — m(B,tg) est injective. Son image est le
sous-groupe Hy C m1(B,to) des éléments [c] € m1(B,to) tels que Qg ([c]) = z.

Démonstration. — (a) Il s’agit de montrer que si ¢; et ¢ sont deux chemins
homotopes sur B joignant ¢y & t', alors les chemins ¢; et ¢; sont homotopes
sur X. Une homotopie H sur B entre les chemins ¢; : [a,b] — B, i=1,2, aun
unique relevement H valant z au point (0,a). La correspondance s — H (s,b)
est nécessairement constante. L’application H est donc une homotopie entre
les chemins de mémes extrémités ¢ — H (0, ) et H(1,t). Ces derniers relevent
respectivement ¢; et co et commencent en x : ce sont donc ¢; et ¢a.

(b) 11 faut voir tout d’abord que ¢(b) ne dépend que de la classe d’homotopie
[c] de c. Cela résulte de (a). Soient ensuite deux chemins ¢; et ¢, basés en tg

—~—

tels que ¢; = (fo7y)-cg avec vy chemin sur X basé en x. On a f oy = v et aussi
(f:;; co = 7 - ¢3. On en déduit ¢; = 7 - ¢2. En particulier ¢; et ¢3 ont méme
extrémité. Cela montre que €2, est bien définie. Voyons que €1, est injective.
Soient deux chemins ¢; : [a,b] — B, i = 1,2, basés en t( tels que ¢1(b) = c2(b).
Alors ¢ et ¢y ont mémes extrémités. Le chemin A = ¢ - (¢2)7! est basé en x
et vérifie f.([A]) = [c1][ca] L.

(c) Soit 2" € f~1(to) dans la méme composante connexe par arcs que z. Il
existe donc un chemin ~ sur X joignant z & z’. Le chemin ¢ = f oy est un
chemin fermé sur B basé en ty et évidemment ¢(b) = z’. Conclusion : z’ est
dans 'image de §2,. L’inclusion inverse, c¢’est-a-dire que les points dans I'image
de €, soient dans la méme composante connexe par arcs que x, est banale.

(d) Si~ est}&chemin sur X commencant en x, alors f/g’/y = v et, en
utilisant (a), f«([y]) = [7]. Ceci montre d’une part que fi est injective, et
d’autre part que I'image de f, est dans le groupe H,. Inversement si [c] est
dans H,, alors, par définition de H,, ¢ est un chemin fermé de X basé en x et
évidemment f,([c]) = [c]. O

4.4.3. Action de la monodromie. — Soit f : X — B un revétement. Le
paragraphe précédent permet de construire, pour tout point ty € B une action
T =Ty, : m(B,tg) — Per(f*(t))

A toute classe [¢] € m1(B, 1), on associe la permutation T'([c]) de la fibre
f~(to) qui envoie chaque élément x € f~1(¢y) sur I'extrémité du relévement
de ¢ de point initial z.
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[Que, pour tout [c] € mi(B,to), T([c]) soit une bijection, résulte des deux
formules

{ T([e1)[c2)) = T([e2

1) o T([e1]) pour tout [c1], [e2] € m1(B, o)
T(1) = T([er,]) = Id

La premiere est immédiate. Pour la seconde, on remarque que, pour tout z €

f*(to), le chemin constant ¢, releve c, .|

Cette action est appelée action de la monodromie sur la fibre f=1(ty). Il
s’agit d’une loi & droite si Per(f~'(tg)) est muni de la composition “o”. Ce-
pendant l'opérateur T est habituellement (et comme ci-dessus) notée a gauche.
Si on préfere voir la monodromie comme une action a gauche, il faut alors mu-
nir Per(f~!(to) de la loi duale “.”; ou alors adopter la convention inverse de
la nétre pour le produit des chemins ( Cf. remarques 4.4.1 et 4.1.1).

Remarque 4.4.5. — Plus généralement, on peut définir la monodromie
comme la donnée, pour tout (¢,t') € B x B de I’(anti-)homomorphisme

T = Tt,t’ : Ht,t’ — Blj(filof), fﬁl(t/))

qui, a la classe [c] € II; » d’un chemin sur B joignant t & t’, associe la bijection
T([c]) entre les deux fibres f~1(¢) et f~1(#'), qui envoie chaque élément = €
f1(t) sur Pextrémité du relevement de ¢ de point initial .

Soient ¢y et ¢, deux points de B et v un chemin joignant ¢y a t,. Les deux
actions Ty, et T}, sont reliées de la facon suivante : pour tout [c] € mi (B, ),

Tio ([yey ™) = Tyt (10]) Tig ([e]) (T (VD)

Supposons la base B connexe par arcs et le revétement fini. Les fibres ont
donc le méme cardinal d (proposition 4.3.5) et peuvent donc étre identifiées
a {1,...,d}. D’autre part, les groupes mi(B,ty) peuvent étre identifiés au
groupe fondamental 71 (B) (proposition 4.1.5). La formule ci-dessus montre
que 'action de la monodromie est compatible avec ces identifications et permet
de voir 'action de la monodromie sur une fibre du revétement comme une
action, définie a équivalence pres,

T:m(B)— Sq4

En combinant cela avec le théoréme 4.4.3, on obtient 1’énoncé suivant.

Théoréme 4.4.6. — Soit f : X — B un revétement de base B connexe par
arcs et localement connexe par arcs.
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(a) Les orbites de l'action T : w1 (B) — Sy de la monodromie correspondent
aux composantes connexes de X . En particulier, I’action de la monodromie est
transitive si et seulement si ’espace X est connexe par arcs.

(b) Supposons X conneze. Si G = T(m1(B)) est le groupe image de T, le groupe
fondamental 1 (X) s’identifie au groupe T~1(G(1)) ot G(1) est le fizateur de
1 pour laction G — Sy. Le groupe m1(X) donc, a isomorphisme prés, un
sous-groupe d’indice d de 71(B).

Démonstration. — (a) Soit tp un point de B. La correspondance est donnée
de la fagon suivante. Soit C' une composante connexe de X. L’espace X étant
localement connexe par arcs (car B lest), C' est une composante connexe
par arcs de X. L’ensemble C' N f~1(¢y) est non vide (proposition 4.3.7) et
correspond & une méme orbite de Ty, (théoreme théoreme 4.4.3). On associe
cette orbite & C'. Inversement, étant donnée une orbite de l'action de T sur
(o), on lui associe la composante connexe des points dans cette orbite.
Ces correspondances sont clairement inverses I’'une de 'autre.
[Si on change de point to, l'action de la monodromie ne change pas a
équivalence prés; en particulier, les orbites des deux actions se corres-
pondent : plus précisément, il existe une bijection entre les deux ensembles
d’orbites qui envoie chaque orbite sur une orbite de méme longueur.]
La premiere partie de (b) est une reformulation de théoreme 4.4.3 (d) dans
le cas ot X est connexe par arcs. La seconde provient de [G: G(1)] =d. O

Le groupe image G = T(m1(B)) est appelé le groupe de monodromie du
revétement. On le notera G(f) ou G(X/B). Le groupe G(f) est défini & conju-
gaison pres dans Sy. Précisément, le groupe de monodromie G(f), est, a conju-
gaison pres, le groupe T}, (71 (B, ty)) ou ty est un point quelconque de B et ou
la fibre f~1(tg) est identifiée & {1,...,d}. On peut le voir comme le groupe

d
m1(B, to) /ker(Ty,) =~ (B, to)/ [ fo(m(X, 2:))
=1

oil x1,...,x4 sont les points de la fibre f~!(tg).

4.5. Classification des revétements et applications

On suppose désormais l’espace base B connexe par arcs et localement
connexe par arcs.
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4.5.1. Revétements et représentations du groupe fondamental. —
D’apres la section précédente, a tout revétement connexe f : X — B de B
de degré d, on peut associer, pour tout point tg € B, une action a droite T :
m1(B,ty) — Sy transitive, ou, ce qui revient au méme, d’aprés la proposition
4.4.2, un sous-groupe d’indice d de (B, tp).

Proposition 4.5.1. — Si f : X — B et g : X — B sont deux revétements
équivalents, alors les actions correspondantes (B, ty) — Sq sont équivalentes.

Démonstration. — Soit x : X — X’ un isomorphisme entre les deux
revétements. Cet isomorphisme induit une bijection, notée encore y de la
fibre f~1(to) vers la fibre g~ (to). Si ¢ est un chemin sur B basé en ty et ¢ le
relevement de ¢ sur X commencant en un point x, alors x o c est le relevement
de ¢ sur X’ commengant en x(z). Cela donne la conclusion désirée : si action
de la monodromie de f (resp. de g) sur la fibre f~1(tg) (resp. sur la fibre
g~ (to)) est notée T} (resp. Ty), on a, pour tout [c] € (B, 1),

x o Ty([c]) = Ty([c]) o x

On va construire une correspondance inverse de la correspondance
“revétement de B — action de m1(B)”.

Cela montrera en particulier que la réciproque de la proposition 4.5.1 est vraie
(corollaire 4.5.3).

On suppose désormais que B est aussi localement simplement connexe.
Supposons donnés un point {5 € B et une action a droite transitive T :
m1(B,tg) = Sg. On va construire un revétement fr : X7 — B tel que I'action
de la monodromie sur la fibre f, 1(750) soit équivalente & l'action T. Posons
G = T(m1(B,t0)) et notons H le sous-groupe H = T~1(G(1)).

4.5.1.1. Définition de fr : Xr — B.— On note Il (B) l'ensemble
|l;e 5 to,t(B) des classes d’homotopie de chemins sur B commengant en
to. Pour tout [¢] € Il (B), on note foo([c]) 'extrémité de [¢]. Deux
éléments [c1], [c2] € Iy, (B) sont dits équivalents si foo([c1]) = foo([c2]) et
si [e1][c2)™! € H. L’ensemble X7 est défini comme l'ensemble quotient de
II;, (B) par cette relation d’équivalence et fr comme l’application induite
par foo sur Xp. Pour tout [¢] € II;, (B), on notera H[c] € Xr sa classe
d’équivalence.
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4.5.1.2. Topologie sur Xp. — Pour tout H|c|] € Xr, on définit une base de
voisinages de H|[c|] de la maniére suivante. Si U est un voisinage simplement
connexe de t = fr(H]|c]), on note Vy([c]) 'ensemble des éléments H [cd] ot §
décrit ’ensemble des chemins joignant ¢ a un point de U. On vérifie facilement
que l'ensemble des Vy([c]) o U décrit une base de voisinages simplement
connexes de ¢, constitue une base de voisinages de H|[c| sur ’espace Xr.

4.5.1.8. L’application fr est un revétement. — Soient tg € B et U un voi-
sinage simplement connexe de ty. L’ensemble f Y(U) est égal & la réunion
disjointe des Vy([ccp]) ou ¢p est un chemin joignant ¢y & un point de U et
[c] décrit un ensemble [c1],...,[cq] de représentants des classes a droite de
m1(B, tp) modulo H.

[Par définition, f;'(U) est 'ensemble des classes de chemins [y] joignant to &
un point de U, modulo H. Fixons un point ¢ de U et un chemin ¢y joignant to
a t. Pour tout H[y] € f7'(U), si § est un chemin dans U joignant I'extrémité
de « a t, alors le chemin ¢y est un chemin fermé basé en to et dont la
classe d’homotopie ne dépend pas de §. Modulo H, cette classe de chemins
ne peut prendre que d valeurs, & savoir, les d éléments H[c1],..., H[cq]. La
classe initiale [y] est donc de la forme H[cicod '], 4 = 1,...,d et ot 6" est

un chemin quelconque dans U joignant ¢ & un point de U]

Cela montre que fr est un revétement [la description de f. ! (U) montre en par-
ticulier que fr est continue]. Enfin ’application fr induit sur chaque Vi ([cico])
un homéomorphisme sur U. Sa réciproque est I’application qui a un point
t' € U associe la classe H|[c;cpd] ot § est un chemin quelconque dans U joignant
t a t’. Cette derniere application est clairement continue [l'image réciproque
d’un ouvert de type Vy ([c]) avec V C U est égal a V1.

4.5.1.4. L’action de la monodromie de fr est équivalente a T. — Soit ¢ :
[0,1] — B un chemin fermé basé en un point de B, par exemple ¢y. Soit
x € Xp un point tel que fr(z) = tyg. Le point x est de la forme H|c¢;] pour
un indice i = 1,...,d. Considérons le chemin suivant C' paramétré par [0, 1] :
pour s € [0,1], C(s) = Hlcic(st)] est la classe a droite modulo H du chemin
produit du chemin ¢; et du chemin ¢ — ¢(st) joignant ¢y a ¢(s). L’application
s — C(s) est continue,

[Si so € [0,1] et U est un voisinage simplement connexe de c(so), il existe un
voisinage I de so tel que ¢(I) C U. On a alors C'(I) C Vu([C(s0)]).]

releve le chemin ¢ et commence en C(0) = Hlg] = x. Son extrémité est
C(1) = Hle;c]. L'action de monodromie de [c] sur la fibre f'(ty) correspond
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donc & la multiplication & droite sur les classes a droite de 7 (B, tg) modulo H.
D’apres la proposition 4.4.2 et la définition de H, cette action est équivalente
a l'action T'.

4.5.1.5. SiT etT' sont deux actions m1(B,ty) — Sq équivalentes, alors les re-
vétements correspondants sont équivalents. — Supposons qu’il existe o € Sy
tel que T"(z) = oT(x)o~! pour tout z € m1(B,t). Le groupe H' associé &
T est alors H' = T71(G(a(1))). Soit § € m1(B,tg) tel que T(5)(1) = (1) [
existe car T transitive]; on a alors H' = §HJ~!. La correspondance [c] — [dc]
induit une application de X7 vers Xp [car si [e1c, '] € H alors [(dc1)(6e2)7!] €
SHS~1 = H']. On vérifie facilement que cette application X7 — X7 est une
équivalence entre les deux revétements fr : X0 — B et fr: Xpv — B.

4.5.1.6. A équivalence preés, le revétement fr : X — B ne dépend pas du
point tg. — Soit v un chemin sur B joignant ty & un second point base ¢,
la conjugaison ay par [y] (c’est-a-dire : apy([c]) = [Y][e][y]7!), identifie les
groupes (B, ty) et w1 (B, tg). Soit T" = T o ay,) laction m1(B,t;) — Sa
déduite de cette identification. Alors la correspondance [¢] — [ye] induit une
équivalence Xp — Xv.

4.5.1.7. Si T : m(B,tg) — Sq est laction de monodromie d’un revétement
f: X — B, alors le revétement fr: Xp — B est équivalent o f : X — B. —
Soit # € X le point dans la fibre f~!(¢o) correspondant & 1 dans I'identification
de f~Y(to) avec {1,...,d}. Pour y € X, on choisit un chemin sur X joignant
x & y et on définit x(y) comme la classe H[f o ¢] modulo H du chemin f o c.
Cette définition ne dépend pas du chemin ¢ : si ¢’ est un second chemin sur
X joignant y; & y, la différence [f o (¢'c™1)] est dans fi(m1(X, %)) qui, d’apres
le théoreme 4.4.3, s’identifie au sous-groupe H = T~ 1(G(1)) de m1(B,ty).
La correspondance y — x(y) définit une équivalence entre les revétements
f:X — Bet fr: Xp — B. La réciproque de x associe a toute classe H|[c]|
modulo H l'extrémité du chemin sur X relevant ¢ et commencant en x.

4.5.1.8. Résultats. — L’énoncé suivant regroupe les conclusions principales
de la construction précédente. Essentiellement, les revétements d’un espace
B connexe, localement connexe par arcs et localement simplement connexe
correspondent, a équivalence pres, aux représentations transitives, ou, ce
qui revient au méme, au sous-groupes, du groupe fondamental de B. Par
exemple, les revétements de C* correspondent aux sous-groupes de Z. Ces
sous-groupes sont de la forme dZ, d > 0. Les revétements correspondants sont
les revétements z — 2¢.
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Théoréme 4.5.2. — Soit B un espace topologique connexe par arcs, locale-
ment connexe par arcs et localement simplement connexe.

(a) Les classes d’équivalence de revétements f : X — B connexes de degré
d de B correspondent de fagon biunivoque aux classes d’équivalence d’actions
transitives T : 7w (B) — Sg, ou encore aux classes d’équivalence de sous-
groupes d’indice d de m(B) pour la relation de conjugaison dans mi(B,tg).

(b) Plus précisément, étant donné un point ty € B, la correspondance

classe d’équivalence classe d’équivalence
de revétements —  de laction de monodromie
f:X—)B T:?Tl(B,to)—)Sd
connezes de degré d sur la fibre f~1(to)

a pour réciproque la correspondance

classe d’équivalence classe d’équivalence
d’actions transitives — du revétement
T:Trl(B,to)—)Sd fr:Xr— B

(¢) Ces deux correspondances ne dépendent pas du choiz du point ty € B
modulo Uidentification habituelle 1 (B, tg) ~ m1(B, ;).

Corollaire 4.5.83. — Sous les hypothéses précédentes, si les actions de mo-
nodromie de deux revétements de B sont équivalentes, alors les revétements
sont équivalents.

Démonstration. — Combiner §4.5.1.5 et §4.5.1.7. O

Remarque 4.5.4. — On a supposé les revétements finis afin de simplifier
les notations. Mais cette hypothese n’a joué aucun role dans la construction.
le théoreme 4.5.2 est donc valable plus généralement pour des revétements
connexe de fibre en bijection avec un ensemble donné D. Il faut juste remplacer
“de degré d” par “de fibre en bijection avec D” et Sy par Per(D).

4.5.2. Quotients d’un revétement. — Les quotients d’un revétement
f + X — B correspondent essentiellement aux sous groupes de 7i(B) qui
contiennent m (X).

De fagn précise, soient f : X — B et f' : X' — B’ deux revétements
connexes de B. Soient z € X tel que f(x) = tg et 2’ € X' tel que f/(2') =
tg. Les deux revétements f et f’ correspondent & deux sous-groupes H =
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fo(m(X,2)) et H = fl(m(X',2")) de m(B,tp), ou, de fagon équivalente, &
deux actions T : 71 (B, tg) — Sq et T' : m1 (B, to) — Sa.

Proposition 4.5.5. — Le revétement f' : X' — B’ est un quotient du
revétement f : X — B si et seulement si H est inclus dans l'un des
sous-groupes conjugués de H' dans m (B, tg).

Démonstration. — (=) : Si f = ffogou g: X — X’ est un revétement,
on a alors g.(m(X,z) C m(X',g9(x)). On en déduit f.(m(X,z)) C
fi(m (X', f(x))). Le groupe de gauche est H. Le groupe (X', g(x)) étant
conjugué a (X', 2’) (puisque f'(z') = f'(g(x)) = to), celui de droite est
conjugué a H' dans (B, ty).

(<) : Notons comme au §4.5.1 fr: Xp — Bet fr : X — B les revétements
associés aux actions T et T”. On peut supposer H C H'. Il est clair alors que
le revétement frv est un quotient du revétement fr [revenir a la définition de
X1 et Xpv]. Cela acheve la démonstration puisque les revétements fr et fr
sont respectivement équivalents & f et f’. O

Exemple 4.5.6. — Soient my et my les deux revétements C* — C* donnés
par z — 2% et z — 2% Le revétement mg est quotient de my si et seulement
si d'Z C dZ, c’est-a-dire, si et seulement si d|d’.

4.5.3. Revétement universel. — La remarque 4.5.4 permet d’appliquer
les résultats du §4.5.1 au cas ou Vaction T : w1 (B, tg) — Per(m1(B,ty)) donnée
est la multiplication & droite sur 71 (B, tp). Avec les notations précédentes, on
a D =m(B,ty) et H={1}. Le revétement Xp — B correspondant est noté
f: B — B et est appelé le revétement universel de B.

Les éléments de B sont les classes d’homotopie de chemins sur B com-
mencant en ty modulo la relation d’équivalence qui identifie deux classes de
méme extrémité. L’application fassocie a tout élément [c] de B Vextrémité du
chemin correspondant c. L’action T ci-dessus est libre. Le groupe fondamental
de B est donc trivial, c’est-a-dire : le revétement universel B est simplement
connexe.

De la proposition 4.5.5, on déduit la propriété universelle suivante qui ca-
ractérise le revétement universel (& équivalence pres).

Théoréeme 4.5.7. — Tout revétement connexe f : X — B de B est un quo-
tient du revétement universel f : B — B de B.

Remarque 4.5.8. — La proposition 4.5.5 montre en fait que si £ — B est un
revétement simplement connexe de B, alors E vérifie la propriété universelle
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ci-dessus et donc est le revétement universel de B. Cela montre par exemple
que le revétement universel de C* est C, celui de S' est R, que le revétement
universel d’un espace simplement connexe est lui-méme, etc.

4.5.4. Existence de revétements finis. —

Corollaire 4.5.9. — Si un espace B connexe par arcs, localement connexe
par arcs et localement simplement connexe est simplement connexe, alors tout
revétement fini de B est trivial.

Démonstration. — Soit f : X — B un revétement de B. Il s’agit de montrer
que la restriction fo : C' — B de f a toute composante connexe C de X est un
homéomorphisme. L’action de monodromie est une action du groupe 7 (B)
qui est trivial. Comme cette action est transitive sur toute fibre de f¢, les
fibres de fc ne comportent qu’un élément.

[Ce résultat aurait pu étre établi plus t6t. C’est en fait une conséquence de
théoréeme de relevement des chemins. Soient y1,y2 deux points dans la fibre
f*(to) d’un revétement connexe f : X — B. Soit 4 un chemin sur X joignant
Y1 a y2, son image f o+ est un chemin fermé sur B et est donc homotope au
chemin constant ¢y, (B est simplement connexe). Le chemin constant c,, est
I'unique relevement de ¢y, commengant en y;. D’apres le théoréme 4.4.3, ¢,
et v ont méme extrémité, d’ott y1 = y2.|

O]

Remarque 4.5.10. — (a) La réciproque du corollaire 4.5.9 est vraie si
I’espace B est un tore complexe a g trous. C’est-a-dire, si son groupe
fondamental est non trivial, c’est-a-dire, si ¢ > 0, alors un tore com-
plexe & g trous possede des revétements finis non triviaux. En effet, pour
d > 0 entier quelconque, considérons I’homomorphisme du groupe libre
F(29) = F(ai,...,a4,b1,...,by) & 2g générateurs envoyant chacun des
générateurs sur le méme d-cycle de Sy. Cet homomorphisme se factorise par
le quotient de F'(2g) par I'unique relation []; ;- p [ai,b;] = 1 (puisque chacun
des commutateurs [a;,b;], ¢ = 1,...,¢g est trivial) et induit donc une action
m1(B) — Sg qui est transitive par construction. Cette action correspond a
un revétement de degré d du tore complexe B. Cet argument se généralise
facilement au cas d’un tore complexe a g trous privé de r points (qui n’est
simplement connexe que pour g =r = 0).

(b) Pour des espaces B généraux, la réciproque du corollaire 4.5.9 peut étre
fausse. C’est-a-dire : un espace peut avoir un groupe fondamental non trivial
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et n’avoir aucun revétement fini. En effet, on peut montrer que tout groupe
est groupe fondamental d’un espace topologique B. Or il existe des groupes
non triviaux n’admettant aucun sous-groupe propre d’indice fini, par exemple
les groupes simples infinis.

4.5.5. Forme topologique du Probléeme Inverse de la Théorie de Ga-
lois. — La construction du §4.5.1 permet de montrer le résultat suivant qui
est le point de départ de I’approche moderne du Probleme Inverse de la Théorie
de Galois.

Théoréeme 4.5.11. — Tout groupe fini est le groupe de monodromie d’un
revétement X — P\ {t1,...,t.} de la droite projective compleze P1(C) privée
d’un certain nombre v (dépendant de G) de points ti,. .., t,.

Démonstration. — 11 suffit de combiner les théoremes 4.2.20 et 4.2.24 aux
résultats du §4.5.1. L’entier r doit étre choisi plus grand que le nombre minimal
de générateurs de G. O

4.6. Groupe des automorphismes d’un revétement

On suppose désormais ’espace base B connexe par arcs, localement connexe
par arcs et localement simplement connexe.

4.6.1. Premiere description. — Soit f : X — B un revétement de degré
d. Les automorphismes du revétement, c’est-a-dire, les homéomorphismes y :
X — X tels que fox = f forment un groupe noté Aut(f) (ou Aut(X/B)
quand le contexte est clair).

Soient to un point de B et f~1(tg) = {z1,...,24} la fibre au-dessus de to.
Chaque automorphisme du revétement permute les points de f~1(to) et induit
donc une action a gauche

Aty : (Aut(f), 0) = (Per(f~(to)), )
Rappelons d’autre part qu’on a une action a droite
Ty : (m1(B,to),.) — (Per(f ™ (to)), 0)

et que le groupe image T'(m (B, %)) est le groupe de monodromie G(f) du
revétement.

Théoréme 4.6.1. — On suppose X connexe. Alors le groupe Aut(f) est
fini de cardinal < d. L’homomorphisme Ay, est injectif et a pour image le
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sous-groupe de Per(f~1(to)) des permutations de f~'(to) qui commutent auz
éléments du groupe de monodromie G(f).

Si une numérotation de la fibre f~1(¢9) par {1,...,d} est donnée, on peut
identifier Aut(f) & son image dans Sy, qui coincide avec le groupe Ceng,G(f).
Le théoreme 4.6.1 va résulter des deux lemmes suivants.

Lemme 4.6.2. — Si X est conneze, le groupe Aut(f) opére librement sur
lensemble des points de X. C’est-a-dire, si un automorphisme x € Aut(f) a
un point fize, il est trivial.

Démonstration. — Soit x € Aut(f) tel que x fixe un point z € X. Soit y un
point quelconque de X et v un chemin sur X joignant x a y. Le chemin y o~
joint z & x(y) et releve le chemin f o~ (car x o f = f). Le chemin initial
v a les mémes propriétés. Par unicité du relevement des chemins, on obtient
X © v = ~. En particulier x(y) =y, pour tout y € X. O

En prévision de la suite, nous démontrons un résultat un peu plus général
que ce dont nous avons besoin pour le théoréeme 4.6.1. Soient f : X — B et
f+ X' = B deux revétements connexes. Notons Mor(f, f’) Pensemble des
morphismes x : X — X’ entre les revétements f et f’. Soit to un point de B.
Tout morphisme x € Mor(f, ') induit une application entre les fibres f~!(¢o)
et f/~1(to). Cela fournit une application

Ato : MOI‘(f, f/) — App(f_l(to), f/_l(t()))

A valeurs dans I'ensemble des applications de f~1(¢9) dans f'~!(¢p). On note
T}, et T}, les actions de monodromie de f et f’ relatives au point base to.

Lemme 4.6.3. — L’image de Uapplication Ay, est U'ensemble des bijections
w € App(f~(to), f'~1(to)) telles que, pour tout [c] € m1(B,ty),
(%) w0 Ty ([e]) o w = Ty, ([¢])

Démonstration. — Soient x € Mor(f, f) et [c] € m1(B,tp). Si v est un chemin
sur X relevant c et joignant x a y, alors y o~ est 'unique relevement de ¢
sur X’ commencant en y(z). On obtient alors que si Tj,([c])(z) = y alors
Ty, ([c]) (x(x)) = x(y). Ce qui s’écrit encore

Ato ()™ 0 Ty, ([e]) 0 Arg (x) = T ([])

Il reste & montrer qu'un élément w € App(f~t(to), f "' (to)) qui vérifie ()
est de la forme A4, (x) pour un certain x € Mor(f, f). Fixons un point x; €
f~(to). Pour w comme ci-dessus et v un chemin sur X joignant x; & x, on
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définit x,, ~(z) comme I'extrémité du relevement sur X’ de fo~y qui commence
en w(zy).

Le point Xu~(z) ne dépend pas du chemin 7 choisi. En effet, soit 4/ un
second chemin joignant x; a x. Fixons aussi 4 un chemin joignant x a x;. Si
Xy (T) # Xw () alors on a aussi xu~6(21) 7# Xwqs(21). 11 s’agit donc de
voir que si v est un chemin fermé basé en x1, alors I'unique relevement sur
X' de f o~ commengant en w(x1) se termine toujours au méme point, qui ne
peut étre que w(zy) [valeur pour [§] = 1]. Cela revient a montrer que

Ty (If o YD) (w(z1)) = w(z1)

Or 21 = Ty, ([f o ])(z1) (puisque 7 est basé en x;). L’égalité ci-dessus résulte
donc de la formule (x).

La correspondance & — X () définit donc une application x,, : X — X'.
Il est clair que x, o f/ = f et que Y., est continue. Montrons que x,, coincide
avec w sur la fibre f=1(tg). Soit x € f~!(¢). Il existe un chemin ¢ sur B basé
en to tel que Ty, ([c])(z1) = x. Le chemin c se releve donc en un chemin ~y sur X
joignant z1 & z. Le chemin ¢ se releéve aussi en un chemin sur X’ commencant
en w(xy). L’extrémité de ce dernier chemin est

Xo (@) = Ty ([e]) (w(x1)) = w o Ty ([¢]) (1) = w(z)
O

Démonstration du théoréme 4.6.1. — Le lemme 4.6.2 entraine que Ay, est in-
jective et que |Aut(f)| < d. Le reste du théoréme 4.6.1 correspond au cas par-
ticulier du lemme 4.6.3 ot X = X’ et x € Aut(f), & ceci pres qu’il reste & voir
que X est bijective. Cela va résulter de x1 = Id et Y./ = Xu’©Xw- La premiére
formule est évidente. Montrons la seconde. Si v est un chemin sur X joignant
x1 & x et v, I'unique relevement de f o~ commencant en w(xq), alors X (V)
est un chemin relevant f o~y et commengant en . (w(z1)) = (w' ow)(x1). D’olt
Xw'ow(T) = Xu (Xw (). [

4.6.2. Seconde description. — Le groupe des automorphismes d’un
revétement peut aussi étre vu de la fagon suivante.

Théoréme 4.6.4. — Si G C Per(f~1(tg)) désigne le groupe de monodromie
du revétement f: X — B et si x1 € f~1(tg) est un point de la fibre au-dessus
de to, alors on a les (anti-)isomorphismes suivants

Aut(f) =~ NorgG(21)/G(z1) = Norg, (g 4oy (f«(m1(X, 1))/ fu(m1 (X, 71))
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Cette seconde description provient d’un résultat général de théorie des
groupes. Soit T : G — Sy une action a gauche transitive. Notons G(1) le
fixateur de 1. L’ensemble G/ - G(1) des classes & gauche de G modulo G(1)
peut étre identifié & {1,...,d} par la correspondance aG(1) — T'(a)(1).

Pout tout g € NorgG(1), la multiplication a droite par g respecte les classes
a gauche, c’est-a-dire, passe au quotient G/ - G(1) :

[En effet, si aG(1) = bG(1), c’est-a-dire, si b~la € G(1), alors
(bg)"tag =g~ (b a)g € G(1)]
Cela permet de définir une action
1 :NorgG(1) — Per(G/.G(1)) = Sy

définie par 1(g)(aG(1)) = agG(l), c’est-a-dire, apres identification de
Per(G/.G(1)) avec Sy, L(g)(i) = a;g(1) ou a; est n’importe quel élément de
G tel que a;(1) = i. Il s’agit d’une action & droite : 1(gg’) = L(¢') o L(g).

Lemme 4.6.5. — L’anti-homomorphisme 1 induit un anti-isomorphisme
entre les deux groupes NorgG(1)/G(1) et Ceng,(G). On a en particulier
|Ceng, (G)| < d.

Démonstration. — 1l est clair que ker(L) = G(1). L’inclusion L (NorgG(1)) C
Ceng, (G) est également facile. En effet, pour tout h € NorgG(1) et g € G, on
aT(g)oL(h) = L(h)oT(g) : en fait, L(h) correspond a la multiplication a
droite sur G/ - G(1) et T'(g) a la multiplication a gauche.

Pour obtenir I'inclusion inverse, nous allons montrer que

[NorgG(1)/G(1)] = |Cens, (G)| = |5
ou
S={ie{l,...,d} | h(i) =i pour tout h € G(1)}

Pour tout ¢ € NorgG(1l), gG(1) = G(1)g. En particulier, g(1) € S.
Considérons la correspondance ¢ — g¢(1) de NorgG(1l) dans S. Claire-
ment elle induit une injection NorgG(1)/G(1) < S. De plus elle est
surjective. En effet si ¢ € S, alors pour tout g; € G tel que g;(1) = 1,
gi € NorgG(1) [g; 'hgi(1) = g;'h(i) = g;'(i) = 1]. Cela démontre que
NoraG(1)/G(1)| = |8].

Pour tout h € Ceng,(G), h(1) € S. La correspondance h — h(1) de
Ceng,(G) dans S est injective : si A(1) = 1, alors h fixe aussi toute 'orbite de
1 sous G. La surjectivité provient de

|Cens, (G)] < [S] = [NorgG(1) : G(1)] < [Ceng, (G)]
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Cela démontre que |Ceng,(G)| = | S| et acheve la preuve du lemme 4.6.5. [

4.7. Revétements galoisiens

4.7.1. Définitions. —

Proposition 4.7.1. — Un revétement conneze f : X — B de degré d est dit
galoisien s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) [Aut(f)| = d.

(ii) Pour tout ty € B, le groupe Aut(f) agit transitivement (et librement) sur
la fibre f~1(to).

(iii) Pour tout ty € B et tout x € f~(to), le groupe fi(m1(X,z)) est un
sous-groupe normal de (B, ty). 2

Dans ce cas, le groupe Aut(f) des automorphismes de f est anti-isomorphe
au groupe de monodromie G(f) du revétement f et donc aussi au groupe

m1(B,to)/ fo(m1(X, x)).

Démonstration. — On sait que le groupe Aut(f) opere librement sur la fibre
f~(to). Donc cette action est transitive si et seulement si |Aut(f)| = d. D’ou
I’équivalence entre (i) et (ii). La suite d’(anti-)isomorphismes
Aut(f) =~ Ceng,(G(f))

~ NorgG(1)/G(1)

= Norﬂ'l (B,to)f* (7'('1 (X7 ﬂf))/f* (7'('1 (X7 l’))
indique que (i) équivaut & “G(1) distingué dans G” ce qui équivaut a
“Ttgl(G(l)) = fu(m(X,z)) distingué dans Ttgl(G) = m1(B,t)”. Si c’est le

cas, on a aussi

Aut(f) m

=m

m1(B, to)/ fe(m (X, 2))

(B, o) /m [cJem (X to) f*(ﬂl(va))[c}

1 (Bto)/ (L £o(ma(X.2)) (ot 71 (t0) = (a1, )
=G(f)

[Pour 'avant-derniere égalité , identifier 71 (X, ) au fixateur de 1 dans ’action

T}, de monodromie, ce qui donne 1 (X, z)! = 71 (X, z;) ot Ty, ([c])(1) = 4.]

@ Dans (ii) et (iii), “Pour tout to € B” peut étre remplacé par “Il existe to € B”.
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Exemple 4.7.2. — (a) Le revétement my : C* — C* donné par mg(z) = 2¢

est galoisien. Son groupe d’automorphismes est isomorphe au groupe pgq des
racines d-iemes de 1.

(b) Soit P(T,Y) € CIT,Y] un polynéme irréductible. On verra que le
revétement (connexe) CH(C) — (AN)*(C) (défini dans Iexemple 4.3.3) est
galoisien si et seulement si le corps

COY]/(P(T,Y)

est une extension galoisienne de C(7T'). Et dans ce cas, le groupe d’automor-
phismes de ce revétement est le groupe de Galois de ’extension ci-dessus.

4.7.2. Cloture galoisienne. — Soit f : X — B un revétement connexe
de degré d. On construit ci-dessous la cloture galoisienne de f, c’est-a-dire le
“plus petit revétement galoisien de f”.

Notons f¢ : Xg — B le produit fibré de d copies de f. C’est-a-dire, Xjé =
X xpx---xpX est ensemble des d-uplets (z1,...,24) € X% tels que f(z;) =
f(xj),4,7=1,...,d. Notons Ug le sous-ensemble de Xjé constitué des points
(z1,...,24) € X} de coordonnées distinctes. D’apres la proposition 4.3.7 et le
lemme 4.7.5 ci-dessous, la restriction de f% & Ug est un revétement.

Lemme 4.7.3. — Ug, est un sous-ensemble ouvert et fermé de Xg,.

Démonstration. — L’ensemble Ug est clairement ouvert. Montrons qu’il est
fermé. Soit (x;,)n>0 une suite de points x,, = (. 1,...,2pnq) de Ug convergeant
vers un point x = (x1,...,24) € X fé. Soit U un ouvert trivialisant f contenant
t = f(z1) = ... = f(zq) et (Vi)i<i<q la famille d’ouverts disjoints de X
composant f~1(U). Pour i = 1,...,d, notons W; celui des ouverts Vi,...,Vjy
qui contient x;. Pour n suffisamment grand, on a alors z,; € W;, 1 =1,...,d.
Comme les points x4, ¢ = 1,...,d sont distincts et que f est injective sur
chaque V;, les ouverts W1,..., Wy sont nécessairement distincts et disjoints.
En particulier, les points x1, ..., x4 sont distincts, c¢’est-a-dire, x € Ug. ]

Le revéetement f; : U g — B est de degré d! . De plus son groupe d’auto-
morphismes contient le groupe symétrique Sy : chaque élément w € Sy définit
un automorphisme X., par Xuw (1, - - -, Td) = (Tu(1)s - - - 5 Tu(d))-

L’espace Ug n’est pas forcément connexe. Notons )?1, .. .,)?t ses compo-
santes connexes. Notons ﬁ : )?Z :— B la restriction de f% & )A(i, i=1,...,t
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Théoréme 4.7.4. — Les revétements ﬁ C X, o B,i=1,...,t sont des
revétements galoisiens équivalents. Leur groupe d’automorphismes est anti-
isomorphe au groupe de monodromie G(f) du revétement initial f : X — B.
Les propriétés suitvantes caractérisent les revétements J/“\: X — B de cette
classe d’équivalence.

(a) f:X — B est un revétement galoisien.

(b) Il existe un revétement galoisien fx : X - )S tel que fo fx = f En
d’autres termes, f: X — B est un quotient de f : X — B.

(¢) Tout revétfmint galoisien g : Y - B qui se factorise par f : X — B se
factorise par f : X — B.

Démonstration. — Soit tg € B et x1,. .., x4 les points de la fibre f~1(¢y). Un
revétement f : X — B vérifiant (a), (b), (c) correspond, a équivalence pres,
au plus grand sous-groupe normal H de m1(B, tp) contenu dans f,(m (X, 1)),
qui vaut

d
H= () [f@E ) =) flm(X, )

[C]E7r1 (B,to) =1

Conclusion : la cloture galoisienne ]?: X — B de f: X — B existe et est
unique, a équivalence pres. Son groupe d’automorphismes Aut(f) est anti-
isomorphe au groupe w1 (B, to)/H = G(f).

Montrons maintenant que les revétements ﬁ : )/fl — B sont équivalents
a f: X - B, ¢ =1,...,t. Montrons tout d’abord que ﬁ : )?2 — B est un
revétement de degré |G(f)|, i =1,...,d. Les composantes connexes Xi,..., X,
correspondent aux orbites de la monodromie sur la fibre (f¢)~1(ty) et le degré
des revétements associés correspond a la longueur de ces orbites. La fibre
(f9)~(tp) correspond aux d-uplets

(H[Cl], .. .,H[Cd])

de classes a droite modulo le sous-groupe H C m1(B,tp) des chemins sur B
basés en ty. L’action par monodromie d’un chemin ¢ basé en ty correspond
alors a la permutation induite par la multiplication a droite par [¢] :

(Hlc1],...,Hlca)) = (H[c1][e], - - ., H[cd)[c))

Le fixateur d’un point dans cet action est I'intersection des fixateurs de chacun
des points de la fibre f~1(ty) par la monodromie sur X, c’est-a-dire le groupe
ﬂle f«(m1(X,x;)). La longueur de l'orbite de ce méme point est I'indice de ce
groupe dans le groupe 7 (B, tg), c’est-a-dire |G(f)].
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Le fait que ﬁ : )?l — B est galoisien, ¢ = 1,...,d résulte du lemme 4.7.5
ci-dessous (appliqué au revétement fg : Ug — B, au groupe G = Sy et a
C = X)).

D’apres la propriété (c) du revétement f: X > B , 1l existe un revétement
g: X; — X tel que fog = ]‘";, 1 =1,...,t. Comme les revétements f: X > B
et f; : X; — B ont méme degré, & savoir |G(f)|, le revétement g : )A(iA—> X

est de degré 1, et donc est une équivalence entre les deux revétements f et ]/";,
1=1,...,t O

Lemme 4.7.5. — Soit f : X — B un revétement de degré d. Supposons que
le groupe Aut(f) posséde un sous-groupe G qui opére transitivement sur une
fibre f=Y(to), (to € B). Alors la restriction de f a toute composante connexe
C de X est un revétement galoisien.

Démonstration. — Soit C une composante connexe de X. On sait déja que la
restriction f|c : X — B est un revétement. Montrons que ce revétement est
galoisien.

Soient =,y € (flc) " (to) = f~'(to) N C. D’apres les hypotheses, il existe
un élément ¢ € G C Aut(f) tel que g(z) = y. L’automorphisme ¢ induit
une permutation de ’ensemble des composantes connexes de X. Mais comme
x,y € C, on a nécessairement g(C) = C. L’automorphisme ¢ induit donc un
automorphisme de la restriction f|¢ : C — B qui envoie z sur y. Conclusion :
le groupe Aut(f|c) agit transitivement sur la fibre (f|c)~!(to), c’est-a-dire,
flc : C — B est galoisien. O

4.7.3. Correspondance de Galois. — Les conclusions et le diagramme
suivants résument la situation.

Théoréeme 4.7.6. — Les revétements X — B d’un espace B correspondent
aux sous-groupes H de mi(B). Dans cette correspondance, le groupe H
s’tdentifie au groupe 7 (X). Les revétements galoisiens correspondent aux
sous-groupes H qui sont distingués dans m(B), le groupe d’automorphismes
Aut(X/B) s’identifiant alors au groupe quotient 71 (B)/m1(X). Le “plus
grand” revétement de B correspond au sous-groupe trivial de m(B); il est
simplement connexe et galoisien de groupe d’automorphismes w1 (B) ; c’est le
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revétement universel B de B.
~ TtO

~ B 1 — 1
Aut(X/B) 5 {}
[ 3 T
R X MNi<i<am (X, @) —— {1}
Aut(X /B
e |G|
i T
e X m(X,z) — G()
|| )
d Ty
G B 7T1(B,t0) Em— G:G(f)CSd
Remarque 4.7.7. — Le théoréme 4.7.6 est a comparer a I’énoncé analogue

qu’on connait pour les extensions algébriques d’un corps K de caractéristique
0. (Pour un corps de caractéristique quelconque, il faut remplacer ci-dessous
“algébrique” par “algébrique séparable”).

Les extensions algébriques E/K d’un corps K correspondent aux sous-groupes
H du groupe de Galois absolu G = Gal(K/K). Dans cette correspondance,
le groupe H s’identifie au groupe Gg. Les extensions galoisiennes corres-
pondent aux sous-groupes H qui sont distingués dans Gy, le groupe de Ga-
lois Gal(E/K) s’identifiant alors au quotient Gk /Gg. La “plus grande” ex-
tension algébrique de K correspond au sous-groupe trivial de Gy ; elle est
algébriquement close et galoisienne de groupe de Galois Gg ; c¢’est la cloture
algébrique K de K.

4.7.4. Applications. —

4.7.4.1. Forme topologique du probleme inverse de Galois. — On peut
réénoncer le théoreme 4.5.11 sous la forme suivante.

Théoréme 4.7.8. — Tout groupe fini G est le groupe d’automorphismes d’un
revétement galoisien X — PY\ {t1,...,t.} de la droite projective compleve
PY(C) privée d’un certain nombre r (dépendant de G) de points t1, ..., t,.

4.7.4.2. Théoréme de Van Kampen. —

4.8. Notes du chapitre 4
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5.1. Probléme inverse de Galois

5.1.1. Enoncé du probleme. — Le probleme inverse de la théorie de Ga-
lois est I’étude de la conjecture suivante. On le note parfois IGP pour “Inverse
Galois Problem”.

Conjecture 5.1.1 (IGP). — Tout groupe fini G est le groupe de Galois
Gal(E/Q) d’une extension de corps E/Q.

Dans la suite, on dit qu’un groupe G est groupe de Galois sur un corps K s’il
est le groupe de Galois d’une extension E/K, ou, de fagon équivalente, s’il est
quotient du groupe de Galois absolu G ou encore image d'un homomorphisme
(continu) Gx — G.. Le probléme inverse consiste a réaliser tous les groupes
finis comme groupes de Galois sur Q.

5.1.2. Groupes abéliens. — Le cas des groupes abéliens est classique. Sa
démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme 5.1.2. — Pour tout entier m # 0, il existe une infinité de nombres
premiers congrus a 1 modulo m.

Il s’agit d’un cas particulier du théoreme de Dirichlet. Ce cas particulier
possede une démonstration élémentaire.

Démonstration. — On note ¢, le polynéme cyclotomique d’ordre m. Le
résultat découle de I’observation suivante :

(*) si p est un diviseur premier d’une valeur ¢,,(n) de ¢,, en un entier n, alors
ou bien p divise m ou bien p =1 [m].

En effet, si p divise ¢y, (n), alors n™ = 1 [mod p] (car T —1 = [, #a(T)).
De plus, si n* = 1 [mod p| pour un diviseur strict u de m, alors n est une
racine double de 7™ — 1 modulo p. On a alors m.n™ ! = 0 [mod p] et donc
m = 0 [mod p] (n = 0 [mod p] est interdit par n™ = 1 [mod p]). On conclut
que ou bien m = 0 [mod p| ou bien n est d’ordre m modulo p. Dans le second
cas, on a alors, m divise p — 1.

A partir de (*), il est facile de construire une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo m. Si p1,...,pr le sont, alors les diviseurs premiers de
Gm(mp1 -+ - pr) sont congrus a 1 modulo m et sont distincts de py,...,pg. O

Théoréme 5.1.3. — Tout groupe fini abélien G est groupe de Galois sur Q.
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Démonstration. — Tout groupe abélien est isomorphe a un produit
Z Z
—_— e X
mlz mTZ

(les m; non nécessairement distincts). Grace au lemme ci-dessus, on peut trou-
ver r nombres premiers distincts pi,...,p, tels que p; = 1 [m;]. Le produit
ci-dessus est alors un quotient de
Z y " Z
(p1—1)Z (pr — 1Z

Il suffit donc de réaliser ce dernier groupe produit sur Q. Or, ce groupe est le
groupe de Galois de 'extension Q(¢n)/Q pour N = p;y - - - p, et { une racine
primitive N-ieme de 1. En effet, on a

Gal(Q(Cn)/Q) = (Z/NZ)* = (Z/piZ)* x --- x (Z/p,Z)*

O]

5.1.3. Les groupes résolubles. — Le cas des groupes résolubles a été
également été traité mais est beaucoup plus difficile.

Théoréme 5.1.4 (Shafarevitch). — Tout groupe fini résoluble G est
groupe de Galois sur Q.

La premiere démonstration de Shafarevitch comportait une erreur. Shafa-
revitch et ses étudiants ont expliqué comment la corriger. Certains sont restés
sceptiques mais apres plusieurs articles et livres, il semble qu’on dispose aujour-
d’hui d’une preuve compléte. Dans son livre [Ser92], Serre mentionne 1’énoncé
de Shafarevitch mais ne donne la démonstration que du cas particulier suivant.

Théoréme 5.1.5 (Scholz-Reichardt). — Tout groupe fini nilpotent
d’ordre impair est groupe de Galois sur Q.

D’apres le théoreme de Feit-Thompson, tout groupe d’ordre impair est
résoluble. Le théoreme de Scholz-Reichardt résulte bien de I’énoncé de Safara-
vic. Pour démontrer le théoreme de Scholz-Reichardt, on peut se ramener au
cas d’un p-groupe avec p # 2. En effet, un groupe est nilpotent si et seulement
s’il est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow (qui sont distingués).
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5.2. Théoreme d’irréductibilité de Hilbert

Apres les groupes résolubles, on peut essayer de s’attaquer au cas des
groupes simples non abéliens. Dans ce cas, le probleme est encore ouvert :
on ne sait pas réaliser tous les groupes simples sur Q. Un résultat tres im-
portant des années 70 a été la classification des groupes finis simples. La liste
comporte les groupes alternés A, (n > 5), un certain nombre de familles
de groupes géométriques sur un corps fini comme PSL,(F,), PSU,(F,) etc.
et une liste finie de 26 groupes appelés groupes sporadiques. On sait réaliser
sur Q le groupe alterné, certains groupes géométriques sur certains corps [Fy,
notamment sur les sous-corps premiers I, et 25 des 26 groupes sporadiques.

La méthode utilisée pour les groupes simples differe du cas résoluble.
On cherche d’abord & réaliser les groupes sur Q(7). Comme nous allons le
voir, on peut ensuite spécialiser I'indéterminée T'. Cela résulte du théoréme
d’irréductibilité de Hilbert dont la forme la plus simple est le théoreme 5.2.1
ci-dessous.

Cette section est une introduction au chapitre 7?7 ou sera étudiée en détails
la propriété de spécialisation de Hilbert.

5.2.1. Le théoréme de Hilbert. —

Théoréme 5.2.1 (Hilbert). — Soit P(T,Y) un polynéme irréductible dans
Q(T)[Y]. Alors il existe une infinité d’éléments t € Q tels que P(t,Y) est
irréductible dans Q[Y].

Par exemple si P(T,Y) = Y2 — T, P(t,Y) est irréductible dans k[Y] si et
seulement si ¢ n’est pas un carré dans k. Si k = C, cela n’arrive jamais. Mais
pour d’autres corps, k = Q par exemple, il existe “beaucoup” (une infinité)
d’éléments non carrés. D’apres le théoreme d’irréductibilité de Hilbert (TIH),
cela est vrai pour tout polynome P(T,Y) irréductible.

Plus généralement on envisage la situation suivante. Etant donnés un
corps k, 3 entiers n,r,s > 0, r + s variables T1,...,T,,Y1,...,Ys et n po-
lynémes Py,..., P, € k(Ty,...,T,)[Y1,...,Ys], supposés irréductibles dans
k(Ty,...,T,)[Y1,...,Ys], on pose

- {(h L) ek Pi(ty, ... t.,Y1,...,Yy) irréductible}
1yeeesdmn = A A

dans k[Y1,...,Ys],i=1,...,n

Les ensembles de la forme Hp, _p, (avec n,s > 0 quelconques) sont ap-
pelés ensembles hilbertiens ou parties hilbertiennes de k”. Nous parlerons des
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variables T1,...,T, qu'on spécialise comme des parametres et des autres va-
riables Y7,...,Y; comme des indéterminées. Nous noterons parfois T, t et
Y pour T4,...,T,, t1,...,t. et Yq,...,Y, respectivement. Noter aussi que

l'irréductibilité de P; dans k(T)[Y] impose en particulier que degy (FP;) > 0,
1=1,...,r.

Définition 5.2.2. — Un corps k est dit hilbertien si pour tout r > 0, les
parties hilbertiennes de k" sont Zariski-denses.

De fagon plus explicite, la condition est que toute partie hilbertienne
contienne des points (¢1, ..., t,) en dehors de toute hypersurface Q(¢1,...,t,) =
0 de k" fixée a I’avance (avec @ # 0). Pour r = 1, cela signifie simplement que
les parties hilbertiennes sont infinies.

Remarque 5.2.3. — Dans [Ser97] et [Ser92], la propriété d’hilbertianité
est définie un peu différemment a partir des parties minces. Un corps hilbertien
est un corps k pour lequel k" n’est pas mince pour tout r > 0. L’équivalence
des deux définitions correspond au fait que les parties minces sont les sous-
ensembles de k" contenus dans le complémentaire d’une partie hilbertienne.

Théoréme 5.2.4 (Hilbert). — Le corps Q est un corps hilbertien.

On donne ci-apres la preuve du cas “1 parametre, 1 variable” et en particu-
lier du théoreme 5.2.1; le cas général s’en déduit par des réductions classiques
qui sont détaillées au §9.1 du chapitre 77. De Q hilbertien résulte que les corps
de nombres le sont aussi et méme, les extensions de type fini de Q. Les corps
algébriquement clos, les corps henséliens ne sont pas hilbertiens.

5.2.2. Réduction a la recherche de points sur des courbes algébriques.
— Etant donnés N polynomes Q1,...,Qn € k(T)[Y] sans racine dans k(7T),
on pose

Qi(t,Y) n’a pas de }

V. =qtek
Q1,.-,QN { < racine dans k,i=1,...,N

Autrement dit, si on note C; la courbe affine Q;(t,y) = 0 et C;(k) 'en-
semble de ses points k-rationnels, ¢ = 1,..., N, 'ensemble VC/?L...,QN est le
complémentaire dans k de la réunion des images pr;(C;(k)) (i =1,...,N) par
la projection (t,y) — t.

Si @1,...,QN sont irréductibles, on a Hg, .oy C VC/21,...,QN . “étre
irréductible sur k” est plus fort que “ne pas avoir de racine dans k”. La
proposition suivante peut étre vue comme une certaine réciproque.
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Proposition 5.2.5. — FEtant donnés n polynomes irréductibles Py, ..., P, €
k(T)[Y], il existe N polynémes Q1,...,Qn € k[T,Y] sans racine dans k(T
et unitaires (en'Y ) et un ensemble fini F C k tels que

VC/?h---QN CHp,.p,UF

De plus, si on suppose les polynomes Py, ..., P, séparables en y® (e.g. sik
est de caractéristique 0), alors on peut demander auzx polynomes Q1,...,QN
d’étre séparables et irréductibles dans k[T,Y] (quitte a grossir l’ensemble F ).

Pour “irréductible dans k[T, Y]” on dit “absolument irréductible”.

Exemple 5.2.6. — Soit P(T,Y) = Y*—T. Les décompositions non triviales
de P(T,Y) € Q[T,Y] dans Q(T)[Y] sont de la forme suivante :

Y +VT)R
Y:l:Z\/>)
(Y +VT)R=(Y?-VT)R

WY —ivVT)R=(Y? - (1+i)VTY +ivVT)R
Y +ivVT)R=(Y? - (1 -i)VTY —ivVT)R
) (

)

(

%m

Y +VT)R=(Y?+ (1 —i)VTY —iVT)R
(Y +ivT)R (Y2+ﬁ)R
)Y +ivVT)R= (Y2 + (1 4+ )VTY +iVT) R

oit R € Q(T)[Y]. Pour t € Q, une décomposition non triviale de Y4 — ¢ est
induite par 'une d’entre elles. Une telle décomposition n’existe pas si

SRR
%%

ﬁ

(
(
(
(
(
(
(
Y

Viivt ¢ Q Q1 =Y* —T n’a pas de racine dans Q
Vt¢Q c’est-a-dire, si Q2 = Y? — T n’a pas de racine dans Q
iVt ¢ Q Q3 = Y? + T n’a pas de racine dans Q

En conclusion, on a Vél,Qg,Qg C Hp.

Démonstration de la proposition 5.2.5. — Fixons i € {1,...,n} et posons
P = P,;. On part d’une décomposition de P(T,Y’) dans k(T)[Y] :
d
P(T WIlEE)
=1

ouc(T) e k(T) et y1,...,yqa € k(T).

(W ¢’est-a-dire, n’ayant pas de racine multiple dans k(T).
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Soit tg € K tel qu'un morphisme de spécialisation ¢y, : k[T, y1,...,y4) = k
soit défini (§77). On a donc, dans k[Y]

d
P(to,Y) = c(to) [ J(Y = wi(to))
i=1

Supposons que P(tg,Y) = c(to)r(Y)s(Y) avec r(Y), s(Y') € k[Y] unitaires en

Y et avec deg(r) > 0 et deg(s) > 0. En vertu de l'unicité de la décomposition

en irréductibles dans k[Y], il existe nécessairement un sous-ensemble I C

{1, d} tel que 7(¥) = [ (Y — yilto)) et s(Y) = [T (Y — wilto)).
Considérons alors les polynémes

{ R(Y) =L/ (Y —wi)

SY) = TLigs(Y —wi)

Le polynéme P(T,Y) = ¢(T)R(Y)S(Y) étant irréductible dans k(T)[Y], il
existe nécessairement un coefficient v de R(Y') ou de S(Y) qui n’appartient
pas & k(T'). Par construction, ce coefficient v est dans k[T, y1,...,yq] C k(T) et
vérifie v(to) € k. Notons Q(T,Y) € k[T, Y] le polynéme minimal de ~y sur k(7).
Par construction, Q(7,Y") est irréductible dans k(T")[Y] et degy (Q) > 2, donc
Q(T,Y) n’a pas de racine dans k(T') ; d’autre part, Q(tg,Y’) a une racine dans
k (& savoir y(tp)). De plus, quitte a remplacer v par d(T)y avec d(T) € k[T
convenable, on peut supposer que 7 est entier sur k[7] et donc que Q(7,Y)
est unitaire en Y.

Notons {Q1,...,Qn} ensemble fini de tous les polynémes Q(7,Y) obte-
nus comme précédemment, quand on fait varier I dans ’ensemble de tous les
sous-ensembles propres (non vides) de {1,...,d} (pour chaque sous-ensemble
I, on choisit un coefficient v € k(T) \ k(T) d’un des deux facteurs de la
décomposition P(T,Y) = ¢(T)R(Y)S(Y) associée a I). Pour interdire la pos-
sibilité que P(to,Y") soit réductible dans k[Y], il suffit de choisir ¢y € k tel
qu’aucun des polynomes Q;(tp,Y) ait une racine dans k, c’est-a-dire, de le

choisir dans V), o (et en dehors d'un certain ensemble fini).
Les polynomes J1,...,Q N peuvent étre décrits en fonction de Pi,..., P,.
Ainsi les extensions associées de k(7T') sont toutes des sous-extensions du corps

de décomposition de P;---PF,. En particulier si P;,..., P, sont séparables,
alors les polynomes Q1,...,Qx ont la méme propriété. La derniere partie de
I’énoncé sur 'absolue irréductibilité résulte du lemme 5.2.7 ci-dessous. O

Lemme 5.2.7. — Soit Q(T,Y) € k[T,Y] un polynome séparable (en Y ),
irréductible mais pas absolument irréductible. Alors ’ensemble des points
(to,y0) € A2(k) tels que Q(to,yo) = 0 est fini.
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Démonstration. — Ier argument, sous l’hypothese “k de caractéristique 07.
Soit (to, yo) € A%(k) tel que Q(to,yo) = 0. Soit II(T,Y) un facteur irréductible
de Q(T,Y) dans k[T,Y]. Comme Q est irréductible sur k, on a II ¢ k[T,Y].
Il existe donc un coefficient v du polynéme I dans k \ k. Le corps k étant
parfait, ce coefficient v est séparable sur k£ et il admet donc au moins un
conjugué " distinct de v; en conséquence, I17 est distinct de IT (ici 7 € Gg
agit sur les coefficients dans k de IT). Ce polynéme II” est alors un autre facteur
irréductible de Q(T,Y) dans k[T, Y]. Le produit II(7, Y)II" (T, Y) divise donc
Q(T,Y). On en déduit que yp est une racine double de Q(to,Y); I'élément ¢y
est donc une racine du discriminant A(T") € k[T] du polynéme @ par rapport
a la variable Y. Comme @ est supposé séparable, ce discriminant est non nul
et n’a qu’un nombre fini de racines.

2eéme argument, dans le cas général. Le corps des constantes Cg dun po-
lynéme @ € k(T)[Y] irréductible est défini (a k-isomorphisme pres) de la fagon
suivante : on plonge le corps Rg = k(T)[Y]/(Q(T,Y)) dans k(T) et on pose
Co = RoNk. Si P(T,Y) est absolument irréductible, alors Cp = k et la
réciproque est vraie si Q(T,Y) est séparable sur K (T') (proposition 5.3.2).

Le polynome @ étant non absolument irréductible et séparable, son corps
des constantes contient strictement k. Soient o € Cg \ k et M(Y) € k[Y] son
polynéme minimal sur k. Le polynéme M (Y') a une racine dans le corps Rg.
Cela signifie qu'il existe F(T,Y), R(T,Y) € k(T)[Y] tel que

M(F(T,Y))=R(T,Y)Q(T,Y)

Tout point (¢,y) € A%(k) peut étre substitué a (7,Y) sauf éventuellement
ceux d’un nombre fini de droites ¢ = a. Supposer qu’il existe une infinité de
points (to,y0) € k2 tels que Q(to,yo) = 0 fournit une contradiction puisque
qu’on aurait alors M (F(to, o)) = 0 pour une infinité de (to,yo) € A%(k); en
particulier, M (Y') serait de degré 1, ce qui contredit « ¢ k. O

Remarque 5.2.8. — Le deuxieme argument montre que si on ne suppose pas
que les polynémes P4, ..., P, sont séparables en Y, dans la proposition 5.2.5,
on peut tout de méme demander en plus aux polynoémes Q1,...,Qy d’avoir
un corps des constantes égal a k (a défaut d’étre absolument irréductibles).
Cela est utilisé dans [Deb99b].

5.2.3. La preuve de Hilbert-Dorge. —

Théoréme 5.2.9. — Pour toute partie hilbertienne H de Q, il existe § > 0
tel que le nombre d’entiers dans H¢N[1, B] est un O(B'~%) (ou H¢ désigne le
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complémentaire de H dans Q et B une variable réelle > 0). En conséquence,
Q est un corps hilbertien.

Remarque 5.2.10. — D’apres le théoréme des nombres premiers, le nombre
de nombres premiers < B est équivalent & B/ log(B). Le théoreme ci-dessus en-
tralne donc que toute partie hilbertienne de Q contient une infinité de nombres
premiers. L’estimation du théoréme n’est cependant pas la meilleure possible.
On peut montrer que le nombre d’entiers dans H¢ N [0, B] est un O(v/B)
([Lan83], [Deb01]).

Grace a la proposition 5.2.5, il suffit de démontrer cet énoncé ou H est
remplacé par un ensemble du type

Vi ={t € Q|P(t,Y) n’a pas de racines dans Q}

ou P(T,Y) € Q[T,Y] est absolument irréductible, unitaire en Y et sans racine
dans Q(7"). On peut aussi se ramener au cas d’un seul polynéme car si plusieurs
polynémes P; sont donnés, pour chacun desquels une valeur d; convient pour
H = VI/DZ» alors le nombre min(¢d;) convient pour I'intersection ), V}’)i.

Fixons un polynéome P(7,Y) comme ci-dessus. Le théoréme de Puiseux
(théoréme 6.1.1) va nous permettre une réduction supplémentaire.

Lemme 5.2.11. — 1 eziste un entier s € [0,degy (P)], un entier e > 0, s
séries de Laurent ¢1(T),...,¢s(T) en (1/T)¢ et a coefficients dans R et un
nombre réel T tels que

(a) p1,...,ps convergent pour tout t € R tel que t > T,

(b) pour tout (t,x) € R? tel que P(t,x) =0 et t > 7, il existe i € {1,...,s}
tel que © = p;(t).

On peut avoir s = 0. Dans ce cas la conclusion (b) entraine que I’ensemble
des nombres réels ¢ tels que P(t,Y) a une racine dans R est majoré.

Démonstration. — Le théoreme 6.1.1 permet d’écrire chacune des racines y =
0i(T) de P(T,Y) (i = 1,...,d = degy(P)) comme une série de Puiseux
formelle en 1/T, c’est-a-dire, un élément de C(((1/7)/¢)), pour un entier e
qui peut étre choisi le méme pour chaque racine.

Une telle série de Puiseux s’écrit 7771370 ¢ (l/T)g oun €Zet (c)e>o
est une suite d’éléments de Q.

Lemme 5.2.12. — La série entiére Y = > ;2 ozt

gence strictement positif.

a un rayon de conver-
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Démonstration. — 1l est facile de construire a partir de P un polynéme @ €
k(2)[Y] non nul tel que Q(z,Y) = 0. La série Y est donc algébrique sur k(z). De
plus, le polynéme Q est totalement décomposé dans Q((z)) et donc I’extension
k(z,Y)/k(z) est non ramifiée au-dessus de z = 0. D’apres le corollaire 2.4.4
(ou [FJ04, lemma 2.3.5)), 'extension k(z,))/k(z) possede un élément primitif
Z dont le polynéme minimal sur k(z) est dans ’anneau localisé k[z]o[Y] et
dont la réduction modulo 'idéal (z) est un polynéme (dans k[Y]) séparable.
Il résulte du théoreme des fonctions implicites que le rayon de convergence de
Z est strictement positif. Mais alors il en de méme de ) qui s’écrit comme un
polynéme en Z a coefficients dans k(z). O

En conséquence du lemme 5.2.12, il existe un nombre réel 7 tel que
©1(T),...,ps(T) définissent des fonctions analytiques définies sur |7, +o0l.
Pour t €|1,+o0], les racines du polynoéme P(t,Y) dans C sont les nombres
@1(t),- .-, palt).

Considérons un indice ¢ € {1,...,d} pour lequel la série de Puiseux ¢(T") =
T 1500 e (1/T)£ a des coefficients non réels. La différence ¢(T") — ¢°(T)
(avec ¢ la conjugaison complexe) est de la forme

o(T) — () =T [ S0, (1/7)¢
{={q

avec by, # 0

Posons ¢(T) = i+ (o(T) — °(T)) ; c’est une série formelle en (1/T)'/¢
de terme constant b;, # 0. Comme 9 (t) tend vers by, quand ¢ tend vers +o0, on
obtient que pour ¢ suffisamment grand, ¢(t) # 0, ¢’est-a-dire ¢(t) — ¢°(t) # 0
et donc ¢(t) ¢ R. On obtient la conclusion souhaitée (quitte a augmen-
ter le nombre réel 7). Les s séries de Laurent de I’énoncé sont celles parmi
©1(T),...,pa(T) qui sont a coefficients réels. O

Pour établir le théoreme 5.2.9, il reste a démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.2.13. — Soient e,n deux entiers > 0 et
e 4
p(t) =" e (1/t)-
=0

une série de Laurent en (1/t)'/¢ & coefficients ¢y € R convergeant pour tout
t € R supérieur ¢ un nombre réel 7. Soit

Vo={t€Zt > et (t) € Z}
Alors il existe § > 0 tel que le nombre d’entiers dans V,,N|[0, B] est un O(B1?).
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Démonstration. — Soient tg < --- < t,, (n+1) points dans V,. On va montrer
qu’ils ne peuvent pas étre trop proches. Notons z; = ¢(t;), i = 0,...,n.
Considérons le polynome d’interpolation F(T') € R[T] de degré n vérifiant
F(t;) = x;, i =0,...,n. Cest-a-dire

La fonction ¢ — F' s’annule en ty,. .., t,. D’apres le théoréme de Rolle (ap-
pliqué n fois), il existe & € [to, t,] tel que (™ (€) = F(M(€), c’est-a-dire

' i—0 Hj;éi ti—t;

Ce nombre est un nombre rationnel dont un dénominateur est

n(n+1)
IT 1=t < (ta—to)” >

0<i<j<n

Notons aussi que le développement de go(”) ne comporte que des puissances
négatives de 1/t. En conséquence on a ¢(t) ~ yt™* pour t — 400 avec v # 0
et 11 > 0; en particulier, pour ¢y suffisamment grand, (™) (&) # 0. On obtient
donc

n(n+1) _ n(n+1)
1< e (©)](tn —t0)” 2 <At5"(tn —t0) 2
(pour un nombre réel 4/ > |v|). En posant o = n(’iil)’ cela conduit &

tn —to > cty  (avec ¢ > 0)

Conclusion : si t est un nombre réel suffisamment grand, I'intervalle [¢, t4ct“]
contient au plus m + 1 points de I'ensemble V,,. Pour obtenir 'estimation
annoncée, on procede de la fagon suivante. Soit k €]0, 1[. On coupe l'intervalle
[1,B] en [1, B"] et [B", B], puis [B", B] en intervalles égaux de longueur <
c¢B"*. D’apres ce qui précede, chacun des sous-intervalles de [B*, B] contient
au plus n + 1 éléments de V,,. Donc 'intervalle [1, B] contient au plus

B 4 (n+1) = O(B" + B7")

cBre

éléments de V,,. Si on prend k = 1/(1 4+ ) (i.e. k =1—ka), alors 0 < k < 1
et le nombre considéré ci-dessus est un O(B"). O
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5.2.4. Spécialisation. — Le théoreme d’irréductibilité de Hilbert est un
résultat fondamental de géométrie arithmétique. Il permet de spécialiser des
variables tout en conservant la structure algébrique.

Proposition 5.2.14. — Soit k un corps hilbertien. Si un groupe fini G est
groupe de Galois sur k(T), alors G est groupe de Galois sur k.

Ce résultat est une conséquence immédiate des théoremes de spécialisation
(théoréeme 2.6.1 ou théoreme 2.6.2) du chapitre ??. Nous en redonnons ci-
dessous une preuve directe.

Démonstration. — Soit Er/k(T') une extension galoisienne de groupe de Ga-
lois G. Soient y(1') € Er un élément primitif, entier sur k[T et P(T,Y) €
k[T, Y] le polynéme minimal unitaire de y(7') sur k(T'). Le corps k étant sup-
posé hilbertien, il existe une infinité de t € k tel que P(¢,Y") soit irréductible
dans k[Y]. Pour ces t, notons y(t) € k une racine du polynéme P(t,Y) et
E; = k(y(t)) le corps de rupture. Nous allons montrer que sauf pour un nombre
fini de ¢, 'extension E;/k est galoisienne de groupe G.
L’extension FEp/k(T) étant normale, toute racine de P(T,Y) s’écrit
fi(T,y(T)) avec f; € k(T)[Y],i=1,...,d =degy(P); on a
d
P(1,Y) = [[(¥ = fT.y(T)))
i=1
D’apres le lemme 1.4.1, le morphisme k[T] — k de spécialisation de T en t se
prolonge en un morphisme oy : k[T][y(T)] — k qui envoie y(T) sur y(t). Sauf
pour un nombre fini de ¢ (les racines des dénominateurs dans k(7T) des po-
lynoémes f; € k(T')[Y]), on peut appliquer le morphisme o; aux deux membres
de l'identité précédente pour obtenir :
d

P(ta Y) = H(Y - fi(tv y(t>))
i=1

Si on se limite de plus aux éléments ¢t € k n’annulant pas le discriminant
A(T) € k[T] du polynéme (en Y) P(T,Y) (A(T) # 0 puisque l'extension
E/k(T) est séparable; cette nouvelle restriction n’élimine qu'un nombre fini
de t), on peut ajouter que les racines fi(t,y(t)),..., fa(t,y(t)) sont distinctes.

Pour les ¢ considérés, l'extension E;/k est galoisienne.
Il reste & voir que le groupe de Galois de ces extensions F;/k est le groupe
G. Les racines y(t),...,yq(t) de P(t,Y) sont simples. D’apres le lemme de
Hensel (théoreme 1.3.14 ou lemme 2.6.4), pour tout i = 1,...,r, il existe une
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unique série formelle y;(T) = >, <o ain(T —t)" telle que P(T,y;(T)) = 0 et
aio = yi(t). Le corps Ep est k(T)—igomorphe et peut étre identifié au sous-corps
k(T,y1(T),...,y4(T)) de k((T —t)). De plus, pour i = 1,...,7, les coefficients
a; n se déduisent tous rationnellement de a; , ; ils sont dans k(a; ). L'extension
E,/k étant galoisienne, on a de plus k(y;(t)) = Ey, i =1,...,d.

On peut étendre tout élément 7 € Gal(F;/k) en un k(7T)-automorphisme 7
de Ey((T —t)) en faisant agir 7 sur les coeflicients des séries formelles. L’ex-
tension Ep/k(T) étant galoisienne, 7 laisse Ep invariant. La correspondance
7 — 7 définit un homomorphisme

s: Gal(E:/k) — Gal(Er/k(T))

Cet homomorphisme est clairement injectif. Comme les deux groupes ont
meéme ordre, ¢’est un isomorphisme. ]

Remarque 5.2.15. — Sauf pour un nombre fini de ¢ € k, tout k(T)-
automorphisme 7 de Ep induit par spécialisation un k-automorphisme 7; de
E;:sit(y1(T)) = yi(T), alors 7(y1(t)) = yi(t). Cela donne un homomorphisme

r: Gal(Ep/k(T)) — Gal(E./k)

qui est surjectif. On a de plus r o s = 1d; s est une section de r.

5.3. Forme réguliére du probléme inverse de Galois

5.3.1. Extensions régulieres. — Pour réaliser un groupe fini sur un corps
hilbertien k, il suffit de le réaliser sur k(7). Cette variable supplémentaire T'
donne un angle d’attaque géométrique au probleme. En effet, nous verrons
qu'une extension E/k(T), si elle est réguliére, correspond & un revétement
algébrique X — P défini sur k.

Définition 5.3.1. — Etant donné un corps k, une extension séparable
E/E(T) est dite réguliere (sur k) si k est algébriquement fermé dans E,
c’est-d-dire si ENk = k.

La définition d’“extension réguliere F/k” associe habituellement & la condi-
tion E Nk = k la séparabilité de 'extension E/k (au sens des extensions non
nécessairement algébriques [Lan78, X,56]). Nous ne I'indiquons pas dans notre
définition car nous supposons a priori la séparabilité de l'extension E/k(T),
qui est plus forte que la précédente(?).

(?)La réciproque est fausse : I'extension F,(T/?)/F, est séparable (car F, est parfait) mais
I'extension F,(T/?)/F,(T) ne l'est pas.
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Proposition 5.3.2. — Soit E/k(T) une extension séparable finie. Les pro-
positions suivantes sont équivalentes.

(i) Lestension E/k(T) est réguliére.
(ii) Pour toute extension finie séparable F/k, [EF : F(T)] = [E : k(T)).

(iii) [Ek® : k5(T)] = [E : k(T)).

(iv) [EF : B(T)] = [E : k(T)].

(v) [EK : K(T)] = [E : k(T)] pour tout corps K sur lequel T est transcendant.

Démonstration. — (i) = (ii). On peut se contenter de démontrer le résultat
pour les extensions galoisiennes F'/k. Soit 77 un élément primitif d’une extension
galoisienne F'/k et f(Y') € k[Y] le polynéme minimal unitaire de 7 sur k. On
a [EF : F(T)] = [E : k(T)] si et seulement si f(Y) est irréductible dans
E[Y]. Supposons que f(Y) = ¢(Y)r(Y) avec ¢(Y),r(Y) € E(Y) unitaires. Si

M,.-.,n sont les racines de f(Y') dans F, alors on a nécessairement, a des
constantes multiplicatives pres, ¢(Y) = [Lic; (Y —mi) et 7(Y) = [Lic, (Y —m)
avec I et J constituant une partition de {1,...,r}. Les polynomes sont a

coefficients dans F et donc dans ENF C ENk = k. Comme f(Y) est
irréductible dans k[Y], on a deg(q) = 0 ou deg(r) = 0.

Pour la suite de la preuve, on note y(7") un élément primitif de l’extension
E/k(T), entier sur k[T], et P(T,Y) € k(T)[Y] le polynéme minimal unitaire
de y sur k(T); on a P(T,Y) € k[T,Y]. Si K est un corps contenant k, en
général [EX : K(T)] < [E : k(T)] et on a [EK : K(T)] = [E : k(T)] si et
seulement si P(T,Y") est irréductible dans k(T")[Y].

(ii) = (iii) : Si P(T,Y) était réductible dans k°(T)[Y], alors il serait
réductible dans F(T)[Y] pour F' une extension finie séparable de k (puis-
qu'une décomposition P(T,Y) = Q(T,Y)R(T,Y) ne fait intervenir qu’un
nombre fini de coefficients). Cela contredirait la condition (ii).

(iii) = (iv) : On peut supposer k de caractéristique p > 0. Notons E/k:(T)
la cloture normale de E/k(T) ; elle est séparable. De I’hypothese résulte que le
polynéme P(T,Y) est irréductible sur le corps k*(T)Y/P™ obtenu en adjoignant
toutes les racines p™-iemes des éléments de k°(T") pour m décrivant N. En effet,
les coeflicients d'une factorisation P = AB sur ce corps sont dans EﬂkS(T)l/ P
qui est égal & k5(T) puisque les éléments de k5(T)Y/P™ \ k5(T) ne sont pas
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séparables(®) (et sont méme purement inséparables) ; la factorisation est donc
triviale. Ainsi [EkS : k5(T)] = [EES(T)Y/P™ : k3(T)'/?™]. La conclusion résulte
de E(T) C k5(T)Y/?™ qui découle de k = (k5)1/P™ (4,

(iv) = (v) : Supposons que P = AB avec A, B € K(T)[Y] unitaires, ou K
est un corps contenant k. Comme P € k[T,Y], on a A,B € K[T,Y]®). On
peut supposer que K est une extension de type fini de k. L’idée est ensuite de
“spécialiser le corps IC dans k” afin d’obtenir une décomposition P = AyBy
avec Ag, By € k[T,Y]. L’hypothese (iv) entrainera alors que degy (Ag) =
degy (A) = 0 ou degy (By) = degy (B) = 0.

Pour cette spécialisation, on invoque le théoréme des zéros de Hilbert et
plus précisément sa forme préparatoire donnée dans le théoréeme 2.1.4 : le
morphisme k — k se prolonge & ’anneau engendré par les coefficients dans K
des polynémes A et B.

(iv) = (i) : Pour tout a € k, on a
[Ek(a) : k(a,T)] = [E : k(T)]

(car on a a priori [Ek : k(T)] < [Ek(a) : k(a,T)] < [E : k(T)]). Donc pour
tout « € ENk,on a [E: k(a,T)] = [E : k(T)], ce qui donne « € k. O

5.3.2. La forme réguliere du probléme inverse de Galois. — La
conjecture suivante entraine la conjecture initiale 5.1.1. On I’appelle la forme
réguliere du probleme inverse de Galois, on la note parfois RIGP pour
“Regular Inverse Galois Problem”.

Conjecture 5.3.3 (RIGP). — Etant donné un corps k quelconque, tout
groupe fini G est le groupe de Galois d’une extension galoisienne réguliére

E/k(T).

Soient k un corps et E/k(T') une extension galoisienne réguliere de groupe
G. Si K est une extension de k sur laquelle T est transcendant, les extensions

®)Pour le voir, on montre que si a vérifie o =a € k*(T) avec m minimal, alors son
polynéme minimal sur k%(T) est Y?" — a : a priori il divise celui-ci donc est de la forme
(Y —a)P"" avec m < n et (p,r) = 1 mais un tel polynéme n’est pas dans k*(T)[Y] si m < n.
) Cette égalité est classique : d’apres la preuve de la proposition 1.4.7, le polynéme minimal
d’un élément o € k est de la forme Q(X?") avec Q € k[X] séparable et donc o € k°.
®)La raison est classique : les racines de A et B en Y sont entitres sur k[T] C K[T]; comme
K[T] est intégralement clos, les coeflicients de A et B, a priori dans K(T'), sont dans K[T.
<6>L’argument qui suit ne fait pas intervenir I’hypothése de séparabilité.
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E/k(T) et Ek/k(T) sont de méme degré (proposition 5.3.2) et en conséquence,
leurs groupes de Galois sont isomorphes.

Si IC est hilbertien, on peut spécialiser T dans K sans changer le groupe de
Galois (proposition 5.2.14). On peut ainsi déduire de 'existence de 'extension
galoisienne réguliere E/k(T") de groupe G que G est groupe de Galois sur tout
corps K hilbertien contenant k sur lequel T est transcendant, par exemple sur
tout corps de nombres si k = Q.

Notons aussi que pour réaliser un groupe fini G de facon réguliere sur k,
il suffit de le réaliser comme groupe de Galois d’une extension E/k(T) qui
provienne par extension des scalaires de k & k d’une extension galoisienne
réguliere E/k(T) : le groupe de Galois reste le méme sur k et sur k.

On expliquera dans les chapitres suivants que :

- les extensions finies et séparables de k(T) correspondent aux revétements
algébriques finis de P!,

- celles de ces extensions qui proviennent par extension des scalaires de k & k
d'une extension réguliere E/k(T) correspondent aux revétements f : X — P!
qui peuvent étre définis sur k.

- celles de ces extensions qui proviennent par extension des scalaires de k a k
d’une extension galoisienne réguliere E/k(T) correspondent aux revétements
f: X — P! galoisiens définis sur k ainsi que leurs automorphismes.

La conjecture RIGP se reformule donc comme suit. Son étude constitue
I’approche moderne du probléeme inverse de Galois.

Congecture 5.3.4 (RIGP). — Etant donné un corps k quelconque, tout
groupe fini G est le groupe d’automorphismes d’un revétement galoisien
f: X — P! défini sur k ainsi que ses automorphismes.

5.3.3. Quotient et produit direct. —

Proposition 5.8.5. — Soit k un corps. La propriété pour un groupe fini
d’étre réalisé comme groupe de Galois d’une extension galoisienne réguliére
E/k(T) est stable par quotient. Si k est infini, elle l’est aussi par produit di-
rect.

La preuve utilise deux résultats classiques qui seront démontrés plus tard
et que nous indiquons ci-dessous. On dit qu’une extension réguliere E/k(T)
est non ramifiée au-dessus de tg € P'(k) ou que ¢y n’est pas un point de
branchement de l'extension E/k(T) s'il existe un k(T)-homomorphisme (ou
plongement) Ek — k((T — tg)) de la cloture galoisienne E/k(T) dans le corps
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des séries formelles k((T — t)), avec la convention que si tg = oo, T — to doit
étre compris comme 1/7". Les deux résultats en questions sont les suivants :

(a) 'ensemble des points de branchement est fini (voir §6.1.3.2),

(b) Pensemble des points de branchement est non vide, sauf si E = k(7).
Cela résulte de la formule de Riemann-Hurwitz [Har77, Corollary 2.4 p. 301]
dont il résulte ici que, si r > 0 est le nombre de points de branchement, alors
2+ (r—2)[E:k(T)] >0.

Démonstration de la proposition 5.3.5. — La partie de ’énoncé sur les quo-
tients est claire. Considérons le produit G X G2 de deux groupes pour lesquels
on a G; = Gal(E;/k(T)) avec E;/k réguliere, i = 1,2. Notons B; et By leurs
ensembles respectifs de points de branchement.

Supposons dans un premier temps que By N By = (). Les extensions Ey /k(T)
et Ey/k(T') sont alors linéairement disjointes. En effet, 'intersection E1NE; est
une extension galoisienne de k(7"), réguliere sur k et dont I’ensemble des points
de branchement est vide. D’apres l'assertion (b) ci-dessus, Ey N Ey = k(T)
comme annoncé. On en déduit aisément Gal(E1E2/k(T)) ~ G1 x Ga.

Si By N By # 0 et si k est infini, alors en composant I'inclusion k(T) — E»
avec un isomorphisme k(7') — k(7T') induit par une homographie x(7") & coef-
ficients dans k, on obtient une nouvelle extension E}/k(T) dont on peut faire
en sorte, grace a 'assertion (a), que son ensemble de points de branchement,

1

qui est 'image de By par x " soit disjoint de Bj. On est ainsi ramené au cas

précédent. ]

Remarque 5.3.6. — L’argument montre que pour k quelconque, la propriété
pour un groupe fini d’étre réalisé comme groupe de Galois d’une extension
galoisienne réguliere E/k(T) avec la condition supplémentaire que 1’ensemble
des points de branchement est disjoint d’un ensemble fini quelconque donné a
I’avance, est stable par produit direct.

5.3.4. Le cas des groupes abéliens. — La forme réguliére du probleme
inverse de Galois est vraie pour les groupes abéliens. Plus précisément, on a
le résultat suivant.

Théoréme 5.3.7. — Soit k un corps arbitraire et D C PY(k) un ensemble
fini. Pour tout groupe abélien fini G, il existe une extension galoisienne E /k(T)
de groupe G, régulicre sur k et telle que kE se plonge dans k((T — to)) pour
tout to € D (c’est-a-dire, lextension E/k(T) n’est ramifiée au-dessus d’aucun
point de D).
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Démonstration. — Grace a la proposition 5.3.5, la remarque 5.3.6 et le
théoreme de structure des groupes abéliens finis, on peut se ramener au cas
ou G est un groupe cyclique d’ordre une puissance £”* d’un nombre premier /.
On distingue alors deux cas suivant que la caractéristique p de k est égale a ¢
ou non. Dans le cas £ # p, on construit une extension kummérienne de k(7T)
dont on montre que, pour les parametres de la construction bien choisis, la
descente a k est possible. Le principe est le méme pour £ = p mais on utilise
des extensions d’Artin-Schreier.

La construction est relativement élémentaire mais un peu technique. Le
cas particulier ou card(D) = 1 est plus classique; nous renvoyons & [V5196,
§11.4.3]. Pour le cas général, nous renvoyons a [Deb99c]. O

On donnera au chapitre 4 une autre preuve valable en caractéristique 0 (voir
théoreme 8.2.7).

5.4. Théoréme d’existence de Riemann

Au-dela des groupes abéliens, le probleme reste tres ouvert. On dispose
cependant pour le cas général d’un résultat profond qui donne un point d’an-
crage fort pour toute la théorie : le théoreme d’existence de Riemann. Une
conséquence fondamentale en théorie inverse de Galois est 1’énoncé suivant.

Théoréme 5.4.1. — Tout groupe fini G est le groupe de Galois d’une exten-
sion E/C(T).

Cela permet de voir le probleme global comme un probleme de descente :
peut-on faire en sorte que certaines des extensions qui réalisent un groupe
donné comme groupe de Galois sur C(7") soient définies sur Q, c’est-a-dire,
proviennent par extension des scalaires d’une extension galoisienne réguliere
E/Q(T)? Dans l'affirmative, le théoreme d’irréductibilité de Hilbert permet
ensuite de réaliser le groupe en question sur Q lui-méme.

Le théoreme d’existence de Riemann lui-méme est un résultat général de
classification qui permet d’identifier les aspects algébrique, analytique et to-
pologique de la notion de revétement. En termes d’extensions de corps et de
réalisation de groupes, on peut en donner la “forme pratique” suivante.

Théoréme 5.4.2 (Théoréme d’existence de Riemann)
Supposons donnés un groupe fini G et un entier r > 0 et r points distincts
t1,...,t, € PY(C). Alors il existe une correspondance bijective entre
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- l’ensemble des extensions de corps E/C(T) galoisiennes de groupe G non

ramifiées en dehors de ty,...,t,, modulo les C(T')-isomorphismes, et
- Uensemble des r-uplets (g1,...,9») € G" tels que {(g1,...,9,) = G et
g1+ 9r = 1, modulo la conjugaison (composante par composante) par des

éléments de G.

Le théoreme 5.4.1 découle de cette premiere forme du théoreme d’existence
de Riemann : tout groupe fini G posseéde un r-uplet (gi,...,g,) comme ci-
dessus, pourvu que 7 soit assez grand (plus précisément : strictement supérieur
au rang de G).

La démonstration des théoremes 5.4.1 et 5.4.2 sera un objectif des chapitres
7?7 et 77; ils seront finalement établis au §7.3.4.

5.5. Approche de Noether et autres perspectives
5.5.1. Le groupe symétrique et ’approche de Noether. —

5.5.1.1. Le groupe symétrique. — Le cas des groupes symétriques fut la mo-
tivation initiale de Hilbert en théorie inverse de Galois. On commence par le
résultat classique suivant.

Théoréme 5.5.1. — Pour tout entier d > 0, le groupe symétrique est
groupe de Galois sur le corps Q(T1,...,Ty) des fractions rationnelles a d
indéterminées.

Démonstration. — Soient k un corps et Yi,...,Yy d indéterminées. Notons
T; = T;(Y1,...,Yy) les fonctions symétriques élémentaires de Y7, ..., Yy, c’est-
a-dire les coefficients du polyndéme

P=Y? Tyl 4. ... 4 (-1)Ty

dont les racines sont Y7,...,Y;,.

L’extension k(T1,...,Ty) est une extension transcendante pure. En effet,
soit F un polynome & coefficients dans k tel que F(Ty,...,T;) = 0. Soient
01,...,05 des indéterminées algébriquement indépendantes et nq,...,7nq des
racines dans k(61,...,0) du polynéme

Vi, vt 4 (—1)%,

On a alors T;(n1,...,n4) = 0;, i = 1,...,d et donc F(61,...,04) = 0, ce qui
entraine F' = 0.
L’extension

k(Yi,...,Y))/k(Ty, ..., Ty
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est une extension galoisienne car c’est le corps de décomposition sur
k(Ty,...,Tg) du polynéme P. Chaque élément du groupe symétrique Sy
induit un k(77,...,Ty)-automorphisme de k(Y7,...,Yy). Le groupe Sy est
donc un sous-groupe du groupe de Galois de ’extension ci-dessus. En parti-
culier, Y7 a au moins d conjugués sur k(711,...,Ty), a savoir Yi,...,Y;. On
déduit que le polynome P est irréductible sur k(71,...,Ty) et que le groupe
de Galois de lextension k(Yi,...,Yy)/k(T1,...,Tq) (qui doit étre d’ordre
< d!) est le groupe Sy. O

Corollaire 5.5.2. — Tout polynome F(Y1,...,Yy) a coefficients dans k qui
a la propriété que pour tout o € Sy, F(Yy(1y,- .-, Yoa)) = F'(Y1,...,Ya) peut
s’écrire comme fonction polynomiale des fonction symétriques élémentaires
T, ..., Ty.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la théorie de Galois :
le sous-corps de (Y7,. .., Yy) fixé par le groupe Sy est le corps k(Th, ..., Ty). O

Grace au théoreme d’irréductibilité de Hilbert (sous sa forme générale du
théoréme 5.2.4), il existe des spécialisations t1,...,t; € Q des indéterminées
Ti,..., Ty telles que le polynéme P(t1,...,t,,Y) soit irréductible dans Q[Y] et
que son corps de décomposition soit une extension galoisienne de QQ de groupe
Sq (appliquer le théoréeme 2.6.3 du chapitre 7?7 ou bien généraliser la preuve de
la proposition 5.2.14). L’argument permet méme de réaliser Sy comme groupe
de Galois d’une extension réguliere de Q(7"). Il suffit de ne spécialiser que d— 1
des variables T1,...,Ty.

5.5.1.2. L’approche de Noether. — Emmy Noether a essayé de généraliser
I’exemple du groupe Sy de la maniere suivante. Tout groupe fini G peut étre vu
comme un sous-groupe de Sy, via sa représentation réguliere par exemple. Le
groupe G a alors une action G — Aut(Q(Y7,...,Yy)) surle corps Q(Y1, ..., Yy)
des fractions rationnelles en d indéterminées. Notons Q(Y7, ... ,Yd)G le sous
corps de Q(Y1,...,Yy) des éléments laissés fixes par cette action. D’apres la
théorie de Galois, 'extension Q(Y1, ..., Yy)/Q(Y1,...,Y;)? est une extension
galoisienne de groupe de Galois G. Si le corps Q(Y7, ..., Yy)? est une extension
transcendante pure Q(71,...,Ty), on peut, comme ci-dessus, spécialiser les
indéterminées 11, ..., T, dans Q et réaliser G comme groupe de Galois sur Q.

Malheureusement, il existe des groupes pour lesquels le corps Q(Y1, ..., Yy)¢
n’est pas une extension transcendante pure. Des exemples avec G cyclique
ont été donnés par Swann. Il y a des travaux visant a étendre la propriété
de spécialisation a des corps plus généraux que les extensions transcendantes
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pures. Par exemple, Colliot-Hélene conjecture que cette propriété subsiste sur
tout sous-corps d’une extension transcendante pure (de fagon équivalente, sur
le corps de fonctions de toute variété unirationnelle). Via ’approche de Noe-
ther, cette conjecture entraine la conjecture 5.1.1, c’est-a-dire résoudrait le
probleme inverse de Galois.

5.5.2. Forme réguliere forte. — Il existe une version forte de la forme
réguliere forte du probleme inverse de Galois qui s’exprime en termes de
problémes de plongement. Un probléme de plongement (fini) pour un corps K
consiste en la donnée d’une suite exacte de groupes finis1 - N - G —- H — 1
et d’une extension galoisienne Ef /K telle que Gal(Ey/K) = H ; le probleme
est de “plonger” la H-extension Fy/K dans une G-extension, c’est-a-dire de
construire une extension Eg/FEp, galoisienne sur K, telle que Gal(Eg/K) =G
et Gal(Eg/EH) = N.

D’aprés un théoréme d’lwasawa [FJO04, §24.8], si pour un corps K
dénombrable, tout probleme de plongement peut étre résolu, alors le groupe
de Galois absolu Gg est un groupe profini libre, c’est-a-dire libre dans la
catégorie des groupes profinis. Ce n’est pas le cas par exemple pour K = Q
puisque, au contraire de tout groupe pro-libre, le groupe Gg a des éléments
de torsion (ceux induits par la conjugaison complexe). On conjecture ce-
pendant que, sur Q (ou plus généralement sur tout corps K hilbertien), il
existe une solution a tout probleme de plongement scindé, c’est-a-dire tel que
I’épimorphisme G — H possede une section. Comme plus haut, on préfere la
conjecture suivante qui ne dépend pas du corps de base.

Conjecture 5.5.3 (RIGP+). — FEtant donnés un corps k, tout probléeme de
plongement scindé pour le corps k(T') posséde une solution réguliére.

“Solution réguliere” signifie ici que la solution Eg/k(T) vérifie Eg Nk =
Ey Nk (c’est-a-dire : les constantes dans I’extension solution Eg sont celles qui
figurent déja dans l'extension donnée Efr). La conjecture RIGP correspond au
cas particulier de RIGP+ ou le groupe H est trivial. Une autre conséquence
notable concerne le corps Q* engendré par toutes les racines de I'unité.

Congecture 5.5.4 (Conjecture de Shafarevich). — Le groupe de Galois
absolu Ggab de Q?P est un groupe profini libre.

On peut résumer l'argument comme suit. En appliquant la conjecture
RIGP+ & k = Q®, on obtient, par spécialisation de T (le corps Q* est
hilbertien d’apreés un résultat de Kuyk [FJ04, theorem 16.11.3]), que tout
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probléme de plongement scindé pour Q® a une solution. Mais le fait que Q2P
soit de dimension cohomologique < 1. entraine que la méme conclusion est
vraie, sans le mot “scindé”. Le théoreme d’Iwasawa, mentionné plus haut,
permet de conclure I'argument. Pour plus de détails sur ces conjectures et
leurs relations, nous renvoyons a l’article [DDO04] ou 1’énoncé RIGP+ est
présenté comme la conjecture unifiante du domaine.

5.5.3. Probleme de Beckmann-Black. — On peut, comme S. Beck-
mann et E. Black, s’interroger sur les arguments de spécialisation utilisés
précédemment : pour réaliser un groupe G sur Q, n’est-ce pas se limiter que
se restreindre aux extensions de QQ qui s’obtiennent par spécialisation d’une
extension Ep/Q(T) 7 La conjecture suivante, formulée par E. Black, répond
par la négative. Ici encore, le corps de base est arbitraire.

Conjecture 5.5.5 (Probleme de Beckmann-Black)

Etant donnés un corps k, un groupe fini G, une extension galoisienne E [k
de groupe G, il existe une extension galoisienne régquliére Ep/k(T) de groupe
G telle que extension résiduelle Ey, [k en un point tg € PL(k) soit ’extension
galoisienne E/k.

Cet énoncé précise I’énoncé RIGP : non seulement tout groupe fini G est
réalisable sur k(T'), mais aussi toute extension galoisienne de k.

Pour aller un peu plus loin sur ces questions et pour une liste de références,
nous renvoyons a [Déb01].

5.6. Notes du chapitre 5
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Les revétements algébriques de P! ont de multiples descriptions. Nous
privilégions le point de vue arithmétique en les introduisant comme exten-
sions de corps. Nous revenons ensuite sur les équivalences avec les notions de
revétements au sens de la topologie et a celui de la géométrie algébrique.

6.1. Extensions régulieres de k(T

6.1.1. Les objets centraux. — Etant donnés un corps k et une
indéterminée 7', les objets au centre de notre étude sont les extensions
finies régulieres (définition 5.3.1) du corps k(T"). Les morphismes entre deux
telles extensions E/k(T) et E'/k(T) sont les morphismes de corps E — E’
dont la restriction & k(7) est I'identité. Le groupe des automorphismes d’une
extension E/k(T) est noté Aut(E/k(T)). Si l'extension est galoisienne, le
groupe Aut(E/k(T)) est le groupe de Galois Gal(E/k(T')) de I'extension. De
fagon générale, I'extension séparable E/k(T) possede une cloture galoisienne
E/K(T)M. Son groupe de Galois Gal(E/k(T)) agit transitivement sur les
d = [E : k(T)] k(T)-plongements de E dans une cloture séparable k(T)% de
E(T) (ou, de fagon équivalente, sur les d conjugués d’un élément primitif de
E/k(T)). Moyennant une numérotation des k(T')-plongements E < k(7T)*, on
obtient une action Gal(E/k(T)) — Sq.

6.1.2. Extensions de k((T)). — On suppose ici k algébriquement clos et de
caractéristique 0. Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 6.1.1 (théoréeme de Puiseux). — La cléture algébrique du
corps k((T)) est la réunion des corps k((T'/%)), d > 1. En conséquence,
les extensions finies F/k((T)) sont kummériennes; plus précisément on a
F = k((T)(T"4) oi d = [F : k(T))]

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que toute extension galoisienne finie de
k((T)) est une extension kummerienne de la forme k((T))(T"/%) avec d > 1 (on
voit facilement que k((T))(TY%) = k((T"%))). On en déduira aisément que
c’est aussi le cas de toute extension finie (non nécessairement galoisienne).
Soit E/k((T)) une extension galoisienne de degré d et B la fermeture
intégrale de k[[T]] dans E; c’est un anneau de valuation discréte (théoreme
2.2.6). On note v la valuation T-adique sur k((7")), w son unique prolonge-
ment a F et 7 une uniformisante de w. On normalise w de telle sorte que
w(r) = 1. Comme k est algébriquement clos, on a f = 1 et donc e = d,

(M qui n’est pas forcément réguliere sur k : penser par exemple & E = Q(VYT) (d > 3).
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c’est-a-dire l'extension est totalement ramifiée. En particulier w(7T") = d et on
a k((T))(m) = E : en effet, si B, = k((T))(7), on a w(E) = w(Ey), or les
indices [w(E™) @ w(k((T))*)] et [w(E)) : w(k((T))*)] sont respectivement
égaux a [E : k((T))] et [Ex : k((T))] (théoreme 2.3.5). On a de plus w(w) =1
et w(a) =0 [mod d] sia € k[[T]].

1ére étape : utilisation des polynomes d’Eisenstein pour montrer que T est
un générateur de la k[[T]]-algebre B. Soit f(X) € k((T))[X] le polynéme mi-
nimal de 7 sur k((7)). Comme k[[T]] est intégralement clos, f(X) € k[[T]][X].
Ecrivons f(X) = aoX? + a1 X9 ! + .-+ + ag avec a; € k[[T]] et ag = 1. Soit
r = ming<;<qw(a;74?). 1 résulte de f(r) = 0 qu'il existe deux entiers i, j
avec 0 < i < j < d tels que 7 = w(a;74") = w(a;n¢7). On en déduit
j—1i = w(a;j/a;) = 0 [mod d] ce qui n’est possible que si i =0, j = d et
donc r = d, w(ag) = d et w(a;) > i pour i > 1. On a ainsi a; € (T), i > 0 et
aq ¢ (T?); c’est-a-dire, f(X) est ce qu'on appelle un polynéme d’Eisenstein.

Considérons I'anneau By = Ek[[T]][X]/(f). D’apres le lemme 1.1.11, By est
un anneau local et son idéal maximal est I'idéal (z,T) ou x est la classe de
X modulo (f). On observe ensuite que (x,T) = (z,aq) = (z) en utilisant
successivement que aq est une uniformisante de k[[T]] (donc T'/aq € k[[T]]*)
et que ag = —z¢ — alxd_l — -+ —ag_12. Comme ag n’est pas nilpotent, x ne
I'est pas non plus. On peut donc conclure grace au théoreme 1.3.2 que By est
un anneau de valuation discréte(2).

Du caractere intégralement clos découle que By est la cloture intégrale de
E[[T]] dans E; = Frac(By) = k((T))[X]/(f). Comme E; est k((T"))-isomorphe
a F wvia la correspondance X — m, on peut conclure que cette correspondance
induit un isomorphisme entre By et B (B est la cloture intégrale de k[[T]
dans E), et donc que 1,7, ...,79"! constituent une k[[T]]-base de B.

2eme étape : utilisation des groupes de ramification supérieurs pour montrer
que Gal(E/k((T))) est cyclique. Pour i > —1, on note I; C Gal(E/k((T)))
le sous-groupe des éléments s tels que w(s(a) —a) > i+ 1 pour tout a €
B. On obtient ainsi une suite décroissante de sous-groupes distingués® de
Gal(E/k((T))). On a Iy = Gal(E/k((T))) et Iy est le groupe d’inertie (qui
est ici égal a Gal(E/k((T)))). Comme B est engendré par m comme k[[T]]-
algebre, on a, pour i > —1, s € I; si et seulement si w(s(n) —7) > i+ 1 :

(?)Ce raisonnement redonne aussi le critére d’Eisenstein : de Pintégrité de 'anneau By =
E((T))[X]/(f) résulte que le polynéme f(X) est irréductible dans k((T))[X].

) Pour le caractére distingué, écrire gsg ' (a)—a = g(sg~ ' (a)—g~(a)) (g € Gal(E/k((T))))
et se rappeler que w(g(z)) = w(z) (x € E) (théoreme 2.3.5).



6.1. EXTENSIONS REGULIERES DE k(T 231

noter que pour a € B, w(s(a) —a) > i+ 1 équivaut a dire que les classes de a
et de s(a) sont égales dans I'anneau quotient B/{m**1). De plus, la condition
w(s(m)—m) > i+1 équivaut a w(@—l) >1 (i > —1). En particulier I; = {1}
pour tout i assez grand.

D’autre part, pour i > 1, Papplication qui & s € I; fait correspondre s(m)/m,
définit par passage au quotient, un isomorphisme ©; du groupe I;/I;1; sur un
sous-groupe du groupe 1 + p*/1 4+ p**! ot on a noté p = (x) (i > —1). Pour
voir que ©; est un morphisme, on écrit, pour s,t € I; :

st(m)/m = s(m)/m-t(m)/7-s(u)/u  avec u =t(m)/7

Comme u € B, on a s(u) —u € p**1 et donc s(u)/u—1 € p'™L, ce qui donne
st(m)/m = s(mw)/m - t(n) /7 modulo p**!. L'injectivité de ©; est facile.

On vérifie sans peine que, pour ¢ > 1, la correspondance z — 1 + x induit
un isomorphisme entre le groupe additif p?/p'*! et le groupe multiplicatif
1+ p?/1 + pi*tl. Le groupe p’/p‘t! est isomorphe au groupe additif du corps
résiduel B/p de w, c’est-a-dire k. Mais comme k est de caractéristique 0, il
n’a pas de sous-groupe fini non trivial. On peut ainsi conclure que les groupes
I;/I;+1 sont triviaux pour ¢ > 1 et donc que les groupes I; eux-mémes sont
triviaux pour ¢ > 1 puisqu’on sait déja qu’ils le sont pour i assez grand.

Pour ¢ = 0, la méme correspondance s — s(m)/m induit un isomorphisme
entre Iy/I; et un sous-groupe de B*/1 + p® . lequel est isomorphe au groupe
multiplicatif du corps résiduel k. On peut donc conclure que Iy/I7, c’est-a-
dire Gal(E/k((T"))), est isomorphe & un sous-groupe du groupe des racines de
I'unité de k; c’est donc un groupe cyclique d’ordre d.

(Pour une généralisation des arguments de cette étape, voir [Ser62, IV, §1-2]) ;
les groupes I; sont appelés les groupes de ramification supérieurs).

Conclusion : D’aprés ce qui précede, Pextension E(TV4)/k((T)) est cy-
clique. D’autre part, les extensions E/k((T)) et k((TY%))/k((T)) en sont deux
sous-extensions cycliques de degré d®). Comme un groupe cyclique n’a au
plus qu'un sous-groupe cyclique d’ordre donné, la théorie de Galois permet de
conclure que E = k((T))(TY%).

Si maintenant F/k((T)) est une extension finie, on a F C k((T))(T"/%)
pour un entier d > 1. Mais les sous-extensions de l’extension kummerienne
E(T))(TY)/E((T)) sont kummeriennes, de la forme k((T))(TY™)/k((T))
avec m | d. On a donc E = k((T))(TY™) et m = [E : k((T))]. O

® Pour voir que I'image de la correspondance est dans B>, noter que w(s(w)) = w(x) = 1.
) Pour voir que la seconde est de degré d, on peut par exemple invoquer le critéere d’Eisenstein
(redémontré plus haut) pour dire que le polynéme X¢ — T est irréductible dans k((T))[X].
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Remarque 6.1.2. — Pour une utilisation ultérieure, nous notons que les
morphismes ©; : I;/I;1 — (1 +p")/(1 + p*1) (i > 0, avec la convention
que 1+ p* = B* pour i = 0), ne dépendent pas de l'uniformisante 7. En
effet, si @ = um est une autre uniformisante, c’est-a-dire, u € B*, on a
s(7')/n" = s(n) /7 - s(u)/u, et comme ci-dessus, on voit que s(u)/u—1 € pi*t,

6.1.3. Extensions séparables de k(T). —

6.1.3.1. Points et places. — Dans ce premier paragraphe k est un corps quel-
conque et E/k(T) une extension finie séparable.

Définition 6.1.3. — On appelle place de E (au-dessus de k) toute valuation
discrete sur E et triviale sur k£ regardée modulo la relation d’équivalence iden-
tifiant deux valuations multiples I'une de I’autre par un nombre rationnel > 0,
c’est-a-dire induisant la méme topologie sur E (proposition 1.3.7). La place
est dite k-rationnelle si son corps résiduel est k. On note Xg(k) I’ensemble des
places k-rationnelles de E, qu’on appelle aussi points k-rationnels de Xg.

Exemple 6.1.4. — D’apres le théoreme 1.3.9(b), les places rationnelles de
kE(T) correspondent aux valuations (7' — tg)-adiques décrites dans I’exemple
1.3.6 associées aux éléments tg € k et a tg = co. On a donc, ensemblistement,
Xy (k) = PH(k).

Les places de F peuvent ensuite étre décrites comme suit, grace au théoreme
2.3.6. Pour ty € P!(k), on note k[T], le localisé de I'anneau k[T en 1'idéal
(T'—to) (pour tg = 0o, on convient que k[T]oo = k[1/T]1/7)) et k(T —to)) le
corps des séries formelles en T' — tg (pour tg = 0o, on prend T' — tg = 1/T).

Proposition 6.1.5. — Pour tout point/place tg € PY(K), les places de E
au-dessus de tg correspondent

- auzx prolongements a E de la valuation (T —tg)-adique sur k(T'), ou, de fagon
équivalente,

- auz k(T)-plongements de E dans une cléture séparable de k((T—to)), regardés
modulo la k((T — tg))-conjugaison, ou encore,

- auz idéauzx premiers de la décomposition de l'idéal (T —to) de l'anneau k[T,
dans Uextension E/k(T).
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Si de plus k est algébriquement clos, alors les extensions résiduelles au-dessus
d’un point to € PY(k) sont triviales : les places de E au-dessus de ty sont
k-rationnelles'.

Cas d’un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Les indices de ra-
mification eq,...,e, correspondent aux degrés sur k((T" — tg)) des différents
E((T — tg))-plongements de Ek((T — tp)) dans k((T — tp)). Vu la forme des
extensions de k((T" — tp)) (théoreme 6.1.1), pour chaque i = 1,..., g, le corps
Ek((T —tg)) correspond wvia le plongement associé dans k((7 — tg)) au corps
E(((T —to)'/)) (le seul sous-corps de k((T — to)) de degré e; sur k(T —ty))).
Si P(T,Y) € k(T)[Y] est le polynome minimal d’un élément primitif de 'ex-
tension E/k(T'), les indices de ramification ey,. .., e4 sont alors les degrés des
facteurs irréductibles de P dans k((T — to))[Y], ou de fagon équivalente, les
ordres minimaux des racines T/¢ nécessaires pour écrire les solutions de ces
facteurs; on les appelle les exposants de Puiseur.

Définition 6.1.6. — Etant donné w € Xg(k) et f € E, le nombre w(f) est
appelé ordre de la fonction f au point w. On dit que w est un zéro de f si
w(f) > 0 et un pole de f si w(f) < 0.

L’exposant de Puiseux d’une place w correspond ainsi a 1’ordre de la fonction
T — tp au point w. Par exemple, si E est un corps de rupture de P(T,Y) =
Y2 —T?(T+1), la fonction T a deux zéros simples sur Xg (k) ; pour P(T,Y) =
Y2 — T, la fonction T a un zéro double.

6.1.3.2. Points non ramifiés et points de branchement. — On suppose que k
est un corps séparablement clos (par exemple algébriquement clos) et E/k(T")
une extension finie réguliere.

Définition 6.1.7. — Un point tg € PY(k) est dit non ramifié dans une ex-
tension finie réguliere E/k(T) si l'idéal (T —tp) (ou la place T — tg-adique) est
non ramifié dans l'extension E/k(T") (au sens de la définition 2.3.2). Si ¢y est
ramifié, on dit que c’est un point de branchement de I'extension E/k(T).

Comme k est séparablement clos, les extensions résiduelles au-dessus d’un
point non ramifié sont triviales (c’est-a-dire, les coefficients f; valent 1). De
fagon équivalente & la définition 6.1.7, to € P1(k) est non ramifié si tous les

©) Cela reste vrai si k est séparablement clos et to € P (k) est non ramifié (au sens de la
définition 6.1.7) ; en effet, par définition de “non ramifié”, les extensions résiduelles au-dessus
de tp sont séparables. Les places de E au-dessus de to sont k-rationnelles.
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k(T)-plongements E — k((T — tg)) sont a valeurs dans k((T — tp)), c’est-a-
dire, s'il existe un plongement de la cloture galoisienne E dans k((T — to)). Si
P(T,Y) € k(T)[Y] est le polynéme minimal d’un élément primitif de P'ex-
tension F/k(T), la condition équivaut & demander que P soit totalement
décomposé dans k((T — t9)). En raison de la formule ) . e;f; = [E : k(T)]
(théoreme 2.3.3), la non-ramification de ¢y équivaut aussi a l'existence de
d = [E : k(T)] places de E au-dessus du point tg.

L’anneau k[T] étant principal, la fermeture intégrale de k[T] dans E est
un k-module libre de rang d et I'idéal discriminant est engendré par le discri-
minant A(T) € k[T] de toute k[T]-base. D’apres le théoreme 2.4.2, si A(T)
est totalement décomposé dans k (par exemple si k est algébriquement clos),
les points ramifiés to € P1(k) \ {co} sont exactement les racines de A(T). En
conséquence, si P(T,Y) € k(T)[Y] est le polynéme minimal d’un élément pri-
mitif y de E/k(T) entier sur k[T], ce sont des racines du discriminant Ap(7T)
de P par rapport a Y. En effet, d’apres la remarque 2.2.5, Ap(T') est égal
au signe pres au discriminant A(1,y,...,y%"1) de la base (1,y,...,y%!) de
E sur k(T), et est donc un multiple dans k[T] de A(T'). En revanche il peut
exister des racines de Ap(T') qui ne correspondent pas a des points de bran-
chement. On sait par ailleurs que le discriminant est non nul (§2.2.2); il en
résulte que I’ensemble des points de branchement est fini. Pour le point oo, il
faut “changer de carte”, c’est-a-dire, faire le changement de variable T' — 1/T.

6.1.8.3. Groupes d’inertie des extensions de k(T). — On suppose ici que k est
un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et que l'extension E/k(T)
est galoisienne.

Soit to € P1(k). Notons P, ..., P, les idéaux de la décomposition de I'idéal
(I' — to) de l'anneau k[T, dans l'extension E/k(T), wi,...,wy les places
correspondantes de E au-dessus de g et o1,...,04 les k(T)-plongements cor-
respondants £ — k((T' — tp)), regardés modulo la k((T'—t())-conjugaison (voir
proposition 6.1.5). Comme 'extension E/k(T") est galoisienne, tous les corps
0;(E) sont le méme sous-corps, qu’on note E*, de k((T — tp)).

On sait que les idéaux Pi,..., P, sont conjugués par des éléments de
Gal(E/k(T)) et que, si F; désigne le complété de E pour la place w;, alors le
groupe de décomposition Dp, est le groupe de Galois de I'extension corres-
pondante E; /k((T —t9)) (i =1,...,g). Via l'identification de chaque E; avec
E'k((T — to)), cette extension est, d’apres le théoréme de Puiseux (théoréme
6.1.1), la méme extension kummerienne k(((T — to)'/¢)) (avec e lindice de
ramification, qui ne dépend pas de 7). Un générateur de Dp, est donné par la
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correspondance
(T — to)Y¢ = (T — to)"/*

ot (. est une racine primitive e-ieme de I'unité(”. Quant au groupe d’inertie
Ip,, il est égal au groupe de décomposition puisque le degré résiduel vaut 1(8),

Lemme 6.1.8. — Soient P un des idéaux Pi,..., Py, ™ une uniformisante
de la valuation vp dans le complété E de E pour vp et o € Gal(E/k((T—to)).
Alors o(m)/m est un élément de l'anneau de la valuation vp congru modulo
lidéal de valuation (I'idéal (7)) a une racine e-ieme de 'unité (, qui ne dépend
pas du générateur .

Via le plongement o; : E — E* C k((T —ty)), cela revient a dire que o(7)/x
est un élément de k[[(T — t9)/¢]] congru modulo (T — t9)/¢) & ¢,.

Démonstration. — Posons (, = o((T'—tg)"/¢) /(T —to)'/¢; c’est une racine pri-
mitive e-ieme de 'unité. On éerit m = u(T —t9)Y/¢ ; Pélément u est une unité de
E[[(T —t9)"/¢]], c’est-a-dire une série formelle (en (T'—1)*/¢) de terme constant
non nul. On obtient que o(u)/u est une série formelle de terme constant égal

a 1. Comme o(7)/m = (5 o(u)/u, on a bien la conclusion annoncée. O

Pour e > 1, on note p, le sous-groupe de k> des racines e-iemes de 'unité.
Grace a lidentification entre Ip C Gal(E/k(T)) et le groupe de Galois
Gal(E/k((T — to)) fournie par le corollaire 2.5.5 et le lemme précédent, on
définit une application

Op : Ip = fle

en posant Op (o) = o(m)/m modulo I'idéal (7) (pour 7 comme dans le lemme).

C’est un isomorphisme de groupe et c’est en fait ’isomorphisme ©g :
In/Ii — ©¢(lp/I1) C k* introduit dans la preuve du théoreme de Puiseux
(théoréme 6.1.1) ; la démonstration du lemme précédent reprend de fagon plus
concrete des arguments utilisés a cette occasion.

On se fixe maintenant un systeme cohérent (()n>1 de racines de 'unité,
c’est-a-dire, (,, est une racine primitive n-ieme de 'unité et ¢}, = (m, pour
tous n,m > 1. Si k C C, on peut prendre ¢, = e%™/™ (n>1).

an(T —to)™ ¢ dans la k((T — to))-base 1,..., (T —to)?~1/e,

on vérifie que l'action du générateur ci-dessus consiste aussi & remplacer (7' — to)l/e par

(WEn écrivant une série > nsno
Co(T — t0)*/® dans le développement initial.

n peut voir aussi directement que pour tout x € —to ,onao(z)—x € P; pour
®0 t voi i directement tout x € k[[(T —to)"/* P
o le générateur ci-dessus (et donc pour tout o € Dp,).
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Définition 6.1.9. — On appelle générateur distingué du groupe d’inertie Ip
I’élément op défini par Op(op) = (.

Soient P’ un autre des idéaux Pi,..., Py et op son générateur distingué.
Les groupes P et P’ étant conjugués (sous Gal(E/k(T)) et cycliques (d’ordre
e),ona P =P et op =T0%7 ! avec 7 € Gal(E/k(T)) et a € (Z/eZ)*. On
calcule ©p/(opr) en utilisant le générateur 7(mw) de I'idéal de valuation de la
place associée a P’ :

@7)/(0'7)/) = @'p/ (7’0'7)7'7

e {m—m—ww))]“ . [apm] "~ Op(op)"
7(m) s

la derniere égalité résultant du fait que 7 fixe les éléments de k. Comme

Op(op) = Op/(op/) = (e, onaa =1 [mod e] et donc op et opr sont conjugués

dans Gal(E/k(T)).

Définition 6.1.10. — La classe de conjugaison de op dans Gal(E/k(T"), qui
ne dépend que ty, est appelée la classe canonique d’inertie associée a tg. Si
{t1,...,t,} est I'ensemble des points de branchement de 1'extension E/k(T')
et Cflg, .. ,C?lg les classes canoniques d’inertie associées, le r-uplet non or-
donné® {C} lg, ce Cflg} est appelé l'invariant canonique de l'inertie.

6.1.8.4. Invariants d’une extension E/k(T). — Soient k un corps algébrique-
ment clos et E/k(T") une extension finie séparable. On note E /k(T) sa cloture
galoisienne. On associe alors a E/k(T') les invariants suivants :

- son degré : d = [E : k(T)],

- son groupe : le groupe Gal(E/k(T)), qui, via son action sur les k(T)-
plongements de E dans une cloture séparable de k(T'), est plongé dans le
groupe Per(Plg(FE, k(T)%)) des permutations de ces plongements ; moyennant
une numérotation des différents plongements, on peut voir Gal(E/k(T))
comme plongé dans Sy,

- son ensemble de points de branchement t = {t1,...,t,}, qu’'on peut aussi
voir comme diviseur : t =¢; +--- + ¢,

et, si k est de caractéristique 0,

- son invariant canonique de l’inertie C = {Cflg,...,C’flg}, défini comme
étant celui de la cloture galoisienne B JE(T'). On peut le voir aussi comme
diviseur : C’?lg + -+ C™&. Via le plongement Gal(E/k(T)) — Sy, on peut

. c 1z / 1
aussi considérer le r-uplet non ordonné des classes correspondant aux Cf &

) ¢’est-a-dire le r-uplet (Cflg, ...,C?8) modulo I’action du groupe symétrique S,, ce que
I'on peut voir aussi comme diviseur formel : C?'& 4 ... 4 C218,
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dans le groupe S;. Il n’est bien défini qu’a la conjugaison par des éléments de
Sg pres; pour faire la distinction avec le premier, on parlera de celui-ci comme
de Vinvariant canonique plongé (dans Sy) et on le notera ¢(C).

Ces données ont les propriétés d’invariance suivantes au sein d’une classe
d’isomorphisme d’extensions finies séparables de k(7).

Si x : E — E’ est un k(T')-isomorphisme entre deux extensions E/k(T) et
E'Jk(T), alors [E : k(T)] = [E' : k(T)] = d et x se prolonge en un isomor-
phisme ¥ entre les clotures galoisiennes E JE(T) et E JE(T') (défini & un élément
de Gal(E/E) pres). L’isomorphisme X : E — FE' induit un isomorphisme
entre Gal(E/k(T)) et Gal(E'/k(T)) et un isomorphisme entre les actions
Gal(E/k(T)) — Per(Plg(E, k(T)%)) et Gal(E'/k(T)) — Per(Plg(E', k(T)*)).
Les deux extensions E/k(T) et E'/k(T) ont méme ensemble de points de
branchement. Si k est de caractéristique 0, 'isomorphisme entre les groupes
de Galois envoie 'invariant canonique de linertie de E/k(T) sur celui de
E'/k(T). Moyennant une numérotation des éléments de Plg(E, k(T)%) et de
Plg(E’, k(T)®), on a un isomorphisme entre les deux actions correspondantes
Gal(E/k(T)) — Sy et Gal(E/k(T)) — Sy. Cet isomorphisme envoie I'invariant
canonique plongé de l'inertie de E/k(T) sur celui de E'/k(T).

De plus si une cloture séparable k(T)° de k(T) est fixée et les exten-

S alorson a £ = F' et

sions séparables E/k(T) sont vues au sein de k(7))
Gal(E/k(T)) = Gal(E' /k(T)).

Si l'extension E/k(T) est galoisienne, on a d = |Gal(E/k(T))| et 'action
Gal(E/k(T)) — Sy est I'action par translation (a gauche ou & droite), quon

appelle souvent la représentation réguliere de Gal(E/k(T)).

Remarque 6.1.11. — Dans la suite nous nous placerons parfois dans la si-
tuation ou k est seulement supposé séparablement clos. Nous ne considérerons
alors que des extensions régulieres E/k(T) dont “les invariants sur k sont les
mémes que sur k7. C’est-a-dire nous supposerons que

- la cloture galoisienne E/k(T) de E/k(T) est réguliére sur k. En conséquence
les groupes de Galois Gal(E/k(T)) et Gal(Ek/k(T)) sont isomorphes ainsi que
leurs représentations dans Sy,

- les points de branchement de ’extension Ek/k(T) sont dans P!(k) et les ex-
tensions résiduelles correspondantes dans I'extension E/k(T') sont séparables
(et donc triviales) ; les points de branchement sont alors les mémes sur k et k.
Ces hypotheses sont satisfaites si k est un corps parfait.

6.1.3.5. Action des automorphismes de k. — Soient k un corps algébrique-
ment clos et E/k(T') une extension finie séparable. Soient 7 € Aut(k) et 7 un
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prolongement fixé de 7 a une cloture algébrique k(T") de k(7). Considérons
'extension E7 /k(T) et sa cloture galoisienne E7/k(T) dans k(T).

Proposition 6.1.12. — (a) On a [E : k(T)] = [ET : k(T)] et BT =F7.

(b) La correspondance o — To7~ % établit un isomorphisme entre les groupes
de Galois, notés G et G de E/k(T) et E7/k(T), et méme un isomorphisme
entre les deux actions de groupe G — Sgq et GT — Sy.

Soit tog € PL(k) et P un des idéaur premiers de la décomposition de l’idéal
(T —to) C k[T)s, dans Uextension E/k(T).

(c) PT est un idéal premier de la décomposition I'idéal (T —t]) C kz[T]tg dans
Vestension E7 /k(T).

(d) La correspondance o — 7ot établit un isomorphisme entre les groupes
d’inertie Ip et Ipz. En particulier, l'indice de ramification e est le méme pour
P et PT.

(e) Si k est de caractéristique 0, le diagramme

©
IPHP',U/B

Ipr —— fie
0,7

est commutatif. Cest-a-dire, pour tout o € Ip, on a Op+(c7) = Op(a)".

Démonstration. — (a), (b), (c) et (d) sont immédiats et laissés en exercice.
Montrons (e). Soit o € Ip. L’élément Op(o) € e est défini par la condition
o(n) — Op(o)m € (7?), ot 7 est un générateur de l'idéal P. Cela entraine
que o(m)T — Op(0)TnT € ((n7)?), c’est-a-dire o7 (17) — Op(o)™n" € ((77)?).
Comme 77 est un générateur de P7, cela signifie que ©p+(c7) = Op(a)". (On
peut aussi montrer (e) en reprenant le calcul fait apres la définition 6.1.9). O

L’action des automorphismes de k sur les racines de I'unité est donnée par
le caractere cyclotomique x : pour tout n > 1 et 7 € Gal(Q((,)/Q), x(7)
est I’élément de (Z/nZ)* tel que (] = Cff(T). On précise parfois “modulo n”
pour indiquer la référence a l'entier n. On peut voir la collection cohérente de
tous les caracteres cyclotomiques modulo n (n > 1) comme un morphisme de
Gal(Q™/Q) ou méme de G vers le groupe, noté 2X, limite projective de tous
les groupes (Z/nZ)* (n > 1).
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Corollaire 6.1.13. — Sous les hypothéses du paragraphe, si G — Sy, t =
{t1,...,t,} (et C={C4,...,C} sik est de caractéristique 0) sont les inva-
riants de Uextension E/k(T), alors les invariants de l’extension E7 /k(T) sont
les suivants :

- groupe et son action : ils sont isomorphes a G et a G — Sq. Si on identi-
fie Gal(E™ /k(T)) & G (via la correspondance o — To7~1), laction associée a
l’extension conjuguée est égale a G — Sq a la conjugaison prés par un élément
w € Norg, (G).

- points de branchement : leur ensemble est t™ = {t],...,tl},

et s1 k est de caractéristique O :

- invariant canonique de Uinertie : c¢’est le r-ruplet non ordonné CY/x(7) —
{C’ll/X(T), . ,C’,}/X(T)}, ot 1/x(7) désigne linverse de x(7) dans (Z/eZ)*.

De plus, il y a compatibilité de Uaction de T sur les points de branchement et
sur les classes canoniques d’inertie : la classe canonique d’inertie associée a
tT dans lextension E7 /k(T) est la classe C;/X(T). En d’autres termes

- lensemble {(t1,C1),...,(t,Cr)} est transformé par laction de T en l'en-
semble {(t7, Cll/X(T)), e (tZ,Ci/X(T))}.

Démonstration. — Ces conclusions découlent de la proposition 6.1.12. Pour
le dernier point, voir que pour tout indice ¢ = 1,...,r, si P est un idéal
premier de la décomposition de I'idéal (T' — t;) C k[T];, et op un générateur
distingué du groupe d’inertie I'p, alors ©p(op) = (. entraine Op- (07@) = Cé‘m.

L’élément (071)/ X(T))% est donc le générateur distingué du groupe d’inertie Ipz.

La classe canonique d’inertie associée est donc C; /X(7) (via I'identification par

la conjugaison par 7). O

6.1.4. Extensions réguliéres de k(7). — On revient au cas ou k est un
corps quelconque et E/k(T') une extension réguliere de degré d.

6.1.4.1. Invariants de lextension E/k(T). — Ce sont ceux de 'extension

6.1.4.2. Corps de définition des points non ramifiés. —

Définition 6.1.14. — Pour tout point w € X 7(k), c’est-a-dire, pour toute
place w de E (triviale sur k), on appelle corps de définition du point w le corps
résiduel de la restriction de w a E. Le point w est dit k-rationnel si son corps
de définition est égal a k.
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Pour tq € P1(k), le corps de définition de ¢ est le corps k(to).

Soit w une place non ramifiée de Fk au-dessus d’un point ¢y k-rationnel.
La place w correspond & un plongement o : E — k((T — tg)). 1l existe alors
une plus petite extension k(w)/k tel que le plongement soit a valeurs dans
kE(w)((T — to)). Ce corps est le corps de définition du point w.

Considérons en effet un élément primitif y(7") de l'extension E/k(T), entier
sur A = k[T] (ou A = k[1/T] si tg = o0). Via le plongement o, y(T') s’écrit
comme série formelle en 7" — ¢o. Notons ky(r) le corps engendré sur k par
les coefficients de cette série. Si A(T') € k[T] est le discriminant de la base
{1,9(T),...,y(T)*1}, on a, par le théoréme 2.2.6,

A(T) /E CA®--- & Ayd_l C ky(T)HT — to]]

On déduit d'une part que E C ky7)((T —to)) donc que k(w) = ky (), d’autre
part, que ce corps est aussi le corps résiduel de la restriction a E de w.

Si extension k(w)/k est séparable, par exemple si k est un corps parfait, le
corps k(w) est une extension finie de degré < d. Cela résulte de la proposition
2.3.1. On peut aussi le voir en observant que les séries formelles obtenues
a partir de y(7T") en appliquant aux coefficients les différents k-plongements
k(w) — k sont autant de conjugués de y(T) sur k(T).

Soit P(T,Y) € k[T,Y] le polynéme minimal de y(T'). Le terme constant
y(to) de la série est alors une racine du polynéome P(tp,Y). Si c’en est une
racine simple (par exemple si tg n’est pas une racine du discriminant Ap(T")
de P en Y), alors le lemme de Hensel (théoreme 2.6.4) montre que le corps
k(w) est le corps k(y(to))-

6.1.4.3. Descente du corps de définition d’une extension E/k(T). —

Définition 6.1.15. — Soient F/k une extension de corps et E/F(T) une
extension finie réguliere. On dit que l'extension E/F(T) est définie sur k s'il
existe une extension finie Ey/k(T) réguliere telle que EiF et E soient F(T)-
isomorphes. Si E/F(T) est une extension galoisienne, elle est dite définie sur
k comme G-extension s’il existe une extension finie Ej/k(T') galoisienne et
réguliere telle que ERF et E soient F'(T')-isomorphes. On dit alors de k que
c’est un corps de définition et de l'extension Ej/k(T) que c’est un k-modele
(comme G-extension dans le second cas) de l'extension E/F(T).

Si 'extension E/F(T) est définie sur k, il en de méme de toute extension
E'/F(T) qui lui est F(T)-conjuguée (comme simple extension ou comme G-
extension). Pareillement les corps de définition, les modeles sont les mémes au
sein d’'une classe d’isomorphisme sur F(T") d’extensions E/F(T).



6.1. EXTENSIONS REGULIERES DE k(T 241

Remarque 6.1.16. — L’extension galoisienne Q(T4)/Q(T) (d > 1) est
définie sur Q : Pextension Q(T/4)/Q(T) en est un Q-modele. Mais ce n’en
est pas un modele comme G-extension puisque Q(T/%)/Q(T) n’est pas ga-
loisienne. I’extension galoisienne Q(7/¢)/Q(T) n’est en fait pas définie sur
Q comme G-extension car par exemple la condition (d) du corollaire 6.1.18
n’est pas satisfaite. Pour distinguer les deux situations de la définition, on dit
qu’une extension galoisienne E/F(T) qui est définie sur k qu’elle ’est comme
simple extension.

Dans la suite on suppose que F'/k est une extension galoisienne. Un cas
important, appelé question de la descente absolue, est celui ou F est la cloture
séparable k5 de k.

La descente du corps de définition d’une extension E/F(T') de F a k n’est
pas toujours possible. Une condition nécessaire est donnée par I’énoncé ci-
dessous. Pour 7 € Gal(F'/k), on note 7 un prolongement de 7 & une cloture
algébrique de F(T').

Proposition 6.1.17. — (a) Si une estension finie E/F(T) séparable
et réguliere est définie sur k (comme simple extension), alors pour tout
7 € Gal(F/k), il existe un F(T)-isomorphisme x, : E — E".

(b) Si une extension finie E/F(T) galoisienne et réguliére est définie sur k
comme G-extension, alors pour tout 7 € Gal(F/k), ET = E et il existe x, €
Gal(E/F(T)) tel que

(*) Pour tout 0 € Gal(E/F(T)), on a 707 ' =x,0x;!.

On dit alors que k est le corps des modules de l'extension E/F(T) relative-
ment a [’extension F/k, comme simple extension dans le cas (a) et comme
G-extension dans le cas (b).

On vérifie que les conditions obtenues ne dépendent pas des prolongements
choisis 7 des automorphismes .

La condition obtenue dans (a) revient a dire que l'extension E/F(T') est
isomorphe & chacune des extensions conjuguées E7/F(T). Pour la condition
obtenue dans (b), on dira que l'extension E/F(T) est isomorphe & chacune
des extensions conjuguées E7/F(T) comme G-extension.

On peut formaliser la notion de G-extension de la fagon suivante. Etant
donné un groupe fini G' et un corps F', une G-extension de F'(T') de groupe G
(ou G-extension) consiste en la donnée d’une extension galoisienne réguliere
E/F(T) et d’un isomorphisme u : G — Gal(E/F(T')). Un morphisme entre
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deux G-extensions (E/F(T),u) et (E'/F(T),u') est un F(T)-morphisme Y :
E — E’ tel que pour tout g € G, on a xyu(g) x~! = v/(g).

Pour 7 € Gal(F/k), on définit la G-extension conjuguée par 7 de
(E/F(T),u) par le couple (ET/F(T),u”) ot u” : G — Gal(ET/F(T))
est 'isomorphisme défini par v (g) = Tu(g) 7! (¢ € G). La condition dans

(10)

(b) correspond a dire que la G-extension E/F(T)\*?) est isomorphe a chacune

des G-extensions conjuguées E™/F(T).

Démonstration de la proposition 6.1.17. — Supposons FE/F(T) définie sur
k comme simple extension. Soit P(T,Y) € k(T)[Y] le polynéme minimal
d'un élément primitif d'un k-modele Ey/k(T). L’extension E/F(T) est
F(T)-isomorphe a lextension Fy = F(T)[Y]/(P(T,Y)) de F(T). Pour tout
T € Gal(F'/k), on prolonge 7 & Ey en envoyant T sur T et Y sur Y ; on fixe
ensuite un prolongement 7 de ce premier prolongement & Ey. Les conditions
annoncées dans la proposition 6.1.17 sont réalisées pour Ey avec y, = Id.

En effet on a E] = FEy, ce qui prouve (a). Pour le (b), supposons que
Ey/F(T) soit définie sur k comme G-extension. Si o € Gal(Ey/F(T)), en
utilisant que le corps Eg, = k(T)[Y]/(P(T,Y) est extension galoisienne de
E(T), on peut écrire o(Y + (P)) = R, (Y + (P)) avec R, € k(T)[Y]. On a

(#) To 7 HY +(P)) =7 (Ro(T,Y + (P))) = Rs(T,Y + (P)) = o(Y + (P))

ce qui entraine bien que 7 o 1l=og.

Revenons a l'extension E/F(T'). Par construction, il existe un isomorphisme
¢ : By — E. Considérons le prolongement 75 : £ — FE de 7 défini par
fE=@Te !
d’abord que les conditions de la proposition 6.1.17 sont satisfaites pour ce

et prolongeons ensuite 7z & F (de maniere arbitraire). Vérifions

prolongement 75.

On note ¢™# : Ey — ET® isomorphisme conjugué par 7z, qui est défini
par ¢72(27) = (¢(x))™ (z € Ep). Le morphisme y, = ¢7# o o~ !
F(T)-isomorphisme entre E et EF.

Supposons que E/F(T) soit définie sur k comme G-extension. On a E™F =
E et pour tout o € Gal(E/F(T)),

est un

o (fe)™t =(pTe Ho(p7te™)
Flptop)T et

@
e top)e™t  (dapres (¥))
o

(9 Dans la pratique, on omet fréquemment la référence & ’isomorphisme v dans la notation.
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Si 7 est un prolongement donné de 7 & k(T), alors T L est lidentité sur
F(T). Sa restriction & E™® est un F(T)-isomorphisme sur E7. Cela donne (a),
et, dans le cas ou E/F(T) est définie sur k& comme G-extension, cela explique
la présence du F(T')-automorphisme X, dans la condition (b). O

6.1.4.4. Branch cycle lemma. — Si deux extensions E/F(T) et E'/F(T') sont
conjuguées sur F(T), elles le sont a fortiori sur k. Le corollaire 6.1.13 fournit
donc les conditions nécessaires suivantes pour qu'une extension E/F(T') soit
définie sur k.

Nous supposerons cependant toujours ’hypothese suivante satisfaite :
(**) La cloture galoisienne E/F(T) de extension E/F(T) est réguliere.
Cette hypothese garantit que le groupe de l'extension E/F(T') reste le méme
apres extension des scalaires de F' & k. Cette hypotheése n’est pas restrictive
dans la situation absolue ou F' = k®. En effet, il résulte de la séparabilité de
E J/F(T) que ENF est une extension séparable de F et donc est égale & F
dans le cas F' = k®.

Corollaire 6.1.18. — Soient G — Sy, t = {t1,...,t,}, et C={C4,...,C}}
pour k de caractéristique 0, les invariants d’une extension réguliere E/F(T).

e Si E/F(T) est définie sur k, on a :
(a) t7 =t pour tout T € Gal(F'/k),
(b) L(CYX(7) = 4(C), pour tout T € Gal(F/k) (pour k de caractéristique 0).
(¢) plus précisément : pour tout T € Gal(F/k)
{1, o(CVXD), o (@7, UG XN} = {(t1, (1), -, (tr,e(Cr))}

e Si E/F(T) est galoisienne et définie sur k comme G-extension, on a en plus
(pour k de caractéristique 0) :

(d) Cx(7) = C, pour tout T € Gal(F/k).
(e) plus précisément : pour tout T € Gal(F/k),
{07, 07X . 6Ty = (0, O), - (1. )

Démonstration. — Ces conclusions découlent du corollaire 6.1.13 et la pro-
position 6.1.17. Noter que la condition (a) de la proposition 6.1.17 entraine
que les invariants canoniques de linertie de E JE(T) et ET JE(T') sont égaux,
apres identification des groupes de Galois Gal(E™ /k(T)) et Gal(E/k(T)) viala
conjugaison par 7. Cela entraine ¢(C)X(") = 4(C), ou, de facon plus explicite :

(CXT) . oxX Oy = (v, o)
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pour un élément w, € Norg,(G). Si E/F(T) est galoisienne et définie sur k
comme G-extension, alors d’apres la condition (b) de la proposition 6.1.17,
la conjugaison par 7 coincide avec une conjugaison dans Gal(E/k(T)). On
obtient ainsi la condition CX(") = C (7 € Gal(F/k)). O

Le corollaire 6.1.18 est connu sous le nom de “branch cycle lemma”. Le
résultat suivant en est une conséquence classique.

Proposition 6.1.19. — Si E/Q(T) est une extension galoisienne réguliére
de groupe Z./p™Z avec p premier et m > 1, il y a au moins p(p™) = p™ —pm 1
points de branchement totalement ramifiés (c’est-a-dire, d’indice de ramifica-
tion égal a p™ ). En conséquence, le groupe Z, des entiers p-adiques n’est pas
le groupe de Galois d’une extension réguliére galoisienne de Q(T).

Démonstration. — Soit t = {t1,...,t,} I'ensemble des points de branche-
ment de l'extension E/Q(T'). Le groupe G étant abélien, les classes canoniques
d’inertie associées sont réduites a un élément, que nous notons g;, 2 =1,...,7.
Ces éléments engendrent G : en effet, si H = (g1, ..., g), alors d’apres la pro-
position 2.5.3, 'extension E /Q(T) n’est ramifiée en aucun point de P'(Q),
elle est donc triviale (voir §5.3.3 énoncé (b)), d’ou H = G. Par conséquent,
il existe nécessairement un g; d’ordre p™; comme p™ = [E : Q(T)], le point
de branchement correspondant est totalement ramifié. Comme l'image du ca-
ractere cyclotomique x modulo p™ est (Z/p™Z)*, 'ensemble des éléments
g;((T) ou 7 décrit Gg est de cardinal ¢(p™). D’apres le corollaire 6.1.18, tous
ces éléments sont des classes canoniques d’inertie de 'extension E/k(T), qui

correspondent & autant de points de branchement totalement ramifiés.
Supposons qu’il existe une extension galoisienne réguliere de groupe Z,.
Pour tout entier m > 1, notons E,,/Q(T") 'extension intermédiaire de groupe
de Galois Z/p™Z. En raison de la multiplicativité des indices de ramification,
un point de branchement totalement ramifié d’une extension E,,/Q(T) (m >
1) est aussi un point de branchement de I'extension E;/Q(T'). D’apres ce qui
précede, extension E1/Q(T) devrait en avoir au moins p™ — p™~! pour tout
m > 1, ce qui contredit la finitude de I’ensemble des points de branchement.
O

6.2. Représentations du groupe fondamental

Le corps k est a priori un corps arbitraire.



6.2. REPRESENTATIONS DU GROUPE FONDAMENTAL 245

6.2.1. Groupe fondamental. — Soit » > 1 un entier. Le sous-ensemble
ouvert de (P')" (resp. de P") des r-uplets (¢1,...,t.) (resp. des r-uplets non
ordonnés {t1,...,t,}) dont les coordonnées sont deux a deux distinctes est

noté U" (resp. U,). Etant donné t = {t1,...,t,} € UT(k)(H), on définit le
k-groupe fondamental de P\ {t} de la facon suivante.

Fixons une cloture séparable k(T)° of k(T). Soit Q¢ C k(T)® 'extension
algébrique séparable maximale de k°(T) non ramifiée au-dessus de P!\ t,
c’est-a-dire, la réunion de toutes les extensions finies séparables F/k°(T) non
ramifiées au-dessus de chaque point de P!\ t. L’extension € /kS(T) est ga-
loisienne ; par définition son groupe de Galois est le kS-groupe fondamental
de P\ t et est noté 1 (P \ t)gs. Comme t € U,(k), I'extension Q¢/k(T) est
également galoisienne ; par définition son groupe de Galois est le k-groupe fon-
damental de P! \ t et est noté 71 (P! \ t); (ou simplement (P! \ t) quand la
référence & k est claire). On parle parfois du groupe 71 (P! \ t)zs comme du
groupe fondamental géométrique. Le diagramme suivant résume la situation

- Q

(P ) [ ]

(P t) kS(T)
o | ]

- k(T)

et la théorie de Galois fournit la suite exacte
1— 7['1(1?1 \t)ks — 7['1(1?1 \t) — Gk —1

Le groupe fondamental est & ’origine une notion topologique. On parle donc
parfois des groupes définis ici comme des groupes fondamentaux algébriques.
Comme le point de vue algébrique est celui que nous mettons en avant, nous
omettrons le terme “algébrique”. Nous ferons le lien avec le groupe fondamen-
tal topologique a la section 6.4.

Théoréme 6.2.1. — La suite exacte ci-dessus est scindée.

A tout point rationnel to € PY(k) \ {t} non ramifié est associée une section
sty © Gy — m(PL\ t), correspondant au plongement des extensions finies
séparables E/k*(T) dans le corps k*((T — tg)).

(11)U7-(k) désigne ’ensemble des k-points de U,., c’est-a-dire, des points t € U, dont les co-
ordonnées sont les solutions d’un polynéme séparable p(T) € k(T'), ou, de fagon équivalente,
dont les coordonnées sont dans k° et vérifient t™ = t pour tout 7 € Gyg.
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Si k est de caractéristique 0, on peut également associer une section sy, : G —
71 (PY\t) @ un point tg € PL(k) ramifié, qui correspond au plongement du corps
Q¢ dans le corps U,,>, k(T —to)Y™ des séries de Puiseuz & coefficients dans
k.

La section sy, est bien définie a un élément de i (P! \ t)gs pres.

Démonstration. — Supposons tg € P*(k) \ {t}. Pour tout 7 € G, notons 7 le
prolongement naturel de 7 au corps k*((T — tg)). Grace au lemme ci-dessous,
on dispose d’un plongement i : Q¢ — k°((7" — t)). L’homomorphisme

Sty {Gk — Wl(Pl\t)

T +— St(1)= i oToi

est alors une section de 71 (P! \ t) — Gy.

On procede similairement dans le cas ou k est de caractéristique 0 et tg €
P!(k) est un point de branchement mais en utilisant le corps U, k(((T —
to)'/™ & la place du corps k((T — to)); le théoreme de Puiseux remplace le
lemme 6.2.2.

Pour terminer la preuve, il reste a traiter le cas ou k est de caractéristique
p > 0et P!(k) C t. Mais alors k est un corps fini F, et G est un groupe “pro-
cyclique” isomorphe a Z; il est engendré par le Frobenius, c’est-a-dire, le F-
automorphisme de F,, envoyant tout élément x € F,, sur 2%. Cet automorphisme
se releve en un élément de 71 (P! \ t) pour fournir la section désirée. O

Lemme 6.2.2. — Pour tout point k-rationnel ty € P1(k) \ {t}, il existe un
plongement Q¢ C k*((T — tp)).

Démonstration. — Notons § ’ensemble des couples (E,ig) ou E C Q4 est une
extension séparable de k°(T') non ramifiée en dehors de t1,...,t, et ip: E <
ES((T — to)) est un k°(T)- plongement. On munit § de la relation d’ordre :
(E,ig) < (F,ip) si E C F et iy prolonge ig.

L’ensemble ordonné (§, <) est un ensemble inductif non vide. D’apres le
lemme de Zorn, il existe un élément maximal (F,is0). On a nécessairement
Es = Q. En effet, sinon il existe z € Q4 tel que = ¢ FE,. Mais grace au
lemme 1.4.1 on peut prolonger ’homomorphisme iy, sur le corps Foo(x) : en
effet le polynéme minimal de x sur F, divise le polynéme minimal de x sur
ES(T), lequel a toutes ses racines dans k*((T — tp)) puisque, par définition de
Q4, Vextension k5(T, x)/k5(T) est non ramifiée au-dessus de ty (§6.1.3.2). Cela
contredit la maximalité de (Eoo,ico)- O
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6.2.2. Dictionnaire “extensions/représentations du m;”. — On fixe
t = (t1,...,t;) € Ur(k) et une cloture séparable k(T")° de k(T).

Nous expliquons ci-dessous comment une extension finie séparable de k(7T')
non ramifiée au-dessus de P! \ t peut étre vue comment une représentation
transitive continue du groupe 1 (P! \ t) de degré fini.

Dans la suite, nous disons simplement “extension E/k(T)” pour une exten-
sion finie séparable réguliere E/k(T), et, suivant le contexte, “simple exten-
sion” ou “G-extension”.

6.2.2.1. Simples extensions. — A une simple extension E/k(T) de degré d
et de points de branchement contenus dans t correspond une représentation
continue(!?) transitive
Y :m(PH\t) = Sy

telle que la restriction & 71 (P'\t).s reste transitive. Réciproquement & une telle
représentation peut étre associée une extension E/k(T) comme ci-dessus. Ces
correspondances, que nous détaillons ci-dessous ne sont pas canoniques. Mais
elles induisent des correspondances bijectives canoniques entre les classes d’iso-
morphisme. Plus précisément, deux extensions E/k(T) et E'/k(T) sont iso-
morphes si et seulement si les représentations associées v et ¢’ sont conjuguées
par un élément ¢ € Sy, c’est-a-dire

V' (x) = p(x)p ! pour tout z € m (PL\ t)zs
Via cette correspondance, le groupe de extension E/k(T) est le groupe image

G = d(m (P'\ t)5e).

Correspondances. Par la théorie de Galois, la cloture galoisienne £ /k(T) de
lextension E/k(T) correspond a un quotient continu du groupe fondamental
71 (P\t), ou, de facon équivalente, & un morphisme continu surjectif ¢ : 71 (P*\
t) — G ot G = Gal(E/k(T)). A son tour, extension E/k(T) correspond a
un sous-groupe H de G. Numérotons les classes a gauche de G modulo H de
1 & d de telle maniere que H corresponde a 1. L’action de G par translation
a gauche sur ces classes fournit une représentation fidele i : G — Sy, qui
correspond a l’action de G sur les d conjugués d’un élément primitif de E/k(T).
L’homomorphisme composé 1) = i o ¢ : m (P! \ t) — Sy est la représentation
désirée. Sa restriction & (P! \ t)gs est transitive du fait de la régularité de
lextension E/k(T'). La représentation 1 est bien définie ‘a la conjugaison par
un élément de Sy fixant 1 pres.

u2>c’est—?a—dire, de noyau fermé pour la topologie de Krull.
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Réciproquement, supposons donnée une représentation 1 : w1 (P! \ t) — Sy
de restriction transitive & 7 (P! \ t)zs. Notons en abrégé m pour 71 (P! \ t),
71 pour 71 (P! \ t)zs et m1(1) pour le stabilisateur de 1 dans la représentation
¥ : m — Syg. Considérons le sous-corps E = Qfl(l) de Q¢ fixé par mi(1).
L’extension E/k(T) est réguliere : d’une part Ek® = Q?(I)QtEl = Qzl(l)mﬁl(lg)
et d’autre part™4)

{ [E : k(T)] =[m:mQ)]=d
[EES: k5(T)] =[m:m1)Nnm]=d

6.2.2.2. G-extensions. — A une G-extension E/k(T) de groupe G de points
de branchement contenus dans t correspond un épimorphisme continu

¢:m(P\t) = G
tel que ¢(my (P \ t)s) = G. Réciproquement & un tel épimorphisme peut étre
associée une G-extension comme ci-dessus. Ces correspondances, détaillées ci-
dessous, ne sont pas canoniques mais induisent des correspondances bijectives
canoniques entre les classes d’isomorphisme. Deux G-extensions E/k(T) et
E'/k(T) sont isomorphes si et seulement si les épimorphismes associés ¢ et ¢’
sont conjugués par un élément ¢ € G, c’est-a-dire

¢ (x) = pp(z)p! pour tout x € w1 (P \ t)e
Correspondances. Une G-extension E/k(T) de groupe G correspond a
un sous-groupe ouvert normal bien défini H C 7 (P! \ t). Le groupe quo-
tient (P! \ t)/H peut étre canoniquement identifié au groupe de Galois
Gal(E/k(T)). En composant la surjection naturelle w1 (P*\ t) — 71 (P! \ t)/H
avec l'isomorphisme donné Gal(E/k(T)) — G, on obtient 1’épimorphisme
désiré ¢ : T (PL\t) — G. On a ¢(m1 (P! \ t)s) = G car extension galoisienne
E/k(T) est réguliere.

Réciproquement, soit ¢ : 71 (P! \ t) — G un épimorphisme continu tel que

¢(m1 (P \ t)gs) = G. Considérons le sous-corps E = Q};er(@ C Q4 fixé par le

(3 Pour la deuxiéme égalité, on a en général, KG1N%2 = K91 K2 des que KGl/KG1G2 est
galoisien, pour K un corps et G1, G2 deux sous-groupes d’un groupe G d’automorphismes de
K. En effet, la restriction Gal(K9t K2 /K%2) — Gal(K% /K%192) est un isomorphisme :
Iinjectivité est claire, le sous-corps fixé par son image est K NK2, or, de facon immédiate,
on a K9 N K% = K9%2) On en déduit la suite d’isomorphismes Gal(K "% /K52) ~
G2/(G1 N Ga) ~ G1G2/G1 ~ Gal(K®1 /K%%2) ~ Gal(K91 K% /K%), qui fournit la
conclusion désirée.

(9 Pour la seconde ligne, noter que m1(1) N7 est le stabilisateur de 1 de la restriction de
w1 — Sq a1, laquelle est supposée transitive.
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sous-groupe normal ker(¢) C 71 (P! \ t). L'extension E/k(T) est galoisienne,
de groupe 71 (P! \ t)/ker(4) et on montre comme pour les simples extensions
qu’elle est réguliere. L’isomorphisme 71 (P! \ t) /ker(¢) — G munit I’extension
E/k(T) d’une structure de G-extension.

6.2.2.3. Simple extension induite par une G-extension. — Si une G-extension
E/Kk(T) correspond & I'épimorphisme ¢ : 71 (P \ t) — G, la simple extension
associée FE/k(T) (c’est-a-dire, dépourvue de l'isomorphisme Gal(E/k(T)) —
G) correspond & la représentation 1 : 1 (P! \ t) — Sy obtenue en composant
¢ avec la représentation réguliere a gauche G — Sy (ou d = |G]).

6.2.2.4. G-extension associée a une simple extension. — Soit ¥ : w1 (P1\t) —
S, la représentation de 71 (P! \ t) associée & une simple extension E/k(T) de
degré d. Soit G = (m (P! \ t)). L’épimorphisme induit ¢ : 7 (P1\ t) - G
correspond 4 la clture galoisienne E/k(T) de Pextension E/k(T) : le noyau
ker(1) est le plus grand sous-groupe distingué de (P! \ t) contenu dans
le fixateur de 1 dans la représentation . L’extension E /k(T') ne correspond
pas nécessairement a une G-extension (sur k). C’est le cas si et seulement si
Y(m(P1\t)) = ¥(m1 (P\t)s) = G, ce qui revient a dire que I'extension E/k:(T)
est réguliere sur k. En général on a (w1 (P'\ t)) D ¢(m1 (P \ t)s). Le groupe
Y(m (P \ t)gs) est appelé le groupe de Galois géométrique et o (mi (P \t) = G
le groupe de Galois arithmétique de l'extension E/k(T).

6.2.2.5. Action des automorphismes de k. — Soient 7 € Gy, et 7 € w1 (P! \ t)
un prolongement fixé de 7 a ).

Soit E/k*(T') une simple extension (resp. une G-extension) correspondant a
la représentation ¢ : 1 (P*\t)gs — Sy (resp. a1’épimorphisme ¢ : 71 (P'\t)gs —
(). Considérons la représentation ¢7 : 1 (P'\ t)is — Sy (resp. I'épimorphisme
¢ : T (PL\ t)gs — G) défini par

¢ (z) = ¢(x™ ) pour tout = € my (P1\ t)4s

L’homomorphisme ¢” correspond & une simple extension (resp. & une G-
extension) qui est isomorphe a la simple extension (resp. a la G-extension)
E7/ES(T) : il suffit d’observer qu’on a ker(¢”) = ker(¢)” et une relation simi-
laire entre les fixateurs de 1 des représentations ¢ et ¢7.

6.2.2.6. Action de Galois sur les fibres non ramifiées. — Etant donnés une
extension finie séparable E/k(T) et un point ty € P!(k), on appelle fibre au-
dessus de t( I’ensemble des points/places de I'extension Ek®/k® au-dessus de t.
Comme tg est k-rationnel, la fibre au-dessus de t( est invariante par ’action de
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tout élément 7 € G (19

est celle qui a été introduite pour le théoreme 6.2.1.

. Pour tp non ramifié, la section sy, utilisée ci-dessous

Proposition 6.2.3. — Soient E/k(T) une simple extension et ¢ : m (P \
t) — Sy la représentation associée. Soit tg € PL(k)\t. Alors pour tout 7 € Gy,
la permutation ¢(si, (7)) est conjuguée dans Sq a la permutation w; induite
par l’action de T sur la fibre au-dessus de tg.

Démonstration. — De fagon générale, pour = € m(P' \ t), la permutation
¢(x) correspond & l'action de z sur les différents plongements de E/k(T') dans
une cloture galoisienne E JE(T'). Pour x = s;,(7) avec 7 € Gy, E peut étre
plongé dans k°((T — ty)) et P'action est alors celle de 7 sur les différents k(7T')-
plongements de E dans k*((T' — tp)) (théoreme 6.2.1), lesquels correspondent
a la fibre au-dessus de ¢y (théoreme 6.1.5). O

Voici une application de la proposition 6.2.3.

Proposition 6.2.4. — Soient E/k(T) une extension réguliére galoisienne de
groupe de Galois abélien G. Soit ty € PL(k) \ t. Alors il existe une extension
réguliére galoisienne E/k(T) de groupe G tel que E C k((T — to)).

En d’autres termes, la condition supplémentaire satisfaite par E/k(T) re-
vient a dire que tous les points/places de la fibre au-dessus de ¢y sont k-
rationnels (voir 6.1.4.2).

Démonstration. — Soit ¢ : m1(P*\t) — G la représentation associée & E/k(T).
Notons p : w1 (Pt \ t) — Gy la restriction naturelle et sy, : Gp — w1 (P \ t)
la section associée au point tg. Considérons I'application qb m (PP \t) = G
définie par :

d(x) = ¢(x) - (po sy, op(a)™  (z€m(P\t))

L’application 5 est un homomorphisme de groupes (car G est abélien)
de groupe image égal a G. De plus ¢ et gb coincident sur (P! \ t)zs.
L’épimorphisme ¢ définit donc une G-extension E /k(T) de groupe G vérifiant
Ek® = Ek®. On a de plus gf) 054 = (posy)-(¢posy,) ' = 1. La proposition
6.2.4 fournit alors la condition supplémentaire annoncée. O

(15) Cette action n’est bien définie qu’a conjugaison pres.



6.4. REVETEMENTS TOPOLOGIQUES 251

6.3. Revétements algébriques

Définition 6.3.1. — On appelle revétement algébrique de courbes tout mor-
phisme non constant X — Y entre deux courbes projectives lisses tel que
I'extension associée k(X)/k(Y') des corps de fonctions soit séparable et finie.

On peut voir de fagon équivalente un revétement algébrique de courbes
comme une extension séparable finie de deux corps de fonctions d’une variable.
En particulier, les extensions séparables finies F/k(T) correspondent a des
revétements algébriques de P*.

Les notions introduites pour les extensions finies séparables s’étendent telles
quelles aux revétements algébriques. Par exemple, un revétement X — P! est
dit ramifié au-dessus de tg € P! si c’est le cas de l'extension k(X)/k(T). Idem
pour “étre défini sur un sous-corps k' C k”, etc.

On peut relire les paragraphes §6.1.3.1 et §6.1.3.2 avec un point de vue plus
géométrique. Etant donnée une extension finie séparable E/k(T) et un point
to € P1(k), les places de E au-dessus de la place to correspondent aux points
P; de la courbe projective lisse X au-dessus du point ¢ty dans le revétement
¢ : Xp — P!; leur ensemble ¢ ~1(tg) est appelé la fibre du revétement au-
dessus de tg. Le point ty est un point de branchement si et seulement si la
fibre o~ 1(to) a strictement moins de d éléments, ot d = [E : k(T)] = degy (P)
est le degré du revétement.

Si P(T,Y) est le polynome minimal d’un élément primitif de Iextension
E/k(T) et C la courbe affine d’équation P(t,y) = 0, alors la restriction de ¢ a
Pouvert C’ C C des points non-singuliers correspond & la premiere projection
(t,y) — t. Le revétement ¢ : Xg — P! peut étre vu comme un prolongement
projectif de la fonction T € k(C). Les indices de ramification e; au-dessus de
to sont les ordres de la fonction ¢ — tg en les points P; correspondants dans la
fibre = 1(tg).

6.4. Revétements topologiques

Cette section est pure topologie. Nous rappelons deux points fondamentaux
de la théorie du groupe fondamental : la structure du groupe fondamental
de la sphere de Riemann privée de quelques points et la correspondance entre
revétements topologiques et représentation du groupe fondamental. Nous nous
limitons aux énoncés et renvoyons aux chapitres 77 et 7?7 pour les détails.
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6.4.1. Groupe fondamental de la sphére de Riemann privée de
quelques points. — Etant donné un espace toplogique X et un point-base
to € X, le groupe fondamental de X avec ty pour point-base sera noté
(X, 20), pour le distinguer du groupe fondamental algébrique introduit
précédemment.

Théoréme 6.4.1. — Soient r > 0 un entier, tg,t1,...,t. r+ 1 points sur la
sphére de Riemann P*(C). Le groupe fondamental 7\ (PY(C)\ {t1,...,t.},t0)
est isomorphe au groupe libre a r générateurs vi,...,7%, modulo la relation
/')/1 ... "yr fr— 1.

On peut préciser comment réaliser cet isomorphisme : on peut prendre pour
Y1, - - -, des lacets “tournant une fois dans le sens direct” autour de ty,...,t,
respectivement et satisfaisant quelques conditions techniques comme ne se
croisant pas mutuellement, etc. On appelle bouquet la donnée de tels lacets

Y1y oo V-
6.4.2. Revétements et groupe fondamental. —

Définition 6.4.2. — Soit B un espace topologique et f : X — B une appli-
cation continue. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout b € B, il existe un voisinage U de b, un espace discret non vide
D et un homéomorphisme ® : f~1(U) — U x D tel que p; o ® coincide avec
fyoupr : U x D — U est la premiére projection.

(b) Pour tout b € B, il existe un voisinage U de b et une famille (V3)4ep
paramétrée par un ensemble D non vide vérifiant
(i) Les ensembles V; sont des ouverts de X deux & deux disjoints.

(ii) f~H(U) = Ugep Va-
(iii) Pour tout d € D, f induit un homéomorphisme f;: Vg — U.

Une application f : X — B ayant ces propriétés est appelée revétement
topologique de B. Il est dit fini si I’ensemble D est fini, et le cardinal de B est
alors appelé le degré du revétement.

On a une notion de morphisme de revétements topologiques. Si f : X — B
et f/: X' — B sont deux revétements, alors un morphisme entre ces deux
revétements est une application continue x : X — X’ telle que f' oy = f. Les
notions de d’isomorphisme, d’endomorphisme, d’automorphisme sont définies
de facon habituelle.

Fixons un espace topologique B connexe par arcs, localement connexe par
arcs et localement simplement connexe (par exemple B = P*(C)\ {t1,...,t,})
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et tg € B. La monodromie permet d’associer a tout revétement connexe
f : X — B de degré d une représentation transitive ¢ : m*(B,ty) — Sa.
Plus précisément, étant donnée une classe d’homotopie [y] € 7, (B, to) et un
point # € f~1(tg), il existe un unique relevement de v & un chemin sur X com-
mencant en 2. Ce chemin se termine en un point € f~!(¢y). On a construit
de cette facon une permutation de la fibre f~!(tg), qui, aprés numérotation de
cette fibre, donne 1’élément ¢([y]) € Sy4. Le groupe de monodromie est le sous-

groupe de Sy de toutes les permutations obtenues de cette fagon, c’est-a-dire
le groupe ¢(m, (B, t0)).

Théoréme 6.4.3. — Soit B un espace topologique connexe par arcs, locale-
ment connexe par arcs et localement simplement connexe (par exemple B =
PYC)\ {t1,...,t}). Soit to € B. La monodromie établit une bijection entre
- ’ensemble des revétements connexes de degré d f: X — B modulo l’isomor-
phie des revétements, et,

- 'ensemble des représentations transitives ¢ : m," (B, to) — Sq modulo l’iso-
morphie des représentations de (B, ty) (c’est-a-dire la conjugaison par les

éléments de Sg).

On a le dictionnaire suivant entre revétements de B et représentations de
top
™ (B,t()) .

e deg(f) % card (£ (ko) = d,

e groupe de monodromie G(f) ~ G def o(m P (B, to)),

e groupe d’automorphismes Aut(f) ~ Ceng,(G),

e f revétement galoisien (c’est-a-dire |Aut(f)| = d) si et seulement si
|Ceng, (G)| = d si et seulement si 'action de Aut(f) sur f~1(to), ou, de
facon équivalente, de Ceng,(G), sur {1,...,d} est transitive (et libre) et alors
on a

Aut(f) ~ Ceng,(G)
| ¢ anti | ¢ anti
G(f) = G (= Norg(G(1))/G(1) )
(o G(1) C G est le fixateur de 1 dans la représentation G — Sy).

6.4.3. Revétements de P'(C)\ {t1,...,t,}. — En combinant le théoreme
6.4.1 et le théoreme 6.4.3, on obtient que le choix d’un bouquet ~1, ..., pour
PY(C) \ {t1,...,t,} détermine une correspondance bijective entre

- ensemble des revétements connexes de degré d de P*(C)\{t1,...,t,} modulo
I’isomorphie des revétements, et
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- 'ensemble des r-uplets transitifs (g1,...,g.) € (Sq)" tels que g1 -+ g, = 1
modulo la conjugaison (composante par composante) par des éléments de Sy.
Cela fournit en particulier le résultat suivant.

Corollaire 6.4.4. — Pour tout groupe fini G, si r est un entier > rg(G) et
t1,...,t, sontr points distincts dans P1(C), alors G est groupe de monodromie
et groupe d’automorphismes d’un revétement topologique galoisien de P*(C) \

(1. 1)

Démonstration. — L’action par translation & gauche de G sur lui-méme four-
nit un plongement G — Sy (la représentation réguliere de G). Si r > rg(G),
il existe un r-uplet (g,...,g,) dont les composantes engendrent G et sont de
produit égal a 1. Le centralisateur Ceng,(G) est anti-isomorphe & G'; la cor-
respondance est donnée par l’action par translation a droite par les éléments
de G. 1l s’agit d’une action transitive (et libre). D’apres les correspondances
ci-dessus, ces données permettent de construire un revétement comme dans
I’énoncé. O

Comme pour les revétements algébriques, on a un invariant lié a la ramifica-
tion pour les revétements topologiques de B = PY(C)\ {t1,...,t.}. On appelle

cycles de ramification les permutations gi, ..., g, de la fibre f~1(t) induites
par monodromie le long des générateurs ~i,...,7,. d’'un bouquet fixé pour
PYC)\ {t1,...,t.}, cest-a-dire, g; = ¢(vi), i = 1,...,7. Ces cycles dépendent
du bouquet 71, ...,7, mais on peut voir que leurs classes de conjugaison n’en

dépendent pas; on les note C7°P, ..., Cr°P.

On peut définir les classes C’;Op de fagon plus intrinseque. Il existe, dans
le groupe m,"(B, ty), une classe de conjugaison des lacets “tournant une fois
autour de t; dans le sens direct”. Si D; C B est un petit disque autour de t;,
le plongement D;\ {t;} — B = PY(C)\ {t1,...,t.} fournit un homomorphisme
P (D; \ {t:}) — 7 P(B). La classe “tourner une fois autour de t; dans le
sens direct” est la classe de conjugaison de I'image du générateur (orienté)
du groupe monogéne 7\ (D; \ {t;}). La classe C;°”
classe par la représentation ¢ : m,"*(B) — Sy.

On appellera type de ramification le r-uplet C*P = (C{Op, e ,C’,EOP).

Si on voit la représentation de monodromie comme un morphisme ¢ :
TP (PYC) \ {t1,...,t.}) — Per(f~1(to)) & valeurs dans I’ensemble des per-
mutations de la fibre au-dessus de tg, les classes CEOP, ..., Cr°? sont des classes
de conjugaison dans le groupe image ¢(m;”(P(C)\ {t1,...,%:})). Si on choisit
une numérotation des points de la fibre, la représentation n’est plus définie

est alors 'image de cette
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qu’a la conjugaison par des éléments de Sy et les classes CEOP, ..., CP sont
des classes de conjugaison dans Sg ; pour distinguer les deux cas, on parle dans
le second de type de ramification plongé.

6.5. Théoreme d’existence de Riemann

Le théoreme d’existence de Riemann est un résultat d’identification des
notions de revétement algébrique et de revétement topologique. Il établit que
tout revétement toplogique de la sphere de Riemann privée de r points provient
d’un revétement algébrique de P!.

La preuve se fait en plusieurs étapes. Partant d’un revétement topologique
f:X — PYC)\ {t1,...,t.}, on montre d’abord comment prolonger f au-
dessus des points manquants t1, . . ., ¢, pour obtenir un “revétement analytique
ramifi¢” f : X — P!(C) de surfaces de Riemann. Ce probléme de prolongement
est un probleme local, au voisinage de chaque point ¢;. L’ingrédient principal
est que le groupe fondamental du disque unité privé de I'origine est isomorphe
a Z et que ses revétements connexes de degré d correspondent aux applications
2 — 214 lesquelles se prolongent continument de fagon unique en envoyant 0
sur 0.

L’étape suivante est d’établir I'origine algébrique du revétement f : X —
P!(C) : on montre que I'extension correspondante M (X)/M(P(C)) des corps
des fonctions méromorphes sur X et sur P!(C)) est une extension finie; la
conclusion vient du fait que le corps M (P!(C)) est une extension transcendante
pure de C de degré de transcendance 1, c’est-a-dire, est isomorphe au corps
C(T).

Pour boucler la boucle, il reste a expliquer comment on retrouve le
revétement topologique de départ & partir de Pextension M(X)/C(T) : on
considere le morphisme X M) P}(C) auquel on retire les fibres au-dessus
des points de branchement. Pour les détails, nous renvoyons au chapitre 77?.

Les différentes étapes de la construction sont fonctorielles, c’est-a-dire,
s’étendent aux morphismes entre les objets considérés. Le théoreme d’exis-
tence de Riemann est un résultat d’équivalence de catégories.

Théoréme 6.5.1 (Théoréme d’existence de Riemann)
Etant donné t = {t1,...,t,} C PYC), les catégories suivantes sont
équivalentes :

e [ (au sein de la catégorie des) Corps de fonctions d’une variable sur C]
Eztensions finies de C(T') non ramifiées en dehors de t
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& C(T)-isomorphismes de corps

e [Courbes projectives lisses sur C]
Revétements algébriques finis de P' non ramifiés en dehors de t
& morphismes de revétements algébriques

e [Surfaces de Riemann connexes compactes]
Revétements analytiques de P1(C) non ramifiés en dehors de t
& morphismes de revétements analytiques

e [Espaces topologiques connexes|
Revétements topologiques finis de P*(C) \ t
& morphismes de revétements topologiques

e [Représentations transitives de groupes fondamentaux]
top

Représentations transitives de 7" (PY(C) \ t) dans un groupe symétrique
& applications compatibles entre ensemble finis

e [r-uplets d’éléments d’un groupe fini]
r-uplets de permutations de produit égal a 1 et engendrant un sous-groupe
transitif
& applications compatibles entre ensemble finis

On obtient en particulier la forme pratique du théoreme d’existence de
Riemann que nous avons énoncée au chapitre 2 (théoreme 5.4.2) qui permet
de résoudre le probléme inverse de Galois sur C(T'). Le revétement topologique
galoisien de P1(C)\ {t1,...,t,} construit dans la preuve du corollaire 6.4.4 est
en fait algébrique, c’est-a-dire, provient d’une extension galoisienne de groupe
le groupe G qui était donné au départ.

Ce revéetement peut-il étre défini sur un corps plus petit, idéalement sur le
corps Q7 C’est ce genre de questions que nous étudierons au chapitre suivant.

Via les équivalences de catégories du théoreme 6.5.1, les invariants habituels
se correspondent : degré, groupe d’automorphisme, etc. On peut ajouter ceci.
Comme au §6.1.3.3 on se fixe un systeéme cohérent (¢, )n>1 de racines de I'unité.

Proposition 6.5.2. — Soient E/C(T) une extension de degré d et f : X —
PYC)\{t1,...,t.} le revétement topologique associé. Alors via l’isomorphisme
entre le groupe de Galois Gal(E/C(T)) et le groupe de monodromie G(f),
les classes de conjugaison C’;Op et C’flg se correspondent l'une a l’autre, i =
1,...,r. Autrement dit, invariant canonique de l’inertie et type de ramification
se correspondent.
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Démonstration. — Précisons 'isomorphisme G(f) ~ Gal(E/C(T)). Un cycle
de ramification ¢(7) associé & un lacet v € 71 (P(C) \ {t1,...,t-}) agit sur
les points de la fibre f~!(ty) via la propriété de relévement des chemins. A
ces éléments ¢y, (v) € G(f) correspondent, dans I'isomorphisme ci-dessus, des
éléments de Gal(a)?)/ C(T')) qui agissent sur les fonctions dans (C/()?), par
prolongement analytique. Pour v = -; un chemin “tournant une fois” autour
de t;, les éléments qu’on obtient sont bien, a conjugaison pres, ceux de C’;Op
et C’flg respectivement, : = 1,...,7r. ]

Le théoreme d’existence de Riemann permet également d’exprimer le groupe
fondamental algébrique de P*\ {t1,...,t¢,} sur C, et plus généralement sur tout
corps algébriquement clos k de caractéristique 0, en fonction de son groupe
fondamental topologique. On suppose fixés une cloture algébrique de k(T et
un point-base to ¢ {t1,...,t.}. Voir [Ser92] pour plus de détails.

Théoréme 6.5.3. — Pour tout bougquet (71, ..,7v) pour PLC)\{t1,..., ¢},
il existe un morphisme i : T (PY\ {t1,..., 6}, t0) — 7 5P\ {t1, ..., e}z
ayant les propriétés suivantes :

(a) pour tout sous-groupe mormal owvert N C mi¥(P'\ {t1,....t,})z, le
morphisme induit par i modulo N : m® (P \ {t1,...,t:},t0) — P\
{t1,...,t:})z/N envoie la classe d’homotopie [v;] sur un générateur distingué
d’un groupe d’inertie au-dessus de t; de 'extension galoisienne finie de k(T)
associée a N au-dessus de t;, i =1,... 7.

(b) le morphisme i s’étend®) en un isomorphisme entre le complété profini
du groupe P (PY\ {t1,..., 4}, 1) et le groupe 7 (P \ {t1,... .t })z.

Remarque 6.5.4 (Généralisation en dimension supérieure)

Plutot que des revétement de courbes, on peut considérer des revétements
de variétés de dimension supérieure. Une partie de ce qui précede peut étre
étendu a ce contexte plus large. Plus précisément, si k£ un corps et B une
variété projective non-singuliere définie sur k et géométriquement irréductible
(c’est-a-dire, irréductible aprés extension des scalaires & k), on peut s’intéresser
aux objets suivants (voir [DD97] pour plus de détails) :

Extensions finies séparables E/k(B) et réguliéres sur k. Le corps des fonc-
tions k(B) remplace le corps k(7). Il y a aussi une notion d’hypersurface

(16)e morphisme naturel du groupe 7T;Op(]P’1 \ {t1,...,tr},to) dans son complété est injectif
(voir [Ser92]).
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ramifiée qui généralise la notion de point de branchement. On définit le divi-
seur de branchement D comme la somme formelle des hypersurfaces ramifiées.

Représentations du groupe fondamental w1 (B\ D). La définition de ce groupe
fondamental et le dictionnaire “extensions/représentations” sont analogues a
ceux vus en dimension 1.

Revétements algébriques. Un revétement algébrique de B sur k est un mor-
phisme algébrique f : X — B, fini, génériquement non-ramifié et défini sur k
avec X une variété normale et géométriquement irréductible. A ce revétement
f :+ X — B est associée l'extension de corps de fonctions k(X)/k(B). C’est
une extension finie séparable avec k(X)/k réguliere. Le foncteur “corps
des fonctions” fournit une équivalence de catégories entre la catégorie des
k-revétements algébriques de B et celle des extensions finies séparables et
régulieres de k(B). Le foncteur inverse est donné par le procédé de normali-
sation : étant donné E/k(B) comme ci-dessus, on considere, pour tout ouvert
affine U = Spec(R) de B, la cloture intégrale R de R in E; les morphismes

associés Spec(R) — Spec(R) se recollent pour fournir le revétement f cherché.

En revanche, ’équivalence avec le point de vue topologique ne s’étend pas
de fagon aussi simple qu’en dimension 1. Il existe cependant des résultats
d’équivalence entre les points de vue analytique et algébrique en géométrie,
qu’on appelle résultats de type GAGA (voir [Ser92, §6] pour une présentation
des résultats dans le contexte des revétements).

6.6. Notes du chapitre 6
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Dans ce chapitre, I'espace base B est la droite projective P!(C) privée éven-
tuellement d’un ensemble fini D = {¢;,...,¢.} de points. Si f : X — B est
un revétement, 'espace X hérite de la structure de surface de Riemann de
B. Ce chapitre comporte deux parties. La premiere consiste & montrer qu’on
peut compléter f en un “revétement ramifié” f : X — P! entre surfaces de
Riemann compactes. C’est le théoreme d’existence de Riemann. La seconde
montre qu’a ce revétement ramifié f : X — P!, on peut associer une extension
finie de corps M (X)/C(T) de degré égal au degré du revétement initial f. De
plus, si le revétement f est galoisien, I'extension M (X)/C(T) est galoisienne
de groupe de Galois (anti-)isomorphe au groupe Aut(f) des automorphismes
du revéetement f. Cela permet de résoudre le Probleme Inverse de la Théorie
de Galois sur C(T).

7.1. Variétés et surfaces de Riemann

7.1.1. Définitions. — On appelle variété topologique de dimension réelle
n un espace topologique X séparé (non nécessairement connexe), localement
homéomorphe a R", c’est-a-dire, ayant la propriété que tout point possede un
voisinage homéomorphe & R™ (ou de fagon équivalente, & une boule ouverte de
R™). Si n = 2m, on peut remplacer R"™ par C™ ; I'entier m s’appelle alors la
dimension complexe de X.

Un atlas réel de X est la donnée de (Uy, fo)a 00 (Uy)a €st un recouvrement
ouvert de X et f, : Uy — D4 est un homéomorphisme entre U, et un ouvert
D, de R™. Chaque (U,, fo) s’appelle une carte. Les applications fz o f;*
sont des applications entre ouverts de R” induisant un homéomorphisme entre
fa(Ua NUg) C Dy et fg(Uy NUg) C Dg. On les appelle les fonctions de
transition ou changements de cartes.

Si n = 2m, on a aussi la notion d’atlas complere de X. On obtient la
définition en remplacant R™ par C™ dans la définition d’atlas réel.

La variété X a une structure réelle ... (resp. complexe ...) s’il existe un
atlas réel (resp. complexe) pour lequel les fonctions de transition sont des
morphismes pour la structure ... La structure ... peut étre par exemple une
structure :

- topologique : on demande aux fonctions de transition d’étre des morphismes
topologiques, c’est-a-dire continus. Dans ce cas on n’ajoute rien a la définition
de variété topologique.

- R-différentiable : on parle de variété différentiable réelle.

- C®-réelle : on parle de variété C'*° réelle.
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- C-différentiables : on parle de variété différentiable complexe.
- R-analytiques : on parle de variété analytique réelle.
- C-analytiques : on parle de variété analytique compleze.

Deux atlas ((Ua, fa)a) €t ((V3,93)s) donnant une structure ... & une variété
X sont dits équivalents si la réunion est un atlas ..., c’est-a-dire, si les f, o ggl
ont la propriété ... (1a ou ils sont définis). On appelle structure ... une classe
d’équivalence d’atlas donnant une structure ... a la variété.

Remarque 7.1.1. — (a) On a les implications suivantes entre les diverses
structures : C-analytique < C-différentiable et R-analytique = C° réel =
R-différentiable.

(b) Une variété complexe de dimension m a une structure de variété réelle de
dimension 2m, qu’on appelle structure réelle induite.

Définition 7.1.2. — On appelle surface de Riemann toute variété analy-
tique complexe X de dimension 1. C’est-a-dire, I’espace X possede un atlas
{(Uq, fa)a} pour lequel les applications f, sont des homéomorphismes entre
U, et un ouvert de C et tel que les changement de cartes sont des fonctions
holomorphes.

Si X et X’ sont deux surfaces de Riemann pourvues d’atlas respectifs
{(Uas fa)a} et{(UL, f})a}, une fonction f : X — X' est un morphisme de sur-
faces de Riemann si les applications fé o fof- ! sont des fonctions holomorphes
(14 ot elles sont définies). Une fonction holomorphe (resp. méromorphe) sur X
est un morphisme X — C (resp. X — P!(C)). Une fonction f : X — PL(C)
est une fonction méromorphe si et seulement si les applications f; ! o f sont
des fonctions méromorphes (au sens usuel des fonctions complexes) sur U,,.

Les morphismes de surfaces de Riemann héritent des propriétés locales des
fonctions holomorphes : principe des zéros isolés, théoreme de 'image ouverte,
etc. Une autre conséquence est que I’ensemble des fonctions méromorphes sur
une surface de Riemann connexe X est un corps. On le note M (X).

7.1.2. Exemples. —

7.1.2.1. Espaces obtenus par déformation d’ouverts de R™. — R", ses ouverts,
les espaces homéomorphes a des ouverts de R" sont des variétés analytiques
réelles, et analytiques complexes si n est pair.
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7.1.2.2. Espaces projectifs. — PL(C) : Les deux cartes (C,z — z) et (CX U
{00}, 2 — 1/z) donnent & P*(C) une structure de surface de Riemann.

P'(R) est une variété analytique réelle; un atlas est obtenu par restriction
A partir de celui donné pour P!(C). On déduit que S'(R) est une variété
analytique réelle de dimension 1.

P"(C) est une variété analytique complexe de dimension n. Les ouverts
Uy = {xo # 0}, donnés avec I'isomorphisme naturel avec C" en forment un
recouvrement. Les changements de carte sont donnés par les correspondances

(t1/tar - ot fta) (i £ @) = (t1/ta, .. ta/ts) (i # B)

c’est-a-dire, en coordonnées intrinseques

(1,...,2n) (i # ) = (x1/28,...,1/28,...,20/xp) (i # B)

P™(R) est une variété analytique ; un atlas est obtenu par restriction & partir
de celui donné pour P"*(C).

7.1.3. Courbes complexes. — Etant donné un polynéme P(T.Y) €
CIT,Y], considérons la courbe affine plane Cp d’équation P(t,y) = 0. On
munit les ensembles Cp(C) (resp. Cp(R)) des points complexes (resp. réels)
de la topologie induite de celle de C2.

Ezercice 7.1.3. — Montrer que Cp(C) est non compact si deg(P) > 0, que
Cp(R) peut étre compact, que Cp(R) peut étre non connexe méme si P est
irréductible (contrairement & C'p(R), voir la proposition 7.1.4 ci-dessous), que
Cp(C) peut-étre connexe sans que P soit irréductible, que Cp(C) et Cp(R)
sont d’intérieur vide, que Cp(C) n’a pas de points isolés (voir lemme 7.3.13),
que Cp(R) en a au plus un nombre fini.

Une courbe affine n’est pas n’est pas forcément une variété. Ainsi, sur la
courbe réelle plane C : y? = 23 — 22 ; le point (0,0) n’admet aucun voisinage
homéomorphe & R (si on enléve le point double, on obtient localement 4 (et
non 2) composantes connexes).

De fagon générale, on définit Cp® comme l'ouvert de Cp des points dits

reg

réguliers ou le gradient n’est pas nul. Les points en dehors de C'5° sont dits
singuliers.

Proposition 7.1.4. — C5®(C) est une surface de Riemann (non fermée),
qu’on notera Sp. Elle est connezxe si le polynome P(T,Y) définissant Cp est
wrréductible.
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Démonstration. — D’apres le théoreme des fonctions implicites, au voisinage
de tout point (x,y) € C®, au moins une des deux projections (x,y) — =
est un homéomorphisme sur son image. Plus précisément, si Py (zo,y0) # 0,
il existe un voisinage ouvert U de (x0,y0) et un disque ouvert D centré en
2o tel que la projection (z,y) — x soit un homéomorphisme f entre U et
D. On peut choisir D de telle sorte que la réciproque f~! soit donnée par
f~Hx) = (z,y(x)) on y(x) est une série entiere en x — ¢ convergeant dans D.
L’ensemble de tous ces homéomorphismes locaux constitue un atlas analytique
complexe sur Cp®. L'énoncé sur la connexité sera démontré au chapitre ??
(théoréme 7.3.12). O

Corollaire 7.1.5. — Si X est une courbe projective lisse irréductible définie
sur C (par exemple le modéle projectif lisse de la courbe plane Cp), alors X (C)
est une surface de Riemann connexe compacte.

Démonstration. — La compacité provient du fait que X peut étre plongé
comme fermé de Zariski dans un espace projectif P et qu’en conséquence
X (C) est un fermé pour la topologie complexe de I'espace topologique com-
pact P*(C). Au voisinage de tout point x € X(C), la courbe X est isomorphe
a une courbe affine non singuliere en x. L’application du théoreéme des fonc-
tions implicites (comme ci-dessus si la courbe est plane ou sous sa forme plus
générale sinon) fournissent des homéomorphismes locaux au voisinage de tout
point z, lesquels constituent un atlas analytique complexe sur X (C). L’énoncé
sur la connexité résultera également du théoreme 7.3.12. O

Structure conjuguée sur Sp. On note ¢ la conjugaison complexe sur C; on
utilise aussi parfois la notation usuelle ¢(z) = Z. Si X est une variété complexe
de dimension m et (Uy, fo)a un atlas complexe, on appelle structure conjuguée
sur X la structure induite par I'atlas (Uy, cfa)q- Les fonctions de transition
sont les fonctions

2 = cfg(cfa)M(2) = (cfpfa”O)(2)
= (fsfah)(@)
Autrement dit, a une fonction de transition z — ¢(2) = > an(z — 20)" sur Sp

correspond la fonction de transition z — @(z) = > @, (2 — Zg)"™ pour la struc-
ture conjuguée. On notera V* la variété ¥V munie de sa structure conjuguée.

M On peut choisir D de rayon supérieur ou égal a la distance entre xo et la racine la plus
proche du discriminant de P par rapport a Y.
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Pour les surfaces de Riemann de type Sp, on a aussi une action de la
conjugaison complexe sur les points de Sp C C2. On note Sp I'ensemble des
conjugués de points de Sp. L’ensemble Sp est homéomorphe & la surface de
Riemann Sp. On a plus précisément :

Proposition 7.1.6. — Soit P(X,Y) € C[X,Y] un polynome. On note
P(X,Y) le polynéme déduit de P par conjugaison sur les coefficients. Alors
la surface de Riemann Sp coincide avec la surface de Riemann Sp.

Démonstration. — Les ensembles sous-jacents sont clairement les mémes. Il
faut voir que les atlas sont équivalents. Soit (Uy, fa)a un atlas de la surface de
Riemann Sp. Par définition de Sp et de la structure conjuguée, I’ensemble des
données locales (7&, cfac)a constitue un atlas de la surface de Riemann ?p*.
Si comme pour 'atlas construit dans la preuve de la proposition 7.1.4 (U, fa)
est la restriction a U, C Sp de la premiere ou de la seconde projection, alors
(Uq, cfac) est la restriction & U, C Sp de la premiere ou de la seconde pro-
jection respectivement. L’ensemble des données locales (U, cfac)a constitue
alors un atlas de la surface de Riemann S%. O

Proposition 7.1.7. — Supposons de plus que P(X,Y") soit irréductible. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Sp = Sp (comme ensembles).

(ii) 1l existe Q € R[X,Y] tel que Sp = Sq (comme surfaces de Riemann).

Quand elles sont vérifies, on dit que la courbe plane Sp peut étre définie
sur R. L’ensemble Cp®(R) des points réels réguliers de Sp = Sq a alors une
structure naturelle de variété analytique réelle de dimension 1.

L’implication (ii) = (i) est évidente. La réciproque repose sur le lemme suivant.

Lemme 7.1.8. — Soient A(X,Y),B(X,Y) € C[X,Y] deuz polynomes
wrréductibles. S’ils ont une infinité de zéros communs, alors il existe A € C tel

que A(X,Y) =AB(X,Y).

Démonstration. — On peut supposer que degy (A) > 0; sinon on échange X
et Y. Cela entraine cette propriété :

(*) Pour tout a € C, le polynéme A(a,Y’) n’a qu'un nombre fini de racines,
c’est-a-dire n’est pas nul.

En effet, si A(a,Y) = 0, alors A(X,Y) est divisible par X — a et donc
AX,)Y) = §(X —a) (6 € C) puisque A est irréductible; cela contredit
degy (A) > 0.
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On a alors aussi degy (B) > 0 car dans le cas contraire, B(X,Y) = v (X —a)
(v € C) et 'hypothese entraine que A(a,y) = 0 pour une infinité de y ce qui
contredit (*).

Les polynémes A et B sont irréductibles dans ’anneau principal C(X)[Y]
(lemme de Gauss). Les idéaux qu’ils engendrent sont soit égaux, soit premiers
entre eux. S’il sont premiers entre eux, il existe d’aprés Bezout, U(X,Y),
V(X,Y) dans C[X,Y] et R(X) € C[X] non nul, tels que

U(X,Y)AX,Y) + V(X,Y)B(X,Y) = R(X)

Mais cela interdit & A et B d’avoir une infinité de zéros communs (utiliser (*)
une nouvelle fois). Les idéaux engendrés par A et B sont donc égaux, ce qui
signifie que A et B different d’un élément U(X) € C(X). Comme A et B sont
primitifs, U(X) € C[X]|* =C. O

Démonstration de la proposition 7.1.7. — Supposons (i). D’apres le lemme,
on a P(X,Y) = AP(X,Y) avec A € C. Nécessairement, \ est de module 1
et s’écrit donc A\ = d/d pour un d € C®. Le polynéme Q = d P satisfait
(ii). La structure de variété analytique réelle sur Creg(R) provient du fait que
les fonctions de transition sont analytiques réelles au voisinage des points
(réguliers) réels. O

Remarque 7.1.9. — La proposition 7.1.7 est aussi une conséquence du Null-
stellensatz (théoréme 3.3.10) : puisque P s’annule 13 ou s’annule P, il existe
une puissance de P dans I'idéal engendré par P, et vice-versa. Mais pour ap-
pliquer le Nullstellensatz, il faut montrer au préalable, que si Sp = Sp, alors
P et P ont exactement les mémes zéros : le nombre fini de points singuliers
échappe a priori a I'hypothese Sp = Sp. 1l faut donc quand méme démontrer
la version plus faible du lemme 7.1.8 ou on suppose que A et B ont, a un
nombre fini pres, les mémes zéros, c’est-a-dire, que, pour la topologie de Za-
riski, I’adhérence d’un fermé F auquel on a enlevé un nombre fini de points,
est égale au fermé F.

7.1.4. Tores. — L’espace topologique S' peut étre vu comme les points réels
de la courbe algébrique z2 + y? = 1. Tous ses points sont réguliers. D’apres le
paragraphe précédent, S' a une structure naturelle de variété analytique réelle
de dimension 1. Le tore T est donc naturellement une variété analytique réelle
(compacte et connexe) de dimension m.

@on peut prendre d = (X + 1).
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Le tore complexe C/(Zwy + Zws) ~ C/Z* ~ T? a aussi une structure de
surface de Riemann.

(Si p désigne la surjection C — C/Z2?, les 4 ouverts suivants recouvrent
C/7? = p(]0,1[x[0,1]) : Uy = p(]0,1[x]0,1]), Uy = p(] —1/2,1/2[x]0,1]), Us =
p(]0,1[x] —1/2,1/2[), et Uy = p(]0,1[x] — 1/2,1/2[). On obtient un systeme
de cartes en faisant correspondre a tout point M € U, 'unique représentant
dans le domaine associé c’est-a-dire le produit d’intervalles définissant U,. Sur

Uy N Uz = p(J0,1/2[x]0, 1[U]1/2, 1[x]0, 1])

par exemple, le changement de carte est z — z sur la partie gauche et z — z+1
(ou z — 1) sur la partie droite.)

7.1.5. Topologie des surfaces réelles. —

Définition 7.1.10. — On appelle surface réelle toute variété analytique
réelle de dimension 2. La surface est dite orientable s’il existe un atlas
(Uas fa)a tel que fo(Us) = R? pour tout a et les fonctions de transition
conservent lorientation de R? ().

On vérifie que cette définition ne dépend pas du représentant de ’atlas dans
sa classe d’équivalence.

Les fonctions analytiques complexes conservant ['orientation, les surfaces de
Riemann sont orientables.

Il existe un théoreme de classification des surfaces réelles. Nous ne 'utilise-
rons pas et renvoyons a [Rey89, chapitre II] pour une démonstration.

Théoréme 7.1.11. — (a) Une surface compacte est une surface de Riemann
si et seulement si elle est orientable. V)

(b) Toute surface de Riemann compacte connexe est homéomorphe soit

a la sphére de Riemann S? soit a un polygone & 4g cotés consécutifs
-1 b—l

g % o
tivement aux inverses de ai_1 et bi_l, 1 = 1,...,9. En particulier, une telle

surface est homéomorphe a un “tore complexe a g trous”.

ag, by, a . al,bl,afl,bfl ot a; et b; doivent étre identifiés respec-

(d) L’entier g est un invariant topologique appelé genre topologique de la sur-
face de Riemann.

®) ¢’est-a-dire, préservent le générateur du groupe fondamental de R? \ {(0,0)}, ou encore,
préservent le signe de 'indice par rapport & un point d’un chemin tournant autour.

D Plus précisément “compacte” = “triangulable” qui avec “orientable” donne “surface de
Riemann ”.
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Remarque 7.1.12. — (a) Le ruban de Mobius n’est pas une surface de Rie-
mann, car non orientable (voir [God71, p.43]).

(b) Il faut distinguer le “tore complexe & g trous” du tore 7" défini en §4.2.1.2.
Le tore T™ est une variété de dimension réelle m alors que le tore complexe a g
trous est de dimension réelle 2. Seul le tore T coincide avec un tore complexe,
A savoir, le tore complexe a 1 trou C/Z2.

7.2. Complétion

7.2.1. Enoncé. — On note B la droite projective complexe P!(C) ou plus
généralement une surface de Riemann connexe compacte, c’est-a-dire un tore
complexe & g trous. Soient D = {t1,...,t,} un ensemble de r points distincts
de B et B = B\ D. En particulier, B satisfait les hypotheses des chapitres
précédents : B est connexe, localement connexe par arcs et localement simple-
ment connexe.

Soit f : X — B un revétement fini. L’espace X a une structure de surface
de Riemann :

[Soit {(Ua, fa)a} un atlas sur B. On peut supposer que les ouverts
U, trivialisent f. Si on note Vi, 1,...,V,q les ouverts disjoints
constituant f~1(U,), alors la famille {(Va, fa © f)a,i} constitue
un atlas sur X ]

Le revétement f : X — B est un morphisme de surfaces de Riemann pour

cette structure [regardée sur les cartes, 'application f est l'identité z — z et
est donc holomorphe].

Théoréeme 7.2.1. — Il existe un unique morphisme de surfaces de Riemann
compactes f : X — B tel que la restriction f : ?_1(3) — B soit un revétement
équivalent a f : X — B. De plus, Y\?fl(B) est fini; en particulier X est
connexe si X [’est.

Il s’agit de prolonger le revétement au-dessus des points t1,...,t.. On ex-
plique dans le paragraphe suivant comment on le fait localement.

7.2.2. Revétements d’un disque épointé. — On note D le disque unité
ouvert de C et D* le disque unité privé de son centre.

Lemme 7.2.2. — Soit ¢ : M — D* un revétement fini. Alors il existe une
surface de Riemann M, une injection i : M < M et un morphisme de surfaces
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de Riemann @ : M — D tel que la restriction @ : p *(D*) — D> soit un
revétement équivalent (via i) a ¢ : M — D*.

Démonstration. — On peut supposer M connexe : sinon on travaille sur
chaque composante connexe (proposition 4.3.7). Le revétement ¢ : C' — D*
est alors un revétement connexe, de degré fini d. Ce revétement correspond a
un sous groupe d’indice d du groupe fondamental 71(D*) (théoreme 4.5.2).
Ce groupe est isomorphe a Z (corollaire 4.2.14) et n’a donc qu’un seul sous-
groupe d’indice d. La classe d’équivalence de revétements correspondant a ce
sous-groupe est celle du revétement my : D* — D* donnée par z — 2%. Ce
revétement se prolonge en un revétement D — D par mg(0) = 0. On pose
M = D; l'injection M < M s’obtient en composant I'injection DX < D avec
I’équivalence x : M — D* entre les revétements ¢ et my. O

Remarque 7.2.3. — Le lemme 7.2.2 se généralise de fagon évidente au cas
d’un revétement ¢ : M — B d’un espace B de la forme B = B\ {t} o B est
homéomorphe & D wia un homéomorphisme 6 envoyant B sur D*. L’espace
B étant muni de la structure de surface de Riemann de D, le résultat peut
s’énoncer de la fagon suivante.

Addendum 7.2.4. — Pour chaque composante connexe C' de M, il existe
une surface de Riemann C contenant C et un morphisme de surfaces de Rie-
mann @ : C — B vérifiant

(i) C\ C consiste en un unique point mc.

(if) ®(me) =t,

(iii) C' est analytiquement isomorphe au disque D,

(iv) La restriction @ : o 1(B) — B coincide avec le revétement ¢ : C — B.

[Le revétement foyp : C' — D™ est équivalent & un revétement my :
D* — D*. Notons x : C' — D* I’homéomorphisme correspondant
(voir diagramme ci-dessous). On ajoute un point mc a C et on
note C' = C U {m¢}. On prolonge x par x(m¢) = 0. On munit C
de la structure de surface de Riemann obtenue par transport de
celle de D par la bijection y. L’application @ : C — B est celle
qui prolonge ¢ et envoie m¢ sur t.]

c —X . px

{, -]

B —% ., px
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7.2.3. Preuve du théoréme 7.2.1. —

7.2.3.1. Existence. — Soit f : X — B un revétement fini. Pour tout ¢ =
1,...,r, on choisit D; un voisinage ouvert de t; dans B homéomorphe au
disque unité ouvert de C et tel que les ouverts Dy, ..., D, soient deux a deux
disjoints. On pose D, = D; \ {t;}. Notons ¢; : f~1(D)) — D la restriction
de fa f7Y(D)),i=1,...,r. D’apres le lemme 7.2.2, on peut ajouter un
point m a chaque composante connexe C de f _1(D1-X) puis prolonger ¢; en ce
point (par ¢;(m) = t;) et obtenir de cette facon un morphisme de surface de
Riemann pc : CU{m} — D;, i=1,...,r.

Soit S l’ensemble total des points ajoutés a X de cette fagon. C’est un
ensemble fini : S a autant d’éléments qu’il y a de composantes connexes dans
tous les espaces f~1(D;),i=1,...,r. Posons X = XUS; X est une surface de
Riemann qui contient X. Soit ensuite f I'application X — B égale a f sur X et
prolongeant chacune des applications @¢ ci-dessus, C' décrivant ’ensemble des
composantes connexes de f~1(D}), i =1,...,r. L’application f est définie [car
f =pc 1a ou elles sont toutes deux définies], prolonge f et est un morphisme
de surfaces de Riemann [c’est une notion locale].

Il reste a voir que X est compact, en particulier séparé. Pour la séparation
le seul probleme est de voir qu’on peut séparer les points de M au-dessus d’un
méme point t;, ¢ = 1,...,r. Mais deux points distincts dans la fibre ?71(&;)
correspondent & deux points m et m’ ajoutés a deux composantes connexes C
et C’ distinctes de f~1(D.). Par construction, les ouverts CU{m} et C'U{m'}
sont des ouverts disjoints de X.

Quant & la compacité, elle résulte de la propreté du morphisme f. C’est-
a-dire : I'image réciproque par f de tout compact de B est un compact de
X. En particulier, f*I(E) = X est compact. Pour voir que f est propre, on
remarque que c’est une propriété locale sur la base, c’est-a-dire : il suffit de
montrer qu’il existe un recouvrement ouvert de X par des ouverts U tels que
chacune des restrictions f : f~1(U) — U soit propre. Or cela résulte d’'une
part du fait qu'un revétement (ici X — B) est propre, d’autre part que les
morphismes mgq : D — D (z — 2%) du lemme 7.2.2 sont également propres.

7.2.8.2. Unicité. — Soit f' : X’ :— B un deuxiéme morphisme de surfaces de
Riemann tel que f7 : 7_1(B) — B soit un revétement équivalent a f : X — B.
Les deux revétements f : ?_I(B) — Bet f: W_I(B) — B sont donc
équivalents, via un homéomorphisme y qui est automatiquement un isomor-
phisme analytique. Le lemme 7.2.5 ci-dessous montre que x se prolonge en un
isomorphisme analytique ¥ : X — X'.
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Lemme 7.2.5. — Soient f : X — B et f' : X' — B deuz revétements
et f: X = Betf :X — B deur morphismes de surfaces de Riemann
compactes prolongeant respectivement f et f'. Soit x : X — X' un morphisme
entre les revétements f : X — B et f' : X' — B. Alors x se prolonge de
facon unique en un morphisme X : X — X' de surfaces de Riemann tel que

flox=1T.

Démonstration. — L’unicité est claire (puisque x est donnée sur une partie
dense). Voyons l'existence. Pour chaque i = 1,...,r, on choisit D; un voisinage
de t; dans B homéomorphe au disque unité ouvert D et tel que les ouverts
Dy, ..., D, soient deux a deux disjoints.

Pour chaque composante connexe C' de fil(Di \ {t:}),i=1,...,r, notons
C lensemble C complété des points de la fibre ?_l(ti) qui sont adhérents &
C dans X. La restriction f : C — D; est un morphisme analytique; d’autre
part, c’est une application propre.

[L’application f : X — B est propre : I'image réciproque d’un
compact est un fermé (f est continue) du compact X. Déduisons
en que la restriction f : C— D;de f & C est également propre. Si
K est un compact de D;, son image réciproque par cette restriction
est f_l (K)NC. Montrons que ¢’est un fermé du compact ?_1(K ).
Soit (xy,), une suite d’éléments de 771([( )N C convergeant vers
x € f_l (K). L'image f(x) de z est un élément de K ; en particulier
f(z) € D;. Siz e f4(D; \ {t;}), alors z € C C C (car C est
fermé dans f=1(D; \ {t;})). Le second cas est celui ou f(x) = t;.
Alors, comme x est adhérent & C' dans X (car les points de C , en
particulier les x,, le sont), x fait partie des points ajoutés a C' pour
constituer C ]

L’argument ci-dessous montre que, & isomorphisme analytique pres, la res-
triction f : C'— D; est Papplication z — 2¢ du disque unité D vers lui-méme.

[Soit ™ : M — D un morphisme analytique de surfaces de Rie-
mann connexes prolongeant l’application D* — D* donnée par
mq(z) = z%. On suppose de plus que 7 est propre. Nécessairement
0 € M : sinon I'image réciproque d’un disque fermé centré en 0 ne
serait pas compacte. La restriction de m a D = D* U{0} est donc
I'application z — z%. De plus le point 0 est un zéro d’ordre d de 7.
Supposons qu'’il y ait un autre point m que 0 dans la fibre T~ 1(0).
Ce point serait forcément non isolé dans M (car M est connexe).
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D’apres le théoreme de I'image ouverte [Rud78, théoreme 10.32],
les points proches et distincts de 0 auraient strictement plus de d
antécédents par 7.

Cela entraine en particulier que, pour toute composante connexe C' de
?_I(Di \ {t;}), le point #; a un unique antécédent mc € X par f qui est
adhérent & C, i = 1,...,r. De méme, pour toute composante connexe C’ de
7_1(Di \ {t;}), le point t; a un unique antécédent mcr € X’ par f/ qui est
adhérent & C’, 1 =1,...,r.

Si C' est une composante connexe de ?71(Di \ {t;}), on note CX la compo-
sante connexe de W_I(Di \ {ti}) contenant x(C), i =1,...,r. On prolonge le
morphisme x en une application ¥ : X — X’ en posant X(m¢) = mex pour
toute composante connexe C' de ffl(DiX), 1 =1,...,r. L’application ¥ est clai-
rement continue et satisfait f’ oY = f. Le théoréme des singularités illusoires
[c’est-a-dire : une fonction qui est bornée sur un disque et holomorphe sur le
disque privé de son centre est holomorphe sur le disque tout entier [Rud78,
théoreme 10.20]] permet de conclure que X est un morphisme analytique. [

7.3. Algébrisation

7.3.1. Réciproque du théoréme 7.2.1. — Le but de ce paragraphe est le
théoreme 7.3.3 qui constitue une réciproque du théoreme 7.2.1.Si f : X — B
est un morphisme non constant entre surfaces de Riemann connexes com-
pactes, alors il existe un ensemble B tel que B\ B est fini et tel que la restriction
f: f~YB) — B est un revétement.

L’ensemble B au-dessus duquel le morphisme f : X — B induit un
revétement sera l’ensemble des points de B au-dessus desquels f n’est pas
ramifiée. Ce résultat est vrai sans I’hypothese de compacité, a condition que f
soit supposée propre (voir théoréeme 7.3.1). L’hypothese de compacité assure
la propreté et entraine que B\ B est fini.

Pour tout point zy € X, on définit l'indice de ramification ey, (f) de f
en = de la fagon suivante. On choisit une carte (Uy, fo) en o et une carte
(Vs,98) en f(xo). Il existe une série entiere p(z) = > ~gan(z — fa(xo))"
convergeant dans f,(U,) et telle que ¢(fa(x)) = gs(f(z)) pour tout = € U,.
L’entier ey, (f) est défini comme lordre en f,(z9) de p(2) — ap, c’est-a-dire
comme le premier indice n > 0 tel que a,, # 0. On vérifie facilement que cette
définition ne dépend pas des cartes choisies. Un point xg est dit ramifié pour f
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si ez, (f) > 1 et non ramifié sinon. Un point ¢y est appelé point de ramification
de f si la fibre f~!(tg) contient au moins un point ramifié.

Théoréme 7.3.1. — Soient X et B deux surfaces de Riemann connexes et
f+ X — B un morphisme non ramifié, c’est-a-dire, ex(f) = 1 pour tout x €
X. On suppose que de plus que f est propre, c’est-a-dire : l'image réciproque
par f de tout compact est compact. Alors f: X — B est un revétement fini.

Le lemme 7.3.2 ci-dessous intervient dans la démonstration du théoréme
7.3.1 et en d’autres endroits du chapitre.

Lemme 7.3.2. — Soit g : M — N une application fermée. Soit n € N et
{m;|; € I} la fibre de g au-dessus de n. Soient U un voisinage ouvert de n et
(Vi)ier une famille d’ouverts de M tels que m; € V; et g(V;) C U, pour tout
i € 1. Alors il existe un voisinage ouvert U de n tel que g~ (U") C U;<;<, Vi-

Démonstration. — L’application g étant fermée, I'ensemble g(M \ |, Vi) est
un fermé F’ ne contenant pas n. L’ensemble U’ = U \ F’ est donc un voisinage
ouvert de n et par construction g~ 1(U’) C |, Vi. O

Démonstration du théoreme 7.5.1. — Le morphisme f étant non ramifié est
un homéomorphisme local. Montrons que f est un revétement. Soit b € B. La
fibre f~1(b) est un ensemble fini {x1, ..., 24} car discret [ensemble des zéros de
I'application holomorphe f(z)—b] et compact [car f est propre]. Comme f est
un homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert U de b et pour chaque
1 =1,...,d, un voisinage ouvert V; de x; tel que f induise un homéomorphisme
entre V; et U et tel que les ouverts Vi, ..., Vy soient disjoints. L’application f
est aussi fermée (voir ci-dessous). D’apres le lemme 7.3.2, il existe un voisinage
ouvert U’ C U de b tel que f~1(U’) C |J; Vi. On conclut alors que f~1(U’) est
la réunion disjointe des ouverts V; N f~1(U’) qui sont chacun homéomorphe &
U’ via f.

[f est fermée : Soit (zy), une suite d’un fermé F' de X ayant la

propriété que (f(zy))n tend vers y € B. L’ensemble K constitué

des termes de la suite (f(x,)), et de sa limite y est un compact.

Son image réciproque f~1(K) est un compact de X contenant les

termes de la suite (z,),. On peut donc extraire une sous-suite de

(xn)n convergeant vers un point x € F vérifiant f(z) = y.]

O

Théoréme 7.3.3. — Soient X et B deuw surfaces de Riemann connexes
compactes et f : X — B un morphisme non constant. Alors



276 CHAPITRE 7. THEOREME D’EXISTENCE DE RIEMANN

(a) L’ensemble des points de ramification de f est un ensemble fini D =
{t1,...,t-}.
(b) Si B=B\D et X = f~Y(B), la restriction f : X — B de f a f~1(B) est

un revétement fini (donc propre).
(c) Pour toutt € B, on a >l f(x)=t € (f) = deg(f).

Remarque 7.3.4. — (a) On dit que f est un revétement ramifié de degré
d = deg(f). Toutes les fibres f~!(b) ont méme nombre d’éléments, comptés
avec multiplicité. Il résulte du (c) du théoreme 7.3.3 qu'un point b € B est
un point de ramification de f si et seulement si la fibre f~1(b) a strictement
moins de d = deg(f) éléments.

(b) En combinant les théorémes 7.2.1, 7.3.1 et 7.3.3, on obtient que si B = B\ D
est une surface de Riemann compacte connexe privée d'un ensemble fini D,
alors tout morphisme non ramifié f : X — B de surfaces de Riemann connexes
se prolonge en un morphisme f : X — B de surfaces de Riemann connexes
compactes si et seulement si f est propre.

(¢) Diviseur d’une fonction méromorphe. Le théoréme 7.3.3 s’applique notam-
ment quand B = P!(C). Les morphismes X — P!(C) correspondent & des
fonctions méromorphes sur X. On obtient que toute fonction méromorphe f
sur une surface de Riemann connexe compacte X induit un revétement fini de
P!(C) privé d'un nombre fini de points.

Il résulte du (c) du théoreme 7.3.3 que f a autant de zéros que de poles,
comptés avec multiplicité. Si z € X, on note ord,(f) l'ordre de f en z, qui est
défini par :

0si f(z) #0,00
ord;(f) = ex(f) st f(z) =0
_eac(f) s1 f(l') =00

Que f ait autant de zéros que de poles s’écrit alors

) ord.(f) =0
r€X

On note aussi div(f) 'expression formelle

3" orde () (#)

r€X
qu’on appelle le diviseur de f. Plus généralement, on appelle diviseur de X
tout élément du groupe abélien libre engendré par les éléments de X, c’est-a-
dire toute somme formelle ) % n. (x), olt n, est un entier, nul pour presque
tout x € X. Il y a une notion de degré d’un diviseur : c’est la somme finie
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> 2ex Nz- D’apres la formule plus haut, le diviseur d’une fonction méromorphe
sur une surface de Riemann connexe compacte est un diviseur de degré nul.

Démonstration du théoréme 7.3.3. — (a) Sur un ouvert U, d'un atlas sur X,
un point de ramification correspond wia des cartes a un zéro de la dérivée
d’une fonction holomorphe. L’ensemble D est donc discret et par conséquent
fini puisque X est compact.

(b) Comme X est compact, f est propre (car continue) [L’image réciproque
d’un compact est un fermé dans un compact]. De maniére immédiate, la res-
triction f: X — Bde faX = f1(B) est propre également. Par définition
de B, f : X — B est un morphisme non ramifié. D’apres le théoreme 7.3.1,
f: X — B est un revétement fini.

(c) Pour tout ¢ € B, notons d(t) le terme de gauche dans la formule & établir. Si
t € B, on a évidemment d(t) = card(f~1(¢)) = deg(f). Soit maintenant ¢t € B
quelconque. Notons z1,...,z, les points de la fibre f~1(¢). On peut trouver
des ouverts disjoints Vi,...,V, tels que x; € V;, ¢ = 1,...,r. La fonction f
est fermée (car f continue et X compact). D’apres le lemme 7.3.2, il existe un

voisinage ouvert U’ de t tel que
i eJv
i

On peut aussi supposer les ouverts Vi,...,V, suffisamment petits pour que,
via des cartes, f corresponde, pour chaque indice ¢ = 1,...,r, a une fonction
holomorphe

0i(z) = aio + Z ainz" (avec Wiy, (f) #0)
sur un disque centré en 0. Tout élément ¢’ € U’ proche et distinct de t a

exactement ez, (f) antécédents dans V;, i = 1,...,r. Combiné a l'inclusion
précédente, cela fournit

deg(f) = card(f7'(t) = Y exi(f) = d(t)
i=1
O

7.3.2. Corps des fonctions méromorphes. — Soit f : X — B un
morphisme non constant entre surfaces de Riemann connexes compactes,
par exemple, le morphisme que le théoreme 7.2.1 permet d’associer a tout
revétement f : f~1(B) — B de B= B\ D, ou D C B est fini. Considérons
le corps M(X) (resp. M(B)) des fonctions méromorphes sur X (resp. sur
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B). Notons f: X — B le revétement induit par f en dehors des points de
ramification et d le degré de f, vu comme revétement ramifié.

Soit f* : M(B) — M(X) I'application donnée par f*(¢) = ¢ o f. L’appli-
cation f* est un homomorphisme de corps, forcément injectif.

Lemme 7.3.5. — Le corps M(X) est une extension finie du corps f*(M(B))
de degré [M(X) : f*(M(B))] < d.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que pour toute fonction méromorphe
g € M(X), l'extension M (B)(g)/f*(M(B)) est finie de degré < d.

[Supposons cela démontré. Posons M = f*(M(B)). Si on prend
ensuite g € M(X) de degré maximal d,,, sur M, on aura M(X) =
M(g). En effet si h € M(X), d’apres le théoréme de 1'élément
primitif (théoréme 1.4.10), on a M(g,h) = M(g + Ah) sauf pour
un nombre fini de A € C. On a alors [M(g, h) : M| = d,, et donc
M(g,h) = M(g), c’est-a-dire h € M(g).]

Soit ¢ € M(X). Quitte & remplacer g par (ag + b)/cg + d) avec a,b,c,d
convenablement choisis, on peut supposer que si x € X est un point ramifié
de f, alors g(x) # oo.

[L’ensemble des points ramifiés de f est fini. On choisit zyp € C
distinct des valeurs de g en ces points, puis a,b,c,d € C tel que
(azo +b)/(czo + d) = oc0.]

Soit U Pouvert de B constitué des points b € B tels que g(z) # oo pour
tout z € f~1(b). L'ouvert U contient tous les points de ramification de f.
Considérons les d “fonctions symétriques élémentaires” définies sur U par

o1(b) = Z ex(f)g(x), ,oa(b) = H ex(f)g(z)
z|f(z)=b | f(z)=b

Soit U’ C U l'ouvert de B constitué des points b € U tels que e, (f) = 1 pour
tout x € f1(b). La restriction de f & f~1(U’) est un revétement f~1(U’) —

U'. Au voisinage de b il existe d sections si,...,s4 de f qui permettent de
réécrire les fonctions o1, ...,04 :
d d
a1(b) = D (g0 s:)(b), coa(b) = [[(g 0 51)
i=1 i=1
Les sections s1, ..., sq et la fonction g étant holomorphes, on obtient que les
fonctions o1, ..., 04 sont des fonctions de b holomorphes sur U’.

Montrons qu’elles sont méromorphes sur B. Soit b € B\ U’. Il y a deux cas.
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ler cas : b ¢ U, c'est-a-dire : il existe des éléments x € f~1(b) tels que
g(z) = oo. Dans ce cas, a cause de la réduction préalable, tous les points de
la fibre f~1(b) sont non ramifiés pour f. Soit (Vj3,gg) une carte au voisinage
de b telle que gg(b) = 0. Alors gg o f s’annule en tous les points de f~1(b).
La fonction g étant méromorphe, il existe un entier n tel que (gg o f)™g soit
holomorphe en chaque point de f~1(b). On en déduit que les fonctions

d d
d d
> (ggofosi)™(gosi) = g§'on, (g0 fos:)™ (gosi) = g5 0a
i=1 i=1
sont holomorphes en b (ou sy, ..., sq sont d sections de f au voisinage de b).

2¢éme cas : b € U\ U, c’est-a-dire : il existe des points ramifiés dans la fibre
f71(b). Mais aucun point de f~1(b) n’est un pole de g. On va montrer dans
ce cas que les fonctions o; sont continues en b. Le théoreme des singularités
illusoires permettra de conclure qu’elles sont holomorphes en b.

Soit (by)n>0 une suite de B convergeant vers b. Notons {z1,...,z,} la fibre
de f au-dessus de b. En utilisant le lemme 7.3.2, on peut trouver un voisinage
ouvert U de b et une famille d’ouverts bornés Vi, ...,V de X tels que VmVj =
0 sii# g, tels quex; €V, i=1,...,7r et tels que f1(U) C Ujeye, Vi- A
partir d’un certain rang ng, tous les termes b, sont dans U. Pour tout indice
1 =1,...,r, notons e; 'indice de ramification de f en z;. Ce nombre e; est
aussi le nombre d’éléments dans V; de chaque fibre f~!(u) (u € U). Pour tout
u € U, posons

oi1(u) = Z ex(f)g(z), ) Oie; (U) = H ex(f)g(z)
z€Vi|f(z)=u z€Vi|f(z)=u
Pour tout i = 1,...,7 et tout j =1,...,e;, la suite (05,(bn))n>n, converge
vers o; ;(b).
[Cela résulte du fait suivant. Si pour chaque n > 0, on choisit
xn € V; tel que f(xy,) = by, alors la suite (z,)n>0 converge vers x;.
Pour obtenir cela, on montre que x; est la seule valeur d’adhérence
possible ; comme V; est compact, cela suffit.]

Cela entraine que la suite (o;(by))n converge vers o;(b), i =1,...,d.

Conclusion : on a montré que les fonctions o1,...,04 sont des fonctions
méromorphes sur B. D’autre part, on a :

gt = o)g o+ (D) (o) =0

[C’est vrai sur U par construction.] Cela montre que g est algébrique sur
f*(M(B)) de degré < d. O
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Le lemme 7.3.5 est particulierement intéressant dans le cas ot B = P!(C).
En effet, le corps M(P!(C)) est le corps C(T) des fonctions rationnelles &
coefficients dans C.

Théoréme 7.3.6. — (a) Le corps M(P'(C)) est isomorphe au corps C(T)
des fonctions rationnelles a coefficients dans C.

(b) Si f : X — PL(C) est une fonction méromorphe non constante sur une sur-
face de Riemann connexe compacte, I’homomorphisme de corps f* : M(P!) —
M(X) a pour image le sous-corps C(f) de M(X).
Démonstration. — Notons T la fonction P}(C) — C définie par T'(x : y) =
x/y siy # 0. C’est une fonction méromorphe sur P*(C) : elle correspond au
morphisme identité P*(C) — P!(C). Montrons que M (P*(C)) = C(T).
Toute fonction rationnelle ¢(T") € C(T') est une fonction méromorphe sur
P(C). De plus, si
T
o(T) =] —a)™  (a; #a;sii+#j)
i=1

alors le diviseur de f est

Zmi (a;) — (Z ml) (c0)
i=1 i=1

Si g € M(P!(C)) est non constante, il est facile de construire une fonction
rationnelle p(7') € C(T) de T telle que g/¢(T") n’ait ni zéros ni poles sur
P1(C), et donc soit une fonction holomorphe sur P!(C). Le lemme 7.3.7 suivant
permet de conclure que g = Ap(T') o A € C. Ce qui acheéve la démonstration
de (a). Le (b) provient du fait que ’homomorphisme f* est défini par f*(¢) =
@ o f pour tout ¢ € M(P!(C). L'image de f* est le corps engendré sur C par
FT)=Tof=1dof=f. O

Lemme 7.3.7. — Toute fonction holomorphe f : X — C sur une surface de
Riemann connexe compacte est constante.

Démonstration. — Si f était non constante, f(X) serait un compact ouvert
non vide. O

7.3.3. Correspondance entre revétements et extensions de corps. —
Soit f un fonction méromorphe sur une surface de Riemann connexe compacte
X. D’apres le lemme 7.3.5 , I'extension M (X)/C(f) est finie de degré inférieur
au degré de f, vu comme revétement ramifié de P'. Nous allons montrer qu’il
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y a en fait égalité de ces degrés. L’inégalité restant a démontrer repose sur un
résultat profond de la théorie des surfaces de Riemann, a savoir I'existence de
suffisamment de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann. De fagon
précise, on a le résultat suivant que nous admettrons. Pour une démonstration,
nous renvoyons a [Rey89] ou [V5196].

Théoréme 7.3.8. — Soit X une surface de Riemann connexe et x1,...,T,
des points distincts de X . Alors il existe une fonction méromorphe g € M(X)
telle que g(x;) # g(xj) si x; # xj. Autrement dit, les fonctions méromorphes
séparent les points.

Corollaire 7.3.9. — Le corps M(X) des fonctions méromorphes sur une
surface de Riemann compacte connexe est un corps de fonctions d’une variable
sur C, c’est-a-dire un corps de type fini et de degré de transcendance 1 sur C.

Démonstration. — D’apres le théoreme 7.3.8, il existe une fonction méromorphe
f sur X. D’apres le lemme 7.3.5 et le théoreme 7.3.6, le corps M (X) est une
extension finie de C(f) (qui est une extension transcendante pure de C de
degré de transcendance 1). O

Remarque 7.3.10. — On n’a pas besoin du théoréeme 7.3.8 si la surface de
Riemann X est donnée par un revétement ramifié f : X — P!, En effet, dans
ce cas, on sait que X a au moins une fonction méromorphe non constante, a
savoir f.

Théoréme 7.3.11. — Soit f une fonction méromorphe sur une surface de
Riemann connexe compacte X et soit f : X — B le revétement induit par f
en dehors des points de ramification.

(a) Le corps M(X) des fonctions méromorphes sur X est une extension finie

du corps C(f) de degré [M(X) : C(f)] = deg(f).
(b) Si le revétement f est galoisien, lextension M(X)/C(f) est galoisienne de
groupe de Galois anti-isomorphe au groupe Aut(f) des automorphismes de f.

Démonstration. — (a) On sait déja que M (X ) est une extension finie de C(f)
de degré < deg(f) (lemme 7.3.5). Soit t € B la fibre f~1(t) comporte d =
deg(f) éléments x1,...,x4. D’apres le théoreme 7.3.8, il existe une fonction
g € M(X) prenant des valeurs distinctes aux points x1,...,24. Si P(T,Y) €
C[T,Y] est un polynéme tel que P(f,g) = 0, ces valeurs g(z1),...,g(z4) sont

des racines de P(t,Y), d’ou
d < degy (P) < [C(f,g) : C(f)] < [M(X) : C(f)]
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(b) D’apres le lemme 7.2.5, tout automorphisme y € Aut(f) se prolonge de
facon unique en un automorphisme analytique X — X, noté encore y pour
simplifier, tel que f o x = f. Comme d’habitude, on note x* I'automorphisme
de M(X) défini par x*(g) = g ox pour tout g € M(X). Cet isomorphisme est
un C(f)-automorphisme, c’est-a-dire fixe les éléments de C(f). Le théoreme

7.3.8 permet de voir que la correspondance x — x* est injective.

[Soit x un automorphisme du revétement, prolongé & X. Si x # Id,
il existe z € X tel que x(z) # z. Soit f € M(X) tel que f(x) #
f(x(x)). Cela montre que x*(f) # f. |

On en déduit que I'extension M (X)/C(f) a au moins d = |Aut(f)| = deg(f)
C(f)-automorphismes. Mais comme deg(f) = [M(X) : C(f)], cela entraine
que 'extension M(X)/C(f) est galoisienne de degré d. La correspondance

X — x* fournit un anti-isomorphisme entre Aut(f) et Gal(M(X)/C(f). O

7.3.4. Probleme inverse de la Théorie de Galois sur C(7). — On
peut maintenant démontrer le résultat suivant énoncé au chapitre 2.

Théoreme 5.4.1 — Tout groupe fini G est le groupe de Galois d’une extension
galoisienne de C(T).

Démonstration. — 11 suffit de combiner le théoreme 4.7.8, le théoreme 7.2.1
et le théoreme 7.3.11. [

Plus généralement, grace aux résultats du chapitre 7?7 et de ce chapitre, on
obtient le théoreme 5.4.2 que nous avions appelé “forme pratique du théoreme
d’existence de Riemann” au chapitre 2, que nous recopions ci-dessous.

Théoréeme 5.4.2 — Supposons donnés un groupe fini G et un entier r > 0
et r points distincts tq,...,t, € PYC). Alors il existe une correspondance
bijective entre

- l’ensemble des extensions de corps E/C(T) galoisiennes de groupe G non

ramifiées en dehors de ty, ..., t,, modulo les C(T')-isomorphismes, et
- Uensemble des r-uplets (g1,...,9») € G" tels que (g1,...,9;) = G et
g1---gr = 1, modulo la conjugaison (composante par composante) par des

éléments de G.

7.3.5. Courbes algébriques. — Soit P(T,Y) € C[T,Y] un polynéme. On
note Cp : P(t,y) = 0 la courbe algébrique associée. Rappelons aussi les no-
tations suivantes introduites dans le chapitre ?? (exemple 4.3.3) : (A})*(C)
désigne I’ensemble des nombres ¢ € C qui ne sont pas racines du discriminant
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A(T) de P(T,Y) relativement & Y et C5(C) le sous-ensemble de Cp(C) des
points complexes (t,y) de la courbe Cp : P(t,y) = 0 tels que t € (A!)*(C).
Réintroduisons aussi le corps C(Cp) des fonctions de la courbe Cp :

B C[T,Y]
COp) = Frac <<P<TY>>>

C’est une extension de degré degy (P) du corps C(T).

Le résultat suivant contient en particulier quelques résultats relatifs aux
courbes algébriques évoqués au cours des chapitres précédents comme la
connexité de la courbe Cp(C) (voir proposition 7.1.4). La démonstration que
nous donnons n’utilise pas le théoreme 7.3.8.

Par contre, elle utilise les paragraphes §77 et §7?7 sur le modele projectif
lisse d’'une courbe. On sait d’apres ces paragraphes qu’il existe une courbe
projective lisse irréductible Cp sur C munie d’un morphisme T : Cp — P!
vérifiant les propriétés suivantes. La courbe affine C5(C) se plonge dans Cp(C)
et la différence Cp(C)\ C3(C) est un ensemble fini; en particulier, C}, Cp et
Cp sont birationnels, leur corps de fonctions est C(Cp).

La courbe complexe Cp(C) est une surface de Riemann compacte (corollaire
7.1.5). Les éléments de C(Cp) induisent des fonctions méromorphes sur Cp(C).

Théoréme 7.3.12. — Soit P(T,Y) un polynome irréductible dans C[T,Y]
tel que degy (P) > 0.

(a) Si F est un sous-ensemble fini quelconque de Cp(C) et X = Cp(C) \ F,
alors X est un espace topologique connexe. C’est une surface de Riemann

conneze si X est contenu dans l'ensemble C5%(C) des points réguliers de C.

(b) La surface de Riemann Cp(C) est connexe. De plus, le corps M(Cp(C))
est C(T')-isomorphe au corps C(Cp).

(c) Le revétement pr : CH(C) — (AY)*(C) est galoisien si et seulement
si Uextension C(Cp)/C(T) est galoisienne. Dans ce cas, le groupe d’au-
tomorphismes du revétement est (anti-)isomorphe au groupe de Galois de
Vextension C(Cp)/C(T). De facon plus générale, les groupes Aut(pr) et
Aut(C(Cp)/C(T)) sont (anti-)isomorphes.

Démonstration. — Notons B’ I’ensemble pr(X) N (A)*(C) obtenu en retirant
a l'ensemble pr(X(C)) les nombres complexes t € C qui sont racine du dis-
criminant A(T) de P(T,Y) relativement & Y. Posons X’ = p.'(B'(C)). Nous
allons montrer que X’(C) est connexe. Cela entrainera que X(C) et Cp(C)
sont connexes : en effet, X’(C) est dense dans chacun des deux espaces X (C)
et Cp(C) puisqu’on passe du premier aux seconds en ajoutant un nombre fini
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de points, qui ne sont pas isolés. En effet, ces points ne sont pas isolés sur
Cp(C) car Cp(C) est une surface de Riemann et ils ne sont pas isolés sur
X (C) en vertu du lemme 7.3.13 qui suit cette démonstration.

La premiére projection pr induit un revétement pr : X'(C) — B'(C). Soit
C une composante connexe de X’(C) et soit C adhérence de C dans Cp(C);
C est une surface de Riemann compacte connexe. La restriction T|z de la
fonction T' (vue comme fonction méromorphe sur Cp(C)) a C est une fonction
méromorphe et non constante (car induite par pr qui est non constante sur
C; pr : C — B'(C) est méme surjective (proposition 4.3.7)). D’apres le lemme
7.3.5 et le théoreme 7.3.6, on a

[M(C) : C(Tg)] < deg(prlc) < deg(pr) = degy (P)
D’un autre c6té, les éléments de C(Cp) induisent des fonctions méromorphes
sur Cp(C) et aussi sur C. D’ou I'inclusion C(Cp) C M(C) qui entraine

[M(C) : C(Tlp)] = [C(CP)lg : C(Tlg)] = [C(Cp) : C(T)] = degy (P)

[L’égalité [C(Cp)|z : C(T'|z)] = [C(Cp) : C(T)]] ci-dessus provient
du fait que la restriction C(Cp) — C(Cp)|z (ot C(Cp)|z doit
étre vu a l'intérieur de M (C)) est un isomorphisme de corps :
cette application est surjective par construction et injective comme

morphisme de corps.
On obtient
[M(C) : C(T)] = degy (P) = deg(pr) = deg(prlc)

Conclusions :

e deg(pr) = deg(pr|c) donne que C = X'(C) est connexe (proposition 4.3.7).
Dans Cp(C) on a donc C = X'(C) = Cp(C),

e [M(Cp(C)) : C(T)] = degy (P), joint & M(Cp(C)) D C(Cp), fournit ensuite
M(Tp(C)) = C(Cp).

Cela termine la démonstration de (a) et (b).

(c) Dans le sens “=", on peut invoquer le théoréme 7.3.11 combiné avec
'égalité M (Cp(C)) = C(Cp). Mais cela utilise le théoréme 7.3.8. L’argument
suivant donne I’ensemble de 1’énoncé (c¢) sans recourir au théoréme 7.3.8.
Tout élément x € Aut(C(Cp)/C(T)) induit un automorphisme du
revétement algébrique T : Cp — P! (c’est-a-dire un isomorphisme algébrique
x : Cp — Cp tel que T oy = T). La restriction de cet automorphisme &
C%(C) est un automorphisme Y du revétement pr : Ch(C) — (A1)*(C). La
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correspondance

{Aut<c<cp>/«:<T>> — Aut(pr)
X - X
est injective.
Inversement, tout élément x € Aut(pr) induit un automorphisme analy-
tique ¥ de Cp(C) (lemme 7.2.5). Considérons ’homomorphisme

{Aut(pT)) — M(Cp(C))/C(T)(= Aut(C(Cp)/C(T)) )
X — X":9g—goX
L’argument ci-dessous montre que cet homomorphisme est injectif.

[Soit x # 1 € Aut(pr). 1l existe x € Cp(C) tel que Y(x) # =.
En fait, x(z) # « pour tout z € C%(C) (l'action de Aut(pr) est
libre). On choisit z de telle fagon qu’on connaisse une fonction g €
M(Cp(C)) qui sépare les points de f~1(f(z)). Cela est plus facile
que dans le théoreme 7.3.11 out on avait di invoquer le théoreme
7.3.8 : on peut prendre pour g la projection py sur la variable Y
et alors tous les éléments x € C'5(C) conviennent sauf un nombre
fini. Pour les x bien choisis, on a g(x) # g(x(z)), d’ou x*(g) # g.]

Les précédents arguments montrent que Aut(pr) et Aut(C(Cp)/C(T)) sont
deux groupes (anti-)isomorphes. Le reste de I’énoncé (c) en découle. O

Lemme 7.3.13. — Si P(T,Y) € C[T,Y] est un polynéme, l’ensemble C(C)
des points complezes de la courbe C : P(t,y) = 0 n’a pas de points isolés.

Démonstration. — Soit (to,yo) € C2 un point tel que P(to,yo) = 0. S’il s’agit
d’un point non singulier, on peut appliquer le théoreme implicites : via une
des deux projections, la courbe est au voisinage de (%o, yo) homéomorphe & un
disque ouvert. Le cas d'un point (¢g,yo) singulier est plus difficile. Le raison-
nement ci-dessous explique comment se ramener au cas non singulier.

On peut supposer que (tp,y0) = (0,0) et que le polynéme P(T,Y) est
irréductible dans C[T', Y]. On peut supposer que P(0,Y) # 0 : sinon P(T,Y) =
aT et (0,0) est non singulier. Supposons donc P(0,Y) # 0. Soit e 'ordre de
multiplicité de P(0,Y) en 0.

Notons D = C\ (R~ \ {0} et !/ la détermination principale de la racine
e-ieme sur D. Posons ensuite Q(t,u) = P(t,u/¢). On a

820,u) = 4(P(0, ul/e))

l—e

7}13(0 ul/e) u ee
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Par définition de e, (0P/9Y)(0,Y) a un zéro d’ordre e — 1 en 0. On obtient

2Q
ou

ol ¢ est un polynéme non nul en 0. On peut appliquer le théoreme des fonctions

(0,u) = q(u'/*)

implicites a I’équation Q(¢, u) = 0. L’ensemble de ses solutions est, au voisinage
de (0,0), homéomorphe, via la projection sur ¢, & un disque. En particulier,
le point (0,0) n’est pas isolé sur la courbe Q(t,u) = 0. Cela entraine que le
point (0,0) n’est pas isolé sur la courbe P(t,y) = 0 [si (¢,u) est un zéro de
Q(t,u) = 0 proche de (0,0), alors (t,u'/¢) est un zéro de P(t,y) = 0 proche
de (0,0)]. O

7.4. La descente de C & Q

7.5. Espaces de modules de Hurwitz
7.6. Applications arithmétiques

7.7. Notes du chapitre 7
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Dans une premiere section, nous mettons en place le contexte algébrique
dans lequel nous allons traiter le probleme. La section 8.2 est consacrée au
théoreme de rigidité. Ce résultat, qui donne des conditions suffisantes pour
qu'un groupe soit groupe de Galois sur Q(7'), a permis des avancées mar-
quantes ces trente dernieres années. La section 8.2.3 traite le cas des groupes
abéliens. La section 8.3 concerne la descente sur R. Dans la section 8.4, nous
nous intéressons a la descente sur le corps des modules : dans quels cas ce
corps, le plus petit corps de définition possible, est-il effectivement un corps
de définition ?

8.1. Critére de descente du corps de définition

On se donne un corps k arbitraire et une cloture algébrique k.

8.1.1. Position du probleme. — Nous continuons de privilégier le point
de vue arithmétique; les objets au centre de notre étude sont les extensions
finies régulieres de k(7T") (pour un corps k). Comme au chapitre 7?7, nous disons
simplement “extension E/k(T)”. De fagon équivalente, on peut dans ce qui
suit voir les objets centraux comme des revétements X — P! définis sur k.

La question de la descente se pose a la fois pour les simples extensions et
pour les G-extensions. Nous allons traiter les deux situations simultanément.
Nous utiliserons le mot “(G-)extension” pour désigner soit une simple exten-
sion soit une G-extension.

Les (G-)extensions considérées sont a priori définies sur une extension ga-
loisienne F' de k (par exemple F = k% C k) et on suppose que leurs invariants
sont identiques sur k* et sur k (voir remarque 6.1.11).

La proposition 6.1.17 et son corollaire 6.1.18 fournissent des conditions
nécessaires pour qu'une (G-)extension soit définie sur k. En particulier, I'en-
semble t = {t1,...,%,} des points de branchement vérifie : t” = t pour tout
7 € Gal(F/k). Dans la suite, nous supposons donné t = {t1,...,t,.} € U.(k).

On sait depuis le chapitre 7?7 que, pour tout corps K tel que K C K C K5,
les simples extensions E/K(T) de degré d et non ramifiées en dehors de t cor-
respondent aux représentations transitives ¢ : 71 (P! \ t)x — Sy de restriction
a 1 (P \ t) s demeurant transitive et que les G-extensions E/K(T) de groupe
de Galois G et non ramifiées en dehors de t correspondent au épimorphismes
continus ¢ : 71 (P'\t)x — G de restriction & 1 (P*\t) ks demeurant surjective.

Notons
R {G pour une G-extension

Sy pour une simple extension



292 CHAPITRE 8. THEORIE INVERSE DE GALOIS

Dans les deux cas, une (G-)extension E/IC(T") correspond & un homomorphis-
me ¢ : m (PH\t)x — R et deux (G-)extensions sont isomorphes si et seulement
si les homomorphismes associés sont conjugués par un élément de R.

Nous verrons toujours R comme un sous-groupe de Sy ou d est le degré de
I’extension : dans le cas d’'une simple extension, un plongement R — Sy est
donné par définition ; dans le cas d’'une G-extension, on plonge R = G dans
S4 via la représentation réguliere de G.

Grace aux correspondances du §6.2.2, on peut poser la question de la des-
cente du corps de définition en termes de prolongement d’homomorphismes.

Théoréme 8.1.1. — Soit E/F(T) une (G-)extension comme ci-dessus, non
ramifiée en dehors de t. Elle est définie sur k si et seulement si [’homo-
morphisme associé ¢ : w1 (P \ t)r — R se prolonge en un homomorphisme
TP\ t)y — R.

8.1.2. Le critére pour la descente absolue. — On suppose ici que F =
k®. D’apres le théoreme 6.2.1, la suite exacte

1= m P\ t)s = m(PP\t) = Gy — 1

est scindée. On note s : Gy, — m1 (P! \ t);, une section. Le groupe fondamental
71 (P1\ t) est alors isomorphe au produit semi-direct 71 (P! \ t)zs x* Gj. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un homomorphisme ¢ : 71 (P'\t)zs —
R se prolonge au produit semi-direct 71 (P*\t)gs x* Gy, est que le prolongement
sur Gy, soit compatible avec I'action de Gy, sur 7 (P! \ t)gs induite par s. Plus
précisément, on obtient ’énoncé suivant.

Théoréme 8.1.2. — Soient E/k*(T) une (G- )extension non ramifiée en de-
hors de t et ¢ : w1 (P \ t)rs — R I’homomorphisme associé. La (G-)extension
est définie sur k si et seulement si il existe un homomorphisme ¢ : G — R
tel que, pour tout T € Gy, et tout x € m (P'\ t)gs, on ait

¢(z*7) = p(r)p(a)p(r) !

Supposons maintenant k de caractéristique 0. Fixons un point-base to ¢ t
et (v1,...,7) un bouquet pour P1(C) \ {t} basé en ty. Notons z; la classe
d’homotopie de v; vue dans m (P! \ t); et posons ¢(z;) = gi, i = 1,...,7 et
fixons 7 € Gg. La condition précédente est équivalente a

3 = oM gip(r) T i=1,..,r
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Les éléments xi(T), e ,xf(ﬂ engendrent le groupe 71 (P! \ t); et vérifient

xi(T) --22) = 1. Pour un homomorphisme ¢ : m (PL\ t)gs — R donné a

priori, on a donc
(*) qb(xi(T)), cee qb(xi(T)) engendrent le groupe G = ¢(m1 (P \ t)), et
(%) ¢y 7) - o) =1

Le théoreme 6.5.3 combiné au corollaire 6.1.13 donne un autre renseignement.
Notons C; la classe canonique d’inertie associée a t;, c’est-a-dire, la classe de
conjugaison dans G de g;, ¢ =1,...,7. On a alors

(%) L’élément gb(xf(T)), qui est un générateur distingué d’un groupe d’inertie
au-dessus de t; de Iextension conjuguée par 7' de E/F(T)M), est dans la
(T), ou t; = t7 et x est le caractére cyclotomique modulo |G|, i =
1,...,7r. Si C; est une classe plongée, 'affirmation reste vraie a la conjugaison
pres par un élément de Norg, (G).

classe CJX

Remarque 8.1.3. — Si le morphisme ¢ : Gy — R du théoréeme 8.1.2 existe,
il est nécessairement a valeurs dans le normalisateur de G dans R. Dans la
suite, nous posons

N = Nor (G) = G pour une G-extension
= Norg (G) = Norg, (G) pour une simple extension

C = Ceng(G) = Z(G) pour une G-extension
= R ~ | Ceng, (G) pour une simple extension

Pour tout 7 € Gy, la condition du théoreme 8.1.2 détermine I’élément ¢(7) € G
(quand il existe) & un élément du groupe C' pres. Si C' = {1}, I'élément ¢(7),
s’il existe, est unique et I’application correspondante 7 — ¢(7) est automati-
quement un morphisme de groupes.

8.2. Rigidité

8.2.1. Le théoréme de rigidité. — Le théoreme 8.2.2 ci-dessous est un
résultat marquant de la théorie. Plusieurs mathématiciens y ont contribué,
de fagon indépendante, notamment Belyi, Fried, Matzat, Shih, Thompson.
Sa conclusion est que, sous certaines hypotheses, un groupe G est groupe de
Galois sur Q(T'). Le contexte de cette section est celui des G-extensions.
Plus précisément, on se donne un groupe G et des éléments g1,..., g, de G
engendrant G et de produit g1 --- ¢, = 1. Pour i = 1,...r, on note C;j la classe

W D’apres la formule du §6.2.2.5.
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de conjugaison de g; dans G. Une des hypotheses du théoreme 8.2.2 est que
les classes (1, ..., C, sont rationnelles.

Définition 8.2.1. — La classe de conjugaison C d’un élément g d’un groupe
G est dite rationnelle si ¢* € C pour tout entier a premier & l'ordre de g. (De
fagon évidente, cette propriété ne dépend pas de I’élément g € C).

Par exemple, toutes les classes de conjugaison du groupe symétrique Sy sont
rationnelles.
Considérons ’ensemble

(i) g4, -.,g. engendrent G
(13i) g, € Cyi=1,...,7
Il y a une action naturelle du groupe G sur ’ensemble sni(C1, ..., C,) : on fait

opérer chaque élément g € G par conjugaison sur chacune des composantes
d’un élément de sni(Cy,...,Cy).

Théoréeme 8.2.2. — Si les trois hypothéses suivantes sont satisfaites,
(Hy) 2(G) =1
(Hg) Les classes Cy, . ..,Cy sont rationnelles.

(H3) sni(Ch,...,Cy) # 0 et Uaction de G sur cet ensemble est transitive,

alors pour tout r-uplet t = {t1,...,t,} de points dans P'(Q), il existe une
extension galoisienne réguliére E/Q(T) de groupe G, de points de branchement
ti,..., bt et dinvariant canonique de l'inertie le r-uplet (C1,...,Cy).

Démonstration. — Soient tg,t1,...,t. r 4+ 1 points distincts dans P1(Q) et
(71, ---,7) un bouquet pour P}(C) \ {t} basé en tg (ot t = {t1,...,t.}).
Soit ¢ : 1 (P! \ t)g — G 'homomorphisme qui envoie la classe d’homotopie
x; = [vi] sur g;, i = 1,...,r. Il résulte des conditions (*), (**) et (***) du §8.1.2
et de 'hypothese (Hz) que, pour tout 7 € Gg le r-uplet (¢(z7),. .., ¢(z])) est
un élément de sni(C1,...,Cy). D’apres 'hypothese (Hs), il existe ¢, tel que

(Pp(27),- .. ,(25(1‘77:)) =¢r - (91,--+59r) - (b;l

Posons ¢(7) = ¢, 7 € Gg. La condition du théoreme 8.1.2 est satisfaite. De
plus, d’apres ’hypothese (H;) et la remarque 8.1.3, la correspondance 7 — ¢
est un homomorphisme de groupes. O

Remarque 8.2.3. — L’hypotheése (Hs) est nécessaire : d’apres la condition
(***), la rationalité de C; résulte de celle de t;, i =1,...,7.
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Si k = Q on n’a pas besoin de '’hypothese (Hz).

Théoréme 8.2.4. — Sous les l’hypothéses (Hy) et (Hz), on a la conclusion
du théoréme 8.2.2 avec Q™ a la place de Q. C’est-a-dire, pour tout r-uplet
t = {t1,...,t.} de points dans P'(Q®), il eriste une extension galoisienne
réguliere E/Q®(T) de groupe G, de points de ramification t1,...,t, et d’in-
variant canonique de l'inertie le r-uplet (Cy,...,C,).

Démonstration. — La démonstration est identique & celle du théoreme 8.2.2.
Il faut juste remarquer que le caractere cyclotomique est trivial sur Gy pour
k = Q. Par conséquent, si t1,...,t,. sont choisis dans P'(Q), la condition
(***) donne que pour tout 7 € Gg et i = 1,...,r, 'élément gb(a;f(T)) est dans
la classe Cj, sans qu'il soit besoin de faire appel a I'hypothese (Hg). O

Remarque 8.2.5. — L’hypothese (H;) n’est en fait pas nécessaire non plus.
Elle assure dans la preuve du théoreme 8.2.2 que la correspondance 7 — ¢, est
un homomorphisme de groupes. A la place, on peut invoquer la projectivité du
groupe GQab dont une conséquence est la suivante. La correspondance 7 — ¢,
peut ne pas étre un homomorphisme de groupes, mais on peut changer ¢, en
¢+ avee (; € Z(Q) de telle sorte que la correspondance 7 — ¢,(; en soit un.

C’est 'hypothese (Hs) qu’on appelle plus spécifiquement condition de rigi-
dité. Il s’agit d’une hypothese assez contraignante et est principalement vérifiée
dans la pratique pour r < 3. Elle est cependant satisfaite par de nombreux
groupes simples : beaucoup de résultats obtenus ces trente dernieres années
sur la réalisation sur Q(7") de groupes simples Iont été grace au théoreme 8.2.2
ou ses variantes.

8.2.2. Exemples. —
8.2.2.1. Le groupe symétrique Sp,. — On prend G = S, r = 3 et

g =(m...1
g =0 ...n-1)
g3 =(nn-1)

Leurs classes de conjugaison sont respectivement la classe C; des n-cycles, la
classe C des (n—1)-cycles et la classe C3 des 2-cycles. Comme toute classe de
conjugaison de Sy, elles sont rationnelles. Si n > 2, le groupe 5, est de centre
trivial. Il reste a vérifier '’hypothese (Hs) de rigidité.

Il s’agit de voir que tout triplet (gi,g5,95) € sni(Cy,C2,C3) est égal a
(91,92, 93) modulo l'action de Sy. Par conjugaison par un élément g € S,
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on peut transformer ¢} en g;. Il existe ensuite une certaine puissance ¢¢ du
n-cycle g1 = (n ... 1) telle que

{(g%g)g’l (939)" =(n ... 1)
(979) g5 (979)~"  fixen

Posons §; = (g%9) gi(g%g)~t, i = 1,...,3. Comme n doit étre fixé par le

produit §1g2gs = 1, on obtient nécessairement gz = (n n — 1) et donc

(gla §27 §3) = (g17 g2, g3)
ce qui démontre (Hs). Les hypotheses et la conclusion du théoreme 8.2.2 sont

vraies pour le groupe symétrique S, si n > 3.

8.2.2.2. Le groupe PSLy(F,). — On prend pour G le groupe PSLy(F),), c’est-
a~dire le groupe SLa(IF,) modulo {+Id}. Il est de centre trivial. Le cas p = 2
pour lequel on a

PSLy(Fg) = SLy(Fo) = GLo(Fg) = S3

est particulier et peut étre traité a part. Nous supposerons p # 2.

Il y a dans PSLy(F)) une classe d’éléments d’ordre 2, notée 2A : On résout
X? = +1 dans SLy(F,). L’équation X? = 1 donne X diagonalisable et donc
X € {£Id} et donc triviale dans PSLy(FF,). Toute matrice X telle que X? = —1
est semblable & la matrice suivante (matrice de ’endomorphisme associé u dans

une base {u(z),z}) :
)

Il y a dans PSLy(F)) une classe d’éléments d’ordre 3, notée 3A : On résout
X3 =1 dans SLy(F,) (le cas X3 = —1 s’y ramene en changeant X en —X).
Le nombre 1 ne peut étre valeur propre de X si X # Id dans SLy(F,). Le
polynéme minimal de X est donc un diviseur de 72 + 7T + 1. La matrice X est
semblable & la matrice suivante (matrice de ’endomorphisme associé u dans

une base {z,u(z)}) :
-

Il y a dans PSLy(FF,) deux classes d’éléments d’ordre p, notées pA et pB :
On résout X? = 1 soit (X —1)? = 0 dans SLy(F,) (le cas X? = —1 s’y ramene
en changeant X en —X). Les solutions de cette équation sont semblables a :

1 a
[O J (avec a € Fp)
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Pour a € ), le changement de base {e, f} — {ae, f/a} (lequel correspond a
un élément dans SL(IF,)) change la matrice en la matrice

2]

Les deux classes de similitude pA et pB sont celles des matrices

11 ot 1 u
0 1 0 1
ou u n’est pas un carré dans [,

Lemme 8.2.6. — (a) Le triplet (2A,pA, pB) vérifie (Hg) si (%) =-1.

(b) Le triplet (3A,pA,pB) vérifie (Hs) si (%) =—1.

Démonstration. — (a) On vérifie que le triplet

1 -1 11 1 0

91 = {2 _J g2 = [0 J g3 = [_2 1]
est dans 'ensemble sni(2A4, pA, pB). Vérifions 'hypothese (Hs). Soit (u, v, w) €
sni(2A4,pA,pB). On peut relever u,v,w en des éléments @,0,w € SLa(F))
d’ordres respectifs 4, p et p et tels que wow = +1. Soient e et f deux vec-
teurs propres de ¥ et w respectivement. Ils ne sont pas liés, sinon ils seraient

laissés fixes ou changés en leurs opposés par %. En prenant pour base le couple
(e, f/a) pour a bien choisi (voir ci-dessus), on se rameéne au cas ol

b e

Comme 91 est d’ordre 4, on obtient que Tr(ow) = 02 d’ott A = —2. On
procede de fagon analogue pour (b) en utilisant les matrices :

1 -1 11 (10
91—3 9 92—01 g3 = 3 1

Les classes 24, 3A sont rationnelles mais pas les classes pA et pB : I’élévation

O]

a une puissance premiere a p laisse invariant 'ensemble {pA, pB} mais peut
permuter les deux classes. On doit raffiner un peu le théoreme 8.2.2.

Soit H le sous-groupe des éléments 7 € Gg tels que (7 = (* avec a carré
dans F, c’est-a-dire, tels que x(7) modulo p est un carré dans [F,. C’est un

@en notant, que Tr(0w) est la somme de deux racines de 1 d’ordre 4 de produit égal & 1.
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sous-groupe d’indice 2 de Gg. Notons Q(v/D) (D € Z) le sous-corps laissé fixe
par H. Considérons un triplet (t1,ts,3) de points distincts de P*(Q) vérifiant

t1 € P1(Q)
to et t3 sont conjugués dans @(\/f))

Montrons comme dans la preuve du théoreme 8.2.2 que 'homomorphisme
¢ : m (P \t)g = G (ou G = PSLy(F,)) envoyant z; sur g;, i = 1,2,3 (ou
g1, 92, g3) sont les éléments donnés dans la preuve du lemme 8.2.6 ((a) ou (b)))
se prolonge & 7 (P \ t). La seule différence est dans la vérification du fait que

pour tout 7 € G, qﬁ(x?(ﬂ)

i est conjugué a g;, i = 2, 3.

Soit 7 € Gg. Si 7 fixe Q(v/D) cest-a-dire 7 € H, alors t] = t;, i = 2,3,
(pAX(T) = pA et (pB)X(") = pB. La propriété (***) des qb(:[;f(T)) donne la
conclusion désirée. Si 7 ne fixe pas Q(v/D), c’est-a-dire 7 ¢ H, alors ] = ty
et (pA)X(") = pB. La propriété (***) donne encore la conclusion désirée.

On obtient en définitive que pour tout triplet ordonné (t¢y,ta,t3) choisi
comme ci-dessus, il existe une extension galoisienne réguliere E/Q(T) de

groupe PSLy(F)), de points de branchement ¢1, ¢, t3 dans les cas suivants :

(©)-m ()

Ces résultats ont été établis par Shih par une méthode un peu différente.

Le résultat est vrai également pour les premiers p tels que (%) = —1 ou

(%) = —1. La plupart des autres cas restent ouverts.

8.2.2.3. Le Monstre. — On peut montrer de facon générale que le nombre
d’orbites de ’action de G sur l’ensemble sni(C1, . .., C,) s’écrit en fonction des
ordres et des valeurs des caracteres du groupe sur les classes de conjugaison
Cy,...,C,. La condition de rigidité (Hs) peut donc se vérifier a partir de la
table de caracteres du groupe.

En utilisant cette méthode (et la classification des groupes simples), on a
pu trouver un triplet de classes de conjugaison vérifiant la propriété de rigidité
(H3) pour le groupe de Fisher-Griess M et le réaliser ainsi sur Q(7).

Le groupe de Fisher-Griess M, connu comme le “Monstre”, est le plus grand
des groupes sporadiques simples. Il est d’ordre

246.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59- 71
8.2.3. Les groupes abéliens. — Nous donnons une seconde méthode pour

réaliser les groupes abéliens comme groupes de Galois sur Q(T') de fagon
réguliere (la premiere est donnée au §5.3.4). La méthode, qui suit la méthode
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de la rigidité et donc repose sur le théoreme d’existence de Riemann, ne s’étend
pas en caractéristique positive, contrairement a la premiere méthode pour la-
quelle le corps de base est quelconque. On obtient I’énoncé suivant, qui est la
version en caractéristique 0 du théoreme 5.3.7.

Théoréme 8.2.7. — Soit k un corps de caractéristique 0 et D C PL(k) un
ensemble fini. Pour tout groupe abélien fini G, il existe une extension ga-
loisienne E/k(T) de groupe G, réguliére sur k et non ramifiée au-dessus de
chaque point de D.

Démonstration. — Observons d’abord que comme k est infini, il sera facile
de satisfaire la condition de ramification “E/k(7T) non ramifiée au-dessus de
chaque point de D” une fois construite E/k(T') vérifiant le reste : on peut
en effet toujours garantir en composant avec une homographie y a coefficients
dans k que les points de branchement sont en dehors d’un ensemble fini donné.

On peut également supposer que k = Q (ce cas implique les autres) et on
sait qu’on peut restreindre le probléeme au cas des groupes cycliques.

Fixons un entier n > 1 et prenons G = Z/nZ. On se donne a priori r + 1
points distincts tg, 1, ..., %, dans P*(Q), un bouquet (y1,...,7) pour P(C)\
{t} basé en ty (ou t = {t1,...,t}), un systeme générateur {g1,...,9,} de G
tel que g1 --- g = 1 et on considere I’homomorphisme ¢ : 7 (P! \t)@ — G qui
envoie la classe d’homotopie z; = [y;] sur g;, i = 1,...,7.

L’abélianité de G fait que la condition (***) donne ici que, si t] = t;,
gb(:pf(T)) est non seulement conjugué mais égal a x(7)g; (3). La stratégie consiste
a choisir les parametres tq,...,t, et g1,...,g, de telle sorte que, pour tout
T E GQ,

{7 x()g)s -, (0 X))} = {1,915 (b 90)}

Supposons cela réalisé. On a alors (;S(a:f(T)) égal a ¢(z;),i=1,...,r, et donc
H(z*() égal & ¢(x), pour tout z € 71 (P \t)g et tout 7 € Gg. La condition de
descente a Q du théoreme 8.1.2 est satisfaite pour ¢ : Gg — G le morphisme
constant égal a 1. La proposition 6.2.3 indique d’autre part que la fibre du
revétement au-dessus du point £y est constituée de points Q-rationnels.

Pour réaliser la condition ci-dessus, pour n > 2, on fixe une numérotation
g1, ---,gr du groupe multiplicatif (Z/nZ)*, une racine primitive de I'unité ¢
d’ordre n, et on pose t; = Cgi_l, i=1,...,7. Pourn =2, on prend g1 = g3 = 1

()Noter la notation additive dans le groupe abélien Z/nZ.
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et on choisit deux points distincts ¢; et to dans P! (Q). Dans les deux cas, la
vérification de la condition est immédiate. ]

8.3. Descente sur R

La descente de C a R du corps de définition des revétements est un probleme
classique. Voir notamment [Hur91], [KN71] et [FD90].

8.3.1. La situation sur R. — Le cas k = R est particulier. Le groupe Gg
est le groupe a deux éléments engendré par la conjugaison complexe c. De
plus, l'action de ¢ sur le groupe fondamental algébrique provient de I'action
continue de ¢ sur le groupe fondamental topologique.

De facon plus précise, fixons un ensemble t € U,(R) : cet ensemble est
constitué de r1 points réels t1,...,t,, et de ro paires {z;, 2{} de points com-
plexes conjugués, i = 1,..., 7. Fixons un point tog € PL(R) \ t. Si f: X —
P1(C)\t est un revétement topologique et T : m;”(PY(C)\t, o) — Per(f~(to))
sa représentation de monodromie, la monodromie du revétement conjugué
f€:X¢— PYC) \ t, défini par f¢(2¢) = f(x)¢ (x € X), est représentée par le
morphisme T¢ : 7" (P1(C) \ t, o) — Per((f¢)~*(to)) donné par

T(M) = coT(yNoc ([ €m™@B(T)\t,t0))

Supposons désormais que le revétement topologique provienne d’un revétement
algébrique f : X — P!, non ramifié en dehors de t. Si ¢ : w1 (P! \ t)c — Sy
est la représentation associée, alors le revétement algébrique conjugué f€¢ est
représenté par ¢¢ : (P! \ t)c — Sy donné par

¢°(x) = ¢(2™0)) (2 € m(B"\ t)c)

(ot 54y : Gr — w1 (P! \ t)r est la section introduite au §6.2.1). On sait aussi
qu’une classe homotopie [y] agissant par monodromie correspond a 1’élément
[y] € m1 (P! \ t)c agissant par prolongement analytique (moyennant le plon-
gement des corps de fonctions dans C((T' — tp))). Les deux formules ci-dessus
étant cohérentes au sein de la famille des revétements algébriques de P! non
ramifiés en dehors de t, on peut conclure que

(*) 'action de ¢ sur les classes d’homotopie peut-étre identifiée a la conjugaison
par s, (c) : pour [y] € T (P*(C) \ t,t0), on a [y¢] = [7]*0() dans 7 (P*\ t)c.

En particulier 'isomorphisme 71, (P1(C)\ t, o) — 71 (P*\t)c entre le complété
profini du groupe fondamental topologique et le groupe fondamental algébrique
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sur C (théoréme 6.5.3) s’étend en un isomorphisme 7, (P1(C)\t, o) x*{1,c} —
71 (P! \ t)g. Dans la suite on note sy, (c) = ¢ quand il n’y a pas d’ambiguité.

8.3.2. Formules de Hurwitz. —

Théoréme 8.3.1 (formules de Hurwitz). — FEtant donné t € U,(R) avec
r1 et ro comme ci-dessus, on peut choisir to € PL(R)\ t et trouver un bouquet
z1,..., 2, de M (PL\ t,t0) tels que laction de la conjugaison complexe ¢ soit
donnée par les formules suivantes :

{ (cxy---m)*=1,i=1,...,m
Tryl—i = C(.%Tl_H‘)_lC, 1=1,...,719

dans m1 (P \ t,t0)r, ou dans 7 (P \ t,to) x* {1,c}.

Démonstration. — L’idée générale est que ces formules sont topologiques et
que l'action de la conjugaison complexe sur les chemins fermés basés en tg
peut étre explicitée. Nous donnons ci-dessous une construction naturelle qui
conduit aux formules de I’énoncé. Il n’y a pas de difficulté majeure, si ce n’est
la technicité de la présentation. Pour simplifier, nous nous limitons au cas ou

t1,...,tr € R et disons comment traiter le cas général en fin de preuve. On

suppose t; < tg < --- < t,_1 < t, et on choisit ty > t, (plus exactement on

doit dire que t1,...,t., tp sont dans cet ordre sur la droite projective réelle).
Pour tout ¢ = 1,...,r, on choisit a; €]t;, tiy1[ sl i # 7, a, = ap = tp et on

note u; le chemin de P*(C) \ t composé d’un segment joignant (a;,0) a (a;, 1)
puis d’un segment joignant (a;, 1) a (a;—1, 1) et d’'un segment joignant (a;—1, 1)
a (aj—1,0). On définit ensuite le chemin fermé rectangulaire p; = u; (uf)~?,
i=1,...,r, ou, d’une maniere générale, on désigne par 7y~ ! le chemin inverse
d’un chemin +. On définit enfin 7 chemins fermés 71, . .., 7, de P1(C) \ t basés
en to par les formules suivantes :

Yr = Pr
Yr—1 = UrPr—1 (ur)_l
Yr—2 = ururflpr72(urur71)_l
L ’yl :(Ur“'UQ)Pl(UT"'UQ)_l
Les classes d’homotopie [v1],...,[y,] sont des générateurs du groupe

7P (PL(C) \ t,¢9) modulo 'unique relation [y1] - -+ [v+] = 1.
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Les classes d’homotopie des chemins 7{, 5, . .., 7r_1, 7y sont données par les
formules suivantes :

el = el el o]
[’Yr—2] = ['77‘—177’]_1[’77"—2]_1[’}’7"—1%"]-

sl =1l -%]‘1[.72]‘1['73 ]
vl =De vl he el
]—1

En effet, la définition de p; donne [pf] = [p;
obtient la premiere formule [v¢] = [y,]~!. Pour la deuxiéme, on écrit

,i1=1,...,r. Pour i = r, on
Yoy = ugpn oy (ug) ! X
= () ™1) ey () 7)o () 7)
= Pr Vo1 Py
_ -1 -1
=r ,.)/7“—1 fYT
Passons au cas général ; soit ¢ < r un indice quelconque.

7= (i) pE (e ig))

= (up i) (U i) 7 (e w1y (i) (i) (ug

= (up - i)y - wi) 7 (i) ((ur - wig)©)

-1

Mais on a |(uy -+ uit1) ((up -~ ui41)¢) | = [Yig1 - - 7] d’ont la formule

6] = D]l ]

On déduit ensuite que, pour tout ¢ =1,...,r, on a

DY) =]
ce qui, pour x; = [y;], @ = 1,...,r, correspond aux formules de ’énoncé. La
formule précédente se démontre par récurrence descendante. C’est clair pour
1 =r. Si elle est vraie pour i + 1, alors on a

i = 0f] D] ™!
= [yisr )7 T D] D]
= [7i e "71"]_1
Dans le cas général, les points de branchement sont constitués de r1 points

-1

réels et ro paires de points complexes conjugués. On construit les chemins as-

sociés 71, ...,V de la fagon suivante. Pour les points réels, on construit les
C
i
points dans le demi-plan supérieur, on construit un chemin ~; tournant une

chemins comme ci-dessus. Pour chaque paire (z;, 2§) ou z; est celui des deux

fois autour de z; dans le sens trigonométrique et on prend le chemin (y¢)~!

cuig))
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comme chemin associé au point z{. On peut faire cela en sorte que les condi-
tions techniques du théoreme 6.4.1 soient satisfaites et donc que les classes
d’homotopie correspondantes [y1], . . ., [v-] engendrent le groupe 7" (P1(C)\t)
avec 'unique relation [y1],...,[y] = 1. On vérifie ensuite que l'action de la
conjugaison complexe sur 71, ..., correspond aux formules annoncées. [

8.3.3. Solution du probléme inverse de Galois sur R(7). — Dans ce
paragraphe, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 8.3.2. — Tout groupe fini G est groupe de Galois d’une extension
galoisienne réguliére de R(T).

Démonstration. — Les notations étant celles du §8.3.2, on se place dans la si-
tuation ot aucun point de ramification n’est réel, c’est-a-dire r; = 0. Le groupe
G étant fixé, on fixe ry éléments gy, ..., gr, engendrant G. On pose r = 27y et
on fixe 7o paires {z;, 2{} de complexes conjugués. On note t = (t1,...,t,) le
r-uplet (z1,...,2p,, 2

C
7
s> 21) et C1,..., C; les classes de conjugaison respec-
tives des éléments

-1 —1
g’l"2 7"‘791 7917"'797‘2

Considérons alors 1’épimorphisme ¢ : 71 (P! \ t)c — G qui envoie les géné-
rateurs i, ..., Try, Try+1,-- ., Ly respectivement sur les éléments précédents,
c’est-a-dire
-1 .
{ gb(xl) = gr2+1—i7 = 17 sy T2
(rb(xi):gi—rz) ’i:T2+1,...,T

En utilisant les formules de Hurwitz, on obtient, pour i = 1,... 79,

¢(af) = bl ,)
1
- g(rf—l—i)—rz
= Gryti—i

= ¢(z;)

Le calcul est analogue pour ¢ = ra+1, ..., r. La condition du théoreme 8.1.2 est
donc satisfaite pour 'homomorphisme ¢ : Gg — G égal a 'homomorphisme
trivial ; le G-revétement associé & I’épimorphisme ¢ : 71 (P \ t)c — G est
défini sur R. En particulier, le groupe G est groupe de Galois d’une extension
galoisienne réguliere de R(7T'). La proposition 6.2.3 indique d’autre part que la
fibre du revétement au-dessus du point ¢y est constituée de points réels. [
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8.3.4. Revétements a points de ramification réels. — L’objet de ce
paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 8.3.3. — Un groupe fini G est groupe de Galois d’une extension
galoisienne réguliere de R(T') avec points de ramification réels si et seulement
si G peut étre engendré par r éléments d’ordre < 2.

Démonstration. — On est cette fois dans la situation ou il n’y a que des
points de ramification réels, c’est-a-dire r = ry. L’existence d’une exten-
sion galoisienne réguliere de R(7") non ramifiée en dehors d’un sous-ensemble
t = {t1,...,t.} C U.(R) équivaut, une fois fixé t; € P}(R) \ t, & celle d’'un
épimorphisme ¢ : 7 (P*\ t)g — G. Notons z1, . .., z, un bouquet comme dans
le théoréeme 8.3.1 et notons g; = ¢(x;),i = 1,...7 et go = ¢(c). En utilisant
les formules de Hurwitz, on obtient,

(gogr---g))> =1, i=0,1,...,r—1

Les éléments gog1--- ¢, ¢ = 0,1,...,7 — 1 sont les r générateurs de G d’ordre
< 2 de I’énoncé. ]

Le théoreme 8.3.3 fournit une condition nécessaire pour qu'un groupe G
puisse étre réalisé comme groupe de Galois sur Q(7') avec points de ramifica-
tion réels, et en particulier, pour que le théoreme 8.2.2 de rigidité puisse étre
appliqué : le groupe G doit pouvoir étre engendré par des involutions. D’apres
une conséquence classique du théoreme de Feit-Thompson, c’est le cas de tous
les groupes simples non abéliens.

8.4. Corps des modules et corps de définition

Comme au §6.1.4.3, fixons une extension galoisienne F'/k et une (G-)exten-
sion E/F(T). Considérons le sous-groupe M (E) (resp. Mg (FE)) de Gal(F/k)
de tous les éléments 7 tels que les simples extensions (resp. les G-extensions)
E/k(T) et E™/k(T)™ soient isomorphes. Pour traiter simultanément les deux
situations nous notons M) (E) pour M (E) ou Mg(FE) suivant que E/F(T) est
une simple extension ou une G-extension. Comme dans la proposition 6.1.17,
on dit du sous-corps FM@F) = F fixé par M) (E) que c’est le corps des
modules de la (G-)extension E/F(T) relativement a ’extension F'/k.

(,’extension E7 /k(T) dépend du choix d’un prolongement 7 de 7 mais la condition elle-
méme ne dépend que de 7.
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Proposition 8.4.1. — Le corps des modules est une extension finie de k
contenue dans tout corps de définition de E/F(T) contenant k.

Ainsi le corps des modules est le plus petit corps de définition si c’est un
corps de définition, mais ce n’est pas nécessairement le cas en général.

Démonstration. — Si K est un corps de définition, on a Gal(F'/K) C M (E)
(proposition 6.1.17), d’ou la seconde partie de I’affirmation. Notons ¢ : mq (P!
t)r — R la représentation associée a la (G-)extension considérée E/F(T) ou
R est soit le groupe Sy (d = [E : F(T)]) soit le groupe G de Iextension suivant
que E/F(T') est une simple extension ou une G-extension (notation introduite
au §8.1). Le groupe N = Norg(G) agit par conjugaison sur l’ensemble G"
(composante par composante) ; soit (G")™ le quotient de G" par cette action.
Pour (z1,...,z,) un bouquet pour P*(C) \ t (basé en un point ¢y € P(C)\ t),
considérons I'application

{Gal(F/k:) = (Grym
T — (¢($1),,¢(.%'T))

L’ensemble quotient Gal(F'/k)/My(E) est en bijection avec I'image de cette
application. D’autre part, le cardinal de cet ensemble quotient est supérieur
ou égal au degré sur k du corps des modules. O

Remarque 8.4.2. — (a) On utilise ci-dessus que, si k,, désigne le corps des
modules, on a M) (E) C Gal(F/ky) et donc Gal(F'/k)/Mq)(E) est de car-
dinal > [k, : k]. On a en fait égalité car le sous-groupe M = Mg (E) est
un sous-groupe fermé de Gal(F'/k) pour la topologie de Krull, c’est-a-dire
M) (E) = Gal(F/kp) (Gal(F/ky) est a prioril’adhérence de M (E)). Pour
voir 'inclusion non banale M O Gal(F/ky,), considérons o € Gal(F/ky,). Soit
Fy/k une sous-extension galoisienne finie de F'/k telle que la (G-)extension
E/F(T) soit définie sur Fy. Le groupe de Galois Gal(F'/Fy) est un sous-groupe
normal d’indice fini de Gal(F'/k). Donc o - Gal(F'/Fp) est un voisinage ou-
vert de o, ce qui donne o - Gal(F/Fy) N M # (). Ainsi il existe ¢ € M tel
que 0715 € Gal(F/F,). Comme E/F(T) est défini sur Fy et que & € M,
les (G-)extensions E?/F(T) et E°/F(T) sont isomorphes, & la (G)-extension
E/F(T). Dot o € M.

(b) La propriété suivante est également souvent utilisée. Si &, est le corps
des modules d’une (G-)extension E/F(T) relativement & l'extension F/k et
si k' est un corps intermédiaire entre k et I, alors le corps des modules de
la (G-)extension E/F(T) relativement & l’extension F/k" est le corps k'k™. 11
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suffit de voir que le corps des modules cherché est le sous-corps de F' fixé par
M) (E) N Gal(F/k') et que ce groupe est égal a Gal(F/ky,k').

Grace au dictionnaire entre extensions de k(T") et représentations du groupe
fondamental fourni au §6.2.2, on obtient les caractérisations suivantes qui pro-
longent le théoreme 8.1.2.

Proposition 8.4.3. — Soit ¢ : m (P \t)r — R la représentation associée a
une (G-)extension E/F(T).
(a) Un élément T € Gal(F/k) appartient au sous-groupe M) (E) si et seule-

ment, pour un prolongement 7 € 71 (P'\t)r de 70) il existe pr dans le groupe
N = Norg(G) tel que

(%) $(a7) = o7 d(x) 97! pour tout w € m (P'\ t)p

Si F = k*® (descente absolue) et tg € P1(k) \ t est un point firé, on a :

(b) Un élément T € Gy appartient au sous-groupe M) (E) si et seulement s’il
existe o € N = Norg(Q) tel que

(x%) B0y = . d(x) 7! pour tout x € mi (P \ t)gs

(c) Un corpsk C K C F est un corps de définition de la (G- )extension E/k*(T')
st et seulement si on peut trouver une famille (‘PT)reGk. d’éléments pr € N

satisfaisant (**) ci-dessus et telle que la correspondance T — @, soit un ho-
momorphisme de groupes.

En général, pour tous 7, € Gg, 'expression

(907172)718071 Pra
appartient au groupe C' = Ceny (G). On obtient en particulier que si C' = {1},
c’est-a-dire, Ceng,(G) = {1} pour une simple extension et Z(G) = {1} pour
une G-extension, le corps des modules est un corps de définition. Nous allons
affiner ce critere dans la sous-section suivante.

8.4.1. Critére de descente sur le corps des modules. — Soient
E/kS(T) une (G-)extension, ¢ : 71 (P! \ t)s — R la représentation associée et
to € PL(k)\ t.
On suppose que k est le corps des modules, c’est-a-dire Gy = M(G)(E). On
conserve les notations du §8.4. Considérons 'application
?: Gy — N/C
e

)1 est équivalent de dire “pour tout prolongement 7 € 71 (P! \ t)r de 77.
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qui envoie chaque élément 7 € G, sur la classe modulo C d’un élément ¢, € N
vérifiant la condition (**) de la proposition 8.4.3. C’est un homomorphisme
de groupes qui ne dépend pas du choix des éléments ¢, € N vérifiant (**).
L’énoncé suivant est une reformulation du (c) de la proposition 8.4.3.

Proposition 8.4.4. — Le corps des modules k est un corps de définition de
la (G-)extension E/k*(T') si et seulement si le morphisme @ : G, — N/C peut
étre relevé en un morphisme ¢ : G, — N.

Le relevement est possible en particulier quand la suite exacte
1-C—N—=N/C—1
est scindée. Cette condition est satisfaite dans chacun des cas suivants :

(pour une simple extension) :
- Ceng,(G) = {1} c’est-a-dire, la simple extension E/k*(T") n’a pas d’auto-
morphismes,
- extension E/k5(T') est galoisienne,

[Dans ce cas, le plongement v : G < Sy est la représentation réguliere de
G a gauche (c’est-a-dire v(g)(z) = g.x (g, € G)). Si on identifie G et v(G),
le groupe Norg, (G) est alors le produit semi-direct C' x* Aut(G) de Ceng,G
et de Aut(G). En effet, le groupe Ceng,(G) est I'image de la représentation
réguliere § : G — Sy de G a droite (c’est-a-dire d(g)(z) = x.9 (g9,2 € G)).
Pour chaque o € Sy, il existe un unique ¢, € Ceng,(G) tel que c,0(1) = 1. On
vérifie alors que o € Norg, (G) si et seulement si c,o € Aut(G)©®). L’argument
se conclut alors aisément. ]

(pour une G-extension) :
- 2(G) = {1}.
- Z(G) = G c’est-a-dire G est abélien.

De fagon générale, I'existence d’un relévement au morphisme @ : G, — N/C
est un probléeme cohomologique. Nous renvoyons a [DD97]| pour une telle
approche.

Remarque 8.4.5. — (a) Le résultat ci-dessus selon lequel le corps des mo-
dules d’'une extension galoisienne E/k°(T') est un corps de définition (comme
simple extension) est connu sous le nom de théoréeme de Coombes et Harbater ;
il est démontré dans [CH85]. La preuve se reinterprete de la fagon suivante.

©)voir que si ¢ € N et o(1) = 1, alors av(g)o ' = y(c(g)), ce qui, via l'identification de G
et v(@), indique que o(g) est égal & oy(g)o~" et définit un morphisme.
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Partant d'une famille (¢7) g, d’éléments ¢, € Norg,(G) satisfaisant la

condition (**) de la proposition 8.4.3, on peut, quitte & multiplier chaque ¢,
par un élément de Ceng,(G) (qui agit librement et transitivement), supposer
que @, fixe I'élément 1 (7 € Gg). Cette condition détermine alors ¢, et il en
résulte que la correspondance 7 — @, est un morphisme de groupes. La simple
extension est donc définie sur k et grace a la proposition 6.2.3, on peut méme
ajouter qu’il existe un k-modele pour lequel la fibre au-dessus de ty contient
un point k-rationnel.
(b) Un autre cas intéressant ou le relevement du morphisme @ : G, — N/C est
possible est celui ou le groupe de Galois absolu Gy, est projectif. Cette condition
est satisfaite notamment si k est fini ou si k est de dimension cohomologique
< 1. Les corps &((T')) avec k de caractéristique 0, les corps Q) (extension
algébrique maximale non ramifiée de Q,), (T, Q** sont des exemples clas-
siques de corps de dimension cohomologique < 1. Sur ces corps, le corps des
modules d'une (G-)extension E/k°(T") est un corps de définition.

Le résultat suivant est une autre conséquence de la proposition 8.4.3. Le
noyau ker(®) est le sous-groupe de Gy, de tous les éléments 7 € Gy, tels que

(% % %) P(x°0()) = ¢(x) pour tout z € my (P*\ t)4s
Désignons le sous-corps (k%)<*®) fixé par ker(%) par Ry, (E).

Corollaire 8.4.6. — Le corps Ry, (E) est un corps de définition de la (G-
Jextension E/k*(T'). De plus [Ry,(E) : k] < |N|/|C].

8.5. Construction de revétements sur les corps complets

8.6. Notes du chapitre 8
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Pour une introduction au théoreme d’irréductibilité de Hilbert, nous ren-
voyons au §5.2.1 du chapitre 2 que nous développons dans ce chapitre.
Rappelons la définition des parties hilbertiennes. Etant donnés un corps
k, 3 entiers n,r,s > 0, r + s variables T1,...,T;,Y1,...,Ys, et n po-
lynémes Py,..., P, € k(Th,...,T,)[Y1,...,Ys], supposés irréductibles dans
k(Ty,...,T.)[Y1,...,Ys], on pose
Bi(ty,...,t., Y1,...,Ys) irréductible
Hpy,.opn = {(tl’ o) €F (dans k[Yl,...,YS],z’): 1,....,n }

Les ensembles de la forme Hp, . p, (avec n,s > 0 quelconques) sont appelés
ensembles hilbertiens ou parties hilbertiennes de k". Rappelons aussi (définition
5.2.2) qu'un corps k est dit hilbertien si pour tout r > 0, les parties hilber-
tiennes de k" sont Zariski-denses.

Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert est 1’énoncé suivant, déja donné au
chapitre 2.

Théoréme 5.2.4 — Le corps Q est un corps hilbertien.

Le casr = s = 1 a déja été démontré au chapitre 2. Le cas général s’en déduit
via les réductions expliquées dans la suite du chapitre. Il en résultera aussi que
toute extension de type fini de QQ, en particulier tout corps de nombres, est un
corps hilbertien. Un autre exemple important est celui du corps k(z) ol k est
un corps quelconque et x est une indéterminée (théoreme 9.3.1).

Au contraire, les corps suivants ne sont pas hilbertiens : le corps C des
nombres complexes, et plus généralement tout corps algébriquement clos, le
corps R des nombres réels (prendre Pi(T,Y) = Y2 — (1 + T?)), les corps p-
adiques Q, (exercice (1) ci-dessous), les corps de séries formelles k((x)) (exer-
cice (2)). Un corps fini n’est jamais hilbertien : pour P (T,Y) = Y2 +TY +
[I,cx(T — a), Hp, = (. Désormais, nous supposerons toujours que le corps
étudié est infini.

Exzemple 9.0.1. — (1) Soit k un corps pour lequel il existe un entier d > 1 tel
que (k*)/(k*)? est fini (par exemple Q,, &((x))). Alors k n’est pas hilbertien.

Démonstration. — Considérer les polynéomes Pi(T,Y) = Y7 — a;lT, i1 =
1,...,n ot n est I'ordre de (k*)/(k*)¢ et a1,...,a, sont des représentants
de k> modulo (k*)%.) O
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(2) Un corps k hensélien pour une valuation v (par exemple Q,, £((x))) n’est
pas hilbertien(®.

Démonstration. — Le corps k est le corps des fractions d’un anneau A
hensélien pour une valuation v. Considérons le polynéme P(T,Y) =
Y2 — mT — 1 o m est choisi dans l'idéal de valuation M de A et ol
Y? est remplacé par Y3 si k est de caractéristique 2. D’apres la propriété
de Hensel (§1.3.8), ce polyndéme vérifie que pour tout ¢ dans l'anneau de
valuation de k, P(t,Y) a une racine dans k : en effet, le polynome réduit
Y2 — 1 modulo I a deux racines simples. Si t € k n’est pas dans I'anneau de
valuation, alors ¢/(t + 1) l'est (puisque v(t + 1) = wv(t)). D’apres le raison-
nement précédent, le polynome Y2 — (mt/(t + 1)) — 1 a une racine dans k.
Conclusion : la partie hilbertienne associée aux deux polynémes Y2 —mT — 1
et Y2 — (mT/(T + 1)) — 1 est vide. O

9.1. Réductions générales

9.1.1. Réduction a k[T|[Y]. — Dans la définition des parties hilbertiennes,
on peut se restreindre aux parties hilbertiennes Hp,  p, ol les polynomes
Py, ..., P, sont dans k[Ty,...,T;][Y1,...Ys], sont irréductibles dans cet an-
neau, et ne sont pas dans k[T1,...,T;]. En effet, supposons donnés Py,..., P,
irréductibles dans k(T)[Y]. Pour i« = 1,...,n, notons ¢;(T) € k[T| le po-
lynéme, défini a constante non nulle dans k pres, tel que ¢; P; est irréductible
dans k[T, Y], et posons P/ = ¢;P;. On vérifie aisément que

Hp, p, C Hpy,..p, U [J({ei(t) = 0} U {ci(t) = oo})
i=1

Il suffit donc que Hp;  pr soit Zariski-dense pour que Hp, .. p, le soit.

9.1.2. “Zariski” dense vs. “non vide”. — On peut aussi remplacer
“Zariski-dense” par “non vide” en se restreignant de plus aux parties hil-
bertiennes Hp, _ p, ol les polynémes Pi,...,P, sont dans k[T][Y] (au
lieu de k(T)[Y]). En effet, supposons Pi,...,P, donnés a priori dans
kE(Ty,...,T,)[Y1,...Ys] et notons D(T) un dénominateur commun de

M Noter cependant que le corps ko((X1,...,Xn)) des séries formelles & coefficients dans un
corps ko et en les n variables (Xi,...,X,) est hensélien au sens général de la définition
1.3.16 mais est hilbertien d’aprés un théoréme de Weissauer (voir théoréme 9.4.5).
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P, ....P,, ie, D(T)P(T,Y) € k[T][Y]. Soit Q(t1,...,t,) = 0 une hy-
persurface de k" avec @ € k[T] non nul. On pose P/ = D*QP;,i =1,...,n.
On vérifie alors aisément que

Hpy py = Hp,,..p 0 {Q(E) # 0} 0 {D(t) # 0}
On a multiplié par D? (et non D) pour assurer que si t € Hpy . pr, alors
D(t) #0 (penser a4 Py = (Y2 —~T +1)/T et D=T).

Remarque 9.1.1. — Nous allons donner d’autres réductions dans la suite de
cette section. Nous verrons alors que les réductions 9.1.1 et 9.1.2 peuvent étre
combinées. C’est-a-dire, pour montrer qu’'un corps k est hilbertien, il suffit
de montrer que les parties hilbertiennes Hp, . p, ou les polynémes Pi,..., P,
sont irréductibles dans k[T, Y] et ne sont pas dans k[T], sont non vides. Voir
remarque 9.1.9.

Etant donnés 3 entiers n,r, s > 0, nous notons H(n,r, s) la propriété

(H(n,r,s)) Pour tous P1,..., P, € k[T1,...,T;|[Y1,...,Ys]\k[Th, ..., T}], irré-
ductibles dans k[T|[Y], l’ensemble des points t = (t1,...,t,) € k" tels que
Pi(t,Y) est irréductible dans k[Y], i =1,...,n, est Zariski-dense.

D’apres le §9.1.1, un corps k est hilbertien si et seulement si H(n,r,s) est
vraie pour tous entiers n,r,s > 0. L’objet de ce paragraphe est d’établir
d’autres réductions de la propriété d’hilbertianité. Nous obtiendrons qu’il suffit
de démontrer H(1,1,1) pour montrer qu'un corps k est hilbertien.

9.1.3. Réduction #(n,1,s)(n,s > 0) = H(n,r,s)(n,r,s > 0). — Soient
Py, ..., P, comme dans #H(n,r,s) et supposons qu'un corps k infini vérifie
H(n,1,s) pour tous n,s > 0. Comme Pp,..., P, sont irréductibles dans
kTh][Ts, ..., T, Y1,...,Y], d’apres la condition H(n, 1,7+ s—1), il existe une
infinité de ¢; € k tels que, pour i = 1,...,n, Pi(t1,T2,...,T,,Y1,...,Ys) est
irréductible dans k[T5,...,T,,Y1,...,Ys] et n’appartient pas a k[Ts,...,T}]
(noter que cette seconde condition peut n’étre pas satisfaite que pour un
nombre fini de ¢t € k (2)); notons I; l'ensemble des t; € k convenables.
D’apres la condition H(n, 1,7+ s —2), on peut ensuite déduire que 1’ensemble
I des ty € k tels que Pi(ty,te,T5...,T,,Yy,...,Ys) est irréductible dans
k[Ts,...,T.,Y1,...,Ys] et n’appartient pas a k[Ts,...,T,], i = 1,...,n, est

() Plus précisément, si ¢(Th,Ts,...,Tr) € k[T, ..., T,][T1] est le coefficient (non nul) d’un
mondéme de P; de degré strictement positif en Y, alors pour tout t1 € k sauf un nombre fini,
c(t1,To,...,Tr) # 0 et donc Pi(t1,To,..., T, Y1,...,Ys) & k[To, ..., T;].
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infini. On construit ainsi par récurrence r sous-ensembles infinis I1,..., I, de
k vérifiant : pour tous t = (¢1,...,t,) € Iy X --- x I, P;(t,Y) est irréductible
dans k[Y], i = 1,...,n. Autrement dit I; x --- x I, C Hp, . p.. De plus,
I’ensemble I7 X --- x I, est Zariski-dense.

9.1.4. Réduction H(n,1,1)(n > 0) = H(n,1,s)(n,s > 0). — Considérons
d’abord la situation d’un polynéme P(T,Y1,...,Ys) € k[T,Y] irréductible
dans k(T")[Y]. On utilise la transformation de Kronecker. Soit a un entier tel
que a > dngj(P), j =1,...,s. Pour tout polynome @ € k[T,Y] on note
Kr(Q) le polynéme

s—1

Kr(Q) = Q(T,Y, Y, ...,Y* )

La transformation P — Kr(P) est une bijection entre les ensembles
{Q € M. Yi,..., Y] degy,(Q) < a} et {q € k[T, Y]| degy () < a* — 1}

Cela résulte de la forme et de 'unicité de 1’écriture en base a de tout entier
positif inférieur & a® — 1. On a d’autre part, pour tous polynémes A, B €
kT, Y],

Kr(AB) = Kr(A)Kr(B)

Soit Kr(P) = gr une factorisation non triviale de Kr(P) dans K(T)[Y] :
q,r € K(T)[Y], degy(q) > 0 et degy(r) > 0. Comme deg(q) < a® — 1 et
deg(r) < a®—1, g et r s’écrivent ¢ = Kr(Q) et r = Kr(R), avec Q, R € k(T')[Y]
tels que degy, (Q) < a et degy.(R) <a (i=1,...,s), et degy(Q),degy(R) >
0. La factorisation de Kr(P) se réécrit Kr(P) = Kr(Q)Kr(R) = Kr(QR). Si
comme nous le supposons, P est irréductible dans K (T)[Y] (ce qui interdit
P = QR), cela conduit & la condition suivante :

(*) il existe au moins un indice i = 1,..., s tel que degy. (QR) > a.

Soit Kr(P) = [, IL;(T,Y) une décomposition de Kr(P) en irréductibles
de K(T)[Y]. Les factorisations de Kr(P) correspondent aux partitions de ’en-
semble {1,...,m}. D’aprés ce qui précede, a chaque factorisation non tri-
viale, c’est-a-dire, a chaque sous-ensemble non vide I ; {1,...,m}, corres-

pond une factorisation Kr(P) = Kr(Q)Kr(R) vérifiant la condition (*). Soit
c;(T) € K(T) le coefficient non nul d’'un monéme du polynéme QR de degré
> a par rapport a 'une des indéterminées Y7,...,Ys.

Nous allons montrer que
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(**) pour tout tg € K tel que I;(tp,Y") est irréductible dans K[Y],i =1,...,m
et tel que cr(tp) défini et non nul pour tout sous-ensemble non vide I %

{1,...,m}, alors P(tp,Y) est irréductible dans K[Y].

Soit to comme ci-dessus. En faisant 7' = ¢( dans la décomposition de Kr(P),
on obtient la décomposition Kr(P(to,Y)) = [[;~, IL;(to, Y) de Kr(P(tp,Y))
en irréductibles de K[Y]. De plus, & cause de la seconde partie de la condi-
tion (**), toute factorisation non triviale de Kr(P(to,Y)) est de la forme
Kr(P(to,Y)) = Kr(q)Kr(r) avec ¢,r € K[Y] vérifiant la condition (*). Or
si on a P(ty,Y) = ¢(Y)r(Y) (q,r € K[Y] nécessairement de degré < a en
chacune des indéterminées Y;), la factorisation Kr(P(to,Y)) = Kr(q)Kr(r)
qu'on en déduit ne satisfait pas la condition (*). Une telle factorisation
P(to,Y) = q(Y)r(Y) est donc nécessairement triviale, c’est-a-dire, P(to,Y)
est irréductible dans K[Y].

Conclusion : on a montré que Hyy, . 11,, C HpUF ou F est un ensemble fini.
Si au lieu d’'un polynéme P, on considére n polynémes Py, ..., P, € k[T,Y]
comme dans H(n,1,s), on choisit un entier a tel que a > degy (P), j =
1,...,s8,1=1,...,n. D’apres ce qui précede, si II;;(T,Y) (j =1,...,m;) sont
les facteurs irréductibles d’une décomposition de Kr(F;) dans K(7T')[Y], on a

Hryy My o T Ty, © Hpy,p, UF

ou I’ est un ensemble fini.

Remarque 9.1.2. — Dans la propriété H(n,1,1) (n > 0) a laquelle
nous venons de réduire la propriété H(n,r,s) (n,r,s > 0), on peut
sans perte de généralité supposer que les polynoémes Pi,..., P, sont uni-
taires en Y (en plus des conditions de H(n,1,1)). En effet, si P(T,Y) =
aio(T)Y + an (T)Y4 4 -+ 4 a;q(T) avec a;o(T) # 0, on pose P(T,Y) =
Y 4+ a;1 (T)Y ¥ + aio(T)aio(T)Y 2+ + ajg(T)(aio(T))4 ! ; clest-a-dire, si
y; € k(T) est une racine de P;(T,Y), alors P;(T,Y) est le polynéme minimal
sur k(T) de aio(T)y;, i = 1,...,n. Sit € k est tel que P;(t,Y) est irréductible
dans k[Y], alors ou bien P;(t,Y) l'est également ou bien a;o(t) = 0 : si yu
est une racine de Pi(t,Y) et a;o(t) # 0, Pi(t,Y) est le polynéme minimal de
Yit/aio(t). En conclusion, on a donc Hﬁl,...,ﬁn C Hp,,.. p,UZ ou Z est un
fermé de Zariski propre.

9.1.5. Premiére réduction a I’hypothése d’absolue irréductibilité.
— Dans le (b) du lemme 9.1.3 ci-dessous, nous disons qu’un polynéme f €
A[Y1,...,Ys] & coefficients dans un anneau integre A est normalisé en Y =
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(Y1,...,Ys) si le coefficient du monoéme de plus haut degré pour 1'ordre lexi-
cographique (ascendant de 1 a s par exemple) vaut 1. Pour la situation s = 1
(a laquelle nous sous sommes ramenés au §9.1.4), “normalisé” signifie sim-
plement “unitaire”. On vérifie aisément que dans un produit fifo de deux
polynémes fi, fo € A[Y1,...,Ys], le mondme de plus haut degré est le pro-
duit des monomes de plus haut degré de fi et de fo. En particulier, fifs est
normalisé si f1 et fo le sont.

Lemme 9.1.3. — (a) Soient {/k une extension de corps avec k # £ et P(T)
un polynome dans £[T|\ k[T]. Alors le nombre d’élémentst € k tels que P(t) €
k est inférieur ou égal a deg(P).

(b) Soit P € k[T, Y1,...,Ys] un polynome irréductible dans k(T)[Y]. Soit

P(T,Y) = an(T) Iy (T,Y) - - 1L.(T, Y)

une factorisation de P(T,Y) dans k[T,Y], avec a,(T) € k[T)] et Iy, ...,II,
normalisés en Y. Soit ¢ une extension de k contenant les coefficients de
Iy, ..., IL,.. Pour tout t € k sauf éventuellement un nombre fini, si I1;(t,Y) est
irréductible dans ([Y], i =1,...,r, alors P(t,Y) est irréductible dans k[Y].

Démonstration. — (a) Soient t1,...,t, m éléments de k tels que P(t;) € k,
i=1,...,m. Les (degy (P) + 1) coefficients de P sont solution d’un systeme
linéaire de m équations a coefficients dans k. Nécessairement m < degy (P)+1;
sinon les formules de Cramer permettent d’écrire les coefficients de P comme
éléments de k. (Un autre argument, essentiellement équivalent, consiste & uti-
liser les formules d’interpolation de Lagrange).

(b) Soit t € k tel que II;(¢,Y) est irréductible dans ¢[Y], i = 1,...,7 et
an(t) # 0. Supposons que P(t,Y) = an(t)Q(Y)R(Y) avec Q(Y), R(Y) € k[Y]
normalisés en Y. En vertu de 'unicité de la décomposition en irréductibles
dans /[Y], il existe nécessairement un sous-ensemble I C {1,...,7} tel que
QYY) = [Lie/ Lt Y) et R(Y) = JLig1Li(¢,Y). On peut alors déduire
du (a) que, si ¢t n’est pas dans un certain ensemble fini exceptionnel F
(dépendant des II;), les deux polynoémes Q(T,Y) = [[,c;IL(T,Y) et
R(T,Y) = [lig/IL(T,Y) sont dans k[T,Y] : on applique (a) & chacun
des coefficients dans ¢(T") des polynoémes (en Y) Q(7,Y) et R(T,Y). De
l'irréductibilité de P(T,Y) dans k(T)[Y], on peut alors conclure que, pour
t¢ Fyonal=0oul={1,...,n}. (On vérifie facilement que le nombre de ¢
exceptionnels est < deg(P)(deg(P) 4 1)5298() (< deg(P)29°8P) pour s = 1)
7). 0
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Rappelons qu’'un polynoéme a coefficients dans un corps k est dit absolument
irréductible s'il est irrédutible sur k. D’apres le lemme 9.1.3, pour montrer
que k est hilbertien, il suffit de montrer que, pour toute extension finie ¢/k,
les parties hilbertiennes Hp, _p, de £ avec P; € ([T, Y]\ £[T] absolument
irréductibles, i = 1, ..., n, contiennent une infinité d’éléments de k.

9.1.6. Utilisation du théoréme de Bertini. — Nous faisons le lien entre
le théoreme d’irréductibilité de Hilbert et le théoreme de Bertini dont nous
rappelons 1’énoncé ci-dessous. Tous deux sont des résultats de spécialisation.

9.1.6.1. Enoncé du théoréeme de Bertini. — Le résultat ci-dessous est attribué
suivant les formes et le contexte a Bertini, Bertini-Noether, Ostrowski, etc. Sa
démonstration repose sur des faits “géométriques” généraux, la théorie de
I’élimination essentiellement. Dans [Har77] c’est le théoreme 8.18 du chapitre
IT mais il se place seulement dans un contexte géométrique. Dans [FJ04] c’est
la proposition 9.4.3; 1a c’est le bon énoncé mais la preuve utilise la théorie des
langages. Des preuves élémentaires sont données dans [Sch00] et dans [Sch76]
(dans ce dernier c’et le cas A = Z, attribué a Ostrowski du théoréme 9.1.4 qui
est traité.

On se donne un anneau integre A, on note K son corps des fractions et
K une cloture algébrique de K. Le théoreme de Bertini concerne 1’absolue
irréductibilité des polynomes, i.e., l'irréductibilité sur K.

Théoréme 9.1.4. — Soit f(Y1,...,Ym) € A[Y1,...,Yn] un polynéme abso-
lument irréductible. Il existe un élément ¢ € A non nul tel que si ¢ : A — k
est un morphisme d’anneau dans un corps k tel que p(c) # 0, alors le po-
lynome f? € k[Y1,...,Yy] (obtenu en appliquant ¢ au coefficients de f) est
absolument irréductible. En particulier, il existe un idéal non nul A de A tel
que pour tout idéal premier P tel que A ¢ P, la réduction modulo P de f est
absolument irréductible (i.e., irréductible dans A/P[Y1,...,Yn]).

Autrement dit, pour P en dehors d’un fermé de Zariski de Spec(A), il y a
conservation de I’absolue irréductibilité de f modulo I’idéal premier P.

9.1.6.2. Propriété de spécialisation avec s > 2. — Considérons un polynome
P e k[Ty,..., T, Y1,...Y;] et supposons le irréductible dans k(T)[Y]. On peut
alors appliquer le théoreme de Bertini avec A = k[T]. On obtient qu’il existe
une hypersurface h(ty,...,t,) =0 de k", avec h € k[T1,...,T;] non nul, telle
que, pour tout t = (¢1,...,t,) n’appartenant pas a ’hypersurface, P(t,Y) est
irréductible dans k[Y].
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Sous les hypotheses considérées, la conclusion est meilleure que celle du
théoreme d’irréductibilité de Hilbert : la partie hilbertienne Hp est ouverte
et pas seulement dense pour la topologie de Zariski; pour r = 1, cela revient
a comparer “complémentaire d’une partie finie” et “infini”. En particulier, la
conclusion obtenue par Bertini s’étend directement au cas de plusieurs po-
lynémes. De plus, il n’y a aucune hypothese sur le corps k dans le théoreme
de Bertini.

Il faut cependant noter que ’hypothése “P irréductible dans k(T)[Y]” est
plus forte que 'hypothese “P irréductible dans k(T)[Y]” du théoréeme de Hil-
bert . En particulier, elle ne peut pas étre satisfaite pour s = 1. Or ce cas,
ou il n’y a qu’une indéterminée, est le cas essentiel du théoreme de Hilbert.
Pour pouvoir appliquer le théoreme de Bertini dans ’esprit du théoreme de
Hilbert, il faut qu’apres spécialisation, il subsiste au moins 2 indéterminées.
Une application typique du théoreme de Bertini qu'on peut garder a l’esprit
concerne les surfaces f(t,z,y) = 0 : si f est irréductible dans k(T)[X, Y], les
sections par les plans t = ¢ sont des courbes irréductibles sauf un nombre fini
d’entre elles. Ajoutons que méme avec s > 1, il y a des cas ou le théoreme de
Bertini ne s’applique pas (et ou le théoréme de Hilbert s’applique) : prendre
par exemple P = Y2 — TYZ.

Il faut comprendre le théoreme de Bertini comme un résultat géométrique
et le théoreme d’irréductibilité de Hilbert comme un résultat arithmétique.

9.1.6.3. Retour sur la réduction H(n,1,1)(n > 0) = H(n,1,s)(n,s > 0). —
Pour se ramener au cas d’une indéterminée dans le théoreme d’irréductibilité
de Hilbert, on peut préférer la démarche suivante, qui utilise le théoreme de
Bertini. En comparaison avec la transformation de Kronecker, utilisée dans le
§9.1.4, cette seconde méthode est plus géométrique et plus économique en le
degré (relatif a V) des polynomes.

Soient Py,...,P, € k[T,Y1,...,Ys] comme dans H(n,1,s). On commence
par utiliser le lemme 9.1.3 qui permet de supposer Pi,..., P, absolument
irréductibles. Puis on utilise la proposition suivante [FJ04, proposition 10.5.4].

Proposition 9.1.5. — Si Py,..., P, sont comme ci-dessus absolument
wrréductibles et si W1, 2y, ..., Ws, Zs sont 2s nouvelles indéterminées, alors les
polynomes Py(T,WhY + Zy,... WY + Z;) € k(Wy,... . Ws, Z1,...,Z)[T,Y]
sont absolument irréductibles, 1 =1,...,n.

Grace au théoreme de Bertini, on obtient qu’il existe un polynéme non nul
h € kWi,...,Ws, Z1,...,Z] tel que, pour tout (wi,...,ws,21,...,25) € k
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vérifiant h(wy, ..., ws, 21,...,25) # 0, le polynéme P;(T,w1Y + z1,...,wsY +
zs) € k[T, Y] est absolument irréductible, i =1,...,n.

Pour conclure, on note que si t € k est tel que P;(t,unY + z1,...,wsY + z)
est irréductible dans k[Y], alors Pi(t,Y1,...,Y;) est irréductible dans
klY1,...,Ys], i = 1,...,n, sauf peut-étre pour certains choix des points
(wi,...,ws, 21,...,2s) dans un fermé de Zariski de k2°.

L’intéret de s’étre ramené au cas de polynomes en une indéterminée est de
pouvoir utiliser la théorie des extensions algébriques de corps. En effet, tout
polynéme P irréductible dans k(T)[Y] définit une extension finie Ep/k(T).

9.1.7. Réduction H(1,1,1) = H(n,1,1)(n > 0). —

Proposition 9.1.6. — Soient P,..., P, € k(T)[Y] n polynomes irréductible
séparables en'Y . Alors il existe un polynome irréductible P € k[T, Y], séparable
et unitaire en Y tel que Hp C Hp, .. p,. On peut méme demander en plus que
Vextension de k(T') déterminée par le polynome P soit galoisienne.

Démonstration. — Dans une cloture algébrique k(T'), soit F; le corps engendré
sur k(T') par une racine y; de P;(T,y;) = 0, i« = 1,...,n. Le compositum
Fy---F, est une extension séparable de k(7). Soit E/k(T) sa cloture ga-
loisienne. Cette extension possede des éléments primitifs. Soit z un élément
primitif qui soit de plus entier sur k[T]. Soit P(7,Y) le polynéme minimal
de z sur k(7). D’apres le théoreme de spécialisation du chapitre 1 (théoréme
2.6.1 ou théoreme 2.6.3), le polynéme P répond au probleme. O

Remarque 9.1.7. — L’énoncé et sa preuve restent valables si la variable T'
est remplacée par un r-uplet T de variables.

9.1.8. Corps séparablement hilbertiens. — Un corps k est dit
séparablement hilbertien si pour tous polynémes Pi,...,P, € k(T)[Y]
irréductibles et séparables en y ) , la partie hilbertienne Hp, . p, est infinie.
D’apres la proposition 9.1.6, il suffit que la propriété soit vraie dans le cas
d’un polynéme (i.e. n = 1). En caractéristique 0, les deux notions de corps
hilbertien et de corps séparablement hilbertien sont équivalentes. Pour la
caractéristique p > 0, on a le résultat suivant, di a Uchida.

Théoréme 9.1.8. — Un corps k de caractéristique p > O est hilbertien si
et seulement si il est séparablement hilbertien et si ’ensemble kP (puissances
p-iémes) est distinct de k.

() ¢’est-a-dire, n’ayant pas de racine multiple dans k(T).
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Un corps de caractéristique p vérifiant kP # k sera dit imparfait.

Démonstration. — (=) : Un corps hilbertien est séparablement hilbertien. Et
il est aussi nécessairement imparfait : en effet si k est parfait, i.e., si kP = k,
alors ’ensemble hilbertien Hy»_7 est vide.

(<) : voir [FJ04, proposition 12.4.3]. O

Le corps [F,(x) avec  une indéterminée est un exemple de corps hilbertien
de caractéristique p > 0. Le corps fini F,, n’est ni séparablement hilbertien
ni imparfait (il est fini). Le corps F,((x)), ol  est une indéterminée est im-
parfait et non séparablement hilbertien (c’est un corps hensélien). Le corps
li_m}an(:cl/ P") est infini, parfait donc non-hilbertien (bien que chaque corps
F,(2'/P") soit hilbertien). Le théoreme 9.4.4 montre qu'il est séparablement
hilbertien.

Dans I’étude des corps hilbertiens, on peut se restreindre aux corps im-
parfaits ou de caractéristique 0; et il suffit alors de se limiter aux parties
hilbertiennes Hp, _ p, avec Pi,..., P, € k(T)[Y] irréductibles et séparables
enY.

9.1.9. Réduction a la recherche de points sur des courbes algébriques.
— Nous rappelons la réduction déja expliquée au §5.2.2 du chapitre 2. Etant
donnés N polynomes Q1,...,Qn € k(T)[Y] sans racine dans k(T"), on pose

/ B Qi(t,Y) n’a pas de
Vor,..on = {t €k ‘ racine dans k,i =1,..., N

L’énoncé suivant a été démontré au chapitre 2.

Proposition 5.2.5 — FEtant donnés n polynomes irréductibles Py, ..., P, €
kE(T)[Y], il existe N polynomes Q1,...,Qn € k[T,Y] sans racine dans k(T)
et unitaires (en'Y ) et un ensemble fini F C k tels que

Vor,..oxn CHpy,..p, UF

De plus, si on suppose les polynomes Pi,..., P, séparables en'Y (e.g. si k
est de caractéristique 0), alors on peut demander auzx polynomes Q1,...,QN
d’étre séparables et absolument irréductibles (quitte a grossir l’ensemble F').

9.1.10. Conclusion. — Nous récapitulons les réductions faites.
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9.1.10.1. Réduction de la propriété de Hilbert. — Un corps k doit étre im-
parfait ou de caractéristique 0 pour étre hilbertien. Dans ce cas, pour montrer
que k est hilbertien, il suffit de prouver I’'un des deux énoncés suivants.

Enoncé 1 — FEtant donnés N polynomes Q1(T,Y),...,Qn(T,Y) € K[T,Y]
absolument irréductibles, séparables, unitaires en'Y et tels que degy (Q;) > 2,
i=1,...,N, il existe une infinité de t € K tels que Q;(t,Y) n’a pas de racine
dans k, 1 =1,...,N. C’est-a-dire, I’ensemble VC/21,...,QN est infini.

Enoncé 2 — Etant donné un polynome P(T,Y) € Kk[T,Y] irréductible,
séparable, unitaire en'Y et tel que l’extension algébrique associée de k(T') soit
galoisienne, il existe une infinité de t € K tels que P(t,Y) est irréductible
dans k[Y]. C’est-a-dire, ’ensemble Hp est infini.

Remarque 9.1.9. — Dans les énoncés 1 et 2, on peut remplacer “infini”
par “non vide” (cela clot en particulier la remarque 9.1.1). En effet, suppo-
sons 1’énoncé 2 vrai avec “non vide” et supposons que, pour un polynome
P(TY)=Y%4 ay (T)Y% ' 4 - 4+ a4(T) comme dans cet énoncé, Hp soit un
ensemble fini {t1,...,t,}. Posons p(T) = (T —t1)--- (T —ty) et considérons le
polynéme P(T,Y) = Y +a1(T)p(T)Y 4+ - +p(T)%q(T). La suite reprend
un argument déja utilisé. Le polynéme P(T,Y) est irréductible dans k(T)[Y],
séparable et unitaire en Y et l'extension algébrique associée de k(T) est ga-
loisienne : en effet, si y est une racine de P(T,Y) dans k(T), P(T,Y) est le
polynéme minimal sur k(7") de p(T)y. D’apres 'hypothese, il existe ¢ € K tel
que P(t,Y) est irréductible sur k. Cela entraine que P(t,Y) est irréductible
sur k : si y; est une racine de P(t,Y), P(t,Y) est le polynéme minimal de
y¢/p(t). Et cet élément ¢ ne peut étre aucun des t; (i = 1,...,n) puisque
P(t;,Y) = Y Contradiction. L’argument est similaire pour ’énoncé 1.

9.1.10.2. Autres variantes. — Dans [DH99], on introduit plusieurs variantes
de la propriété de Hilbert dont celles de corps mordellien, de corps G-hilbertien,
de corps RG-hilbertien. Un corps mordellien est un corps qui vérifie ’énoncé
1 mais avec n = 1. Un corps hilbertien est automatiquement mordellien mais
la réciproque est fausse : il existe des corps mordelliens qui ne sont pas hilber-
tiens [DH99]. Un corps G-hilbertien est un corps qui vérifie I’énoncé 2 : cette
notion est donc équivalente a celle de corps hilbertien. Un corps RG-hilbertien
est un corps qui vérifie I’énoncé 2 avec la condition supplémentaire que le po-
lynéme P est absolument irréductible. Il s’agit d’une notion plus faible que
I’hilbertianité : il existe des corps RG-hilbertiens qui ne sont pas hilbertiens
[FV92] [DH99].
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La variante suivante est introduite dans [D&b99b]. Un corps k est dit cy-
clhilbertien si les parties hilbertiennes Hp, . p, avec Pp,..., P, de la forme
Y¢ —aT (e > 1 entier et a € k, a # 0) sont infinies. Il s’agit 1a aussi d’une
notion plus faible que ’hilbertianité : il est montré dans 'article précité que le
corps Q% des nombres algébriques totalement réels est un corps cyclhilbertien
mais non hilbertien.

On sait aussi qu’on affaiblit strictement la propriété d’hilbertianité si on ne
retient dans I’énoncé 1 que les polynémes @Q; tels que la courbe Q;(t,y) = 0 soit
de genre inférieur ou égal a un entier g. Cela a été montré par Corvaja-Zannier
[CZ98] pour g = 0 et pour g quelconque par Fried-Jarden [FJ88].

Dans une veine similaire, on peut mentionner le probléme de Hilbert-Siegel
(résolu par Fried [Fri99], généralisé par Miiller [M02], voir aussi [Déb99a]). Tl
s’agit de déterminer les polynomes h(Y') € Q[Y] tels que h(Y)—t est réductible
dans Q[Y] pour une infinité de ¢t € Z \ h(Q). On supposera h indécomposable
(dans le cas contraire h(Y) = hy(ha(Y)) avec hi, ha € Q[Y] de degré > 2, et
h(Y) — t est réductible pour tout t de la forme ¢ = hi(z), z € Q). On a le
résultat suivant.

Théoréme 9.1.10. — (a) Les seuls polynémes indécomposables h(Y) €
Q[Y] pour lesquels h(Y) — t est réductible dans Q[Y] pour une infinité de
t € Z\ h(Q) sont de degré 5.

(b) De plus, le cas deg(h) = 5 est réellement exceptionnel : il existe des po-
lynémes indécomposables h(Y') € Q[Y] (de degré 5) pour lesquels h(Y) —t est
réductible dans Q[Y] pour une infinité de t € Z \ h(Q) [DF99].

9.2. Extensions algébriques d’un corps hilbertien

9.2.1. Extensions finies. — Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 9.2.1. — Soit {/k une extension finie. Alors, si k est hilbertien,
alors £ est hilbertien.

Nous allons démontrer le théoréme dans le cas ou ¢/k est une extension
séparable. Pour obtenir le cas général, il reste a traiter le cas des extensions
purement inséparables. Pour cela, nous renvoyons a [FJ04, proposition 12.3.5].
Pour ¢/k séparable, nous allons montrer I’énoncé plus précis suivant :

Théoréme 9.2.1 (addendum) Si P € ([T,Y]\ ¢[T] est irréductible alors
il existe p € K[T,Y]\ k[T] irréductible tel que H, C Hp (ou H, et Hp
sont a priori définis comme des sous-ensembles de k et { respectivement).
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En conséquence, toute partie hilbertienne de £ avec s = 1 contient une partie
hilbertienne de k (a un fermé de Zariski pres).

Démonstration. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer P unitaire
en Y (remarque 9.1.2). Soient 7 la cloture galoisienne de l'extension ¢ Jk et G
son groupe de Galois. On pose aussi H = Gal(z /) et on se donne un ensemble
> de représentants des classes a gauche de G modulo le sous-groupe H. Etant
donné P comme ci-dessus, on pose p(T,Y) = [[,ex, P7(T,Y). La conclusion
désirée résulte des trois points suivants.

e p(T,Y) € k[T,Y] : on vérifie en effet que le polynéme p(7,Y") est invariant
par tout k-automorphisme 7 € G.

e pour tout ty € k tel que p(tp,Y) est irréductible dans k[Y], P(to,Y) est
irréductible dans ¢[Y] : si Q(Y) € ([Y] est un diviseur non trivial de P(to,Y"),
alors le polynome ¢(Y) =[], o5, @7 (Y) est un diviseur non trivial de p(to,Y)
dans k[Y7].

e le polynéme p(7,Y) n’est pas dans k[T] et est irréductible dans k[T, Y].
La premiere affirmation est facile. Pour l'irréductibilité on procede en deux
temps :

ler cas : sous 'hypothese que les polynémes P?(T,Y) (o € ¥) sont premiers
deux & deux dans k[T, Y]. Supposons que p(T,Y) = q(T,Y)r(T,Y) avec q,r €
E[T,Y]. Le polynéme P(T,Y), irréductible dans ¢[T', Y], divise 'un des deux
facteurs, disons ¢(7,Y") dans ¢[T,Y]. Donc P(T,Y) divise aussi ¢(7,Y), dans
k[T,Y]; il en est de méme des polynémes P°(T,Y) (o € ¥). Sous I’hypotheése
de ce premier cas, on en déduit que [[ .5 P7(T,Y) = p(T,Y) divise ¢(T,Y)
dans k[T, Y]. Les deux polynomes en question étant dans k[T, Y], la divisibilité
p(T,Y) | ¢(T,Y) a lieu dans k[T,Y]. La factorisation initiale de p(7,Y") est

donc triviale.

Cas général : on se ramene au premier cas en utilisant le lemme ci-dessous. [

Lemme 9.2.2. — Soient comme ci-dessus une extension finie séparable {/k
et un polynome P(T,Y) € ([T,Y ]|\ ([T unitaire en Y. Alors il existe ¢(T') €
0T tel que les polynomes P(T,Y +¢(T))? (o € ¥) sont premiers deux ¢ deux
dans k[T,Y].

(Pour conclure la preuve du théoreme 9.2.1 (cas séparable) noter que, pour
to € k et ¢(T) € ¢[T], l'irréductibilité dans ¢[Y] de P(to,Y + c(to)) équivaut a
celle de P(tp,Y)).
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Démonstration. — Soit 6 un élément primitif de l'extension ¢/k. Donnons
nous un ensemble 3 = {00,...,04-1} de représentants des classes & gauche
de Gal(k(T')/k(T)) modulo le sous-groupe Gal(k(T")/¢(T)) (oud = [£: k]); de
fagon équivalente, oy, ...,04_1 peuvent étre définis comme des prolongements
a k(T) des d k(T)-morphismes de ¢(7') dans une cloture algébrique. On se
donne aussi d éléments tg,t1,...,t5_1 algébriquement indépendants sur k(T")
et on pose

ui:to—i—@‘”tl—i—-~+(6"”)d’1td_1, 1=0,1,...,d—1

La transformation linéaire qui envoie (tg,...,tq—1) sur (ug,...,uq—1) est
de déterminant [],_;(07 — 0%7) # 0. On en déduit que to,... 31 s'ex-
priment comme Z(T)—combinaisons linéaires de wg,...,uq_1; ces derniers
sont donc algébriquement indépendants sur k(7") (s’ils ne I’étaient pas, le
corps k(T)(to,...,tq—1) serait inclus dans une extension de k(7") de degré de
transcendance < d).

Considérons une factorisation

m
P(T,Y) =]V —w)
h=1
de P(T,Y) dans k(T)[Y]. Pour i, j distincts dans {0,...,d — 1} et h, h' quel-
conques dans {1,...,m}, on a u; —y;" # u; — yz,j. On a donc
TTIT [Cw = w7) = (uy — )] #0
i<j h,h
On peut exprimer cette quantité en fonction de t = (to,...,ts_1); notons

la H(t) : on a a priori H(t) € k(T)[t]. Comme H(t) # 0, il existe a =
(ag,-..,aq-1) € (k[T])? tel que H(a) # 0. Posons

o(T) =ap+0a; + -+ 0 ag_y

On définit ainsi un élément de ¢[T7].

La spécialisation t — a envoie w; sur ¢(T)%, i = 0,...,d — 1. Il découle
donc de H(a) # 0 que c(T)% — y7* # ¢(T)% —y,], pour i,j € {0,...,d —
1} distincts et h,h € {1,...,m}. Les éléments ¢(T)% — y;* € k(T) (h =
1,...,m) sont les racines du polynéme P(T,Y + ¢(T))%, i =0,...,d—1. On
en déduit que les polynémes P(T,Y +¢(T'))% (i =0,...,d — 1) sont premiers
deux & deux dans k(T)[Y]; ils le sont donc aussi dans k(T)[Y]. Dans ’anneau
k[T, Y], ces polynomes, pris deux & deux, sont de pged dans k[T ; comme ces
polyndémes sont unitaires, ce pged est forcément dans k. Cela montre bien,
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comme annoncé, que les polynomes P(T,Y + ¢(T7))% (i = 0,...,d — 1) sont
premiers deux & deux dans k[T, Y]. O

Remarque 9.2.3. — 1l peut arriver que ’hypothese du premier cas ne soit
pas satisfaite, ¢’est-a-dire que les polynémes P?(T,Y) (o € X) ne soient pas
premiers deux & deux dans k[T,Y]. Voici un contre-exemple. Posons a = 2
2 /3

et j=e et prenons

P(T,Y)=Y?*4+aYT + *T? = (Y — jaT)(Y — j*aT)
Le polynome P(T,Y") est irréductible sur Q(«). Ses autres conjugués sont

PoUT,Y)=Y?+ jaYT + j2a*T? = (Y — j2aT)(Y — oT)
Po2(T,Y) =YY%+ 52aYT + ja?T? = (Y — oT)(Y — jaT)

9.2.2. Extensions algébriques. — Nous donnons en complément,
sans démonstration, des résultats sur les extensions algébriques de degré
éventuellement infini des corps hilbertiens.

9.2.2.1. Théoremes de Weissauer et de Haran. — L’énoncé suivant est da a
D. Haran [FJ04, theorem 13.8.3].

Théoréme 9.2.4 (Diamond Theorem). — Soient k un corps hilbertien,
Ki/k et Ky/k deux extensions galoisiennes de K. Soit K wun corps in-
termédiaire entre k et le compositum K1 Ko tel que K ne soit contenu ni dans
K1 ni dans Ks. Alors K est un corps hilbertien.

Il contient en particulier le résultat antérieur de Weissauer [FJ04, theo-
rem 13.9.3], ci-dessous. Le théoréme 9.2.1 concernant les extensions finies
séparables correspond au cas particulier K = k.

Théoréme 9.2.5 (Weissauer). — Soient k un corps hilbertien, K/k une
extension galoisienne et L une extension finie propre séparable de K. Alors L
est un corps hilbertien.

Un exemple classique d’application est que, si Q' désigne le corps des
nombres algébriques totalement réels (i.e., dont tous les conjugués sur Q sont
réels), alors Q% (y/—1) est hilbertien.

Démonstration du théoréeme 9.2.5 a partir du théoréme 9.2.4.

Si K/k est de de degré fini, I’énoncé résulte du théoreme 9.2.1. Supposons
le contraire. Soit alors M /k une extension galoisienne finie telle que L C M K.
Le corps L n’est contenu ni dans M ni dans K. D’apres le théoréeme 9.2.4,
c’est un corps hilbertien. O
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9.2.2.2. FExtensions abéliennes. — Pour les extensions abéliennes, i.e., les ex-
tensions galoisiennes de groupe de Galois abélien, on a le résultat suivant, dia
a Kuyk [FJ04, §16.11].

Théoréme 9.2.6. — Soient k wun corps hilbertien, K/k wune extension
abélienne (éventuellement de degré infini). Alors K est un corps hilbertien.

En particulier, la cléture abélienne Q% de Q, c’est-a-dire, le sous-corps de
Q fixé par le groupe dérivé de Gal(Q/Q) (et dont on sait, d’apres le théoreme
de Kronecker-Weber, que c’est le corps engendré sur Q par toutes les racines
de T'unité), est un corps hilbertien. Une autre conséquence est que le corps
engendré par les racines carrées de tous les nombres premiers est un corps
hilbertien. Ce résultat se déduit aussi du théoreme 9.2.5. En effet, le corps
engendré par les racines carrées de tous les nombres premiers sauf un est une
extension galoisienne de Q et le corps voulu en est une extension finie propre
(pour voir que qu’elle est propre, regarder la ramification).

9.3. Extensions transcendantes pures

Le résultat visé dans cette section est le suivant.

Théoréme 9.3.1. — Si k est un corps quelconque et w un élément transcen-
dant sur k, alors le corps k(w) est un corps hilbertien.

Une conséquence immédiate est que le corps des fractions rationnelles
k(Ty,...,T,) (n > 1) a coefficients dans un corps k quelconque est un corps
hilbertien. Il en résulte méme que toute extension transcendante pure (de
degré de transcendance > 0 mais éventuellement infini) d’un corps quelconque
est un corps hilbertien (4.

Nous ne démontrerons le théoreme 9.3.1 que dans le cas ou k est un corps
infini (ce cas entraine “k(71,...,T,) hilbertien” pour n > 2 pour tout corps).
Les corps Fy(T') sont des corps globaux, et plus généralement des corps avec
une formule du produit. Weissauer a montré que ces corps étaient hilbertiens
en général. Nous renvoyons a [FJ04, §13.4] pour le cas des corps globaux et a
[FJ04, §15.3] pour le théoreme plus général de Weissauer. Pour k corps infini,
nous allons démontrer 1’énoncé plus précis suivant.

) Utiliser la proposition 5.3.2 du chapitre 2 : si K /k est une extension transcendante pure
(plus généralement si KNk = k) et si P(Y) € k[Y] est irréductible, alors P(Y) est irréductible
sur K.
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Théoreme 9.3.1 (addendum) Soit w un élément transcendant sur un corps
infini k. Soient H une partie hilbertienne de k(w) et m > 1 un entier. Alors
il existe un polynéme ¢ € klw,t] non nul tel que pour tout (wo,to) € A%(k)
tel que ¢(wo,to) # 0 et pour tout N\g € k sauf un nombre fini, I’élément ty +
Ao(w —wo)™ € k(w) est dans la partie hilbertienne H.

Démonstration. — Le corps k(w) est imparfait s’il est de caractéristique > 0.
Grace aux résultats de réduction (9.1.10.1), il suffit de démontrer cet énoncé
ol H est remplacé par un ensemble du type

Vp = {t € k(w)|P(t,Y) n’a pas de racines dans k(w)}

ou P(T,Y) € k(w)[T,Y] est absolument irréductible, séparable, unitaire en
Y et sans racine dans k(w)(7T). Ici on se limite aussi a la situation d’un seul
polynéme : voir la fin de la preuve. Enfin, on peut aussi supposer que P(T,Y) €
kw][T,Y].

Fixons un tel polynéme P(T,Y’). que nous nous notons P(w,T,Y) pour
faire apparaitre la dépendance en la variable w. Comme les polynoémes
P(w,T,Y) et Pj(w,T,Y) sont premiers entre eux dans k(w,T")[Y], il existe
Aw, T,Y),B(w,T,Y) € klw,T,Y] et p(w,T) € klw,T], p # 0, tels que

Aw,T.Y)P(w,T,Y) + Bw,T.Y) Py (w,T,Y) = ¢(w,T)

Fixons une cloture algébrique k(w,T) de k(w,T) et considérons une racine
y € k(w,T) de I'équation P(w,T,y) = 0. Pour tout (wo,tp) € A%(k) tel que
¢(wo, o) # 0, chaque racine yo € k de P(wy, to,Y) vérifie P} (wo, to, yo) # 0 et
donc est une racine simple de P(wp,tp,Y). D’apres le lemme 2.6.4, lui-méme
cas particulier du lemme de Hensel (théoreme 1.3.14), la fonction algébrique
y = y(w,T) a un développement dans k(yo)[[T — to,w — wp]] de la forme

Y= Z Z cij(w — wo) (T — to)!
i>0 j>0
ot les coefficients ¢;; sont dans k(yp).

Notons U l'ouvert de Zariski de A? défini par ¢(w,t) # 0. Soient (wg,ty) €
U(k), m > 1 un entier, \g € k et t = t(w) = to + Ao(w — wp)™. Supposons que
P(w,t(w),Y) a une racine y; = y(w) € k(w), soit

P(w,t(w),y(w)) =0

Comme 'anneau klw| est intégralement clos et que P est unitaire en Y,

nécessairement y; € k[w|. Mais alors, en substituant wp & w, on obtient, en

posant yp = y(wo)
P(wo,to,y0) =0
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Soit y = y(w,t) € k[[T — to,w — wp]] un développement en séries formelles
associé a (wp,to) € U. En y substituant ¢(w) a ¢, on obtient un développement

dans k[[w — wo]] de y; ©®

0= 3 T el — e = 3 e o) )

i>0 j>0 v=0

ol ¢,(Ag) est la valeur en Ag du polynéme (en la variable \)
Cv()‘) = Z cv—mh,hAh
h

lequel ne dépend que de y, tg et wp mais pas de Ag.

Le degré dp par rapport a la variable w du polynéme P(w, t(w),Y") dépend a
prioride Ag, to et wp mais peut étre majoré par une constante Ag ne dépendant
que de P et m (& savoir le degré par rapport a la variable w du méme polynome
mais avec Ao, to et wy remplacés par des variables). Comme il y a un nombre
infini de coefficients ¢;; non nuls (sinon y = y(w,T') serait une racine dans
k(w,T) de P(w,T,y) = 0), il existe vg > Ag tel que ¢, (A) # 0. Choisissons
Ao € k en dehors de 'ensemble fini des racines de ¢,,(\). Si comme nous ne
supposons,

w(@) =3 e (h0)(w — wo)"
v=0

est un polyndéme, alors il a un pole d’ordre > vy au point co. Or la fonction
yt(w), parce qu'elle satisfait P(w,t(w),y:(w)) = 0, ne peut avoir de pdle au
point oo d’ordre > dg; plus précisément l'ordre du pdle en co est inférieur
ou égal au degré en 1/w du coefficient dominant g, (dans k[1/w]) de tout
polynéme Q € k[1/w,Y] satisfaisant Q(y;(w)) = 0 (¥)). On obtient donc la
contradiction cherchée.

On peut conclure que, pour tout (wg,tp) € U, pour tout entier m > 1 et
pour tout Ag € k sauf un nombre fini, on a t(w) =ty + Ao(w — wp)™ € Vj. Si
plusieurs polynoémes P, ..., P, (satisfaisant les mémes hypothéeses que P) sont
donnés et que Uy, ..., U, sont les ouverts de Zariski associés comme ci-dessus,
on a que pour tout (wo,tog) € (\i=; Ui, pour tout entier m > 1 et pour tout
Ao € k sauf un nombre fini, on a t(w) =to + Ao(w —wo)™ € Vp _ p . O

()Le développement obtenu dans k[[w — wo]] est bien un développement de y: car son terme
constant vaut yo = y¢(wo) (et que yo est une racine simple de P(wo,to,Y).
n—1

©Déduire de Q(y:(w)) = 0 que, si ordas(y:) < 0, alors ordes(gnyr) > ordec(y; 1), ce qui
donne ordes (y¢) < —ordes(gn) < do.
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9.4. Corps hilbertiens et non hilbertiens : récapitulatif
9.4.1. Corps hilbertiens. —

9.4.1.1. Propriétés de conservation par extension. — L’énoncé suivant
récapitule les résultats obtenus. Les énoncés (a), (b) et (c) s’obtiennent en
joignant les théoremes 5.2.4, 9.2.1 et 9.3.1; (c) et (d) reprennent les théoremes
de Haran, Weissauer et Kuyk vus au §9.2.2 .

Théoréme 9.4.1. — (a) Toute extension de type fini d’un corps hilbertien
est un corps hilbertien.

(b) Tout corps de type fini sur Q est un corps hilbertien.

(¢) Toute extension transcendante (de degré de transcendance > 0) de type
fini d’un corps quelconque est un corps hilbertien.

(d) Toute extension abélienne K d’un corps hilbertien k est un corps hilbertien.

(e) Soient k un corps hilbertien, K1/k et Ko/k deux extensions galoisiennes
de K. Soit K un corps intermédiaire entre k et le compositum K1 Ko tel que
K ne soit contenu ni dans K1 ni dans Ky. Alors K est un corps hilbertien.

Nous donnons en complément, sans démonstration, d’autres exemples de
corps hilbertiens.

9.4.1.2. Corps avec une formule du produit. — Soit K un corps. Une valeur
absolue v sur K est dite bien se comporter avec les extensions finies si pour
toute extension finie E/K, on a [E: K| =}, /,[Ew/Ky]. Elle est dite propre
si de plus, elle est non-triviale et si, dans le cas ou K est de caractéristique
0, sa restriction a Q est soit triviale, soit la valeur absolue usuelle, soit la
valeur absolue p-adique pour un nombre premier p (normalisée de telle sorte

que [pl, =p~t).

Définition 9.4.2. — Supposons qu’il existe un ensemble Mg de valeurs ab-
solues propres de K satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Deux valeurs absolues distinctes dans Mg sont non équivalentes (i.e., in-
duisent des topologies non équivalentes sur K, voir §1.3.4).

(ii) pour tout x € K, on a |z|, = 1 pour tout v € Mk sauf un nombre fini.
(iii) 11 existe une famille (d,)yenr, d’entiers d, > 0 telle que pour tout = € K,
z#0,0na[[,cp, |z|de = 1.

On dit alors que K est un corps avec une formule du produit.
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Exzemple 9.4.3. — (1) Le corps Q est un corps avec une formule du produit
pour Mg ’ensemble de toutes les valeurs abolues | |, de Q p = 00) (normalisées

de fagon usuelle). Pour tout z € Q, z # 0, on a [ | |z|, = 1.

pEMQ
(2) Le corps k(T) avec k corps arbitraire est un autre exemple. Pour tout
polynoéme irréductible P € k[T, la valuation P-adique associée (§1.3.3) définit
—deg(P) o ¢ > 1 est
un nombre réel fixé. On définit aussi la valeur absolue infinie par |f/gloc =
cdea(f)—dee(9) (f ¢ e Ek[T]). Notons M,y 'ensemble de ces valeurs absolues
sur k(T). Pour tout z € k(T), x # 0, on a HveMk(T) ||, = 1.

une valeur absolue qu’on normalise en posant |P|p = ¢

(3) On montre que toute extension finie d'un corps avec une formule du pro-
duit est un corps avec une formule du produit. En conséquence, les corps de
nombres, les extensions transcendantes (de degré de transcendance > 0) de
type fini d’'un corps quelconque sont des corps avec une formule du produit.
Voir [Lan83, chapter 2|, [FJ04, §15.3] pour plus de détails.

Pour les corps avec une formule du produit, on a le résultat suivant, du a
Weissauer [FJ04, §15.3].

Théoréme 9.4.4. — Tout corps muni d’une formule du produit est un corps
séparablement hilbertien.

Ce résultat contient les énoncés (b) et (c) du théoreme 9.4.1 sur les corps de
type fini sur Q et les extensions transecendantes pures de type fini sur un corps.
Il redonne en particulier que tout corps global (i.e., soit un corps de nombres,
soit une extension de type fini d’un corps fini de degré de transcendance 1) est
un corps hilbertien.

9.4.1.8. Corps de séries formelles.— Si k est un corps arbitraire, I’anneau
E[[X1,...,Xy]] des séries formelles en les indéterminées X7, ..., X, et a coef-
ficients dans & (§1.3.12) un anneau local integre. Son corps des fractions, le
corps des séries formelles, se note k((X1,...,Xy)).

Théoréme 9.4.5 (Weissauer). — Sin > 2, le corps des séries formelles
E((X1,...,X5)) est un corps hilbertien.

Nous renvoyons a [FJ04, §15.4]. Rappelons que le corps k((X)) (n = 1)
est un corps hensélien (pour la valuation discreéte X-adique) et donc n’est pas
hilbertien.
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9.4.2. Corps non hilbertiens. — Les corps ci-dessous ne sont pas des
corps hilbertiens.

e les corps algébriquement clos.

e le corps R des nombres réels et les corps Q, des nombres p-adiques, et plus
généralement les corps henséliens pour une valuation (exemple 9.0.1).

e le corps QY des nombres algébriques totalement réels : pour P(T,Y) =
Y2—-1—-T2% onaHp=0.

e pour tout nombre premier p, le corps Q7 des nombres algébriques totalement
p-adiques, défini comme 'ensemble de tous les nombres algébriques dont tous
les conjugués sont dans (une copie fixée de) Q,,, ou de facon équivalente comme
la plus grande extension galoisienne de Q contenue dans Q,. Pour P(T,Y) =
Y2—pT/(T+1)—1sip#2et P(T,Y)=Y3-2T/(T+1)—1sip=2,0na
Hp =0 (voir exemple 9.0.1).

e la cloture pythagoricienne d'un corps. Un corps k est dit pythagoricien si
toute somme de deux carrés dans k est un carré dans k. L’intersection de
toutes les extensions algébriques pythagoriciennes d’un corps kg est un corps
pythagoricien appelé cloture pythagoricienne de k. Si P(T,Y) = Y2 -T2 -1,
alors Hp = (). On peut généraliser cela aux clotures p-fermattiennes (remplacer
2 par p), qui ne sont pas non plus des corps hilbertiens [Des01].

e pour tout nombre premier p, tout corps k et tout polynéme ¢(7) € k[T]\ k,
le corps obtenu comme réunion dans k des corps k, définis inductivement par :
ko = k et kn41 est le corps engendré sur k, par toutes les racines p-iemes des
éléments ¢(t) ou t décrit ky,. Pour P(T,Y) =YP? —¢(T), on a Hp = (.

9.5. Application a la recherche de courbes elliptiques de rang élevé

L’application principale du théoreme d’irréductibilité de Hilbert concerne
la théorie de Galois. Grace aux théoremes de spécialisation du chapitre 77
(théoreme 2.6.1 et 2.6.3), on sait que, si N/k(T) est une extension galoisienne
finie de groupe G et que k est un corps hilbertien, alors il existe un point
to € A" (k) (il en existe en fait un ensemble Zariski-dense) tel que I'extension
résiduelle (ou spécialisée) N, /k est également galoisienne de groupe G.

Cet argument est un ingrédient fondamental de I'approche moderne du
Probleme Inverse de Galois. Nous renvoyons aux chapitres 2 et au chapitre
4 ou cette application est développée. Nous allons donner d’autres applica-
tions du théoreme d’irréductibilité de Hilbert :

- & la recherche de courbes elliptiques de rang élevé, dans cette section,
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- a la géométrie, dans la section suivante,
- & la factorisation des polynomes, dans le chapitre suivante (§10.6).

9.5.1. Théoréme de Mordell-Weil. — Pour cette sous-section, nous ren-
voyons a [Sil86] pour plus de détails.

Il y a diverses définitions de la notion de courbe elliptique sur un corps
K. Nous partirons ici du modeéle de Weierstrass : pour un corps K de ca-
ractéristique différente de 2 et 3 (V) une courbe elliptique E sur K peut étre
définie comme une courbe projective d’équation

3

Y’z =2® — gowz® — g32®

oll g2, g3 sont deux éléments de K tels que le polynéme x2 — goxr — g3 a 3 racines
distinctes, i.e., 4g5 — 27g3 # 0. Pour z = 1, on obtient une équation affine de
la courbe elliptique : E’ : y?> = 2% — gox — g3. Pour z = 0, on obtient le seul
point & l'infini de E : le point (0, 1,0), noté oco. On a donc, ensemblistement,

E = Spec(K[X,Y]/(y* — (z* — gaz — g3)) U {oo}

La condition sur gs, g3 est équivalente a la lissité de la partie affine. Le point co
est également un point lisse de F : un ouvert affine contenant co est d’équation
z = 2% — gawz — g32°, avec x(c0) = z(oo) = 0. La courbe elliptique E est
donc une cubique projective lisse; cela peut étre une définition possible des
courbes elliptiques : via des transformations élémentaires, on montre que toute
cubique lisse projective a un modele de Weierstrass comme ci-dessus (pour K
de caractéristique # 2, 3).

11 existe une loi de groupe sur E(K) = E'(K) U {oc}. Elle est définie de la
facon suivante. Pour a,b € E'(K) C A%(K), il existe un unique troisieme point
c(z,y) € E(K) sur la droite passant par a et b; le point a + b est alors défini
comme le point de coordonnées (x, —y), i.e., le symétrique de ¢ par rapport
a 'axe des z. Cette définition demande quelques ajustements : par exemple,
quand a = b, par droite passant par a et b, il faut comprendre la tangente a a ;
si la droite (ab) est parallele & ’axe Oy et ne coupe pas E'(K) en un troisieme
autre point, on prend ¢ = oo et a+b = 00, etc. Le point co est 1’élément neutre
de cette loi et, pour tout point a = (z,y) € E'(K), I'élément symétrique est
le point —a = (x, —y). On note additivement cette loi, qui est commutative.
Il existe des définitions plus intrinseques de la loi.

(M Pour les caractéristiques 2 et 3, il existe aussi des modeles de Weierstrass mais les équations
sont plus compliquées (¢f. [Sil86]).
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On peut écrire explicitement les formules d’addition pour cette loi. Elles
sont données par des fractions rationnelles en les coordonnées des points a et
b a coefficients dans Q(g1, g2) (ou @ est le corps premier). On montre qu’elles
définissent un morphisme algébrique £ x F — FE.

Muni de cette loi, 'ensemble E(K) a une structure de groupe. Le théoréme
de Mordell-Weil qui donne la structure de ce groupe est un résultat central de
la géométrie diophantienne. Voir par exemple [Lan83, chapter 6].

Théoréme 9.5.1. — Si K est un corps de type fini sur son corps premier,
alors, E(K) est un groupe abélien de type fini. C’est-a-dire, il existe r points
ai,...,a, € E(K) linéairement indépendants sur 7 tels que

E(K)=Tor(E(K))+Za1 @ --- ® Zay,
ot Tor(E(K)) est le sous-groupe (fini) de torsion de E(K).

L’entier r > 0 est appelé le rang de la courbe elliptique sur K et noté rgy (E).
Un probleme classique est de demander s’il existe des courbes elliptiques sur
Q de rang arbitrairement grand. Le record actuel ne dépasse pas 30.

Pour trouver des courbes elliptiques de rang élevé, la stratégie est de
construire des courbes elliptiques sur le corps Q(X71, ..., Xn) et de spécialiser
ensuite les indéterminées X1, ..., Xy dans Q. Nous allons montrer en utilisant
le théoreme d’irréductibilité de Hilbert qu’il existe des spécialisations pour
lesquelles le rang ne chute pas.

9.5.2. Spécialisation. — Supposons donnée une courbe elliptique E sur
un corps K = k(Xi,...,Xn) avec k de type fini sur son corps premier (de
caractéristique # 2, 3), i.e., une cubique projective lisse d’équation

yzz =% - gQ(X)a:z2 — gg(X)z3

avec g2(X), g3(X) € k(X). Notons U I'ouvert de A} défini par les conditions :
ga2(x) et g3(x) sont définis, 4go(x)3 —27g3(x)? # 0 et les formules d’addition sur
E se spécialisent en x. Pour tout x € U(k), Péquation y?z = 23 — go(x)22? —
g3(x)z3 définit une courbe elliptique Ex sur k et les formules d’addition sur
E s’obtiennent par spécialisation a partir de celles sur FE.

Posons G = E(K) [resp. G' = E'(K)] et Gx = Ex(k) [resp. Gy = Ei(k)].
Pour tout a = (z,y) € G’ tel que les coordonnées affines z,y € K =
kE(Xy,...,XnN) se spécialisent en x, i.e., dont x n’est pas un pole, le point
spécialisé a(x) est un point de G%. De plus, les formules d’addition (telles que
données dans [Sil86, pp.58-59] par exemple) donnent que
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(*) si les coordonnées de a,b € G' se spécialisent en x et si a(x) # +b(x),
alors (a+b)(x) = a(x)+b(x). D’autre part, si 2a # oo et si les coordonnées de
2a se spécialisent en x, alors (2a)(x) = 2a(x). Si 2a = 0o alors 2a(x) = 00 ;
plus généralement, si ka = oo, alors ka(x) = oco.

Expliquons comment définir un morphisme de spécialisation
ox 1 G — Gx

On écrit une décomposition du groupe abélien de type fini G en somme de
sous-groupes monogenes et on choisit un générateur de chacun des facteurs.
Quitte a retirer a U un autre fermé propre de Zariski, on peut supposer que
les coordonnées affines de ces générateurs g, ..., gy € G’ se spécialisent, pour
induire des points de G’ pour tout x € U. On peut aussi supposer que tous
les multiples kg; (k € Z) distincts de oo de ceux de ces générateurs qui sont
d’ordre fini se spécialisent en x et qu’alors (kg;)(x) = kgi(x). Cela entraine que
les générateurs d’ordre fini se spécialisent nécessairement en des éléments de
Gx d’ordre inférieur, et en fait égal (puisque (kg;)(x) € G = (kg;)(x) # 0).
L’application de spécialisation définie sur les générateurs g1, . . . , g se prolonge
alors en un homomorphisme de spécialisation px : G — Gx. De plus, on vérifie
que, pour tout a € G’, si x n’est pas un pole des coordonnées affines de a et
si donc a induit un point a(x) € G’ par spécialisation, alors a(x) = px(a).

Théoréme 9.5.2 (Néron). — Supposons en plus k de caractéristique 0.
Alors il existe une partie hilbertienne H de K" et un ouvert de Zariski non
vide V.C U tels que pour tout x € HNV, on a rg,(Ex) > rgg(E). En
particulier, si k est un corps hilbertien, il existe des courbes elliptiques Ex sur
k de rang > rgp (E).

Démonstration. — Considérons ’ensemble T' de tous les points a € Tor(G) \
{o0}. Ona T C G\ {oo}. On a supposé plus haut qu’aucun point x € U n’est
un pole d’une coordonnée affine d’'un point de 7'. Le morphisme @y est alors
injectif sur Tor(G). Le noyau ker(¢x), qui est un groupe abélien de type fini
(comme sous-groupe de G' qui est abélien de type fini), est donc sans torsion.
Le reste de la preuve consiste a montrer que, pour x dans une certaine partie
hilbertienne H, on a ker(¢x) = 2ker(px); cela entrainera ker(px) = {0} et
donc 'inégalité annoncée sur les rangs.

Nous utiliserons le fait suivant de la théorie des courbes elliptiques [Sil86,
p.89] :
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(*) Etant donnée une courbe elliptique € sur un corps k, si o € €(R) et n > 1
est un entier premier & la caractéristique de k, alors il existe exactement n’

points distincts aq,...a,2 € €(R) tels que noy; = a, i = 1,...,n>.

et celui-ci qu’on va déduire du lemme 2.1.6

(**) Etant donné un sous-ensemble fini F C E'(K), notons Ap l'anneau en-
gendré sur k[X]| par l’ensemble F des coordonnées affines des points de F'.
Alors, pour tout x dans un ouvert de Zariski Vp C U, le morphisme de
spécialisation k[X] — k envoyant X sur x se prolonge en un morphisme
oL Ap — k. De plus, si K(F) désigne le corps des fractions de Ap, le mor-
phisme d’anneau @t induit un morphisme de groupe ¢ : E(K(F)) — Ex(k),
qui est injectif sur F.

Pour démontrer (**), on note d’abord que, quitte & grossir F', on peut sup-
poser que F consiste en une réunion finie d’ensembles d’éléments K-conjugués
de K, i.e., d’orbites sous Gal(K/K). Chacune de ces orbites correspond &
un polynéme irréductible dans k(X)[Y] et sans racine multiple dans k(X)
(a savoir le polynéme minimal commun de tous les éléments dans l'orbite).
Le lemme 2.1.6 fournit le morphisme @ : Ar — k. On en déduit le mor-
phisme E(K(F)) — Ex(k) de la méme facon que plus haut on a construit
vx : G = Gy : il s’agit seulement d’étendre la construction a I’extension finie
K(F) de K.

Le morphisme ¢y : G — Gx induit un morphisme

By 1 G/2G — Gy /2Gx

L’ensemble G/2G est fini (en conséquence de Mordell-Weil). Pour tout
a € G/2G non nul, choisissons un représentant a € G \ 2G de a. Notons
F; Iensemble fini de tous les points a; € E(K), tels que 2a; = a, i = 1,...,4,
ou a décrit G/2G \ {0}. Supposons ensuite que x soit dans 'ouvert Vg, et
considérons un morphisme $%2 : Ap, — k comme dans (**) ci-dessus. Pour
tout @ € G/2G non nul, comme a ¢ 2G, pour tout i = 1,...,4, 'une des
deux coordonnées affines de a;, disons &7, n’est pas dans k(X). Notons Hs la
partie hilbertienne de k" associée a ’ensemble des polynémes minimaux sur
k(X) des €%, i = 1,...,4, a € G/2G \ {0}. Soit x € Hy N Vg,. Pour tout
a € G/2G non nul, les éléments pr2(a;), i = 1,...,4, sont les 4 points de
Ex(k) qui donnent ¢, (a) par multiplication par 2, et aucun d’eux n’est dans
Ex(k), et donc, ¢,(a) ¢ 2Gx. Conclusion : pour x € Hy N Vp,, le morphisme

©, est injectif.
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Notons Gy [resp. Gx 2] I'ensemble des points de 2-torsion dans G [resp. Gx].
Le morphisme ¢y induit un morphisme

Px : G2 — GX’Q

Comme Gy C Tor(G), ce morphisme est injectif. Nous allons voir que, pour x
convenablement choisi, ¢’est un isomorphisme. Notons E} = E}(K) I’ensemble
des 3 points de 2-torsion non triviaux oo; € E(K), i = 1,2, 3 (notation comme
dans (*)). Supposons ensuite que x soit dans l'ouvert VEy et considérons un
morphisme @fé D Apy — k comme dans (**) ci-dessus. Le morphisme induit
@fé : B U{oo} = (Ex)2(k) & valeur dans le groupe des 4 points de 2-torsion
de Ex(k) est une bijection : il est injectif d’apres (**) et les deux ensembles
ont méme cardinal. Comme dans le paragraphe ci-dessus, on peut construire
une partie hibertienne H} telle que pour tout x € H) N VEy, st 0o; ¢ E(K),
alors pZ2(00;) ¢ Ex(k) (i = 1,...,3). Conclusion : pour x € H, N Vg,, le
morphisme ¢y : Go — Gx2 est surjectif; et I'injectivité résulte de celle de
P2t By U {oo} = (Ex)a(R).

Posons alors V' = Vi, NV et H = Hy N Hj. Soit x € VN H. Soit u dans
le noyau ker(yp,) du morphisme px : G — Gx. On a alors px(u) = 0 € 2Gx.
D’apres ce qui précede, on peut écrire u = 2v avec v € (. Mais alors de
ox(u) = 0, on déduit que px(v) € Gx2. D’apres le paragraphe précédent, il
existe v’ € G tel que px(v) = px(v'). Mais alors on a 2(v—v") = u € 2ker(p,).
On a donc bien montré que ker(¢,) = 2ker(yz), ce qui nous restait a établir
pour démontrer le théoreme 9.5.2. O

9.5.3. Courbes elliptiques de rang > 9. — Le résultat suivant est di a
Néron. Nous renvoyons a [Ser97| pour plus de détails sur la preuve que nous
esquissons ci-dessous.

Théoréme 9.5.3. — Il existe des courbes elliptiques sur Q de rang > 9.

Démonstration. — On part de 9 points A4; = (X;,Y;) (¢ = 1,...,9) du
plan affine A2, dont les coordonnées sont 18 indéterminées (algébriquement
indépendantes sur Q). 1l existe une unique cubique projective E passant par
ces 18 points : cette condition définit en effet 9 équations en les 10 — 1 = 9
coefficients d’une cubique donnée a priori, a constante multiplicative pres; le
systeme linéaire est cramérien.

Soit K le corps de définition de E, c’est-a-dire, le corps engendré sur Q
par les 9 coefficients définissant 1’équation de E. On a a priori Ko C K =
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Q(X1,Y1,...,X9,Yy). Par construction, les points Aj,..., Ag sont 9 points
K-rationnels sur F.

Notons m [resp. n| le degré de transcendance de Ky sur Q [resp. le degré de
transcendance de K sur Kp|. On a
e m <9 :le corps Ky est engendré sur Q par 9 coefficients,
en <9 :lecorps Ko(X;,Y;) est de degré de transcendance 1 sur Ky, pour
chaque i =1,...,9,

e m+n = 18 : m-+n est le degré de transcendance sur Q de Q(X1,Y7,..., X9, Yy).
On obtient donc m =n = 9.

De m = 9 on déduit que F est la cubique “générique”, c’est-a-dire celle dont
les 9 coefficients donnés a constante multiplicative pres sont 9 indéterminées ;
en particulier, la cubique E est lisse et définit une courbe elliptique sur le
corps K. De n =9, on déduit que les 9 points Ay, ..., Ag sont Z-linéairement
indépendants comme K-points de la Ky-courbe elliptique E. On a donc
rgg(Ex) > 9 (o Ex = E ®k, K est la K-courbe elliptique obtenue par
extension des scalaires de Ky & E). La conclusion souhaitée s’obtient alors
par spécialisation du corps K dans Q, grace au théoreme 9.5.2. O

9.6. Application a la géométrie

9.6.1. Fibres irréductibles d’un morphisme fini. — Soient B un an-
neau integre et A un sous-anneau tels que B soit un A-module de type fini.
On suppose de plus que A (et donc B aussi) est une algebre de type fini sur un
corps k parfait. On suppose aussi que B (et donc A aussi) est géométriquement
integre. Géométriquement, cela revient a se donner un morphisme fini f :
V — U entre deux k-schémas affines de type fini géométriquement integres.
La correspondance se fait en posant V' = Spec(B) et U = Spec(A); f est
le morphisme de restriction. Pour tout corps k' contenant k, on pose Vi =
Spec(B ®y k') et Uy = Spec(A ® k') et frr : Vo — Up le morphisme de
restriction.

Soit a un point fermé de Uy (un point géométrique). On sait (??) que ce
point est déterminé par (i.e., est le seul au-dessus de) sa restriction a Uy ).
On dira que la fibre f~'(a) est irréductible sur le corps k(a) s’il n’existe qu'un
seul point (fermé) b de Vj(,) au-dessus de a vu comme point fermé de Uy,
Cela revient & dire que les points géométriques de V' au-dessus de b sont k(a)-
conjugués (proposition 77 ).
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Proposition 9.6.1. — Supposons que k soit un corps hilbertien de ca-
ractéristique 0. Alors l’ensemble des points géométriques a € Uy tels que la
fibre f=1(a) est irréductible sur k(a), est Zariski-dense dans U.

Remarque 9.6.2. — Pour A de la forme A = k[Ty,...,T;], la proposition
9.6.1 résulte immédiatement de la définition de “k hilbertien”. De plus, on a
dans ce cas une conclusion plus forte : “points géométriques a € Ur” peut étre
remplacé par “points fermés k-rationnels a € U”.

Démonstration. — Notons k(U) et k(V') les corps de fonctions de U et V :
k(U) = Frac(A) et k(V) = Frac(B). Soient T = {T1,...,7,} C k(V) une
base de transcendance de k(V') sur k et y un élément primitif de ’extension
finie (séparable®) k(V)/k(T); on peut aussi choisir y entier sur k[T]. Notons
p(T,Y) € k[T, Y] le polynéme minimal de y sur 2 = k(T).

Pour démontrer le résultat on peut remplacer U par un ouvert U’ et V par
son image réciproque V' par f. Notons A € k[T] le discriminant de la k(T)-
base 1,7,...,yVN "tde k(V) (ot N = [k(V) : k(T)]). D’apres le théoreme 2.2.6,
le localisé Ba coincide avec la fermeture intégrale de k[T]ac dans k(V).
Quitte a remplacer V' par 'ouvert V/ = Spec(Ba~), U par U’ = Spec(Aa)
et k[T] par k[T]|a, on peut supposer que B est égal a la fermeture intégrale
de Q dans k(V).

D’apres le théoreme 2.6.1 (ou le théoreme 2.6.3), il existe une partie hil-
bertienne Hp et un ouvert de Zariski non vide O de k" tels que, pour tout
t € HpNO, il n’existe qu'un seul idéal maximal Q de B au-dessus de t lequel
vérifie [B/Q : k] = [k(V) : k(T)]. A fortiori, QN A est le seul idéal maximal
de A au-dessus de t et on a [A/(QNA): k] = [E(U) : k(T)]. On en déduit que
[B/Q:(QNA)]=[k(V): k).

Notons a un point géométrique sur Uz au-dessus de Q N A € U. Soit P
un idéal maximal de Vj,(,) au-dessus de a (vu comme point de U k(a)), et donc
au-dessus de Q € V. Le corps résiduel de P s’obtient a partir de celui de Q par

() ’extension est séparable car on est en caractéristique 0. Plus généralement, cela est
vrai sous l’hypotheése “k parfait”. Si on veut se dispenser de cette hypothése (que nous
faisons ici pour étre en cohérence avec le §?7), on peut supposer seulement que ’exten-
sion k(V)/k est séparable au sens des extensions de type fini (e.g. [Lan78, chapter X §6]),
c’est-a-dire, qu’elle admet une base de transcendance T séparante, i.e., telle que, comme ci-
dessus, k(V)/k(T) soit séparable. Or, cette hypothese est en fait contenue dans 'hypothése
“B géométriquement intégre” (proposition ??). Outre l'existence d’un élément primitif pour
Pextension k(V)/k(T), la séparabilité est utilisée pour garantir l'existence d’une cléture
galoisienne et donc pouvoir se placer dans la situation des théoréemes 2.6.1 et 2.6.3.
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extension des scalaires a k(a). Comme k(a) = A/(QNA) est contenu dans B/Q,
on obtient que (B & k(a))/P est de degré [k(V) : k(U)] sur k(a). Comme U
et V sont géométriquement integres, ce degré vaut aussi [k(a)(V) : k(a)(U)].
Conclusion : il n’existe qu'un seul point (fermé) b de Vi(a) au-dessus de a
vu comme point fermé de Uy, (car la somme des degrés résiduels est <
[k(a)(V) : k(a)(U)] (cf. remarque 2.6.2)).

L’ensemble des points géométriques a obtenus de cette fagon est Zariski-
dense puisque ce sont tous les points fermés de Uz au-dessus d’un point t de
I’ensemble Hp N O, lequel est Zariski-dense. ]

Remarque 9.6.3. — Dans la preuve on montre le fait suivant qui mérite
d’étre dégagé :

(*) Pour tout a € Uy sauf dans un fermé propre de Zariski, la fibre f~Ha)
est drréductible sur k(a) si et seulement si les points géométriques b € Ve
au-dessus de a sont de degré sur k(a) égal a [k(V) : k(U)] (ils sont alors
automatiquement k(a)-conjugués).

9.6.2. Corps de définition des schémas affines. — Soit A un anneau qui
est aussi une algébre sur un corps parfait &, de type fini. De fagon équivalente,
U = Spec(A) est un k-schéma affine de type fini.

Proposition 9.6.4. — Supposons que k soit un corps hilbertien et que U
soit géométriquement intégre. Alors si ' est une extension finie de k telle
que F' C k(a) pour tout point fermé de U, alors nécessairement F = k. En
conséquence, l'intersection des corps de définition des points fermés de U est
le corps k.

Ce résultat devient faux si k n’est pas supposé hilbertien : toute courbe
affine définie sur £k = R qui n’a pas de points réels fournit un contre-exemple.

Démonstration. — Soient T = {T1,...,T,} C k(U) une base de transcen-
dance de k(U) sur k et y un élément primitif entier (sur k[T]) de I'extension
finie séparable k(U)/k(T). Notons p(T,Y) € k[T,Y] le polynéme minimal
de y sur k(T). De ’hypothese “A géométriquement integre, il découle que p
est absolument irréductible, i.e., irréductible dans k[T,Y] (proposition ??);
en particulier, il est irréductible dans F[T,Y]. Le corps F' étant hilbertien
(comme extension finie d’un corps hilbertien), I’ensemble des t € k" tels que
p(t,Y) est irréductible dans F[Y] est Zariski-dense. Pour ces points t vus
comme points fermés de A’., notons a¢ un point fermé de Up au-dessus de t.
Sauf peut-étre pour certains de ces t dans un fermé propre de Zariski, on a que
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I'extension résiduelle F'(at)/F est de degré degy (p). Mais alors, si (a¢) est le
point fermé de U obtenu par restriction de ay (qui est au-dessus de t € A7, on
a alors nécessairement [k((at)r) : k] = degy (p). On en déduit que les exten-
sions k((at)r)/k et F/k sont linéairement disjointes. D’apres I’hypothese sur
F', cela n’est possible que si F' = k.

La seconde partie de I’énoncé se déduit aisément : noter simplement que,
les corps de définition des points fermés de U étant des extensions finies de k
(proposition ?7), 'intersection des corps de définition des points fermés de U
est a priori une extension finie de k. ]

9.7. Notes du chapitre 9
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10.1. Densité asymptotique des ensembles hilbertiens

Le but de cette section est d’améliorer I’estimation asymptotique du nombre
d’entiers < B dans une partie hilbertienne que nous avons établie au §5.2.3.
Pour cela nous utiliserons le théoréme de Siegel sur les points entiers d’une
courbe algébrique. Nous commencons par rappeler I’énoncé de ce résultat, que
nous utiliserons aussi au §10.2.

10.1.1. Le théoréme de Siegel. — On fixe un corps de nombres K et un
polynéme P € K[T,Y] absolument irréductible. On note C' C A? la courbe
affine d’équation P(t,y) = 0. Pour tout corps k& O K, on note k(C) le corps
de fonctions de C sur k et C(k) I'ensemble des points k-rationnels sur C :

{ k(C) = Frac (k[T, Y]/(P(T,Y)))
C(k) ={(t;y) € k x k[ P(t,y) = 0}

Nous renvoyons a la section 6.3 (notamment au §?7?) pour la construction
du modele projectif lisse de C' et au §6.1.3 (notamment le §6.1.3.1) pour la
correspondance entre places du corps k(C) et points de C(k).

Théoréme 10.1.1. — Soit S un ensemble fini de places de K contenant les
places archimédiennes de K et f € K(C). Supposons qu’il eziste une infi-
nité de points (t,y) € C(K) tels que |f(t,y)l¢ < 1 pour tout £ ¢ S. Alors
nécessairement C est de genre g = 0, c’est-a-dire, le corps K(C) est une e-
tension transcendante pure de K, et de plus, la fonction f a au plus 2 péles
sur le modéle projectif lisse de C(1).

Plus précisément, on est forcément dans l'un des deux cas suivants :
ler cas : il existe x € K(C) tel que K(C) = K(x) et f € K|[z].
2¢me cas : il existe x € K(C) et une extension quadratique réelle Ky /K tels

que K(C) = K(z) et f(t,y) = o(x)/z" avec p(x) € Kilz], ¢(0) # 0 et
deg(p) > s > 0.

Nous renvoyons a [Lan83] pour une démonstration de ce théoreme. En
prenant K = Q, f =T et S I’ensemble réduit a la place archimédienne oo de
Q, on obtient le résultat classique suivant.

(U Cette condition peut s’exprimer de facon purement arithmétique : si z un élément primitif
de l'extension finie K(C)/K(f) et M € K(f)[Y] le polynéme minimal de z sur K(f), alors
M a au moins 2 facteurs irréductibles distincts dans I'anneau K ((1/f))[Y].
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Corollaire 10.1.2. — Si la courbe C : P(t,y) = 0 avec P € Q[T,Y] est
de genre g # 0, alors il n'existe qu’un nombre fini de solutions (t,y) € Z? a
I’équation P(t,y) = 0.

Dans son article, Siegel donnait aussi le corollaire suivant.

Corollaire 10.1.3. — Soit g(T) € Z[T] un polynéme non nul ayant au
moins deux racines complexes distinctes. Alors le plus grand facteur premier,
noté p(g(m)), de g(m), ot m € Z, tend vers l'infini quand m — oo.

Démonstration. — Supposons le contraire, ¢’est-a-dire, qu’il existe un nombre
réel A et une suite infinie (my,),, d’entiers telle que p(g(m,)) < A pour tout n.
Notons alors S I’ensemble des places de QQ correspondant aux nombres premiers
< A ou & oco. Considérons la courbe C = Al (de corps de fonctions Q(T))) et
la fonction f =T + WlT)' La fonction 7" a un pole (le point co € C' = P!) et
la fonction 1/¢g(T) en a au moins 2 (correspondant aux 2 zéros distincts de
g(T)); la fonction f a donc au moins 3 poles sur C. D’apres le théoréme de
Siegel, seulement un nombre fini des m,, peuvent vérifier |f(my)[; < 1 pour
tout £ ¢ S'; a fortiori seul un nombre fini des m,, peuvent vérifier |g(my)[; = 1
pour tout ¢ ¢ S, c’est-a-dire, avoir tous leurs facteurs premiers < A; c’est la

contradiction désirée. ]

10.1.2. Densité asymptotique. —

Théoréme 10.1.4. — Pour toute partie hilbertienne H de Q, le nombre
d’entiers dans H°N [—B, B] est un O(v/B) (ou H® désigne le complémentaire
de H dans Q et B une variable réelle > 0).

Le théoreme 10.1.4 améliore le théoreme 5.2.9 ott O(v/B) est remplacé par
O(B'%) (pour un 6 > 0). L’exemple du polynéme P = Y2 — T montre que
I’estimation donnée ici est la meilleure possible.

Démonstration. — D’apres la proposition 5.2.5, il existe N polynomes
Q1,...,Qn € Q[T,Y] absolument irréductibles, unitaires en Y, avec
degy (Q;) >2,i=1,...,N, et un ensemble fini tels que

!
Vor...on CHUF
ce qui, en posant Vg, = {t € Q| Q;(¢,Y’) a une racine dans Q}, s’écrit

N
HC| Vo, U F
i=1
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Il suffit donc de montrer que le nombre, noté Ng,, d’entiers dans chacun des
ensembles Vg, N [~ B, B] est un O(vVB), i = 1,..., N. Fixons un indice i et
notons @ = Q;.

La conclusion souhaitée est évidente si V(g est fini. Supposons donc V{, infini.
On peut alors appliquer le théoréeme de Siegel a la courbe C' : Q(t,y) =0 et &
la fonction T, ce qui conduit & distinguer deux cas :

ler cas : il existe x € Q(C) tel que Q(C) = Q(z) et T € Q[z]. La fonction
T s'écrit donc T' = ¢(x) avec ¢ € Q[z]. A un nombre fini d’exceptions, les
T-coordonnées des points (t,y) € C(Q) sont des valeurs du polynéme ¢ en
un point z € Q; de plus, si t est entier, x est de dénominateur borné (par
une constante ne dépendant que de ¢). Evaluer N¢ revient donc a évaluer le
nombre de rationnels x & dénominateur borné tel que |p(z)| < B. Ce nombre

est un O(VB/4) ol
d = deg(p) = [Q(z) : Q(p(x))] = [QC) : Q(T)] = degy (P) > 2

2¢eme cas : il existe z € Q(C') et une extension quadratique réelle K;/Q tels
que Q(C) = Q(z) et T = p(z)/z* avec p(z) = @oz? + - + ¢4 € Kilz],
©(0) # 0 et deg(p) > s > 0.

Le probleme est d’évaluer le nombre de solutions x € Q de I’équation
p(x)/x® =t ou t € Z est un entier quelconque tel que |t| < B. Fixons un
tel entier t. Pour toute place finie £ de K1, on a |p(x)|, < |z|;. On déduit que

e si |x|p < 1,alors |pgle < max(1,|@ole, .- -, |pa_1le)|z|e

e si |x|, > 1,alors |pol¢e < max(1, |p1le, .- -, \gp,ﬂg)ﬁ

Comme @opg # 0, on conclut que ’ensemble des places finies £ telles que
|z|s # 1 est un ensemble fini ne dépendant que de ¢. Plus précisément, il n’y
a qu'un nombre fini (dépendant de ¢) de possibilités pour I'idéal fractionnaire
engendré par x. Il existe donc un ensemble fini F C K tel que x s’écrit

x = &u avec £ € F et u unité de K;

Notons w > 1 I'unité fondamentale de Ki. Alors x est de la forme © = +£w®
avec £ € F et e € Z. Le nombre de ces x tels que |p(z)/z°] < B est un
O(log(B)). O

Remarque 10.1.5. — (a) On peut également donner une estimation pour le
nombre de rationnels t = u/v € Q tels que max(|ul,|v|) < B et t n’est pas
dans une partie hilbertienne H donnée : ce nombre est un O(B). Le principe
de la preuve est similaire, mais il faut remplacer le théoreme de Siegel par le
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théoreme de Mordell-Weil pour le genre g = 1 et par le théoreme de Faltings
sur la conjecture de Mordell pour le genre g > 2() (voir [Ser97, §9.7]).

(b) Il y a des estimations analogues pour le cas plus général des parties
hilbertiennes de K" ot K est un corps de nombres et r > 1 est un entier. Elles
sont dues a S. D. Cohen ; pour K = Q, il montre que pour H partie hilbertienne
de K", le nombre d’entiers dans H¢ N [—B, B] est un O(BT_%)(log(B))“Y pour
un nombre réel v < 1 (voir [Ser97, §13]).

Dans les sections suivantes, on va s’intéresser a des spécialisations de la
variable T' d’un certain type et étudier si on peut en trouver de ce type dans
une partie hilbertienne donnée.

10.2. Progressions géométriques

On s’intéresse ici aux spécialisations de la forme ab™. Les résultats seront
utilisés au §10.3.

10.2.1. Les polynémes P(T™,Y). — Etant donné un corps k et un po-
lynéme P(T,Y) € k(T)[Y] \ k(T'), on définit e(P) [resp. f(P)] comme le plus
petit entier e > 0 tel que P ait une racine [resp. soit totalement décomposé]
dans le corps E((T%)) des séries de Laurent formelles en T%, ou ce qui revient
au méme, tel que le polyndéme P(7°,Y) ait une racine [resp. soit totalement
décomposé] dans le corps k((T)).

Remarque 10.2.1. — (a) En caractéristique 0, le théoréme de Puiseux ga-
rantit 'existence d’un entier f tel que P est totalement décomposé dans le
corps E((T%)), dans ce cas, e(P) et f(P) sont des entiers. En caractéristique
p > 0, il existe des polynémes sans racine dans E((T%)) pour tout entier e > 0,
par exemple le polynéme d’Artin-Schreier P(T,Y) = YP-Y —1/T € F,(T)[Y];
dans ce cas, on a e(P) = f(P) = —o0.

(b) Les entiers e(P) et f(P) ne changent pas si P(T,Y) est remplacé par
P(aT,Y), pour a € k quelconque non nul; leur définition est géométrique.
(c) Si P est irréductible dans k(T)[Y], alors P a une racine dans %(T%) si et
seulement si P a une racine dans E(Tﬁ) si et seulement si P a toutes ses

racines dans E(Tﬁ) 3),

(D Une forme faible du théoréme de Faltings due & Mumford suffit pour le genre > 2.
) Quelques observations utiles pour établir cette équivalence : si P a une racine dans k(T : ),
alors il est totalement décomposé dans E(T%) Tt € E((T%)) entraine que e divise m; si
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(d) Interprétation géométrique. Supposons que P soit irréductible dans
k(T)[Y] et que k soit de caractéristique 0. Il résulte de la description des
extensions finies de k((7)) (théoreme 6.1.1) que l'existence d’une racine
de P dans k((T %)) équivaut au fait que l'un des facteurs irréductibles de
P dans k((T))[Y] est de degré un diviseur de e. Ainsi I'entier e(P) [resp.
f(P)] est le plus petit [resp. le ppcm] des degrés de ces facteurs; d’apres la
correspondance points/places du §6.1.3.1, c’est le plus petit [resp. le ppcm]
des ordres des zéros de la fonction T" sur le modele projectif lisse de la courbe
C : P(t,y) = 0. Si le point ¢ = 0 est non ramifié dans l'extension k(C)/k(T),
alors e(P) = f(P) = 1; rappelons que c’est le cas notamment quand le
polynéme P(ty,Y) a d = degy (P) racines distinctes dans k (§6.1.3.2).

Le role joué par le parametre e = e(P) est révélé par le lemme suivant.

Lemme 10.2.2. — Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) P(T°,Y) est irréductible dans k(T)[Y].

(ii) P(T™,Y) est irréductible dans k(T)[Y]| pour tout entier m > 1.
Démonstration. — Notons P, le polynéme P.(T,Y) = P(T¢,Y). Supposons

que P, soit irréductible dans k(7')[Y]. Soit m > 1 un entier. Par définition de
e, le polynome P. a une racine Y(T) € k((T)). Considérons le diagramme

k(T Y(T™)  ——— K(T,Y(T™))

| |

k(T™) — k(T)
Nous avons
(T, Y(T™)) : k(T™)] = [K(T, Y(T)) : k(T)] = degy (F)

D’autre part, d’apres le critere d’irréductibilité d’Eisenstein, le polynéme X —
T™ est irréductible dans k((7™))[X]. En particulier, nous avons

k(T Y(T™)) - k(T™, Y(T™))] = [K(T) : k(T™)] = m
On obtient donc

[E(T,(T™)) : k(T)] = degy (Fe)

ce qui signifie que P,(T™,Y) = P(T°™,Y) est irréductible dans k(T)[Y]. Il en
découle immédiatement que P(T™,Y") est irréductible dans k(T")[Y]. O

K est un corps contenant les racines m-iemes de 'unité et a € K, les sous-extensions d’une
extension kummérienne K( %/a)/K sont de la forme K({/a)/K) avec d|m.
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On peut démontrer le résultat plus précis suivant en utilisant le lemme de
Capelli dont nous rappelons préalablement 1’énoncé (voir [Lan78, VIII, §9,
théoréme 16| pour une preuve).

Lemme 10.2.3. — Si K est un corps quelconque, m > 2 eta € K, a # 0, le
polynome X™ — a n’est réductible que dans les cas suivants : a € KP pour un
diviseur premier p de m ou a € —4K* et alors 4|m.

Pour P € k(T)[Y] irréductible, nous notons Vp une racine dans k(7") de P;
Yp est un élément primitif du corps de fonctions k(T)[Y]/(P).

Lemme 10.2.4. — Soit P = P(T,Y) irréductible dans k(T)[Y] et m > 2 un

entier. Les énoncés sutvants sont équivalents :

(i) Le polynome P(T™,Y) est réductible dans k(T')[Y].

(ii) T € k(T,Yp)? pour un diviseur premier p de m, ou bien, 4 divise m et

T € —4k(T, yp)4.

(iii) Le polynéme P est un diviseur dans k(T)[Y] d’un polyndome de la forme
A(T,Y)? —T, pour un diviseur premier p de m, ou bien
4A(T,Y) 1+ T, et alors 4/m

ou A(T,Y) € k(T)[Y].

Démonstration. — Considérons le diagramme

KT, Vp) —Z— k(TY™ Yp)

degy (P) T T di
K(T) ———  k(TY™)

ou les entiers a coté des fleches sont les degrés des extensions. La condition (i)
est équivalente & d; < degy (P) et donc aussi & do < m. Cette derniére condi-
tion est équivalente a la réductibilité du polynéme X™ — T dans k(T, Vp)[X].
L’équivalence entre (i) et (ii) découle alors du lemme de Capelli (lemme 10.2.3.
La condition (iii) est une reformulation de la condition (ii). O

Supposons P(T™,Y") réductible dans k(T")[Y] (pour m > 2). Soit p I'un
des entiers pour lequel le (iii) du lemme 10.2.4 est satisfait (p est un nombre
premier ou p = 4). 11 découle de (ii) que T € k(T,Yp)P. Les définitions de
e = ¢(P) et de Yp donnent alors que T' € k((T'/¢))?. Le nombre p est donc un
diviseur de e (utiliser la valuation T-adique) ; cela montre en particulier que le
lemme 10.2.2 est une conséquence du lemme 10.2.4. L’énoncé suivant résume
les résultats de cette section.
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Proposition 10.2.5. — Soit P(T,Y) wrréductible dans k(T)[Y] et m > 2 un
entier. Alors :

— ou bien P(T*P)Y) est irréductible dans k(T)[Y] et alors P(T™,Y) est
irréductible dans k(T')[Y], pour tout entier m > 0.

— ou bien P(T*(P)|Y) est réductible dans k(T)[Y] et alors

(*) il existe un diviseur p de e(P) tel que p est un nombre premier ou p = 4
et P(TP,Y) est réductible dans k(T)[Y], et

(**) P(T™,Y) est réductible si et seulement si m est un multiple d’un en-
tier p satisfaisant (*). En particulier, si (m,e(P)) = 1, alors P(T™,Y) est
irréductible dans k(T)[Y].

10.2.2. Le résultat central. — Nous démontrerons la plupart des résultats
de cette section en nous ramenant & 1’énoncé suivant.

Théoréme 10.2.6. — Soient k un corps de nombres et P(T,Y) € k(T)[Y]
un polynéme irréductible admettant une racine dans k((T)). Soit b un élément
de k non nul et non racine de l'unité. Alors P(b",Y) est irréductible dans k[Y]
pour tout entier n suffisamment grand.

Remarque 10.2.7. — (a) le résultat est faux si

- P n’a pas de racine dans k((T)) : prendre P(T,Y) = Y? — T, ou si

- b =0 ou une racine de I'unité : prendre P(T,Y) =Y (Y - 1) - T(T" - 1).
(b) On suppose dans le théoreme 10.2.6 que k est un corps de nombres. Si k
est plus généralement un corps avec une formule du produit (éventuellement
de caractéristique p > 0), on peut montrer 1’énoncé suivant [Deb99b] :

si P(T,Y) € k(T)[Y] est irréductible et a toutes ses racines dans k((T)) et si
b est un élément de k de “hauteur” > 0, alors P(b™,Y) est irréductible dans
E[Y] pour une infinité d’entiers n > 0.

Cette forme est méme établie pour plusieurs polynémes P, ..., P,. (La forme
multipolynomiale du théoreme 10.2.6 est également valable mais elle se déduit
de fagon évidente de la forme énoncée avec un polynome).

Démonstration du théoréme 10.2.6.. — Supposons au contraire que pour un
élément b € k non nul et non racine de I'unité, P(b",Y") soit réductible dans
E[Y] pour une infinité d’entiers n > 0. Posons f = f(P). Il existe un entier
u, 0 <u < f—1, tel que P(b™,Y) soit réductible dans k[Y] pour une infinité
d’entiers n > 0 congrus & v modulo f. Considérons le polynéme P(b*Tf,Y);
il a les propriétés suivantes :

e totalement décomposé dans k((7T))) : par définition de f et la remarque 10.2.1.
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e irréductible dans k(T")[Y] : en effet, P(T,Y") étant irréductible et admettant
une racine dans k((T")), le polynome P(b“T,Y’) a les mémes propriétés ; d’apres
le lemme 10.2.2, on a P(b*T",Y") irréductible pour tout I > 0.
e il devient réductible dans k[Y] pour T spécialisé en T' = b pour une infinité
d’entiers m > 0.

D’apres la proposition 5.2.5, il existe N polynémes Q1,...,Qn € k[T,Y]
sans racine dans k(T") et unitaires (en Y) et un ensemble fini F' C k tels que

Var.on © Hpers y) UF
On en déduit qu’il existe un indice i € {1,..., N} tel que
(*) Qi(b™,Y) a une racine dans k pour une infinité d’entiers m > 0.

De plus, par construction (voir la preuve de la proposition 5.2.5), chaque po-
lynéme @; a une racine (en Y') dans le corps de décomposition (sur K (7)) du
polynéme P; en particulier, ; a une racine dans k((T)) (i = 1,...,N).

Nous allons maintenant utiliser le théoréme de Siegel (théoréme 10.1.1)
pour obtenir une contradiction. Notons C' C A? la courbe affine d’équation
Qi(t,y) = 0 et considérons la fonction f = T+ (1/T) € k(C). Soit S 'ensemble
fini des places £ de k qui vérifient |b|y # 1 ou bien sont archimédiennes. Si ¢ ¢ S,
pour tout entier m > 1, on a [b™|, =1 et |1/0™ |, = 1 et donc [b™ + (1/0™)|, <
1. L’énoncé (*) permet alors de conclure qu'’il existe une infinité de points
(t,y) € C(k) tels que |f(t,y)]e < 1 pour tout £ ¢ S.

Comme degy Q; > 2 et que @; a au moins une racine dans k((7)), la
décomposition de @; dans k((T))[Y] comporte au moins 2 facteurs. De fagon
équivalente, la fonction T’ a au moins 2 zéros sur un modele projectif C' de C.
D’autre part, la fonction 7" a au moins un poéle sur C (la décomposition de Q;
dans Q((1/T))[Y] comporte au moins 1 facteur). On peut donc conclure que
la fonction f a au moins 3 poles sur C ce qui, d’apres le théoreme de Siegel,
est en contradiction avec la conclusion obtenue ci-dessus. O

Remarque 10.2.8. — (a) La preuve montre que la condition “P(7T,Y)
irréductible dans k(T)[Y] et a une racine dans k((7))” peut étre remplacée
par I’hypothese plus faible

(**)  P*TP)Y) drréductible dans k(T)[Y], u=1,...,e(P) —1®,

En effet, d’aprés le lemme 10.2.2 (qu’on applique au polynéme P(b“T,Y)),
la condition (**) entraine que P(b*T",Y") est irréductible dans k(T)[Y] pour

() Cette condition entraine en fait que P(b*T*(") Y est irréductible dans k(T)[Y] pour tout
u>1: éerire u = ae(P) + up avec 0 < ug < e(P) et b*TeF) = pro(poT)eP),
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tout entier [ > 0, en particulier, le polynéme P(b*Tf,Y) de la démonstration
Iest.

Cette remarque permet d’obtenir la conclusion du théoréeme 10.2.6 dans
des cas non couverts par 1’énoncé donné : prendre par exemple P(T,Y) =
Y2 —T(T 4 1). On peut noter que ’hypothése “P(T¢")|Y) irréductible dans
E(T)[Y]” garantit la condition (**). Par contre, irréductibilité de P(T"),Y)
dans k(T)[Y] est insuffisante : prendre P(T,Y) =Y?2 — 2T et b = 2.

(b) Pour obtenir les résultats type théoréme 10.2.6 sur un corps avec une
formule du produit, on ne peut plus utiliser le théoreme de Siegel. On utilise a
la place le théoreéme principal de [Déb96]; il s’agit d’un résultat diophantien
dont la conclusion est plus faible que celle du théoreme de Siegel mais suffisante
pour le probleme considéré et qui est valable dans le contexte général des corps
avec une formule du produit.

10.2.3. Spécialisations T = ™. —

Théoréme 10.2.9. — Soient k un corps de nombres et P(T,Y) € k[T,Y]
un polynome absolument irréductible tel que degy (P) > 1. Soit b € k tel que

(*) b ¢ k* pour tout nombre premier £]e(P) et —b ¢ k? si 4 divise e(P).

Alors P(b™,Y) est irréductible dans k[Y] pour une infinité d’entiers m (en
fait pour tout m dans une progression arithmétique (e(P)n + w)n>0).

Remarque 10.2.10. — (a) Le résultat devient faux si on supprime la condi-
tion (*) : prendre P(T,Y) =Y ~Tsibc kl et P(T,Y) = Y*+4T si —b € k?
(pour les puissances paires de b, la réductibilité de P(b™,Y) vient de la fac-
torisation Y4 + 474 = (Y2 + 2TY + 27?)(Y? — 2TY + 27?)). Enfin “pour
une infinité d’entiers m” ne peut pas étre remplacé par “pour tout entier m
suffisamment grand” : prendre P(T,Y) =Y*! —T.

(b) De méme le résultat devient faux si on ne suppose plus P absolument
irréductible. Prenons par exemple pour P le polynéme minimal de v/T++/2 sur
Q(T). Les polynémes P(T2,Y) et P(2T2%,Y) sont réductibles dans Q(7T)[Y] :
en effet ils ont pour racine T + /2 et v/2(1 4 T') respectivement, qui sont
tous deux de degré 2 sur Q(7'), alors que degy (P) = 4. Donc pour b = 2, le
polynéme P(b™,Y) est réductible dans Q(7T')[Y], pour tout entier m > 1.
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(c) Si k est plus généralement un corps avec une formule du produit, le résultat
subsiste(® moyennant les hypotheses supplémentaires suivantes : il existe un
entier f tel que P(T7,Y) est totalement décomposé soit dans k((T"/7)) soit
dans k(((1/T)*1)); b est de hauteur > 0 (voir [D&b99b]).

La preuve du théoreme 10.2.9 utilise le lemme suivant.

Lemme 10.2.11. — Soit P(T,Y) € k(T)[Y] un polynéome irréductible dans
k(T)[Y]. Soit Dp l’ensemble des diviseurs ¢ de e = e(P) tel que { est un
nombre premier ou £ = 4. Soit b un élément de k satisfaisant la condition (*)
du théoreme 10.2.9. Alors il existe une famille d’entiers (ug)ep,) ayant la
propriété suivante : pour tout £ € Dp, si u est un entier tel que

u#uy [mod /] if 0 # 4
(x%) { uZuy [mod ] and uZ uy [mod 2] ifl=4

alors P(b"T*,Y) est irréductible dans k(T)[Y].

Démonstration. — Pour tout £ € Dp \ {4}, on définit 'entier u, de la facon
suivante : si P(b*T*,Y") est irréductible dans k(T)[Y] pour tout u > 0, on pose
up = 0; dans le cas opposé, on choisit u tel que P(b“Te ,Y') est réductible dans
E(T)[Y] et on pose uy = u. Pour £ = 4, on prend pour u4 un entier arbitraire
tel que b="T € —4K (T, yp)*; on prend ug = 0 s’il n’y en a pas.

Soit £ € Dp et u un entier satisfaisant (**). Supposons que P(b*T*,Y) soit
réductible dans k(7T')[Y]. Notons Yp(T') une racine dans k(T') de P(T,Y).
ler cas : ¢ # 4. D’apres le lemme 10.2.4 (appliqué aux polynémes P(b"T,Y’)
et P(b™T,Y)),on a T € k(T,Yp(b"T))" et T € k(T,Yp(b™T))¢, ou de facon
équivalente, b~ T et b~“T sont dans k(T,YVp(T))’. Il en résulte que b* % est
la puissance f-ietme d’un élément de k(T, Yp), lequel est nécessairement dans
le corps des constantes k(T,Yp) Nk de P. Comme P est supposé absolument
irréductible, ce corps des constantes est k. Mais d’apres la condition (*), b*~ %
n’appartient a k¢ que si u = uy [mod /]. D’oui la contradiction recherchée.

2éme cas : { = 4. D’apres le ler cas, puisque u # up  [mod 2], P(b“T2,Y) est
irréductible dans k(T)[Y]. Donc b=“T ¢ k(T,Yp)? (lemme 10.2.4). 11 résulte
aussi du lemme 10.2.4 que si P(b“T*,Y) est réductible dans k(T)[Y], alors
b="T et b~"4T sont dans —4K (T,Yp)*. On peut conclure comme dans le ler
cas que b¥"" est la puissance 4-ieme d’un élément de k. Il découle alors de

(®)Plus précisément, la partie “P(b™,Y) est irréductible dans k[Y] pour une infinité d’entiers
m” subsiste ; la conclusion donnant ces entiers comme termes d’une progression arithmétique
n’est pas établie dans [D&b99b].
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“b¢ k?” queu=wuys [mod 2] et que b* € k* (puisque u #Z ug [mod 4]). Donc
b ou —b est un carré dans k, contrairement a ’hypothese. ]

Démonstration du théoréme 10.2.9.. — Soient b € k vérifiant la condition (*)
de Iénoncé et (ur)¢ep,) une famille d’entiers vérifiant la conclusion du lemme
10.2.11. En utilisant le lemme chinois (lemme 1.1.3), on trouve un entier u tel
que la condition (**) du lemme 10.2.11 soit satisfaite. Pour tout ¢ € Dp,
le polynéme P(b“T*,Y) est alors irréductible dans k(7)[Y]. La proposition
10.2.5 permet de conclure que P(b"T°,Y") est irréductible dans k(T")[Y]. Le
théoreme 10.2.6 fournit alors la conclusion désirée. O

10.2.4. Spécialisations T = b™ (version multipolynomiale). — Le
théoreme 10.2.9 ne s’étend pas au cas de plusieurs polynémes : en effet, pour
P =Y?2-T, P,=Y%—-2T et k = Q, le nombre b = 2 vérifie son hypothese
(*) mais Hp, p, ne contient aucune puissance de 2. On peut cependant, en
modifiant légerement la condition (*), établir une version multipolynomiale
du théoréeme 10.2.9. Ce nouvel énoncé (théoreme 10.2.12 ci-dessous) reste lui
aussi valable plus généralement pour un corps k£ avec une formule du produit
moyennant les hypotheses supplémentaires : Py, ..., P, totalement décomposés
dans E((T*/f)) pour un entier f > 0; b est de hauteur > 0 (voir [D&eb99b)).

Théoréme 10.2.12. — Soit H = Hp, . p, une partie hilbertienne du corps
de nombres k avec Py, ..., P, € k(T)[Y] irréductibles. Alors il existe une ex-
tension finie L de k ayant la propriété suivante. Soit b € k tel que la condition
(*) du théoréme 10.2.11 soit satisfaite avec L au lieu de k. Alors H contient
une infinité de puissances b™ (m > 0) de b.

L’extension L/k sera décrite explicitement dans la preuve; dans I'exemple
précédent ot P = Y2 — T, P, = Y2 — 2T, cette extension est L = Q(v/2).
La preuve utilisera le lemme suivant qui servira également pour démontrer le
théoreme 10.2.14 . Dans ce lemme, k est un corps quelconque.

Lemme 10.2.13. — Soient P(T,Y) € k[T,Y] un polynéme irréductible tel
que P(T\Y) # cT (c€ k) et f > 1 un entier. Soit

P(T?)Y) =1(T,Y) - IL(T,Y)

une décomposition de P(TT)Y) en irréductibles de k[T,Y]. On note L une
extension finie de k telle que II; € L[T,Y], i = 1,...,r. Soit enfin a € k,
a # 0 tel que T/ —a soit irréductible dans L[T). Alors le polynéme P(aT7,Y)
est irréductible dans k[T, Y].
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Démonstration. — Soit B € k tel que 8/ = a. Les polynémes Iy, . . ., II,. étant
irréductibles dans k[T, Y], une décomposition de P(aT/,Y) = P((BT)7,Y) en
irréductibles de k[T, Y] est donnée par

P(aT!,Y) =T, (BT,Y) - --IL(BT,Y)
Supposons que P(aT7,Y) = Q(T,Y)R(T,Y) avec Q,R € k[T,Y]. On peut

écrire .
Q(T,)Y)=a@Q1(BT,Y) et R(T,Y)= ERl(BT, Y)

avec Q1,R1 € L[T,Y] et a € L(B). Pour T = 0 on obtient Q(0,Y) =
a®1(0,Y). Comme Q(0,Y) # 0 (sinon P(0,Y) = 0, d.e., T divise P(T,Y)
et P(T,Y) =T (c € k)), on a en fait a € L et on peut supposer a = 1. Par
hypothese, le polynéme T — o est irréductible dans L[T]; en particulier, pour
tout entier j, on a 87 € L si et seulement si f divise j. On en déduit que les
polyndémes Q1 et Ry sont de la forme

Q1(T,Y) =Qo(T7,Y) et Ri(T,Y) = Ry(T,Y)
avec 2, Ro € L[T,Y]. On obtient donc
Q(T,Y) = Qa(aT’,Y) et R(T,Y) = Rao(aT’,Y)

On déduit maintenant de P(aT/,Y) = Q(T,Y)R(T,Y) que P = QuRs.
Comme, d’apres les identités précédentes, on a nécessairement Pp, (s €
k[T, Y], on peut conclure de I'irréductibilité de P dans k[T, Y] que deg(Q2) = 0
ou deg(R2) = 0, et donc que deg(Q) = 0 ou deg(R) = 0. O

Démonstration du théoreme 10.2.12. — Grace aux résultats de réduction du
chapitre ??, on peut supposer Pi,..., P, € k[T,Y]\ k[T] irréductibles. Soit
f > 1 un entier tel que P;(T7,Y) ait une racine dans k((T)), i = 1,...,n. No-
tons L un corps contenant les coeflicients des polynomes de la décomposition
en irréductibles de k[T, Y] de chacun des polynémes Py (T7,Y), ..., P,(Tf,Y).
Soit maintenant b € k tel que la condition (*) du théoreme 10.2.9 soit satis-
faite pour ce corps L. D’aprés le lemme de Capelli (lemme 10.2.3), 75 — b
est irréductible dans L[T]. D’apres le lemme 10.2.13, on a donc P;(bT7,Y)
irréductible dans k[T, Y], i =1,...,n. Le théoréme 10.2.6 permet de conclure
alors que P;(b(b™)f,Y) est irréductible pour tout entier m assez grand, i =
1,...,n. ]

10.2.5. Spécialisations du type ab™. — En utilisant des progressions
géométriques (ab™);,>0, on peut établir des énoncés ou tous les termes sont
dans une partie hilbertienne donnée (et pas seulement une infinité).
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Théoréme 10.2.14. — Soit H = Hp, . p, une partie hilbertienne du corps
de nombres k avec Py,..., P, € k(T)[Y] irréductibles. Soit b € k non nul et
non racine de l'unité. Alors il existe a € k entier algébrique tel que pour tout
entier m sauf un nombre fini, on a ab™ € H, i.e., P;(ab™,Y") irréductible dans
ElY],i=1,...,n.

Démonstration. — D’apres la proposition 5.2.5, il existe N polyndémes
Q1,...,Qn € Q[T,Y] absolument irréductibles, unitaires en Y, avec
degy (Q;) >2,i=1,...,N, et un ensemble fini tels que

VCI217~--7QN CHUF

Soient ¢ le p.p.c.m. des entiers e(Q1), . ..,e(Qn) et 3 € Q une racine e-ieme de
b. Les polynémes Q1, ..., Qy sont irréductibles dans k(5)[T,Y]. Notons L un
corps contenant k() et les coefficients des polynémes de la décomposition en
irréductibles de k[T,Y] de chacun des polynémes Q1(TF,Y),...,Qn(T7,Y).
Choisissons ensuite a € k entier, a # 0 tel que T° — a soit irréductible
dans L[T] : on peut prendre par exemple pour a tout nombre premier
non ramifié dans L, la conclusion souhaitée résultant alors du lemme de
Capelli (lemme 10.2.3); on peut aussi pour l'existence de a invoquer le
théoreme d’irréductibilité de Hilbert (pour le polynome 7° — X )(6). D’apres
le lemme 10.2.13, chacun des polynémes Qi(aT¥,Y),...,Qn(aT?Y) est
irréductible dans k(B)[T,Y]. Le théoréme 10.2.6 permet de conclure alors
que Q;(a(f™)f,Y) est irréductible dans k(S)[Y] pour tout entier m sauf un
nombre fini, ¢ = 1,..., N. En particulier, pour tout entier m sauf un nombre
fini, le polynéme @Q;(ab™,Y’) n’a pas de racines dans k, i =1,...,N. O

Remarque 10.2.15. — (a) L’extension du théoreme 10.2.14 aux parties hil-
bertiennes d’un corps avec une formule du produit (pour un élément b du corps
de hauteur > 0) est un probleme ouvert.

(b) Les résultats donnés dans cette section ne sont pas “effectifs” : ils ne
donnent pas de borne explicite pour le plus entier m a partir duquel les conclu-
sions sont vraies. Cela est di a 'inneffectivité du théoreme de Siegel. En re-
vanche, les résultats de [Déb99b] sont effectifs, ils sont aussi valables dans un
cadre plus général, les corps avec une formule du produit, mais leurs conclu-
sions sont plus faibles (pour le théoreme 10.2.6, “pour tout m suffisamment
grand” doit étre remplacé par “pour une infinité d’entiers”).

®)Noter qu’on ne peut pas ici prendre a = b.
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(c) Il existe d’autres résultats, diis notamment a Sprindzuk, sur l'irréductibilité
des polynomes spécialisés P(b™,Y), avec de meilleures conclusions mais sous
des hypotheses plus fortes sur P et b. Nous renvoyons a [Déb86a], [Deb87]
et [Spr83] pour ces résultats. On trouvera aussi dans [Déb86b| une forme
effective du théoreme 10.2.14 dans le cas £ = Q. Enfin nous renvoyons a
[Deb92] et [Deb99b| pour d’autres compléments.

10.3. Théoréme de Hilbert et théorémes d’approximation

Les résultats du §10.2 permettent de montrer le théoreme suivant.

Théoréeme 10.3.1. — Soit k un corps de nombres. Soient vy une place de
k, S un ensemble fini de places de k distinctes de vy, (ay)ves une famille
d’éléments a, € k, (le complété de k pour la métrique induite par v) et € > 0.
Soit H = Hp, . p, une partie hilbertienne de k avec Pi,...,P, € k(T)[Y]
wrréductibles. Alors il existe t € k vérifiant les conditions suivantes :

(i) |t — ayly < € pour tout v € S,

(ii) |t|y < 1, pour tout v ¢ S, v # vy,

(iii) t € H.

Remarque 10.3.2. — (a) L’énoncé avec comme conclusion la seule condition
(i) [resp. les conditions (i) et (ii)] est un résultat classique d’approximation, le
théoreme d’approzimation faible [resp. d’approximation forte] pour les corps
de nombres (e.g. [CF67, chapter II]). La conclusion (iii) seule correspond
au théoreme d’irréductibilité de Hilbert. Le théoreme 10.3.1 affirme que le
théoreme de Hilbert est “compatible” avec ces résultats d’approximation.

(b) En vertu du théoreme d’approximation forte, il suffit de démontrer le
théoreme 10.3.1 pour a, égal & un élément o € k donné (ne dépendant pas de
v € S). Autrement dit, il suffit de prouver que

(*) toute partie hilbertienne H de k est dense dans k pour la “topologie de
lapproximation forte”.

Cette conclusion s’étend aux corps munis d’une formule du produit, de ca-
ractéristique 0 ou imparfaits de caractéristique p > 0 et pour lesquels 0 n’est
pas isolé pour la topologie de 'approximation forte [Deéb99b]. Par exemple,
tout corps global (corps de nombres ou extension finie de F,(7")) satisfait ces
hypotheses.

(¢c) Il y a un cas particulier du théoreme 10.3.1 qu’on déduit aisément du
théoreme d’irréductibilité de Hilbert, a savoir celui ou k = Q et vg = 0.
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On peut en effet procéder comme suit. Soit o € k donné. On choisit 8 € Z
tel que ||, < € pour tout v € S'; le choix de 5 dans Z est possible car vy = oco.
On a alorsLa condition 3], < 1 pour tout v ¢ S, v # vy. Le théoréme
d’irréductibilité de Hilbert, appliqué aux polynoémes P;(« + ST,Y), et plus
précisément le fait que toute partie hilbertienne de k contient une infinité
d’entiers, donne la conclusion souhaitée.

(d) Le cas général du théoreme 10.3.1 est plus délicat. Nous le déduisons ici des
résultats de cette section qui s’appuient sur le théoreme de Siegel. Une autre
démonstration du théoreme 10.3.1, utilisant aussi le théoreme de Siegel, a été
donnée par Morita [Mor90]. Ekhedal [Eke90] a donné une autre preuve qui
repose sur les bornes de Lang-Weil pour les points rationnels sur les courbes
sur les corps finis. La preuve de la généralisation aux corps avec une formule
du produit mentionnée ci-dessus utilise les résultats de [Deb96].

Démonstration du théoréme 10.5.1. — Pour tout t € k, H — t est encore une
partie hilbertienne, & savoir la partie hilbertienne associée aux polynoémes
P (T+t,Y),...,P(T+tY). En prenant aussi en compte la remarque 10.3.2
(b) ci-dessus, il suffit de montrer que 0 peut étre approché (au sens des
conditions (i) et (ii) du théoreme) par des éléments d’une partie hilbertienne
H = Hp,, . p, donnée. Choisissons b € k tel que [b|, < 1 pour tout v € §
et |bl, < 1 pour tout v ¢ S, v # vy. D’apres le théoreme 10.2.14 | il existe
a € k entier algébrique non nul tel que ab™ € H pour tout m suffisamment
grand. A partir d’un certain rang mg, on a aussi |ab™|, < € pour tout v € S
et |ab™|, < 1 pour tout v ¢ S, v # vg. O

10.4. Progressions arithmétiques

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant, démontré en
1965 par Davenport, Lewis, Schinzel dans le cas k = Q (voir [Sch00]) et dans
le cas général par Fried en 1974 [Fri74]. Nous suivrons ici la méthode de Fried,
qui fournit une nouvelle preuve du théoreme d’irréductibilité de Hilbert (alors
que Davenport, Lewis, Schinzel 'utilisent dans leur preuve).

Théoréme 10.4.1. — Soient k un corps de nombres et H = Hp, . p, une
partie hilbertienne de k avec Py, ..., P, € k(T)[Y] irréductibles. Alors il existe
a,b € Z, a > 0 tels que H contienne la progression arithmétique (am +b)pmez.

10.4.1. Les inégalités de Lang-Weil. — Dans la preuve, on va utiliser
les estimations suivantes dues a S. Lang et A. Weil sur le nombre de points
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rationnels sur les courbes algébriques sur les corps finis; nous renvoyons a
[FJ04, chapter 5] pour une preuve.

Théoréme 10.4.2. — Soient F, un corps fini de cardinal q, p(T,Y) €
F,[T,Y] un polynome absolument irréductible de degré d et Cy, la courbe affine
Cp : p(t,y) =0. On a alors

g+ 1—(d—1)(d-2)g-d<|CE) <q+1+(d-1)d—2)yq

Il existe des généralisation de ces estimations a des variétés de dimension
supérieure, démontrées également par Lang et Weil [LW54] ; on peut aussi les
déduire des conjectures de Weil démontrées par Deligne [Del74] [Del80].

10.4.2. Lemmes préliminaires. — Le premier de ces lemmes est un
résultat assez classique de théorie des nombres.

Lemme 10.4.3. — Soient L un corps de nombres et A, lanneau de ses en-
tiers. Alors il existe une infinité de nombres premiers p totalement décomposés
dans Uextension L/Q, c’est-a-dire, tels que pour tout idéal premier P de A’
au-dessus de p, le corps résiduel A /P soit égal au corps premier F,,.

Démonstration. — Soient Z/ Q la cloture galoisienne de L/Q, & un élément
primitif entier de extension L /Q. Soient f(X) € Z[X] le polynéme minimal
de £ sur Q et d = [E : Q. 11 suffit de montrer que pour une infinité de
nombres premiers p, le polynome f(X) a au moins une racine @ modulo p. En
effet, cela entraine que, pour tous ces p sauf éventuellement ceux qui divisent
le discriminant A € Z de la base 1,&,...,£%71, il existe au moins un idéal
P C A} au-dessus de p, tel que A} /P ~ T, (a savoir leAnoyau du morphisme
(A} )aee — Fp qui envoie € sur a € Fp). Mais Pextension L/Q étant galoisienne,
tous les idéaux P C A’ au-dessus de tels p, seront alors de corps résiduel F,
(puisque ces idéaux sont conjugués sous Gal(L/Q)). Cest-a-dire, ces nombres
premiers p seront totalement décomposés dans E/ Q et a fortiori dans L/Q.

Supposons au contraire qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers
P1,...,pr pour lesquels f(x) = 0 [mod p;] a une solution. Considérons, pour
tout I € N, 'entier

T
n=f ((Hpi)l>
i=1
Pour [ assez grand, on a

vp, (1) <, (f(0)), i=1,...,7
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Il n’y a qu’un nombre fini d’entiers vérifiant cette condition et non divisibles
par d’autres nombres premiers que pi,...,p,. On peut donc conclure qu’il
existe | € N tel que ~; soit divisible par un nombre premier p # py,...,p,. Par
construction de 7y, ’équation f(z) =0 [mod p] a alors au moins une solution
x € 2. 0

Lemme 10.4.4. — Soient k un corps de nombres et H(T,Y) € k[T,Y] un
polynéme absolument irréductible, avec degy (P) > 1 et unitaire comme po-
lynome en'Y . Pour tout entier A > 0, il existe un nombre premier p ne divisant
pas A et un entier b € 7 ayant la propriété suivante : sit € Z et t = b [mod p]
alors H(t,Y') n’a pas de racine dans k.

Démonstration. — On peut sans restreindre la généralité supposer que H est
a coefficients dans I’anneau A}, des entiers de k. On note
- Yy € k(T) une racine de H(T,Yy) =0,
- Q/k(T) une cloture normale de lextension k(T Vi),
- 0 un élément primitif entier sur A} [T] de Pextension Q/k(T) et G(T,Y) €
ALIT,Y] le polynéme minimal de 6 sur k(T),
-V1,...,Yq les conjugués de Vg sur k(T), i.e., les racines de H(T,Y); on a
d = degy (H) et on supposera Y; = Vy.

On peut écrire

Bi(T,0)
Vi =

Py(T)

avec P; € AL [T,Y],i=1,...,d et Py € A,[T] (indépendant de 7). On a donc
d
PA(T,0
S

i=1

ce qu’on peut écrire

d
Pi(T, X))
H(T)Y) = Y- ——~ mod G(T, X dans K(T)[X,Y
@) =Ty =Ty ) bmed G ons KDY
ou encore, en tirant parti de G(T', X ) € K[T,Y] et est unitaire (en X)

(%)

Po(T)*H(T,Y) = T)Y — P{(T, X)) [mod G(T,X)] (dans K[T,X,Y])

E&

z:l

Soient G1(T, X) un facteur irréductible de G(T,Y) dans k[T, X] et L le
corps engendré sur k par les coefficients de G1. D’apres le théoréeme de Bertini
(théoreme 9.1.4), pour tout idéal premier P de anneau A’ des entiers de L
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sauf un nombre fini, les réductions H(T,Y) et G1(T, X) modulo P de H(T,Y)
et G1(T,X) sont des polynémes absolument irréductibles. Le corps résiduel
A’ /P d’un tel premier P est un corps fini isomorphe a F.

Soit D(T) € k[T] le discriminant du polynéme H(7T,Y") relativement & Y’
et D(T) la réduction de D(T) modulo P. On considére I'ensemble

3z € F,| Gi(t,z) =0
T=<tel, D(t) #0
By(t) #0
D’apres les bornes de Lang-Weil (théoreme 10.4.2), le nombre de solutions
(t,z) € IFZ de I'équation G1(t,z) = 0 est équivalent & ¢ quand ¢ — +oco. On

en déduit que
q

degy (G1)
Pour t € T, il découle de (*) et de la définition de T que H(¢,Y) a d zéros
distincts dans F,. Supposons maintenant que, pour tout ¢t € F,, le polynéme
H(t,Y) a au moins un zéro dans F,. Alors le nombre N de solutions (t,y) € F>
de I’équation H(t,y) = 0 vérifie

card(T) > (14+0(1))

N >q+ (d—1)card(T) > q (1 + decgiy_(clll) + o(l))

Cela, d’apres les inégalités de Lang-Weil (appliquées ici au polynome H), en-
traine que g est borné par une constante gy ne dépendant que de d.

D’apres le lemme 10.4.3, il existe une infinité de premiers P de L de degré
1, i.e., tels que A’ /P soit de degré 1 sur le corps premier, disons Fy, et donc
tels que card(A} /P) = p. Choisissons-en un qui soit strictement plus grand
que A et go. D’apres ce qui précede, on peut conclure qu’il existe ¢y € I, tel
que H(tp,Y) n’a pas de racine dans F,,.

Prenons b € Z tel que b =ty [mod p|. Alors H(b,Y) n’a pas de racine dans
k : sinon une racine y serait dans A} et on aurait H(tp,y) = 0, contrairement
a ce qu’on a établi ci-dessus. ]

10.4.3. Preuve du théoréme 4.1. — D’apres la proposition 5.2.5, il existe
N polynémes Q1,...,Qn € Q[T,Y] absolument irréductibles, unitaires en Y,
avec degy (Q;) > 2,i=1,..., N, et un ensemble fini tels que

Vé17~--,QN CHUF

Il s’agit de trouver a,b € Z, a > 0 tels que Q;(am + b,Y) n’a pas de racine
dans k, m € Z,i=1,...,N et tels que (am + b)mez N F = (). Nous allons le
démontrer par récurrence sur N.
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Supposons N = 0. Si FNZ = (), on peut prendre a et b entiers quelconques,
avec a > 0. Si FNZ # (), on pose @« = min(F NZ) et w = max(F NZ) et alors
b=a—1eta=w—a+2 conviennent (noter que b+a =w + 1).

Supposons maintenant, pour 1 < n < N, avoir construit a,_1,b,_1 € Z,
an—1 > 0 ayant la propriété que pour tout ¢t € Z, si t = b,—; [mod a,_1],
alors Q;(t,Y) n’a pas de racine dans k, i = 1,...,n — 1 et tels que (ap,—1m +
bn—1)mez N F = 0. D’aprés le lemme 10.4.4, il existe un nombre premier p ne
divisant pas a,—1 et un entier b € Z ayant la propriété suivante : si t € Z et
t = b [mod p] alors Q,(t,Y’) n’a pas de racine dans k. On prend a,, = a,_1p et
b, un entier vérifiant b, = b,—1 [mod a,_1] et b, = b [mod p] ; existence d’'un
tel entier b, est garantie par le théoréme des restes chinois (théoreme 1.1.3).
Soit t € Z tel que t = b, [mod a,]. Alors d’une part t = b,,_; [mod a,,—1] et donc
Qi(t,Y) n’a pas de racine dans k, i = 1,...,n—1, et d’autre part ¢ = b [mod p)
et donc @, (t,Y) n’a pas de racine dans k. Enfin la progression arithmétique
(anm + by)mez ne coupe pas F puisque (anm+bp)mez C (an—1m~+bn—1)mez-

Remarque 10.4.5. — Le théoreme 10.4.1 peut étre amélioré. Le résultat
que nous présentons ci-dessous sans démonstration repose sur une méthode
différente mais utilise aussi les bornes de Lang-Weil. Il établit d’autre part un
lien avec le théoreme de Grunwald. Nous renvoyons a [DGO9| pour plus de
détails.

Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places finies de K et
G un groupe fini. Pour chaque v € S, fixons une extension galoisienne E, /K,
de groupe H, C G. Une question naturelle, appelée probléme de Grunwald
demande s’il existe des extensions galoisiennes E/K de groupe G qui ont pour
v-complétions les extension F, /K, données (v € S). On sait que la réponse est
positive dans les cas suivants : quand G est cyclique d’ordre impair (Grunwald
avec une correction de Wang, voir NSWO08, (9.2.8)]), et quand G est résoluble
d’ordre premier au nombre de racines de I'unité dans kis solvable of order prime
to the number of roots of 1 in K (Neukirch [Neu79], [NSWO08, (9.5.5)]).

Soit P(T,Y) € k[T,Y] un polynéme absolument irréductible, unitaire en
Y, & coeflicients entiers sur Z et tel que 'extension k(7') par une racine of P,
disons N, soit galoisienne de groupe G. On note A(T) le discriminant de P
par rapport a Y ; c’est un élément non nul de k[T] & coefficients entiers sur Z.

Théoréme 10.4.6. — On suppose que, pour tout v € ST,

(MNoter qu’étant donnés K et P(T,Y) comme ci-dessus, les conditions (ii), (iii) et (iv) sont
réalisées pour toute place v sauf un nombre fini.
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(i) lextension E,/K, est non ramifiée,

(ii) lordre q, du corps résiduel de K, est > deg(P)* et sa caractéristique p,
ne divise pas |G|,

(iii) le polynome A(T) est non nul modulo l'idéal de valuation de v,

(iv) les racines du poynome A(T) ne “coalescent” pas modulo v, sachant
que pour pour deuz racines quelconques distinctes t;, t;, coalescer signifie
que (|tils < 1, [tjlzg < 1 et |ti — tjlz < 1) ou bien ([tilz > 1, |tjlv > 1 et

]ti_l — tj_1|g < 1), ou v est un prolongement quelconque de v a K.

Alors il existe des points t € K tels que A(t) # 0 et vérifiant :

(a) le polynome P(t,Y) est irréductible dans k[Y]; en particulier, son corps
de décomposition Ny est une extension galoisienne de groupe G.

(b) lextension Ny/K est une solution du probléme de Grunwald, c’est-a-dire
NK, est Ky-isomorphe a E, (veES).

De plus, I’ensemble de ces points t contient un sous-ensemble du type K N
[Loer Uv 00 U, C K, est un ouvert non vide (v € T) et T D S un ensemble
fini de places finies de K.

Autrement dit, sous les conditions (i)-(iv), il existe des spécialisations
N¢/k(T) de l'extension N/k(T) de groupe le groupe G (conclusion hilber-
tienne) et qui sont solution du probleme de Grunwald. Sous les hypotheses
faites ici sur P(7,Y") (galoisien sur k(7), absolument irréductible), le théoreme
10.3.1 se déduit du cas particulier du théoréme 10.4.6 ot S = ((®).

10.5. Questions diverses

10.5.1. Parties hilbertiennes universelles. —

10.5.2. Borne pour la plus petite spécialisation. —

10.6. Application a la factorisation de polynémes

On va décrire ici une méthode pour factoriser les polynémes a plusieurs
indéterminées a coefficients dans le corps Q.

Pour les polynémes en une variable, il existe des algorithmes efficaces. Pour
f(Y) € Z[Y] de degré < D et de coefficients < H en valeur absolue, on peut

®) e cas général du théoréeme de Hilbert peut s’en déduire moyennant un argument
supplémentaire reposant sur le théoreme de Cebotarev.
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effectuer la factorisation en temps polynomial en D et log(H), i.e. dans un
temps < (D + log(H))°™M [LLL82] (ott O(1) est un constante absolue). Il
existe des formes plus générales de ce résultat ou Z est remplacé par 'anneau
des entiers d’un corps de nombres [CG82], [Len83].

On ne dispose pas de tels algorithmes pour les polyndémes de 2 variables
ou plus. Dans la suite, nous nous limitons au cas de 2 variables. Le théoréme
d’irréductibilité de Hilbert va permettre de se ramener au cas d’une variable.
Précisément, donnons-nous un polynéme P(7T,Y) € Q[T,Y] tel que degy (P) >
1. Sans perdre en généralité, on peut supposer que P est a coefficients dans Z
et est unitaire en Y. Soit

P(T,Y) = ﬁHi(T, Y)

la décomposition de P(T,Y) dans Z[T,Y] : les polynomes II;(7,Y) sont
irréductibles dans Z[T, Y] et unitaires en Y.

De facon générale, on appelle hauteur d’un polynéme f € C[Xy,...,X,] le
plus grand de ses coefficients en module; on la note H(P) et on note h(P)
la hauteur logarithmique de P, i.e., h(P) = log(H (P)). Nous allons utiliser le
résultat suivant.

Proposition 10.6.1. — Pour f1, fo € C[X1,...,X,], on a
h(f1) < h(f1) + h(f2) < h(f1f2) + ndeg(fif2)

Démonstration. — La premiere inégalité est évidente. Pour la seconde, on
introduit les autres “mesures” suivantes d’un polynoéme. Pour

dy dn
PX)=) - > aj.X{ - X
j1=0  jn=0

on pose :

Lo(P) = (5, lagl?)

M(P) = exp ([ Jo log | P(eX™ . c2mte) dty -,
De facon immédiate, on a
H(P) < Ly(P) < (di + 1)"/? - (dy + 1)/2H(P)

De la convexité de la fonction exponentielle on déduit

1 1
M(P)? </ / |P(e2imi 2T 2dty - dt, = Ly(P)?
0 0
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soit M (P) < Lo(P). L’inégalité suivante, prouvée ci-dessous, est due a Mahler

[Mah62] :
|j1..gu| < <;li> <j:> M(P)

On en déduit immédiatement 1’inégalité importante
H(P) < 2™M(P)
ou d est le degré total de P.

Démonstration de l'inégalité de Mahler. — Pour n = 1, le polynéome P s’écrit
d
P(X) = auX" 4+ +ay = ag [[(X ~ ay)
j=1

On montre préalablement, en utilisant la formule de Jensen

1 T
Jo log | f(e*™)|dt = log | f(0)] + > lcl<1,£(¢)=0 log [¢]
(pour toute fonction holomorphe f sur un ouvert O D(O, 1))

que

d

(%) M(P) = |ag| ] ] max(1,]a;])
j=1

On obtient alors la majoration voulue en écrivant les coefficients en fonction

des racines du polynome.
Pour n > 1, écrivons P(X) sous la forme

d1
P(X) =) P (Xy,...,X,) X
j1=0

D’apres le cas n = 1, on a pour tous nombres complexes zo,..., 2z, et pour
tout j1 =0,...,dy :

d ! A
log | P (22, ... 20)]| < log (jl) + [ loglPE sl
0
ce qui, en intégrant par rapport a zs,...,2, le long du cercle unité, puis en
prenant les exponentielles, conduit a
dy
J1

En itérant cet argument, on obtient l'inégalité annoncée (*). O

e < (9) P Gr=0a



10.6. APPLICATION A LA FACTORISATION DE POLYNOMES 369

L’intérét de la mesure M (P) est qu’elle est multiplicative : pour tout fi, fo €
C[X1,...,Xy], on a la formule

M(f1f2) = M(f1)M(f2)
On obtient, en posant deg(f1f2) =0
H(f1)H(f2) < 2"°M(P1)M(Py) = 2" M (P1Py) < 2"(5 + 1)"/* H (P Py)
L’inégalité annoncée résulte alors de 2°(5 4+ 1)1/2 < e si § > 2. O

On a donc les renseignements suivants sur les polynoémes I1y,...,IL, :
degyp(IL;) < degp(P)
degy (II;) < degy (P)
deg(TI;) < deg(P)
B(IL) < h(P) + 2 deg(P)
Supposons maintenant que l’on connaisse un nombre ¢ dans la partie hil-
bertienne Hyy, .. 1, C Q. La factorisation

P(t,Y) = f[Hi(t, Y)
i=1

est alors la décomposition de P(t,Y") en irréductibles de Q[Y]. Supposons que
celle-ci puisse étre déterminée a priori, par exemple en utilisant ’algorithme
de Lenstra-Lenstra-Lovész [LLL82] et soit donnée par

P(t,Y)=]]m(Y)
i=1

On obtient alors le nombre r et les degrés degy (I1y), . . ., degy (II,) ; notons les
d; = deg(m;) = degy (I1;), i = 1,...,7. On peut ensuite chercher les polynémes
II4,...,II, sous la forme

d;

I(T,Y) =Y Ty(T)Y/, i=1,...r

5=0
ou les polynomes 1I;;(T") sont a coefficients dans Z et de degré < degp(P). Si
les polynomes m; sont donnés par

d;
Tri(Y):Zﬂ'inj, 1=1,...,7
=0

avec m;; € Z, on a

Hij(t):ﬂ'ij izl,...,retjzl,...,di
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Si au lieu d’un nombre ¢, on connait N nombres t1,...,ty5 dans la partie hil-
bertienne Hiy, . 11,, avec N > degp(P)+1, le probleme est ramené a résoudre
> i, di systemes linéaires de N équations & degp(P) + 1 inconnues. De plus,
si N > degp(P) + 1, ces systémes ont tous une solution unique.

Exemple 10.6.2. — (G. Durlet) Soit
P(T)Y)=Y*—TY3+ (T +1)Y?+ (I? - T)Y — 212 + 2T

Pour T = 3, on trouve P(3,Y) = (Y2 — 2)(Y2 — 3Y + 6). Cela indique que la
décomposition de P(T,Y") ne comporte pas de facteur de degré 1 (en Y'). Pour
T = 4, on trouve P(4,Y) = (Y? — 3)(Y2 — 4Y + 8). Si la décomposition de
P(T,Y) comporte exactement 2 facteurs II; et Il de degré 2, une troisieme
valeur 7' = t pour laquelle P(t,Y) se décompose en 2 facteurs de degré 2
permettra de déterminer II; et Ily. La spécialisation T = 5 ne convient pas
car P(5,Y) = (Y —=2)(Y +2)(Y? —5Y +10). Pour T = 6, on trouve P(6,Y) =
(Y2-5)(Y2—6Y +12). Parmi les diverses identifications de IT; (¢, Y) et TI5(¢,Y")
aux facteurs de P(t,Y) pour t € {3,4,6}, il en figure une qui conduit a la
décomposition cherchée, si 'hypothese “P(T,Y") produit de 2 facteurs de degré
2”7 est exacte. Dans le cas contraire, P(T,Y") serait irréductible. L’identification

;(3,Y)=Y2-2 2(3,Y)=Y2-3Y +6
;(4,Y)=Y2-3 et 2(4,Y) =Y2 -4y +38
,(6,Y)=Y2-5 H2(6,Y) = Y2 —6Y + 12

conduit a
P(T,Y)=(Y?> =T +1)(Y? - TY +27T)

De fagon générale, le probléme est de pouvoir déterminer effectivement suf-
fisamment de points dans la partie hilbertienne Hiy, . 11,.. On ne connait pas
explicitement les polynoémes Iy, . .., IL,.. On sait cependant qu’ils sont de degré
relatifs en T et Y bornés respectivement par degr(P) et degy (P) et de hau-
teur logarithmique < h(P) + 2deg(P). Il n’y a qu'un nombre fini de tels po-
lynémes. Théoriquement donc, les éléments de la partie hilbertienne associée
a I’ensemble de tous ces polynomes conviendront. En pratique, il s’agit d’en
trouver effectivement. Ainsi pour pouvoir déduire de la méthode un algorithme
de factorisation en temps polynomial, il faudrait pouvoir disposer d’une bonne
borne pour la plus petite bonne spécialisation pour le théoreme de Hilbert. De
fagon précise, la question est de

Probléme 10.6.3. — Trouver une constante C' = C(n, D, h) dépendant de
n, d et h la plus petite possible et telle que, si Py, ..., P, sont n polynémes
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irréductibles dans Z[T, Y], unitaires en Y, de degré < D et de hauteur loga-
rithmique < h, alors la partie hilbertienne contient un nombre u/v € Q tel
que max(log(lul),log(|v])) < C.

La premiére borne de ce type a été donnée dans [Déb96] ; 1'énoncé ci-dessus
est démontré avec la borne

C = 1010D100nD2 Log(D) (h2 + 1)

Cette borne a été améliorée dans [SZ95] ou la dépendance en D a été ramenée
de DP™ 3 DO puis dans [Wal05] ou la borne obtenue

C — (2109276degy(P) degT(P)64h19)4

dépend polynomialement de h et de degy(P) mais encore exponentiellement
de degy (P). Il faudrait rendre polynomiale cette derniere dépendance pour
obtenir un algorithme déterministe de factorisation en temps polynomial des
polynomes en 2 variables, comme celui de [LLL82] l'est en 1 variable. Cela
est possible dans le cas galoisien, c’est-a-dire, quand ’extension engendrée sur
Q(T) par une racine de P(T,Y) est une extension galoisienne [Wal05]. On
montre dans [DWO08] que ce l’est aussi sous certaines hypotheses sur le groupe
de Galois, par exemple quand il est résoluble et que son action sur les racines
est primitive, mais le cas général n’est pas couvert.

10.7. Notes du chapitre 10
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