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RESULTATS RECENTS LIES AU
THEOREME D' IRREDUCTIBILITE DE HILBERT

Pierre DEBES

Le théordme d’irréductibilité de Hilbert est un résultat de la fin du
gsigcle dernier [17). Le problame est le suivant : &tant donnés un corps
k et Pl,....Pn n polyndmes irré&ductibles dans

k(xl,...,xr)[Yl,...,Ys], montrer que 1’ensemble qu'con note
classiquement Hk(Pl,...,Fn), constitud des spécialisations
(xl’x2""‘xr) des indéterminSes (xl.....xr) pour lesquelles les
polynSmes Pi(xl,...,xr,Yl,...,Ys), i= 1,2,...,n, sont irréductibles

dans k[Yl,...,Ys], contient beaucoup d'éléments de K. Précisément,

on appelle partie hilbertienne de K tout ensemble, intersection d’un
ensemble du type Hk(Pl"“’Pn) avec un ouvert de Zariski da K et

on dit que le corps k est hilbertien si pour tout entier r2l, les
parties hilbertiennes sont non vides. On appelle aussi ensemble mince
tout ensemble dont le complémentaire contient une partie hilbertienne.
En ces termes, le thiordme d'irréductibilité de Hilbert s'@&nonce :

Théorgge 0 — Le corps & des nombres rationnels est un corps
hilbertien.

Le théoréme de Hilbert asutorise dans certaines situations &
specialiser des paramdtres, sans modifier la structure alghbrique.
Ainsi, on peut spécialiser des indétermines d'un pelyndme de telle
sorte que l'irréductibilité soit conservée, mais aussi la structure de
son groupe de Galois. Cela permet de construire des extensions de @
de groupe de Galois donngé G (probldme inverse de la théorie de
Galois) : il suffit de savoir comstruire une extension d’un corps
d’indétermindes a(xl,...,xr) de groupe G et de spécialiser ensuite

xl,...,xr. On trouve dans les oeuvres de Hilbert, des exemples de ce
genre de construction avec G=Sn et G=An {voir [27] pour d’autres

exemples).

Le thSordme de Hilbert sert &galement & construire des courbes
elliptiques de rang &levé. La stratégie est la mdme @ on construit une
courbe elliptique sur un corps d'indéterminbes qu’on spécialise
ensuite. [’aprés un théordme de Néron, en dehors d'une ensemble mince,
le rang se conserve, Néron a obtenu de cette fagon des courbes
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elliptiques de rang sur Q@ r=9, 10 et méme 11 [21]; sa construction
pour r=11 a &té précisée récemment par M. Fried [14]. Jusqu’aux
travaux de J,-F. Mestre {20}, c'6tait la seule m&thode.

Pour montrer qu'un corps k est hilbertien, 1’&tude du cas r=s=1
(c’est-d-dire un paramdtre et une indéterminde) est suffisante ([19]
Ch. 9 % 3). Le probléme consiste alors, via une réduction classique
([19] Ch. 9 Prop. 1.1), & compter des points sur des courbes
algébriques, précisément & montrer que si dngPigz pour

i= 1,2,...,n, les ensembles

VL<P1""'Pn)= {xek/Pi(x,Y) n'a pas de racine dans k pour
i=1,2,...,n}

sont infinis. Le théoréme de Siegel sur la finitude des points entiers

sur les courbes de genre 1 permet alors de majorer en O(J/N) le
nombre des entiers x qui ne sont pas dans Hﬁ{pl""'Pn) et tels que

|xj<N; cette estimation est d’ailleurs la meilleure possible & cause
des carrés (Pl= YZ—X). On a des résultats semblables pour les x
rationnels de hauteur <N {(cf. [27]).

Pour les dimensions plus grandes , des estimations analogues ont &té
@tablies par 5.D. Cohen dans la fin des années 70 [5], mais la méthode
est différente : elle consiste & &tudier la réduction modulo un idéal
premier p d’'un ensemble mince M; grice au théordme de Lang-Weil sur
le nombre de peoints mod p d'une vari&té algébrique, on montre que
certaines classes ne sont pas atteintes. Le th8ordme du grand crible
permet d'en déduire que 1’'ensemble M lui-mBme n'a pas beaucoup
d'éléments. La premidre partie de la méthode redonne d’autre part un
résultat &tabli par A. Schinzel [24] et de facon effective par M. Fried
[13} : toute partie hilbertierne de Q contient une progression
arithmétique d’entiers. Pour plus de d&tails sur cet exposé
introductif, nous renvoyons & [27] et [19].

Des travaux de ces derniéres anndes permettent de donner une autre
description des parties hilbertiennes, plus qualitative : ils mettent
en édvidence une relation liant la structure arithmétique d’un polynSme
spécialisé P(x,Y) (sa décomposition en polyr®mes irréductibles) &
celle de x (sa décomposition en nombres premiers, ou plus
généralement en idéaux premiers pour x alghbrique). Cette relation se
trouve &tre contraignante et imposera que "trés souvent”, on ne puisse
étre que dans le cas le plus simple, c’est-d-dire celui ol P(x,Y) est
irréductible. On obtiendra de cette manidre de nouveaux résultats liés
au théoréme d’irréductibilité de Hilbert et ce qui est important des
résultats complétement explicites (voir en particulier le théoréme 4).

Notations. Les valeurs absolues associ&es aux places d'un corps de
nombres F sont normalisées de telle sorte qu’elles scient égales sur

0 aux valeurs absolues usuelles. MF désigne 1'ensemble des places de

F. La formule du produit s'&crit
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4
[clv =1 pour ¢ €F, ¢ # 0

T
stF

et la hauteur (legarithmique) d'un nombre algébrique est définie par

F
h(t)= rpigT p o log max(l,|¢|)) pour ¢ € F,

veMF

ol d: désigne le degré local de la place veMF par rapport & @.

Enfin pour teMF on note MF(;) 1’ensemble des places veMF ol

[§|v<1 (par exemple, si { est un entier rationnei, Nh(c) est
1’ensemble des nombres premiers divisant ¢).

Dans la suite, k désigne un corps de nombres et P un polyndme
irréductible dans k(X)(Yl. On suppose qu’il existe une série de

Laurent Y = z 7, X" a coefficients - dans &, solution de

mym,
P(X,Y)=0. D’un point de vue géométrique, cette hypothdse signifie que

dans un modéle projectif lisse de la courbe ™"P(x,y)=0", la fonction
x possdde au moins un zéro simple Q.

Seit K le corps K=k((nm}m)mb)-

un corps de nombres et que [K:k] < dng P. Géométriquement K est le

Il est facile de voir que K esat

corps de dé&finition sur k de @.

Pour toute place v de K, notons Rv le rayon de convergence

v-adique de y (on a Rv>0) et Yv la fonction naturellement induite

par Y sur la boule ocuverte &pointée B*(O.Rv)= {xeKv/0<[x|v<Rv} du
complété Kv de K pour la mtrique v.

L’énoncé suivant est fondamental. Pour ¢ non nul dans k, on se
donne a priori un diviseur 7 dans k(Y] du polymdme P(¢,Y); les
nombres Yv{g) qui sont définis sont tous racines du polyndme P(¢,Y):

dans le théoréme 1, on s’intéresse seulement & ceux de ces nombres qui
sont racines du polynSme ZX.

Théordme 1 - Soient ¢ek, ¢#0 et I un diviseur de P(¢,Y) dans
k(Y]. Soit S{¢,Z) 1l'ensemble des places v de K wv&rifiant :

lef, <R, et H(Yv(t)) = 0.

On a alors
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1 K . _ _deg m
TRET 4, log min(l,|¢| )= - hig) + o(/RTE)
-B veS%i,H) v ? I Iv eg;

od les constantes intervenant dans le 0{...) ne dépendent que de P,

On peut interpréter le théorame 1 comme un résultat sur la
distribution des Yv{t) qui sont définis, & 1'intérieur des racines de

P(¢,Y). En effet, a cause de la formule du produit, on a

N T S S :
hig)= AT 4, d, log min(1,|¢| );
K

la relation du théoréme 1 signifie donc, qu'3 un O(1//R(E)) pras, la
probabilité (selon la loi image par 1'application v a—. dg log|§|v)

qu’d une place v d’appartenir & un ensemble 5(¢.0), c'est-d-dire la
probabilité qu’ad un nombre Yv(e) d’&tre une racine de I, vaut

deg H/dngP.

Le théoréme 1 est banal dans les cas extrémes =1 et m= P{¢,Y).
Les situations interm&diaires sont plus inté&ressantes : la relation du
théoréme 1 impose & ¢ des conditions {arithmétiques) non triviales
pour qu'une telle sityation pPuisse se produire c'est-d-dire pour que le
polynSme P{{,Y) puisse &tre réductible. Le corollaire suivant est une
bonne illustration de ce lien existant entre les structures
arithmétiques de P(¢t,Y).

%y a
Corollaire 1 ([10] % 2.3) - Soit P(t,¥)= u P1 . PEg la

décomposition du polyndme P(¢,Y) en irréductibles distincts de k[Y].
Alers, pourvu que h(t)>h0 ol h0 est une constante ne dépendant que

de P, on a
g < Card M (¢).

I1 suffit de remarquer que si h(¢) est suffisamment grand, le terme
de gauche dans la relation du thSordme 1 ne peut @tre nul si deg It >
1; par conséquent, on a S(c.Pi) N MK(Q) #0 pour i=1,2,...,q.

D'autre part, on a S(t,Pi) n S(Q,Pj) =@ si i#j. Il y a donc au
moins autant de places dans MK(E) que de polyn®mes Pi a

On obtient en particulier le résultat suivant :

Corollajre 2 (28] -~ Soit P un polymdme irréductible dans Q(X)[Y].
On suppose que le polynime F(0,Y) possade une racine simple dans g.
Alors si p est un nombre premier et m un entier, le polyn®dme

P(pm,Y) est irréductible dans QY] dda que pm eat suffisamment
grand (supérieur & une constante ne dépendant que de P),
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En effet, on a ici K=g: Mn(pm)={p}; d*apras le corollaire 1, on a

doenc g=1 dé&s que h(pm)= log pm est assez grand O (voir [10] 3 2.3
pour des généralisations du corollaire 2).

Le th&ordme 1 g&néralise les travaux antérieurs sur les valeurs de
fonctions alghbriques de T. Schneider [25] (26], P. Bundschuh [3] et
V.G. Sprindzuk {29] [30] [31] [32). Dans ces premiers travaux qui tous
ont leur source dans le céldbre article de Siegel [2B}, seule une place
entre en jeu {une place archimédienne chez Schneider et Bundschuh, une
place finie chez Sprindzuk). En 1983, Sprindzuk donnera sa forme quasi
définitive au résultat, en tenant compte simultanément de toutes les
places [32]. Le th&ordme 1 [7] [10], obtenu gréce & une mdthode
différente de celle de Sprindzuk, affine un peu les hypothdses de son

résultat et surtout en améliore les constantes : celles de Sprindzuk
dépendent de k.

Les méthodes utilisSes pour démontrer ce genre de résultats
proviennent de la théorie des nombres transcendants.

La méthode de Sjegel. C'est la mbthode utilisée par Sprindzuk. Mise en
oeuvre & l'origine par Siegel pour montrer la transcendance de valeurs
de E-fonctions [28], on l'applique ici & des fonctions algébriques.
Schématiquement, on procdde de la facon suivante (voir [32] pour un
exposé précis de la méthode).

Grdce au principe des tiroirs, on construit une fonction auxiliaire
non nulle ¢(X,Y) od ¢ek(X,Y] est un polynSme dont on contréle la

hauteur, vérifiant les deux conditions :

(a) ord0 $(X,¥Y) > M o M est grand (précisément, M est un
paramdtre qu’on fait tendre vers + » en fin de démonstration;
ord, désigne la valuation X-adique sur @((X))).

(b) Il existe weS{¢,T) tel que ¢(t,Yw(§)) ® 0.
Par dsfinition de S{¢,f) on a ausasi

() (Y (&) = 0.

Enfin, on peut supposer Z irréductible : le cas général s’en déduit
aisément. De (b) et (c) on déduit alors que R le résultant des
polynbmes # et ¢(¢,Y) est non nul dans k. On applique la formule
du produit & ce nombre algébrique :

Tl'lldl‘f 1
R v =L
chK

Le résultat découle alors de la majoration de chacun des termes |H1v
Ajoutons seulement que pour wveS(¢,T), onh majore iﬂjv en



24

|¢(§,YV{§}|V qui est petit & cause de (a) : il varie en |t|g. Cela

explique comment apparait le terme de gauche dans le théoréme 1. lLe

terme ggé;; h(¢) provient lui de la majoration de la hauteur de ¢

donnée par le principe des tireoirs 0

I1 y a cependant une difficulté. Pour obtenir la condition (b), on
ezt obligé de faire des différentiations, ce qui fait apparaitre des
factorielles. Quand on travaille avec des E-fonctions, par exemple
1l'exponentielle, ces factorielles disparaissent, se simplifiant avec
ceux qui figurent au dénominateur des coefficients du développement de
Taylor des E-fonctions. En revanche, ils compliquent considérablement
les estimations quand il s’agit de fonctions algébrigues ou plus
généralement de G-fonctions dont les coefficients de Taylor varient
géombtriquement. C’est d’ailleurs & cause de cette difficulté que les
&énoncés donnés par Siegel sur les G-fonctions resteront en suspens
trés longtemps : ce n'est qu’en 1881 qu’un résultat général sera
démontré par Bombieri [l], au prix d'arguments trés fins comme le
théoréme de Dwork-Robba. L'analogue de ce dernier résultat chez
Sprindzuk est le lemme 4.5 de [32].

La méthode de Gel’fopd. Il v a une alternative & la méthode de Siegel :
la méthode de Gel’fond, que celui-ci &labora pour montrer la

transcendance de ab (septiéme probléme de Hilbert). Adaptée au
probl@me considéré, elle conduit d’une part au théordme 1 (6], d’autre
part, dans le cadre plus géréral des G-fonctions, & une nouvel &noncé
(10] tout & fait analogue & celui de Bombieri, et cela sans rencontrer
1'&cueil de la méthode précédente. Le principe de la démonstration est
le suivant.

Gréce au principe des tiroirs, on construit une fonction auxiliaire
non nulle ¢(X,¥Y) ol ¢ek[X,Y] est un polymdme dont on contrdle la

hauteur, vérifiant la condition
{a) pour toute place veS(¢,T), la fonction ¢(X,Yv) & un zéro

d'ordre &levé {supdrieur & un paramdtre M) au point ¢.
(Ici aussi, N est supposé irréductible dans k(Y] et la condition
(a), en fait, ne dépend pas de veS(¢,7), les valeurs des fonctions

Yv en § (ainsi que leur dérivées) étant conjuguées sur k pour

veS(¢,m)).

Ensuite, on applique la formule du produit tout simplement au premier
terme non nul + du développement de ¢(x,g) en 0 de o¢{(X,Y), la

condition {a) conduisant & des majorations de |-r|v en Ietg pour
ves(s,7) 0

Signalons pour clore ce chapitre que D.V et G.V Chudnovsky ont
récemment obtenu, grice & une mbthode basée sur la théorie des
approximants de Padé du second type, de nouveaux résultats sur la
nature arithmétique des valeurs de G-fonctions fl""'fh vérifiant

des &quations différentielles lindaires {4]. Leurs conclusions sont
comparables & celles de [1] et [10], (& ceci prés qu'ils ne travaillent
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qu’avec une seule place), mais au contraire de ces derniers travaux,
ils se dispensent de toute hypothése sur 1'opérateur différentiel
linkaire dont est supposé atre sclution le n-uple (f ,...,fn); dans

(1}, on suppose que cet oparateur est fuchsien de type arithmétique,
dans [10] que c'est un G-opérateur. Ils démontrent d’autre part ([4]
th. III) que si, de plus, fl""’fn sont lipdairement indépendantes

sur §(X), alors le n-~uple (fl,...,fn) est pécessairement solution

d’upn opérateur différentiel vérifiant la condition de Galo¥kin [16],
une troisiéme hypothdse classique dans ce genre de problame.

En 1983, Bombieri a donné une troisidme démonstration du th&ordme 1
(2]. Sa nouvelle approche montre que le thSordme 1, obtenu jusque la
par des voies arithmétiques, a en fait une origine alghbrique. La
formulation de son résultat est plus géombtrique, mais les &noncés sont
équivalents (voir (8] Ch. 7).

Soit C une courbe projective irréductible lisse définie sur le
corps de nombre k. Pour QeC(k) un point k-rationnel sur C, on
note Ao la fonction de Weil assocife au diviseur Q (précisément,

AQ désigne un représentant fixé de la classe, modulo les fonctions
Mk—bornées sur C, des fonctions de Weil associ®es au diviseur @

(ef. [19] Ch. 10)). A v fixé, il faut voir AQ{.,V) comme une
valuation sur ¢ : AQ(M,V} grand signifie que "M est proche de Q
pour la place wv".

Théordme 2. - Soit P une fonction rationnelle sur € définie sur k.
Il existe une famille de nombres réels LI veMk, nuls pour toutes

les places sauf un nombre fini ayant la propri&té suivante : si QeC(k)
est un pdle de ¥ k-rationnel, alors pour tout point M dans C(k)
on a

1 2 X ord®
=T el d, log max (1, [P(M)] )= - Teg MPM)) + O(ETPT))

AQ(M,V)>GV

ol les constantes intervenant dans le 0(...) dépendent de C et ¥
seulement.

La démonstration de Bombieri s’appuie sur deux résultats fondamentaux

le theéoréme de décomposition de Weil ([33], [19] Ch. 10} et la
quadraticité de la hauteur sur les variétés ab&liennes ([22], [19] Ch.
5). Sen principe est le suivant (cf. [2] [9]).

En utilisant les propriétés standards des fonctions de Weil,
notament le théoréme de décomposition de Weil, on montre 1'existence
d’une famille de nombres réels av, veMk, nuls pour presque tout v,

telle que si QeC(k) est un pdle de P, alors pour tout MeC{k), on
ait
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1 k
WHI vegk d, log max(l, r(M}| }= - ord )P hy (M) + 0(1)

AQ(M,V))'GV

ol hQ désigne la hauteur sssociée & la classe du diviseur Q dans le
groupe de Picard de C.

Ensuite, on fait varier Q@ parmi les pSles de P et on somme les
tégalités ainsi obtenues : cela donne

her)s D (~ordg,P)ho, (M) + 0(1).
Q' psle de ¥

Mais & cause de la quadraticité de la hauteur, on a {cf. [19] Ch. 5 &
5)

hys = hQ + O(J'hz) pour tout Q°.

L'égalité précédente donne alors

h(®(M))= deg ¥ hu(M) + O{/RTP (MY )

ce qui, reporté dans la premiére &galité, fournit le résultat d§siré @

Comme pour le théordme 1, notons que le terme de gauche dans la
relation du thécrdme 2 ne peut &tre nul si la hauteur de P(M) est
suffisamment grande. Supposons tous les pdles de ¥ rationnels sur k.
La famille (av)veMk du thdoréme 2 peut #tre choisie de telle sorte

que les ensembles (veM /A (M,v)>8 } oY Q varie dans l'ensemble des
Q v

pdles de P soient disjoints deux & deux. De ces deux remarques, on
déduit que, dads que h(P(M)) est assez grand, le nombre de places v
de k ol |?(M)||v>l est minoré par le nombre de pdles de ¥P. Dang le

cas général, on peut faire le raisonnement précédent sur une extension
de k et redescendre sur k griice & des arguments galoisjiens (cf.
[10] & 2.4). On obtient le rSsultat suivant :

Corollaire - Scient ¥ une fonction rationnelle sur C définie sur k
et p le nombre de pS8les de ¥ non conjugubs sur k. Pour tout point
M k-rationnel sur C, on a

Card M (1/¢(M)) 2 p

dds que h(r(M)) est assez grand (supdrieur & une constante ne
dépendant que de € et ¥).
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Encncé sous des formes diverses, ce résultat se situe & la croisée de
plusieurs travaux : (2] Th. p. 305, (10] % 2.4 Corollaire, [15] Prop.
4.4, [34]. Aux méthodes utilisées chez les trois premiers qui sont
celles dbcrites dans cet exposé, H. Weissauer [34] en ajoute une
troisidme qui s'appuie sur des arguments non-standards.

On peut, comme Bombieri [2], voir le corollaire comme un résultat de
finitude des points entiers (ou S-entiers) sur certaines courbes
algébriques. En particulier, il donne l’exemple suivant :

Soit P un polynSme irréductible dans Q[X,Y]. Supposons que la
partie homogéne de plus haut degré dans P ne soit pas la puissance
d’un irréductible de Q[X,Y]. Géomdtriquement, cela impose que sur C,

un moddle projectif lisse du corps de fonctions Fract (G[X,Y]/P), la
fonction x ait au moins deux pSles non conjuguds sur € (soit, avec
les notations du corcllaire, u > 2 pour ¥=x}. On daduit donc du
corollaire qu'il n'y a qu'un nombre fini de points M g-rationnels sur
C wvéarifiant Card(Mn(llx(M))<2. En particulier les points M,

g-rationnels sur C pour lesquels x(M)eZ sont en nombre fini;
1’&quation P{x,y)})=0 n’admet donc qu’un nombre fini de sclutions
eptidres x,y. On retrouve ici un résultat de Runge {23].

Il est intéressant de noter que le th&éordme 2 et son cerollaire
restent valides si le corps k est plus généralement un corps muni
d’un ensemble de valeurs absolues satisfaisant la formule du produit
([19] Ch. 2). En effet, on peut déduire directement du corollaire que
le corps k esat hilbertien. On obtient ainsi que tout corps avec une
formule du produit est un corps hilbertien, un résultat d0 & Weissauer.

Voici comment on procdde pour déduire du corollaire 1'hilbertianité
de k. Les idées suivantes sont de M. Fried ([15] th. 4.2). Cependant,
contrairement & lui, nous n'utiliserons pas ici 1'existence d’'un
ultrafiltre maximal non trivial sur M.

Via les réductions classiques rappelées en intreduction, il s'agit de

démontrer que si Pl....,Pnek{X)[Y] sont n polynSmes absolument
irréductibles de degr&é »2, alors 1’ensemble VL (Pl,....Pn) est
infini.

Remarquons tout d’abord que, quitte & changer X en b+l/X, pour b
convenablement choisi dans k, on peut supposer que les corps de
rupture sur k(X) des polynSmes Pi’ i= 1,2,...,n, ne sont pas

ramifiés au-dessus de la place x=eo.

Soit H wune partie infinie de k-{0} ayant la propriét& suivante :
(1) Il existe un entier € tel que pour tout x dans H,
Card Mk(x) 4 ¢,

Nous allens montrer que
(2} Il existe a€k tel que l’ensemble a+1/HﬂVﬂ(P1,...,Pn) soit

{a)

infini, ce qui, en notant Pi = Pi(a+l/X,Y) pour i= 1,2,...,n

et aek, équivaut a
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(2") I1 existe aek tel que l’ensemble H1V&(P§a),...,P£a)) soit

infini.

Pour m un entier quelconque, on commence par construire par

récurrence CIEERRRL- dans k de telle sorte que pour j= 2,3,...,m,
{a )

les discriminants des polyndmes Pi J , i=1,2,...,n d'une part, et
(a )

les discriminants des polynomes P, v , 1= L2,...0,n, w= 1,...,0-1,

d’autre part, n’aient pas de racines en commun : cela est clairement

réalisable vu la forme des pelyndmes Pia).

On raisonne ensuite par 1’'absurde. Notons Vk(Pia)) 1l’ensemble des

&éléments x de k tels que le polyndme Pia)(x,Y) ait une racine
m (aj) (Ej)
dans k; s8i (2') est faux, l'ensemble HN U Vﬁ(Pl ,...,Pn )
J=1

est fini. On en ddduit que 1’'ensemble
(a)) (a)
, Yn... N vk(Pi ) est infini, et donc
1 m

qu’il existe un m-uplet (il,...,im) dans {1l,...,n} pour lequel

HnNn 0] Vk(PL
lgil....,i {n
m

(a)) (ay)
(3) 1’ensemhle H N Vk(P. YN ...n v (P, y est infini.
i k i

Notons pour j= 1,2,...,m, yj un zéro dans Ek{X; du polynbme

PFaJ)
1.
J

nombres 8),-..58, Ppour Jj=2,...,m, l'intersection des cldtures

et L le corps L= k(X,yl,...,ym). A cause du choix des

normales sur k{X) des extensiocns k(X.yj) et k(x,yl,...,yj_l) est

ramifide nulle part, donc vaut k(X) {(&quivalent classique sur k(X)
du théoréme de Hermite-Minkowsky). Ces extensions sont donc
linéairement disjointes sur k(X). En particulier, on a

(4) [L: kiX})]= deg P, ... deg P, .
4 lm

Considérons maintenant € (resp. Cj) un moddle projectif lisse du

corps de fonctions LK (resp. F(X,yj)). (3) signifie qu’il existe une

infinité de points M k-rationnels sur C wvBrifiant x(M)eH. On
déduit alors de la dé&finition de H (1) et du corcllaire (qu’on
applique & ¥=1/x), qui si u désigne le nombre de zbros non
conjugués sur k de la fonction x, alers
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Seit @ 1'un de ces zéros. Il s’envoie par restriction (en le voyant
comme une place du corps LK au dessus de X=0), sur un zéro Qj de
la fonction x sur la courbe Cj. Ce dernier, par la transformation
X —s aJ.+1/X,. correspond & un pAle de la fonction x sur la courbe

"Pi (x,y)=0", c’est-d-dire l1’une des courbes

J
"Pl(x,y)=0",...,"Pn(x,y)=0". Conclusion : le corps de définition sur

k du point @ qui est isomorphe au compositum des corps de dbfinition
sur k des points Qj’ j=1,2,...,m {& cause de la condition sur

al,...,am}, a un degré sur k qui peut &tre majoré par un nombre r

indépendant de m. Enfin & cause de la réduction faite en début de

démonstration, on a ordqx=1. Toutes ces remarques conduisent

finalement &

deg ¥ = E ordO P < lr .
Q
x{Q)=0

Il suffit, pour obtenir la contradiction désirée, de choisir m
assez grand, puisque, & cause de (4), on a aussi

deg P = [L: kiX)] 2" o

La ramification est 1'un des outils de base de la démonstration
précédente. Elle joue agalement un rdle primordial dans un travail
récent de R. Dvornicich et U. Zannier [12]. Soit P un polyndBme
irréductible dans ®Q[X,Y]; pour ae@, notons #(X+a) une fonction
algébrique solution de P(X+a,s(X+a))=0. En reprenant 1'argument
daveloppé dans la démonstration précadente, on construit facilement
S ERRRTL dans & tels que l’extension Q(X,B(X+a1),....e(x+am))

soit de degré maximal sur Q(X}, c’est-d&-dire (degY F}m.

Dvornicich et Zannier &tudient 1’analogue de ce problédme, peour des
valeurs de fonctions algébriques : si, pour melN, on note em une

racine dans & du polynSme P{m,Y), que peut-on dire du degré sur @
du corps K(m)= q(al,...,am).

Pour meN, dé&éfinissons 1'entier D{(m) par

D{m)= min [n(el,...,am):q]
015018,
ol le "min" porte sur l’ensemble des m—uplets (01,...,8m) vérifiant
F(i,oi)=0, izl,...,m. L’exemple du polyndme P= yi-x pour lequel

K(m)= o(W/B, p premier, p<m) et donc D(m) ¢ qn(m) avec
If(m) =~ m/log m, montre qu’on ne peut pas espérer une creoissance
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géométrique de D(m). En fait, cet exemple est significatif puisque
Dvornicich et Zannier démontrent que, pour P quelconque, il existe

une constante C>1 wvérifiant D{(m) Cm/]'cE n pour m assez grand
([12] th. 2).

le résultat provient d’une &tude de la ramification des corps n(am),

1’idée directrice &tant de montrer que pour "beaucoup” d'entiers m,
il existe un nombre premier p ramifié dans n(em) et pas dans

n(sj), J= 1,2,...,m~1 de telle sorte qu'on puisse conclure que K(m)
S K(m1) pour "beaucoup" d'entiers m.

Le résultat-clé relie la ramification des corps Q(Gm} a celle du

corps Q(X,8(X)}), de facon précise, 4 designant le discriminant de
l'extension Q(X,8(X)} de Q{(X), les nombres premiers p qui se
ramifient dans Q{em) 4 ceux qui divisent 4(m) (cf. [12] lemmes 3 et

4 pour des énoncés précis). On conclut gr8ce 4 des résultats classiques
qui permettent d’estimer le nombre de premiers p pour lesquels
1'équation 4(m)=0 a une solution dans rp.

Terminons cet exposé par une application spectaculaire des théord&mes
1 et 2. On appelle partie hilbertienne universelle (de Q) toute suite
(xm)m>0 de nombres rationnels X ayant la proprié&tgé suivante : pour

tout polymdme P irréductible dans @(X)}[Y], le polyn®me P(xm,Y)

est irréductible dans QY] dé@s que m > m{P} od m(P) est une
constante ne dépendant que de P. En d’autres termes, c’est une partie
infinie de Q@ incluse dans toute partie hilbertiepne de Q, &4 un
ensemble fini prés. Commengons par quelques remarques :

(a} Pour e un entier quelconque sup§rieur a 2, il ne peut y
avoir dans une partie hilbertienne universelle qu’un nombre fini de
termes qui sont des puissances e-idmes dans § (considérer

P= Ye—X). En particulier, la suite des entiers positifs, la suite
(I:m)“l>0 od t est un rationnel fixé, ne sont pas des parties
hilbe;tiennes universelles.

{b} La suite (pm) des nombres premiers n'est certainement pas

m>0
une partie hilbertienne universelle, En effet, on conjecture
classiquement qu'il existe une infinité de nombres premiers p de la

forme p= y2+1 avec y entier, ce qui signifie que pour P= Y2+1—x,
le polyndme P(p,Y) se décompose pour une infinité de nombres
premiers p.

(c) L'image d’une suite (xm) qui n’est pas une partie

m0*
hilbertienne universelle, par une homographie rationnelle bijective

ax+b ' . . . .
X— g B est pas non plus une partie hilbertienne universelle.



3

L'existence de partiea hilbertiennes universelles eat une cons&quence
du théoréme d’irréductibilité de Hilbert : on peut ordonner en une
suite (Pn)m0 1’ensemble des polyndmes irréductibles dans Q{X)}{Y];
d'apras le thsordme de Hilbert, pour tout entier m»0, 1’ensemble HD
(PO’PI""'FH) est non v;de; on choisit X dedans. Alors la suite
(x,)

0 est une partie hilbertienne universelle.

Mais jusqu’en 1981, on ne disposait d'aucun exemple explicite de
partie hilbertiesnne universelle. On peut désormais en construire grice
aux théordmes 1 et 2. Le premier a &té donnd par Sprindzuk [31]. Il
g’agit de la suite

P
Xp.= fexp (J/Tog{lod mJ)] + m!'2® . mz3.

Nous alleons donner ici un deuxidme exemple. Sa construction repose
sur le résultat suivant [11].

ThEoréme 3 — Soient PeqfX,Y] un polyndme de degré partiel en Y
supkrieur ou égal & 2 et el un entier tels que le polyndme
P(XE,Y) soit absolument irréductible et possdde une racine Y dans

Q({X)). Soit b wun entier distinct de 0,1,-1. Il existe un entier
non nul aG(P,b) tel que pour tout multiple non nul a de aO(P,b),

le polyndme P(aeb,‘{) n'ait pas de racine dans Q ai m eat un
entier assez grand (précisément supérieur & une constante mO(P.b,a)
ne dépendant que de P,b,a).

Supposons pour simplifier e=1 (le cas général, un peu plus délicat,
est traité dans [11]). On est alors sous les hypoth&ses du thiorédme 1.

Rappelonas que K désigne le corps engendrd sur Q par les
coefficients de Y. Pour démontrer le théecréme 3, on distingue deux

cas.
Premier cas : [K : g] < dng P - On choisit a0=1. Soient a un

entier non nul et 7 un diviseur dans Q[Y] du polymdme P(ubm,Y) de
degré deg T > 1. Notre objectif est de montrer que degnm ) 2.

Notons Sm 1’ensemble Sm= S(abm,ﬂ) n MK(b). Le thé&ocréme 1 donne

1 K deg ¥ _ RUBT
™uT vgs d, log|bf + ey MP)" 0 =25,
m

Notons X le terme de gauche. Comme 1 ¢ deg T ¢ dng P et que
Sm < MK(b), la suite ()(m)!Ilzl ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Comme, d'aprés la relation précédente, elle tend vers 0, elle est
nulle & partir d'un certain rang.



b est un nombre rationnel; 1la relation xm=0 8’8erit done :

E 1 E K deg x] -
- d - log |b| = 0.
weM, (b) [[“"” v degP Pl

ves
m

v/w

Mais les nombres log |b|w, oi w décrit 1’ensemble &h(b) sont

lingairement indépendants sur Q. On obtient donc, que pour tout
entier m assez grand, on a

fK : 6] deg # = deg_ P E dK pour tout weM (b)
¥ ves v 9
o

v/w

ce qui donne en particulier

Deuxiéme cas : [K : @Qjf= dng P - Moyennant un petit changement sur

P, cette hypothtse signifie que le polyndme P(0,Y) est irréductible
dans Q(Y]. D’aprés un résultat classique de Hasse, il existe un
nombre premier p tel que 1'équation P(D,y)=0 n'ait pas de solutions
y dans Fp' Prenons oy =P 8i a est up multiple de Ay le

polynSme P(abm,Y) ne peut avoir de racine rationnelle y puisqu’en
passant aux classes module p, on aurait alors P(0,y)=0 modulo P a]

Appliqud & plusieurs polynSmes & la fois, le théordme 3 conduit & upe
nouvelle version du théoréme d’irréductibilité de Hilbert [11} : 81 b
est un entier distinct de 0,1 et -1, toute partie hilbertienne de

Q contient une progression géométrique {abm) de raison b. Mais

m>1
le théoréme 3 permet d’aller plus loin encore.

Notons, pour tout nombre réel x, p{x) et &8(x) les entiers
d&finis par

Jp(x)= Max {p/p premier, p<x) si x»2
lp(x)= 1 si %<2
e{xy=  TT P-
p premier
pix

Théordme 4 - Soit b un entier distinct de 0,1 et -1. Pour m2,
soit

x = p(log log m) 8{log myllog log m}tym
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La suite (xm)m>2 est une partie hilbertienne universelle. Autrement

dit, si P est un polynSme irréductible dans Q(X}[Y), alors d&s que
® est suffisamment grand, le polynSme P(xm,Y) est irréductible dans

(Y}
Le gros du travail restant & faire consiste a préciser le théordme 3.
En utilisant un résultat effectif de J.C. Lagarias, H.L. Montgomery et

A.M. Odlyzko sur le théoréme de Chebotarev [18], dont le lemme de Hagse
est un corollaire, on montre qu'on peut choisir pour aO(P,b) un

nombre premier v&rifiant

ay(P,b) < w(P,b)

o w{P,b) est une constante qu'on peut calculer effectivement, ne
dépendant que de P,b. Le calcul des constantes intervenant dans le
théoréme 1, qui est fait dans [10), fournit d'autre part une majoration
explicite de mO(P,b,a) en fonction de P, b et de a.

On procédde alors de la fagon suivante. Il s’agit de montrer que si
PeQ(X,Y] est un polyn®me absolument irrdductible de degré partiel en
Y supérieur ou égal & 2, le polynfme P(xm,Y) n'a pas de racine

dans Q@ si m est un entier assez grand.

Soit eyl un entier tel que le polynome P(Xe,Y) admette une racine

dans @Q((X)); 1’existence de e est assurée par le thécréme de
Puiseux. On introduit ensuite le polyn®me Pm: P(p{log log m})X,Y),

défini pour m»2. Enfin, notons a le nombre

8{log m)[1<:»g log m)!/e,

a = i c’est un entier d&s que m est assez

grand. Deux cas se présentent,

Premier cas : P{Xe,Y) n'est pas absolument irréductible - Le

polynSme Pm(XE,Y) est alors lui aussi non absolument irréductible.

Par contre, d’aprés la proposgition 3 du paragraphe 4 de [10], dés que
m est assez grand, il est irréductible dans Q(p)[X, Y], ou p
désigne une racine e-idme de b. Sous ces conditions, le polyn®me

Pm((ampm)e,Y)= F(xm,Y) ne peut avoir de racine dans Q(g} (en

particulier dans @) que si elle est multiple. Cela ne peut se
produire que pour un nombre fini d'entiers m.

Deyxiéme cas : P(Xe,Y) est absolument irréductible - Le polynSme
Fm vérifie alors les hypotheses du th@oréme 3. Quelques calculs basés

sur les estimations préliminaires des constantes aU(P,b) et

{P,b,a) montrent que, dés que m est assez grand
m,
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log m U(Pm,b) de telle sorte que GO(Fh’b) divise «

et m mD(Pm.b,qm).

Pour m assez grand, le polyndme Pm(a;bm.Y): P(xm,Y)
racine dans g, o

n’a donc pas de
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