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Théorie des opérades
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Opérades: définition

Définition
Une opérade est une suite d'espaces vectoriels (P(n)),>0 munie:

o d'opérations de compositions partielles

oj : P(n) x P(m) — P(n+ m—1)

@ d'un élément id € P(1)
@ d'une action de S, sur P(n) pour tout n >0

satisfaisant des relations d'associativité, de symétrie et d'unité.
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Exemple: opérade des endomorphismes

Soit V un espace vectoriel. On définit

Endy(n) = L(V", V).
Alors End\, admet une structure d'opérade ou:
e Vf € Endy(n),g € Endy(m),

(f Oj g)(vla aS) Vn+m—1) = f(V17 ] Vi—lag(vi’ ) Vi+m—1)7 Vitm, s Vn-‘rm—l)'

e id =idy.

o (U.f)(V17 ceey V,-,) = f(VU—l(l), ceey VU—1(,,)).
On appelle cette opérade opérade des endomorphismes associé a V.
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Algebre sur une opé

Définition

Une algébre sur une opérade P est un K-espace vectoriel A muni d'opérations:

An i P(n) x A" — A

satisfaisant des relations de symétrie, d'unité et de compatibilité avec la
composition dans P.

On note en général \,(f,a1,...,a,) = f(a1,...,3n).

Remarque

Se donner une structure de P-algébre sur A est équivalent a se donner un
morphisme
P — Enda

préservant |'action du groupe symétrique et la composition opéradique.

Exemple: |l existe une opérade As telle que ses algébres soient précisément les
algébres associatives.
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Algebre pré-Lie

Soit K un corps.

Définition

Une algebre pré-Lie est un espace vectoriel L muni d'une opération * bilinéaire
telle que:

(cxy)xz—xx(yxz) = (xx2)xy —xx(zxy).

Remarque

Toute algébre pré-Lie est une algébre de Lie avec:

[x,y] =x*y—yx*x
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Arbres étiquetés enracinés non planaires

On cherche une opérade dont les algébres définissent les algébres pré-Lie.

Définition

Un arbre non planaire 3 n > 0 sommets est la donnée d'un graphe simplement
connexe dans R? muni de n sommets étiquetés de 1 a n, et d’un choix d'un
sommet particulier appelé la racine (qu’'on met en bas par convention):

On note PreLie(n) I'espace vectoriel engendré par les arbres a n sommets.
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Structure d'opérade de PreLie

Proposition

PreLie est munie d'une structure d'opérade, appelée |'opérade des arbres
enracinés.

Preuve: (idée) Si T et S sont deux arbres, on définit T o; S comme étant la
somme de tous les arbres obtenus en remplacant le sommet i de T par |'arbre S.
Par exemple, si on prends les arbres suivants:

250,
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Les PreLie algébres

Définition
Soit L une algébre pré-Lie. On définit les opérations braces symétriques
—{—, =} L™ — L par x{y} = xxy et

n

X{Y1s o Yy} = X s YaHYnb1} = D) XYL oo Vi * Va1, ooy Yo
k=1

o

Théoréme (Chapoton-Livernet, 2000)

Se donner une structure d'algébre pré-Lie équivaut a se donner une structure de
PreLie-algebre.

L'action d’une corolle est donnée par:

Q- O,
@

Les relations recherchées proviennent directement de la structure opéradique de
PreLie.
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Algébres pré-Lie a puissances divisées
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Algebres pré-Lie a puissances divisées

Définition

Une algébre pré-Lie a puissances divisées (ou ['PreLie algébre) est un espace
vectoriel L munie d’opérations —{—, ..., —}, . : L"1 — L pour tout entiers
naturels rq, ..., r, = 0 qui miment les quantités

1
XYy ooy Yo Srairy = Wx{yl, cees Y1y ooy Yy woes Y} -
ifis S~ —

r rn

Entre autre, ces opérations satisfont la formule de distributivité

X{Ylv ~-~7Yn}r1,...,rn{21» --~,Zm}51,‘..,sm =
Zx{yl{zl, s Zm}ai,lv.“’a’ln,l, oz, ...72,,1}0‘;,“7“_,%1",;(1, oy Yolz1, ...,zm}a;,l)___7a$1,

21y .eey Z, n,k, nokn s L1y eeesy Z k K .
yniz1, s m}al "oy Sl m}ti,...,tl‘,...7t:,‘..,tn”,ﬁh.‘.”@m
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Le groupe de jauge dans une ["PreLie-algébre

Soit L une PreLie algeébre graduée L ~ @, Ln.

Définition
On définit le produit circulaire de x e L par 1 + y € 1 + Lg par:

+00

x®([L+y) =D x{y}n

n=0

Théoréeme (V., 2022)
(1+ Lp,®,1) est un groupe muni de la loi © définie par:

+0

Q+pEA+v)=1+v+ ) ufvh.
n=0

Ce groupe est appelé groupe de jauge associé a L.
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Le produit circulaire dans une I"'PreLie-algébre

Preuve: Le neutre est 1, et on vérifie aisément |'associativité de la loi ©. La réelle
difficulté est de trouver l'inverse.
L'inverse est explicitement donné par

1-w® =1+ > Ot(n)

tenlT

ol, pour un arbre non étiqueté ¢, I'élément Ot(u) est donné par les braces a poids
appliquées a p selon t. Par exemple, si

alors Ot(p) = p{p{pt, p{p}s, p}211-
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Différentielle et éléments de Maurer-Cartan

Soit L ~ @, _, L une IPreLie algébre.

nez

Définition

Une différentielle sur L est un endomorphisme d de L tel que d(L,) < L,_1,
dod=0et

dx{y1, s Yntr,..om) = dOAYL, o Yatn,.n,

n
+ Z iX{.)/l) ceey Yy d()/k), --~,}’n}rl,...,rk—l,l,.‘.r,,-
k=1

Définition

Un élément de Maurer-Cartan est un object x € L_; tel que
d(x) + x{x}1 = 0.

On note MC(L) I'ensemble de tels éléments.
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Action du groupe de jauge sur MC(L)

Théoreme (V., 2022)
Le groupe (1 + Lo, ®, 1) agit sur MC(L) via:

1+ p).a = (a+p{a}s — d(w) © 1+ p)°® 1

.

Remarque
La théorie de la déformation précédemment définie généralise celle dans les
algébres pré-Lie en caractéristique nulle, ou le groupe de jauge (Lo, BCH,0) est
donné par

BCH(x, y) = log(exp(x).exp(y))

et I'action du groupe de jauge (Lo, BCH,0) est donné par

id — e2d®)

_ ad(\)
Ax=e (x) + TN

d(\)).

A\
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Classification de structures & homotopie prés
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Structure d'algebre pré-Lie & puissances divisées d'une

opérade

Soit K un corps quelconque.

Théoréme

Soit P une dg opérade telle que P(0) = 0. Alors [ [, P(n) est une algébre
pré-Lie a puissances divisées via

{81 8ntrarrs = Z Flid, ...,id, hy(1), id, ... id, ho(s: 1), id, .. id)
0€8,/Sry X... XS,

ol (hi, ..., by 1) = (81, -+, 8Ly s Bns -5 8n)-
— —

r In

On notera I son groupe de jauge.
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Algebres associatives 3 homotopie preés

Définition
Une algébre associative 8 homotopie prés est un espace vectoriel gradué muni
d’opérations de degré —1

m,: A" — A

pour n > 1, satisfaisant les relations de compatibilité suivantes:
Z tmg_py1(a1, -, 3g; Mp(ag+1, -5 3ptq) Ap+q+1s -5 an) = 0.

1<p<n
0<g<p—n

Interprétation des formules:
@ n=1, d = my est une différentielle: m; o m; = 0.
e n=2, d(my(a, b)) = my(d(a),b) £ ma(a,d(b)).
e n=23, m(my(a,b),c) — ma(a,m(b,c)) =

+ms(d(a), b, c) + ms(a,d(b), c) + ms(a, b,d(c)) = d(ms(a, b, c))
ou encore

mo(my(a, b),c) — ma(a, ma(b, c)) = d(ms3)(a, b, c).
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L'opérade

On peut définir As par As(n) = K[S,] = @, cs, Xo1)-Xo(n)-

o€eS,

Définition

On définit I'opérade Asy, par
1 2 1 2 3
Asp = (]—' (s‘l N o,sThY ,) ,d)

ol d est la différentielle définie par:

q+1 -« q+p
a(=N)- 3w
1<p<n

1<qg<p—n

Proposition

Les algeébres sous |'opérade As,, sont précisément les algébres associatives a
homotopie pres.
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Morphismes de As,, vers P

On a une bijection

Morop(Asw, P) ~ MC(P).

Théoréme (V., 2023)

On a une bijection

Morop(Asx, P)/ ~n ~ MC(P)/T.

ol ~, est la relation d"homotopie.

Remarque

Ce résultat peut se généraliser a n'importe quelle Q-algebre a homotopie prés en
posant Qy = B<(C) pour une certaine coopérade C.
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