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Théorie des opérades
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Opérades: définition

Définition
Une opérade est une suite d’espaces vectoriels pPpnqqně0 munie:

d’opérations de compositions partielles

˝i : Ppnq ˆ Ppmq ÝÑ Ppn ` m ´ 1q

d’un élément id P Pp1q

d’une action de Sn sur Ppnq pour tout n ě 0
satisfaisant des relations d’associativité, de symétrie et d’unité.
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Exemple: opérade des endomorphismes

Soit V un espace vectoriel. On définit

EndV pnq “ LpV n,V q.

Alors EndV admet une structure d’opérade où:
@f P EndV pnq, g P EndV pmq,

pf ˝i gqpv1, ..., vn`m´1q “ f pv1, ..., vi´1, gpvi , ..., vi`m´1q, vi`m, ..., vn`m´1q.

id “ idV .

pσ.f qpv1, ..., vnq “ f pvσ´1p1q, ..., vσ´1pnqq.

On appelle cette opérade opérade des endomorphismes associé à V .
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Algèbre sur une opérade

Définition
Une algèbre sur une opérade P est un K-espace vectoriel A muni d’opérations:

λn : Ppnq ˆ An ÝÑ A

satisfaisant des relations de symétrie, d’unité et de compatibilité avec la
composition dans P.

On note en général λnpf , a1, ..., anq “ f pa1, ..., anq.

Remarque
Se donner une structure de P-algèbre sur A est équivalent à se donner un
morphisme

P ÝÑ EndA

préservant l’action du groupe symétrique et la composition opéradique.

Exemple: Il existe une opérade As telle que ses algèbres soient précisément les
algèbres associatives.
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Algèbre pré-Lie

Soit K un corps.

Définition
Une algèbre pré-Lie est un espace vectoriel L muni d’une opération ‹ bilinéaire
telle que:

px ‹ yq ‹ z ´ x ‹ py ‹ zq “ px ‹ zq ‹ y ´ x ‹ pz ‹ yq.

Remarque
Toute algèbre pré-Lie est une algèbre de Lie avec:

rx , y s “ x ‹ y ´ y ‹ x .
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Arbres étiquetés enracinés non planaires

On cherche une opérade dont les algèbres définissent les algèbres pré-Lie.

Définition
Un arbre non planaire à n ě 0 sommets est la donnée d’un graphe simplement
connexe dans R2 muni de n sommets étiquetés de 1 à n, et d’un choix d’un
sommet particulier appelé la racine (qu’on met en bas par convention):
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2

3 4

5 6

7

“

1

2

4 3

5 6

7

“

1

6

34

5 2

7

On note PreLiepnq l’espace vectoriel engendré par les arbres à n sommets.
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Structure d’opérade de PreLie

Proposition
PreLie est munie d’une structure d’opérade, appelée l’opérade des arbres
enracinés.

Preuve: (idée) Si T et S sont deux arbres, on définit T ˝i S comme étant la
somme de tous les arbres obtenus en remplaçant le sommet i de T par l’arbre S .
Par exemple, si on prends les arbres suivants:

T “

2

1 3

; S “

1

2

,

on obtient:

T ˝2 S “

2

3

1 4

`

2

3

1

4 `

2

3

4

1 `
2

31 4
.
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Les PreLie algèbres

Définition
Soit L une algèbre pré-Lie. On définit les opérations braces symétriques
´t´, ...,´u : Ln`1 ÝÑ L par xtyu “ x ‹ y et

xty1, ..., yn`1u “ xty1, ..., ynutyn`1u ´

n
ÿ

k“1

xty1, ..., yk ‹ yn`1, ..., ynu.

Théorème (Chapoton-Livernet, 2000)
Se donner une structure d’algèbre pré-Lie équivaut à se donner une structure de
PreLie-algèbre.

L’action d’une corolle est donnée par:

1

...2 n ` 1

px , y1, ..., ynq “ xty1, ..., ynu

Les relations recherchées proviennent directement de la structure opéradique de
PreLie.
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Algèbres pré-Lie à puissances divisées
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Algèbres pré-Lie à puissances divisées

Définition
Une algèbre pré-Lie à puissances divisées (ou ΓPreLie algèbre) est un espace
vectoriel L munie d’opérations ´t´, ...,´ur1,...,rn : L

n`1 ÝÑ L pour tout entiers
naturels r1, ..., rn ě 0 qui miment les quantités

xty1, ..., ynur1,...,rn “
1

ś

i ri !
xty1, ..., y1

looomooon

r1

, ..., yn, ..., yn
looomooon

rn

u.

Entre autre, ces opérations satisfont la formule de distributivité
xty1, ..., ynur1,...,rntz1, ..., zmus1,...,sm “

ÿ

xty1tz1, ..., zmuα1,1
1 ,...,α1,1

m
, ..., y1tz1, ..., zmu

α
1,k1
1 ,...,α

1,k1
m

, ..., yntz1, ..., zmuαn,1
1 ,...,αn,1

m
,

..., yntz1, ..., zmuαn,kn
1 ,...,αn,kn

m
, z1, ..., zmu

t11 ,...,t
k1
1 ,...,t1n ,...,t

kn
n ,β1,...,βm

.
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Le groupe de jauge dans une ΓPreLie-algèbre

Soit L une ΓPreLie algèbre graduée L »
À

nPZ Ln.

Définition
On définit le produit circulaire de x P L par 1 ` y P 1 ` L0 par:

x e p1 ` yq “

`8
ÿ

n“0

xtyun.

Théorème (V., 2022)
p1 ` L0,e, 1q est un groupe muni de la loi e définie par:

p1 ` µq e p1 ` νq “ 1 ` ν `

`8
ÿ

n“0

µtνun.

Ce groupe est appelé groupe de jauge associé à L.
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Le produit circulaire dans une ΓPreLie-algèbre

Preuve: Le neutre est 1, et on vérifie aisément l’associativité de la loi e. La réelle
difficulté est de trouver l’inverse.
L’inverse est explicitement donné par

p1 ´ µqe´1 “ 1 `
ÿ

tPnlT
Otpµq

où, pour un arbre non étiqueté t, l’élément Otpµq est donné par les braces à poids
appliquées à µ selon t. Par exemple, si

t “ .

alors Otpµq “ µtµtµu2, µtµu3, µu2,1,1.
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Différentielle et éléments de Maurer-Cartan

Soit L »
À

nPZ Ln une ΓPreLie algèbre.

Définition
Une différentielle sur L est un endomorphisme d de L tel que dpLnq Ă Ln´1,
d ˝ d “ 0 et

dpxty1, ..., ynur1,...,rnq “ dpxqty1, ..., ynur1,...,rn

`

n
ÿ

k“1

˘xty1, ..., yk , dpykq, ..., ynur1,...,rk´1,1,...rn .

Définition
Un élément de Maurer-Cartan est un object x P L´1 tel que

dpxq ` xtxu1 “ 0.

On note MCpLq l’ensemble de tels éléments.
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Action du groupe de jauge sur MCpLq

Théorème (V., 2022)
Le groupe p1 ` L0,e, 1q agit sur MCpLq via:

p1 ` µq.α “ pα ` µtαu1 ´ dpµqq e p1 ` µqe´1.

Remarque
La théorie de la déformation précédemment définie généralise celle dans les
algèbres pré-Lie en caractéristique nulle, où le groupe de jauge pL0,BCH, 0q est
donné par

BCHpx , yq “ logpexppxq.exppyqq

et l’action du groupe de jauge pL0,BCH, 0q est donné par

λ.x “ eadpλqpxq `
id ´ eadpλq

adpλq
pdpλqq.
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Classification de structures à homotopie près
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Structure d’algèbre pré-Lie à puissances divisées d’une
opérade

Soit K un corps quelconque.

Théorème
Soit P une dg opérade telle que Pp0q “ 0. Alors

ś

ně1 Ppnq est une algèbre
pré-Lie à puissances divisées via

f tg1, ..., gnur1,...,rn “
ÿ

σPSn{Sr1 ˆ...ˆSrn

f pid , ..., id , hσp1q, id , ..., id , hσp
ř

i ri q
, id , ..., idq

où ph1, ..., hř

i ri
q “ pg1, ..., g1

looomooon

r1

, ..., gn, ..., gn
looomooon

rn

q.

On notera Γ son groupe de jauge.
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Algèbres associatives à homotopie près

Définition
Une algèbre associative à homotopie près est un espace vectoriel gradué muni
d’opérations de degré ´1

mn : An ÝÑ A

pour n ě 1, satisfaisant les relations de compatibilité suivantes:
ÿ

1ďpďn
0ďqďp´n

˘mq´p`1pa1, ..., aq,mppaq`1, ..., ap`qq, ap`q`1, ..., anq “ 0.

Interprétation des formules:
n “ 1, d “ m1 est une différentielle: m1 ˝ m1 “ 0.
n “ 2, dpm2pa, bqq “ m2pdpaq, bq ˘ m2pa, dpbqq.

n “ 3, m2pm2pa, bq, cq ´ m2pa,m2pb, cqq “

˘m3pdpaq, b, cq ˘ m3pa, dpbq, cq ˘ m3pa, b, dpcqq ˘ dpm3pa, b, cqq

ou encore

m2pm2pa, bq, cq ´ m2pa,m2pb, cqq “ Bpm3qpa, b, cq.
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L’opérade As8

On peut définir As par Aspnq “ KrSns “
À

σPSn
Xσp1q...Xσpnq.

Définition
On définit l’opérade As8 par

As8 “

ˆ

F
ˆ

s´1
1 2

, s´1
1 32

, ...

˙

, d

˙

où d est la différentielle définie par:

d

ˆ

s´1
1 n...

˙

“
ÿ

1ďpďn
1ďqďp´n

˘s´2 1 ... q q ` p ` 1

q ` 1 ... q ` p

... n

Proposition
Les algèbres sous l’opérade As8 sont précisément les algèbres associatives à
homotopie près.
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Morphismes de As8 vers P

Proposition
On a une bijection

MorOppAs8,Pq » MCpPq.

Théorème (V., 2023)
On a une bijection

MorOppAs8,Pq{ „h » MCpPq{Γ.

où „h est la relation d’homotopie.

Remarque
Ce résultat peut se généraliser à n’importe quelle Q-algèbre à homotopie près en
posant Q8 “ BcpCq pour une certaine coopérade C.
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