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Introduction

Le but de ce mémoire est de comprendre les applications des algèbres pré-Lie dans l’étude des équations
de Maurer-Cartan. Les équations de Maurer-Cartan apparaissent dans le contexte de la déformation de
structures algébriques. Pour caractériser des déformations à isomorphisme près, on construit les espaces de
modules, des espaces topologiques dont les composantes connexes donnent les classes d’isomorphismes des
déformations. Une façon de construire de tels espaces est de caractériser les déformations par des équations
algébriques appelées les équations de Maurer-Cartan :

dpαq `
1

2
rα, αs “ 0,

dans une algèbre de Lie différentielle graduée pL “
à

ně0

Ln, r., .s, dq. On note MCpLq la variété de Maurer-

Cartan, l’ensemble des éléments de degré 1 satisfaisant l’équation de Maurer-Cartan. Sous des hypothèses
de nilpotence, ou dans un cadre formel, on peut définir le groupe de jauge Γ comme étant L0, muni de la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff BCH. Ce groupe agit sur MCpLq par :

λ.α “ eadpλqpαq `
Id´ eadpλq

adpλq
pdλq.

Si on tensorise L par une algèbre locale artinienne A d’idéal maximal m, cette action permet de définir le
groupöıde CpL,Aq comme étant la catégorie formée par les éléments de Maurer-Cartan dans L1bm, et où les
morphismes de α vers β sont donnés par les éléments λ P L0 b m qui satisfont β “ λ.α. Dans la littérature,
ce groupöıde est parfois appelé groupöıde de Deligne.

On dispose d’un résultat, dû à W.Goldman et J.Millson (voir [GM88]), qui donne le comportement de
ce groupöıde si on change L par une autre algèbre de Lie différentielle graduée qui lui est, par exemple,
faiblement isomorphe :

Théorème (Goldman-Millson). Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit ϕ : L ÝÑ L un morphisme
d’algèbres de Lie différentielles graduées induisant deux isomorphismes H0pLq ÝÑ H0pLq, H1pLq ÝÑ H1pLq
et un monomorphisme H2pLq ÝÑ H2pLq en cohomologie.
Alors pour toute K-algèbre locale artinienne A, le foncteur induit ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq est une équivalence
de groupöıdes.

Ce théorème se place dans un contexte où il est nécessaire de travailler sur un corps de caractéristique nulle.
Afin d’espérer une généralisation en caractéristique positive, nous introduisons un nouveau type d’algèbres : les
algèbres pré-Lie. Une algèbre pré-Lie (graduée) est un module (gradué) muni d’une loi ‹ tel que l’associateur
est (gradué) symétrique en ses deux dernières variables :

px ‹ yq ‹ z ´ x ‹ py ‹ zq “ p´1q|y||z|ppx ‹ zq ‹ y ´ x ‹ pz ‹ yqq.

En particulier, une algèbre pré-Lie (différentielle graduée) induit une algèbre de Lie (différentielle graduée)
via le commutateur. Le premier intérêt que nous avons à travailler avec de telles algèbres est que nous pouvons
exprimer de façon interne les formules donnant l’action d’un élément λ du groupe de jauge sur un élément
de Maurer-Cartan α. Par exemple, si on suppose la loi ‹ associative, nous avons directement la formule :

λ.α “ eλ ‹ α ‹ e´λ.
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Cependant, dans le cas général où l’algèbre n’est plus supposée associative, une telle formule n’est plus va-
lable. Pour répondre à ce problème, V.Dotsenko, S.Shadrin et B.Vallette utilisent les résultats de F.Chapoton
et M.Livernet dans [CL01] qui permettent de voir les algèbres pré-Lie comme des algèbres sur une opérade. Une
opérade est une suite de modules visant à encoder des collections d’opérations. A l’aide des opérades, on peut
retrouver certaines structures algébriques, qui sont alors reconstruites uniquement à partir de leurs opérations
internes (algèbres associatives, algèbres de Lie ...). Dans [CL01], F.Chapoton et M.Livernet construisent une
opérade concrète et simple à manipuler, l’opérade des arbres enracinés RT , nous permettant de caractériser les
algèbres pré-Lie. Ceci nous permet de définir les opérations braces symétriques ´t´, ...,´u : AˆSpAq ÝÑ A,
où SpAq “

à

ně0

pAbnqΣn , définies par l’action d’une corolle (un arbre dont tous les sommets sont reliés à la

racine) sur cette algèbre, qui, en fait, caractérisent les algèbres pré-Lie (J-M.Oudom et D.Guin, voir [OG]).
Sous des hypothèses de convergence, nous pouvons alors définir le produit circulaire :

ae p1` bq “
ÿ

ně0

1

n!
atb, ..., b
loomoon

n

u.

Cette loi a l’avantage de bien se comporter avec l’application exponentielle exp : L0 ÝÑ 1 ` L0, où la puis-
sance est définie en itérant le produit ‹ à droite, ainsi que de permettre d’exprimer l’action d’un élément du
groupe de jauge sur un élément de Maurer-Cartan aisément en terme de ‹ et e :

Théorème (Dotsenko-Shadrin-Vallette). Pour tout x, y P L0, nous avons l’égalité :

eBCHpx,yq “ ex e ey.

En particulier, l’application exponentielle induit un isomorphisme de groupes entre pL0, BCH, 0q et
p1` L0,e, 1q. De plus, l’action du groupe de jauge Γ sur la variété de Maurer-Cartan est donnée par :

λ.α “ peλ ‹ α´ dpeλ ´ 1qq e e´λ.

Ce théorème est central dans notre volonté de généraliser les résultats précédents en caractéristique po-
sitive : l’isomorphisme entre le groupe de jauge et le groupe des éléments group-like G “ p1`L0,e, 1q, ainsi
que l’expression de l’action de Γ sur MCpLq donnée par ce théorème, nous ramènent à vouloir voir la loi e,
a priori définie sur un Q-module, comme une expression sur un Z-module. Les termes composant la loi e
peuvent faire penser à des algèbres particulières appelées algèbres à puissances divisées. Ce sont des algèbres

associatives et commutatives munies d’opérations γn qui visent à mimer les quantités
1

n!
xn. On peut montrer

que se donner une telle structure sur une algèbre revient à se donner une structure de Γ-algèbre, c’est-à-dire
une algèbre sur la monade ΓpCom,´q où Com est l’opérade qui encode les opérations d’une algèbre associa-
tive et commutative.

Nous inspirant de cette situation, on peut conjecturer que se donner une structure de ΓpRT ,´q-algèbre
(on parle aussi d’algèbre pré-Lie à puissances divisées) nous permet de répondre à notre problème. Dans sa
thèse, A.Césaro étudie en particulier la monade ΓpRT ,´q (voir [Ces], ainsi que la thèse de Sacha Ikonicoff
[Iko] pour une généralisation de cette étude), où il démontre que les ΓpRT ,´q-algèbres sont en particulier
des Cor-algèbres, des algèbres munies d’opérations braces ´t´, ...,´ur1,...,rn satisfaisant, entre autres, des
formules de symétrie et de distributivité, visant à mimer les opérations suivantes en caractéristique nulle :

xty1, ..., ynur1,...,rn “
1

ś

i ri!
xty1, ..., y1
looomooon

r1

, ..., yn, ..., yn
looomooon

rn

u.

Sur une Cor-algèbre différentielle graduée, nous pouvons alors redéfinir la variété de Maurer-Cartan ainsi
que le groupe de jauge et son action sur MCpLq en terme de la loi e exprimée à l’aide des opérations braces
´t´, ...,´ur1,...,rn , en nous inspirant des études précédentes. On prouve alors dans ce mémoire le théorème
suivant, analogue à celui énoncé précédemment :
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Théorème. Considérons L0 qu’on identifie formellement à 1` L0. Alors Γ “ p1` L0,e, 1q est un groupe,

muni de la loi e définie par p1` µq e p1` νq “ 1` ν `
ÿ

ně0

µtνun.

De plus, Γ agit sur la variété de Maurer-Cartan par :

p1` µq.α “ pα` µtαu1 ´ dpµqq e p1` µq
e´1.

Ceci permet alors de retrouver tout le contexte présenté par W.Goldman et J.Millson dans [GM88] sur un
corps de caractéristique quelconque ou même un anneau. En particulier, on obtient une version du théorème
de Goldman-Millson en caractéristique positive :

Théorème. Soit K un corps commutatif quelconque. Soit ϕ : L ÝÑ L un morphisme de Cor-algèbres
différentielles graduées induisant deux isomorphismes H0pLq ÝÑ H0pLq, H1pLq ÝÑ H1pLq et un monomor-
phisme H2pLq ÝÑ H2pLq en cohomologie.
Alors pour toute K-algèbre locale artinienne A, le foncteur induit ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq est une équivalence
de groupöıdes.

Ce résultat, prouvé sur un corps de caractéristique quelconque, se généralise aisément sur Z, pourvu que les
modules L et L soient libres.

Un exemple de Cor-algèbre différentielle graduée est fournie par le Hom-objet HompC,Qq, où C désigne
le co-idéal d’augmentation d’une coopérade coaugmentée C et Q désigne l’idéal d’augmentation d’une opérade
augmentée Q. On verra que pour cette Cor-algèbre différentielle graduée un élément de Maurer-Cartan cor-
respond à un morphisme d’opérades φ : ΩpCq ÝÑ Q, où Ω désigne le foncteur cobar, tandis que l’action de
jauge sur les éléments de Maurer-Cartan représente la relation d’homotopie sur les morphismes.
Plus précisément, on expliquera ce résultat dans la section 2.6, dans le cas particulier où Q est une opérade
d’endomorphismes Q “ EndV et C est la coopérade duale C “ P ¡ d’une opérade de Koszul P, de sorte que
la donnée d’un morphisme d’opérades φ : ΩpP ¡

q ÝÑ EndV code une structure de P-algèbre à homotopies
cohérentes près sur V .

Cette étude constitue le début d’un programme de recherche pour savoir si HompC,Qq détermine le
type d’homotopie de MapdgOppΩpCq, Qq’

l’espace simplicial des applications opéradiques de ΩpCq dans Q.
Ce résultat est connu en caractéristique nulle, et il s’agit de comprendre ses généralisations possibles en
caractéristique positive.

Plan du mémoire

Ce mémoire est constitué de cinq chapitres et de deux annexes.

Dans le premier chapitre, on rappelle le contexte de la déformation dans une algèbre de Lie différentielle
graduée en caractéristique nulle. Nous donnons en particulier la définition de la variété de Maurer-Cartan,
et le groupe de jauge ainsi que son action sur la variété. Ceci amène à la définition du groupöıde de Deligne
associé à une algèbre de Lie différentielle graduée et à une K-algèbre locale artinienne. On énonce enfin le
théorème de Goldman-Millson donnant un résultat d’équivalence de groupöıdes.

Le deuxième chapitre consiste à écrire le précédent contexte dans le cas où on remplace l’algèbre de
Lie par une algèbre pré-Lie. On définit alors de tels objets, introduit les opérations braces symétriques
et construit une opérade, l’opérade des arbres enracinés RT , qui caractérise les algèbres pré-Lie. À l’aide
de cette opérade, on démontre certaines formules nous permettant de voir la définition du groupe de jauge
et de son action sur la variété de Maurer-Cartan en terme d’une loi notée e définie via les braces symétriques.

Page 9
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Dans le troisième chapitre, on étudie avec un peu plus de profondeur le lien entre algèbres pré-Lie
et algèbres à braces symétriques. On commence pour cela à donner une structure d’algèbre de Hopf sur
l’algèbre symétrique SpLq d’une algèbre pré-Lie L, distincte de sa structure d’algèbre de Hopf canonique.
Cette construction se fait notamment en étendant la loi ‹ de L sur SpLq. À l’aide de cette structure, on
prouve l’équivalence entre la catégorie des algèbres pré-Lie et la catégorie des algèbres à braces symétriques.

Le quatrième chapitre vise à étudier la monade ΓpRT ,´q qui contiendra les opérations nous permettant
de retrouver tout le contexte du premier chapitre dans le cas des algèbres pré-Lie graduées munies d’une
différentielle en caractéristique positive. Se restreignant d’abord au cas d’un module libre, on donne une for-
mule pour la composition dans la monade ΓpRT ,´q, puis on définit les Cor-algèbres, des modules contenant
des opérations braces mimant les termes apparaissant dans la définition de e. On conclut le chapitre en
réécrivant les formules rencontrées dans le chapitre 2 en voyant notre algèbre pré-Lie en caractéristique nulle
comme une Cor-algèbre.

Dans le cinquième et dernier chapitre, après avoir donné la définition d’une Cor-algèbre différentielle
graduée, on définit à nouveau la variété de Maurer-Cartan et le groupe de jauge, en mimant les formules du
chapitre 4. On prouve que le groupe de jauge est bien un groupe muni du produit e, qui agit sur la variété
de Maurer-Cartan. On conclut enfin en donnant un théorème de Goldman-Millson dans ce contexte, valable
sur un corps de caractéristique quelconque, voir sur Z si on se restreint à des modules libres.

Le premier chapitre de l’annexe vise à donner les définitions essentielles pour la compréhension de ce
mémoire en ce qui concerne les opérades. Ceci inclut en particulier les définitions de base pour la théorie des
opérades, ainsi que la définition des monades SpP,´q et ΓpP,´q pour une opérade connexe.

Dans le deuxième chapitre de l’annexe, on définit les structures relatives aux algèbres de Hopf, rencontrées
dans le chapitre 3 du mémoire. Ce chapitre ne contient, essentiellement, que des définitions utiles pour
comprendre ce qu’est une algèbre de Hopf.
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Chapitre 1

Équivalence de groupöıdes de Deligne
dans une algèbre de Lie

Dans cette partie, nous allons rappeler brièvement la théorie de la déformation usuelle dans une algèbre de
Lie différentielle graduée, avant de nous intéresser au groupöıde associé à une algèbre de Lie et à un anneau
local artinien. Nous donnerons en particulier une condition suffisante pour que deux tels groupöıdes soient
équivalents.

Nous notons, dans toute cette partie, K un corps commutatif de caractéristique nulle.

1.1 Algèbres de Lie graduées munies d’une différentielle

1.1.1 Conventions et notations

Nous donnons dans cette sous-section toutes les conventions sur les algèbres de Lie graduées munies d’une
différentielle.

Définition 1.1.1. Une K-algèbre de Lie L est un K-espace vectoriel muni d’une application bilinéaire r., .s
appelé le crochet satisfaisant, pour tout α, β, γ P L :

(i) rα, αs “ 0 (alternance) ;

(ii) rα, rβ, γss ` rβ, rγ, αss ` rγ, rα, βss “ 0 (relation de Jacobi).

Remarquons que la condition piq implique en particulier que le crochet est anti-commutatif :

@α, β P L, rα, βs ` rβ, αs “ 0.

Cette égalité équivaut à la propriété piq dans notre cas, cependant, dans le cas d’un corps quelconque,
l’équivalence n’est a priori vérifiée que si carpKq ‰ 2.

Un exemple courant d’algèbre de Lie nous vient des algèbres sur K : toute algèbre pA, ‹q sur K induit en
effet un crochet de Lie, et donc une structure d’algèbre de Lie sur A, donné par le commutateur de ‹.

En pratique, on préfère avoir une anti-commutativité dans la définition d’une algèbre de Lie. On adapte
donc la définition dans le cas gradué :

Définition 1.1.2. Une K-algèbre de Lie graduée est un K-espace vectoriel L de la forme L “
à

iě0

Li où les

Li sont des K-espaces vectoriels, muni d’une famille d’applications bilinéaires :

@i, j ě 0, r., .s : Li ˆ Lj ÝÑ Li`j



CHAPITRE 1. ÉQUIVALENCE DE GROUPOÏDES DE DELIGNE DANS UNE ALGÈBRE DE LIE

appelé le crochet de Lie vérifiant les deux relations suivantes pour α P Li, β P Lj et γ P Lk :

(i) rα, βs ` p´1qijrβ, αs “ 0 (anti-commutativité graduée) ;

(ii) p´1qkirα, rβ, γss ` p´1qijrβ, rγ, αss ` p´1qjkrγ, rα, βss “ 0 (relation de Jacobi graduée).

Ainsi, chaque élément α P Li induit une application linéaire de degré j, c’est-à-dire : ad α : Lj ÝÑ Li`j

envoyant β P Lj sur rα, βs. Cette application est appelée la transformation adjointe de α.

En particulier, L0 est une algèbre de Lie muni du crochet L restreint à L0, et la représentation adjointe
ad : L0 ÝÑ EndpLiq donne une représentation de L0 pour tout i ě 0, c’est-à-dire

@α, β P L0, ad rα, βs “ rad α, ad βs,

où EndpLiq est muni du crochet de Lie standard induit par la composition.

Définition 1.1.3. Une dérivation de degré l est la donnée d’une famille de morphismes d : Li ÝÑ Li`l

satisfaisant la relation :
@α P Li,@β P L, drα, βs “ rdα, βs ` p´1qilrα, dβs

appelée formule de Leibniz.

En particulier, la relation de Jacobi équivaut au fait que si α P Li, alors ad α est une dérivation de degré
i sur L.

Nous noterons par la suite DerpLql le K-espace vectoriel des dérivations de degré l sur L, ainsi que
DpLq “

à

iě0

DerpLqi. C’est une algèbre de Lie graduée, munie du crochet rd1, d2s “ d1 ˝ d2 ´ p´1ql1l2d2 ˝ d1

où d1 P DerpLq
l1 , d2 P DerpLq

l2 .

Définition 1.1.4. Une différentielle sur une algèbre de Lie graduée L est une dérivation d P DerpLq1 de
degré 1 telle que d2 “ 0.
Le couple pL, dq est appelé algèbre de Lie différentielle graduée.

Nous avons ici pris une convention cohomologique, en décrétant que le degré d’une différentielle est 1.
Mais nous avons aussi la même définition dans un contexte homologique, où on demande que le degré de la
différentielle soit ´1. Nous resterons en convention cohomologique par la suite.

Ceci induit alors ZipLq “ Ker pd : Li ÝÑ Li`1q le sous-espace des cocycles, qui contient les éléments
cobords BipLq “ Im pd : Li´1 ÝÑ Liq.

La cohomologie de degré i de l’algèbre de Lie graduée différentielle pL, dq est alors HipLq “ ZipLq{BipLq.

1.1.2 Variété de Maurer-Cartan

Dans cette sous-section, nous allons définir la variété de Maurer-Cartan, et diverses actions préservant
cette variété. Nous nous munissons à ce titre de pL, r., .s, dq une K-algèbre de Lie différentielle graduée. Comme
nous l’avons vu précédemment, ad L0 agit naturellement sur DerpLq0.

Intéressons-nous à l’espace affine suivant :

A “ td` adpαq | α P L1u Ă DerpLq1.

On commence par remarquer que adpL0q laisse invariant cet espace, dans le sens où si λ P L0, le champ
de vecteurs sur L1 donné par radpλq, .s est tangent à A.
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1.1. ALGÈBRES DE LIE GRADUÉES MUNIES D’UNE DIFFÉRENTIELLE

En effet, si α P L1, on a :

rad λ, d` ad αspβq “ rad λ, ad αspβq ` rad λ, dspβq
“ adrλ, αspβq ` rλ, dβs ´ drλ, βs
“ adrλ, αspβq ´ adpdλqpβq
“ adprλ, αs ´ dλqpβq,

d’après la définition d’une différentielle d. Sachant que l’espace tangent de A est exactement adpL1q, le résultat
est prouvé.

Intéressons à l’élément qui apparâıt dans le ad de la formule précédente : on définit, pour λ P L0 et
α P L1 :

ρpλqpαq “ rλ, αs ´ dλ.

ρpλq définit ainsi un champ de vecteurs sur L1, et donc ρ est un morphisme de L0 dans l’algèbre de Lie
des champs de vecteurs affines sur L1.

On souhaite à présent chercher les éléments α P L1 définissant une différentielle tordue, c’est-à-dire tels

que d` ad α définisse une différentielle sur L. Regardons pd` ad αq ˝ pd` ad αq “
1

2
rd` ad α, d` ad αs. Un

calcul direct montre que cet élément est en fait égal à ad Qpαq où Q : L1 ÝÑ L2 est :

Qpαq “ dα`
1

2
rα, αs.

On définit alors la variété de Maurer-Cartan comme étant :

MCpLq “
"

α P L1 | dα`
1

2
rα, αs “ 0

*

“ Q´1p0q.

Remarquons que le champ de vecteurs ρpλq, pour λ P L0, se comporte bien avec Q dans le sens où la
dérivation ρpλq appliquée à Q vaut : pρpλq Qqpαq “ pad λqpQpαqq. En effet :

dQαpρpλqpαqq “ pd` ad αqprλ, αs ´ dλq
“ drλ, αs ` rα, rλ, αss ´ rα, dλs
“ rλ,Qpαqs.

En particulier, ρpλq restreint à MCpLq induit un champ de vecteurs de ΓpT MCpLqq.

Définition 1.1.5. Deux éléments α, β PMCpLq seront dits équivalents s’il existe un élément λ P L0 dont le
flot induit par ρpλq “ adpλq ´ dλ lie α et β en temps fini.

Caractérisons autrement cette relation d’équivalence. On commence par rendre interne la différentielle d :
on définit L` l’algèbre de Lie différentielle graduée qui diffère de L juste au degré 1 : L1

` “ L1 ‘ Kδ où la
nouvelle différentielle d et le crochet r., .s satisfont les relations dpδq “ 0, rδ, δs “ 0 et @x P L, rδ, xs “ dpxq, et
étendent la différentielle et le crochet de L.
De cette façon, on peut oublier la différentielle d, qui a été rendue interne via d “ ad δ.

Donc, si α P L1, Qpαq “ 0 si et seulement si rδ, αs `
1

2
rα, αs “ 0, ce qui équivaut à rα, αs “ 0 où

α “ δ ` α P L1 ‘ Kδ “ L1
`. On est alors ramené à étudier :

SqpL`q “ tα “ α` δ P L1 ‘ Kδ | rα, αs “ 0u.

A présent, le champ de vecteurs induit par λ P L0 via ρpλq est donné par la nouvelle représentation
adjointe ad λ P ΓpT SqpL`qq. Sous des hypothèses de convergences ou de nilpotence, le flot de ce champ de
vecteurs est donné, en écriture en sommes formelles, par γptq “ et adpλqα si on pose α “ γp0q. Si γp1q “ β,
ceci donne β “ eadpλqα.

Page 13



CHAPITRE 1. ÉQUIVALENCE DE GROUPOÏDES DE DELIGNE DANS UNE ALGÈBRE DE LIE

On retourne maintenant dans l’algèbre de Lie L, en écrivant β “ δ`β et α “ δ`α. Nous obtenons alors :

δ ` β “ eadpλqpδ ` αq “ eadpλqpδq ` eadpλqpαq “ δ ` peadpλq ´ idqpδq ` eadpλqpαq.

Au final :

β “ eadpλqpαq `
id´ eadpλq

adpλq
pdλq.

Pour le caractère bien défini de ces formules, nous allons être amenés à supposer des hypothèses que nous
appellerons hypothèses de convergence. Nous reviendrons dans le chapitre 2 sur les hypothèses précises que
nous adopterons par la suite. Pour l’heure, et pour l’étude que nous faisons dans le chapitre 1, il sera suffisant
de supposer l’algèbre L nilpotente, c’est-à-dire que la suite centrale descendante prL, rL, ...rL,L

loooooomoooooon

n

s...ssqn est

nulle au bout d’un certain rang.

1.1.3 Groupe de jauge

En fait, ces dernières égalités obtenues via la relation d’équivalence introduite précédemment proviennent
de l’action d’un certain groupe : le groupe de jauge. Pour définir ce groupe, rappelons que si nous travaillons
dans un anneau de séries formelles enX et Y deux variables non commutatives, la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff donne un Z “ BCHpX,Y q tel que exppXqexppY q “ exppZq en terme de crochets. Ceci peut donc
s’exprimer dans une algèbre de Lie, avec des hypothèses de convergence.

On a alors :

Théorème 1.1.1. Γ “ pL0, BCH, 0q est un groupe appelé groupe de jauge de L.

La structure associative de BCH se trouve directement en remarquant que, dans l’algèbre des polynômes
formels en deux variables X et Y , BCHpX,Y q “ logpexppXqexppY qq.

On se place, dans un premier temps, dans l’algèbre graduée L` où la variété de Maurer-Cartan corres-
ponds à SqpL`q. On obtient dans ce cas :

Proposition 1.1.1. Sous l’hypothèse de nilpotence précédente, le groupe de jauge Γ agit sur la variété de
Maurer-Cartan via :

λ.x “ eadpλqpxq.

Démonstration. Voir par exemple [Man].

Cette proposition permet de traduire en terme d’actions de groupes la relation d’équivalence introduite
dans la section précédente lorsque nous avons changé l’algèbre de Lie différentielle graduée L en L`. Si nous
voulons exprimer l’action dans L, nous avons :

λ.x “ eadpλqpxq `
Id´ eadpλq

adpλq
pdλq.

Par la suite, nous allons distinguer l’action d’un élément λ P L0 du morphisme sous-jacent. Pour cela,
nous allons noter exppL0q le groupe L0 muni de BCH, et on notera les éléments eλ au lieu de λ, mettant en
avant une construction pour l’instant formelle du groupe exponentielle qui sera introduit dans le chapitre 2.
Nous noterons donc plutôt eλ.x au lieu de λ.x.
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1.2. GROUPOÏDE DE DELIGNE ASSOCIÉ À UNE ALGÈBRE DE LIE DIFFÉRENTIELLE GRADUÉE

1.2 Groupöıde de Deligne associé à une algèbre de Lie différentielle
graduée

Le but de cette section sera d’introduire le groupöıde associé à une algèbre de Lie différentielle graduée
et à une algèbre locale artinienne. Nous prouverons ensuite le théorème d’équivalence de groupöıdes présenté
dans [GM88].

1.2.1 Algèbre locale artinienne et groupöıde

On commence par rappeler ce qu’est un groupöıde :

Définition 1.2.1. Un groupöıde est une catégorie localement petite où les morphismes sont tous des isomor-
phismes.

Soit A une K-algèbre. Nous allons nous intéresser au produit tensoriel L bK A, qui admet une structure
d’algèbre de Lie différentielle graduée avec les définitions suivantes, pour tout α, β P L et pour tout u, v P A :

@i ě 0, pLbK Aq
i “ Li bK A;

rαb u, β b vs “ rα, βs b uv;

dpαb uq “ dpαq b u.

Nous allons faire une hypothèse supplémentaire sur l’algèbre A, qui est la suivante :

Définition 1.2.2.

— Un anneau A est dit artinien si toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire.

— Une K-algèbre locale artinienne A est une K-algèbre de type fini qui est un anneau commutatif artinien
ayant un unique idéal maximal m de corps résiduel A{m » K.

Lemme 1.2.1. Soit A une K-algèbre locale artinienne d’idéal maximal m.
Alors Dn P N˚,mn “ 0.

Démonstration. La suite d’idéaux pmnqn étant décroissante, elle est stationnaire. Soit n ě 0 tel que mn`1 “

mn. A étant un anneau noethérien, le lemme de Nakayama donne alors Da P m, p1`aqmn “ 0. Or, p1`aq R m,
et donc, l’anneau A étant local, 1` a est inversible ce qui donne mn “ 0.

De cette façon, l’algèbre de Lie graduée Lbm et donc en particulier l’algèbre de Lie L0 bm sont nilpo-
tentes, nous plaçant ainsi dans les hypothèses de convergence précédentes.

Définissons QA : L1 b m ÝÑ L2 b m par la même formule que l’application Q définie dans la section
précédente. Comme précédemment, l’action de exppL0 bmq préserve Q´1

A p0q.

On en déduit la définition suivante :

Définition 1.2.3. Le groupöıde associé à l’algèbre de Lie différentielle graduée L associé à la K-algèbre lo-
cale artinienne A est le groupöıde CpL,Aq ayant pour objets Obj CpL,Aq “ Q´1

A p0q et pour morphismes entre
α, β P Q´1

A p0q tout élément λ P L0 bm tel que exppλqpαq “ β.
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CHAPITRE 1. ÉQUIVALENCE DE GROUPOÏDES DE DELIGNE DANS UNE ALGÈBRE DE LIE

Puisque λ P L0 b m, on trouve par relation d’anti-commutativité rλ, λs “ 0. Donc la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff permet de voir que si λ est un morphisme entre α et β, son inverse est donné par ´λ.
Nous avons donc bien défini un groupöıde.
Dans la littérature, ce groupöıde est aussi appelé groupöıde de Deligne associé à l’algèbre de Lie différentielle
graduée L, noté DelignepLq.

Enfin, remarquons que tout morphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées ϕ : L ÝÑ L induit un
un morphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées ϕ˚ : Lbm ÝÑ Lbm définie via ϕ et id : m ÝÑ m.
Un tel morphisme induit alors un foncteur ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq, envoyant chaque objet α P Q´1

A p0q

sur ϕpαq P QA
´1
p0q (ce qui est bien défini puisque ϕ est un morphisme), et envoyant chaque morphisme

λ P L0 b m sur ϕpλq. Le caractère fonctorielle provient directement de l’expression de BCH en terme de
crochets, et du fait que ϕ soit un morphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées.

De la même façon que ϕ, tout morphisme d’algèbres artiniennes locales ψ : A ÝÑ A induit un foncteur
ψ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq. La définition même des deux foncteurs précédents impliquent que le diagramme
suivant commute :

CpL,Aq

CpL,AqCpL,Aq

CpL,Aq
ϕ˚

ϕ˚

ψ˚ψ˚

.

1.2.2 Théorème d’équivalence de groupöıdes

Le but de cette sous-section sera de prouver le théorème fondamental suivant :

Théorème 1.2.1. Soit ϕ : L ÝÑ L un morphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées induisant deux
isomorphismes H0pLq ÝÑ H0pLq, H1pLq ÝÑ H1pLq et un monomorphisme H2pLq ÝÑ H2pLq en cohomo-
logie.
Alors pour toute K-algèbre locale Artinien A, le foncteur induit ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq est une équivalence
de groupöıdes.

Pour prouver ce théorème, commençons tout d’abord par la remarque suivante :

Lemme 1.2.2. Il existe une suite finie A0 “ A Ă A1 Ă ... Ă Ar “ K de K-algèbres locales artiniennes, ainsi
que des épimorphismes ηi : Ai ÝÑ Ai`1 satisfaisant Kerpηiq.mi “ 0 où mi Ă Ai est l’idéal maximal de Ai.

Démonstration. Si on suppose Ai construit, on prends un idéal minimal Ki de Ai, et on pose Ai`1 “ Ai{Ki.
Posons ηi : Ai ÝÑ Ai`1 la projection canonique. On remarque alors que, si Ai`1 ‰ 0, et si on note mi l’idéal
maximal de Ai, alors mi`1 “ ηipmiq est l’unique idéal maximal de Ai`1. En effet, ηipmiq est un idéal propre,
puisque si ηipmiq “ Ai`1, alors Ai “ mi ce qui serait absurde. De plus, si J est un idéal de Ai`1, η´1

i pJq Ă mi
donc J Ă ηipmiq, ce qui prouve que ηipmiq est bien un idéal maximal, et que c’est le seul. En ce qui concerne
le corps résiduel, on regarde l’application Ai ÝÑ Ai`1{mi`1 en composant ηi avec la projection canonique de
Ai`1 sur Ai`1{mi`1, ce qui donne une surjection. Le noyau corresponds à η´1

i pmi`1q qui est un idéal propre
de Ai contenant mi, donc égal à mi. On a alors que le corps résiduel de l’anneau local pAi,miq est isomorphe
à celui de pAi`1,mi`1q.
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Montrons à présent que cette construction se termine, et qu’elle se termine par Ar`1 “ 0 soit Ar “ K.
Pour cela, supposons par l’absurde que nous pouvons construire de cette façon de tels anneaux Ai non nuls
en quantité infinie. Les idéaux Ki induisent, en prenant un certain nombre de fois l’image réciproque par les
ηi, une suite croissante, donc stationnaire, d’idéaux de A. En recomposant par les ηi, qui sont surjectifs, ceci
donne l’existence d’un rang i tel que ηipKiq “ Ki`1 soit Ki`1 “ 0 ce qui est absurde.
Donc cette construction se termine par l’idéal nul. Notons r le plus petit rang tel que Ar`1 “ 0. Ceci signifie
que l’idéal minimal de Ar n’est autre que lui-même. Par minimalité, son idéal maximal mr est donc réduit à
0.
Ar est donc un corps, et puisque mr “ 0, il cöıncide avec son corps résiduel qui est K puisque d’après le
paragraphe précédent, les corps résiduels sont préservés.

Enfin, quel que soit i, Kerpηiq “ Ki et Ki.mi est un idéal contenu dans Ki. Par minimalité, il est ou bien
nul, ou bien égal à Ki, et ce dernier cas est exclu par le lemme de Nakayama.

Nous allons prouver le théorème par récurrence sur la longueur r de cette châıne d’idéaux. Si r “ 0, nous
avons A “ K. En effet, dans ce cas-ci, l’idéal maximal de A est nul (les seuls idéaux sont A et 0). L’algèbre
de Lie L b m est donc réduit à 0. Donc CpL,Aq ne possède que 0 pour objet, et 0 comme morphisme, donc
tous les groupöıdes CpL,Aq où L parcourt les algèbres de Lie différentielles graduées sont équivalentes via
ϕ˚, sans plus d’hypothèses nécessaires.

Pour prouver l’hérédité, il suffit de prouver la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Si A est une K-algèbre locale artinienne d’idéal maximal m et si I est un idéal de A tel
que I.m “ 0, alors le théorème 1.2.1 tient pour A si il tient pour A{I.

Soit π : A ÝÑ A{I. Ce morphisme induit le foncteur π˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,A{Iq.

Afin de prouver cette proposition, le but de la section suivante sera d’analyser ce foncteur.

1.2.3 Analyse du foncteur π˚

On commence par une définition avant d’énoncer la principale proposition de cette partie :

Définition 1.2.4. Soit X un ensemble et soit G un groupe agissant sur X de façon simplement transitive.
L’application différence est l’application qui à un couple px, yq P X2 associe l’unique g P G tel que y “ g.x.

Le but de cette sous-section sera de prouver :

Proposition 1.2.2. Sous les hypothèses et notations de la sous-section précédente, nous avons les trois
propositions :

1. Il existe une application o2 : Obj CpL,A{Iq ÝÑ H2pLb Iq telle que :

@α P Obj CpL,A{Iq, α P Impπ˚q ô o2pαq “ 0.

2. Soit ζ P CpL,A{Iq. On considère π´1
˚ pζq la catégorie ayant pour classe d’objets l’image réciproque par

π˚ : Obj CpL,Aq ÝÑ Obj CpL,A{Iq de ζ, et pour morphismes tous les morphismes γ P CpL,Aq tels que
π˚pγq “ Iζ , le morphisme identité.
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Alors il existe une action simplement transitive du groupe Z1pL b Iq sur les objets Objpπ´1
˚ pζqq. De

plus, l’application suivante :

o1 : Objpπ´1
˚ pζqq ˆObjpπ

´1
˚ pζqq ÝÑ Z1pLb Iq ÝÑ H1pLb Iq

donnée par l’application différence puis la projection est telle que : pour tout α, β P Objpπ´1
˚ pζqq, il

existe un morphisme γ : α ÝÑ β tel que π˚pγq “ Iζ si et seulement si o1pα, βq “ 0.

3. Soient rα, rβ P Obj CpL,Aq deux objets isomorphes et f : α ÝÑ β un morphisme dans CpL,A{Iq de

α “ π˚prαq vers β “ π˚prβq. Alors il existe une action simplement transitive du groupe H0pL b Iq

sur l’ensemble π´1
˚ pfq des morphismes rf : rα ÝÑ rβ tels que π˚p rfq “ f . L’application différence

o0 : π´1
˚ pfq ˆ π´1

˚ pfq ÝÑ H0pL b Iq vérifie en particulier : si rf, rf 1 P π´1
˚ pfq, alors rf “ rf 1 si et

seulement si o0p rf, rf 1q “ 0.

Les applications oi sont appelés obstructions.

1.2.3.1 Construction de o2

Soit ω P Obj CpL,A{Iq Ă L1 bm{I. Il existe alors rω P L1 bm tel que π˚prωq “ ω. Puisque ω P CpL,A{Iq,
on a Qprωq P L2 b I.

De plus, dQprωq “ rdrω, rωs par la relation de Jacobi, soit dQprωq “ rQprωq, rωs ´ 1

2
rrrω, rωs, rωs.

Or, Qprωq P L2bI et rω P L1bm, et rL2bI, L1bms Ă L3bI.m “ 0, ce qui garantit que le premier terme
est nul. Quant au deuxième, puisque le degré de rω est 1, la relation de Jacobi implique directement qu’il est nul.

Nous avons donc montré que Qprωq P Z2pL b Iq. Il peut alors être intéressant d’associer à ω la classe de
cet élément dans H2pL b Iq. Montrons que cette classe ne dépends pas de rω : soit rω1 P L1 b m un autre
élément relevant ω, c’est-à-dire rω1 “ rω pmod L1 b Iq. Alors :

Qprω1q ´Qprωq “ dprω1 ´ rωq `
1

2
rrω1, rω1s ´

1

2
rrω, rωs

“ dprω1 ´ rωq `
1

2
rrω1 ´ rω, rω1 ´ rωs ` rrω, rω1 ´ rωs,

A nouveau, puisque I.m “ 0 et I.I Ă I.m “ 0, les deux derniers termes sont nuls. On obtient donc que
Qprω1q “ Qprωq mod pB2pLb Iqq.

Nous pouvons donc définir o2pωq comme étant la classe de Qprωq dans H2pL b Iq. Vérifions que cette
application o2 vérifie les propriétés demandées.

Tout d’abord, on voit directement que si rω P CpL,Aq, alors Qprωq “ 0 et donc a fortiori o2pωq “ 0.
Inversement, supposons que o2pωq “ 0. Alors Qprωq P B2pLbIq : Dψ P L1bI,Qprωq “ dψ. Posons rω1 “ rω´ψ.
Alors :

Qprω1q “ Qprωq ´ dψ ´ rrω, ψs ` 1

2
rψ,ψs “ Qprωq ´ dψ “ 0,

toujours par le fait que I.m “ 0. On a donc trouvé un relèvement de ω dans CpL,Aq, ce qui prouve le premier
point.

1.2.3.2 Construction de o1

La preuve des deux points suivants nécessite le lemme suivant :
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Lemme 1.2.3. Soit α P L1 bm, η P L0 bm et u P L0 b I. Alors :

exppu` ηqpαq “ exppηqpαq ´ du.

Démonstration. Soit n ą 0. Alors pad uqnpLbmq Ă Lb I.m “ 0. On en déduit alors les relations suivantes :

padpuq ` adpηqqnpαq “ adpηqnpαq,
padpuq ` adpηqqnpdηq “ adpηqnpdηq,
padpuq ` adpηqqnpduq “ 0.

On peut maintenant calculer :

exppu` ηqpαq “ exppadpu` ηqqpαq `
I ´ exppadpu` ηqq

adpu` ηq
pdpu` ηqq

“

`8
ÿ

n“0

1

n!
padpuq ` adpηqqnpαq ´

`8
ÿ

n“0

1

pn` 1q!
padpuq ` adpηqqnpdu` dηq

“

`8
ÿ

n“0

1

n!
adpuqnpαq ´ du´

`8
ÿ

n“0

1

pn` 1q!
adpηqnpdηq

“ exppηqpαq ´ du,

ce qu’il fallait démontrer.

On passe maintenant au deuxième point. Soit ζ P Obj CpL,A{Iq. Soit α P Obj π´1
˚ pζq Ă L1 b m et soit

η P Z1pLb Iq. On souhaite définir l’action de η sur α.

Nous avons :

Qpα` ηq “ Qpαq ` dη ` rα, ηs ` 1

2
rη, ηs “ 0

car I.m “ 0.

Donc α` η P Obj CpL,Aq, et puisque η P L1 b I, on a alors π˚pα` ηq “ ζ. Nous venons donc de définir
une action de Z1pLb Iq sur Obj π´1

˚ pζq.

Soient maintenant α, β P π´1
˚ pζq. Alors α, β P L1 b m et α ´ β P L1 b I. Nous avons alors l’égalité

rβ, α´ βs “ rα´ β, α´ βs “ 0. On trouve ainsi :

dpα´ βq “ dpα´ βq ` rβ, α´ βs `
1

2
rα´ β, α´ βs “ Qpαq ´Qpβq “ 0.

Nous avons donc α´ β P Z1pLb Iq. Puisque cette quantité est nulle si et seulement si α “ β, on a donc
bien que l’action de Z1pLb Iq sur Obj π´1

˚ pζq est simplement transitive comme voulue.

Pour α, β P Obj π´1
˚ pζq, on pose alors o1pα, βq comme étant la classe de α´ β dans H1pLb Iq.

Si γ : α ÝÑ β est un morphisme dans CpL,Aq tel que π˚pγq “ Iζ , prenons u P L0 b m de morphisme
associé γ “ exppuq P exppL0 bmq envoie α sur β. Puisque π˚pγq “ Iζ , nous avons u P L0 b I. Donc, d’après
le lemme 5.2.1 appliqué avec η “ 0 :

β “ exppuqpαq “ α´ du.

Donc o1pα, βq “ 0. Réciproquement, si o1pα, βq “ 0, il existe u P L0 b I tel que α´ β “ du. Par la même
formule que précédemment, on trouve alors β “ exppuqpαq et donc un morphisme de α vers β qui s’envoie
sur Iζ via π˚, ce qui prouve le deuxième point.
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1.2.3.3 Construction de o0

Prenons rα, rβ P Obj CpL,Aq et α “ π˚prαq, β “ π˚prβq. Soit γ : α ÝÑ β un morphisme dans CpL,A{Iq.
Nous allons définir une action simplement transitive de H0pL b Iq sur l’ensemble π´1

˚ pγq des morphismes

rγ : rα ÝÑ rβ tels que π˚prγq “ γ. Prenons v P L0 bm définissant rγ : rβ “ exppvqprαq. Si u P L0 b I, nous avons
d’après le lemme 5.2.1 :

exppv ` uqprαq “ exppvqprαq ´ du “ rβ ´ du.

Donc, en identifiant H0pL b Iq avec Z0pL b Iq (puisque B0pL b Iq “ 0), si u P H0pL b Iq, on a

rγ ` u “ exppv ` uq qui est un morphisme rα ÝÑ rβ tel que π˚prγ ` uq “ γ. On a ainsi défini une action de
H0pLb Iq sur π´1

˚ pγq.

Soit maintenant rγ1 : rα ÝÑ rβ un autre morphisme de π´1
˚ pγq. Notons v et v1 les éléments de L0bm indui-

sant respectivement rγ et rγ1. Alors v´v1 P L0bI. On pose alors o0prγ, rγ
1q “ v´v1 P L0bI. Si u “ v´v1, on a

d’après le lemme 5.2.1 exppu` v1qprαq “ exppv1qprαq´du, soit dpv´ v1q “ exppvqprαq´ exppv1qprαq “ rβ´ rβ “ 0.
Donc o0prγ, rγ

1q P H0pLb Iq, et cet élément est l’unique élément de H0pLb Iq envoyant rγ1 sur rγ. L’action est
donc bien simplement transitive.

1.2.3.4 Preuve du théorème

Nous allons à présent prouver le théorème 1.2.1, par le biais de la proposition 1.2.1

On suppose alors que A est une K-algèbre locale artinienne, qu’il existe un idéal I Ă A tel que I.m “ 0 et
que le morphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées ϕ : L ÝÑ L induit une équivalence de groupöıdes
ϕ˚ : CpL,A{Iq ÝÑ CpL,A{Iq. Nous allons prouver que ϕ˚ induit une équivalence entre CpL,Aq et CpL,Aq :

Essentiellement surjectif :

Soit ω P Obj CpL,Aq. Alors π˚pωq P Obj CpL,A{Iq. Par hypothèse, il existe un objet ω1 P Obj CpL,A{Iq
et un isomorphisme g : ϕ˚pω

1q ÝÑ π˚pωq.

Nous allons montrer que ω1 est en fait dans l’image de π˚. Pour cela, nous allons utiliser la propriété 1.2.1
et l’injectivité de H2pϕq en montrant que H2pϕqo2pω

1q “ 0. Définissons d’abord H2pϕq sur H2pLb Iq.

Pour tout k ě 0, nous avons un isomorphisme naturel HkpL b Iq ÝÑ HkpLq b I qui découle directe-
ment de la définition de la différentielle. Ce faisant, par le biais de cet isomorphisme, nous pouvons définir
HkpL b Iq ÝÑ HkpL b Iq via Hkpϕq : HkpLq ÝÑ HkpLq, qui envoie la classe d’un élément de la forme
xb y P Lb I sur la classe de l’élément ϕpxq b y.
En particulier, par cette construction, le caractère injectif/surjectif/bijectif est conservé.

Nous avons alors par cette définition H2pϕqo2pω
1q “ o2pϕ˚ω

1q. En effet, si rω P L1 bm est un relèvement
de ω1 au-dessus de π˚, o2pω

1q est la classe de Qprωq dans H2pLbIq, et H2pϕq envoie cet élément sur la classe
de Qpϕ˚rωq. Or, π˚ϕ˚prωq “ ϕ˚π˚prωq “ ϕ˚pωq, d’où H2pϕqo2pω

1q “ o2pϕ˚ω
1q.

Poursuivons le calcul : H2pϕqo2pω
1q “ o2pg

´1π˚ωq “ o2pπ˚g
´1ωq “ 0.

Par injectivité, nous avons alors o2pω
1q “ 0, et donc d’après 1.2.1, Drω P Obj CpL,Aq, π˚rω “ ω1. Mon-

trons qu’il existe un (iso)morphisme de ϕ˚rω vers ω. On utilise pour cela à nouveau 1.2.1, cependant, les
images de ϕ˚rω et de ω par π˚ ne sont pas nécessairement les mêmes. En fait, d’après ce que nous avons
montré précédemment, leur image par π˚ sont isomorphes : donc il existe λ P L0 b m{I tel que exppλq
soit un morphisme de π˚pωq vers π˚ϕ˚prωq. Si on prends λ P L0 b m tel que π˚pλq “ λ, cela nous donne
π˚pϕ˚prωqq “ π˚pexppλq.ωq.

Puisque H1pϕq est surjective, soit u P Z1pLbIq tel que H1pϕqrus “ o1pϕ˚prωq, exppλq.ωq, que nous voulons
nul. Posons ω “ rω ´ u. Alors ω P Obj CpL,Aq et :
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o1pϕ˚pωq, exppλq.ωq “ o1pϕ˚pωq, ϕ˚prωqq ` o1pϕ˚prωq, exppλq.ωq
“ ´H1pϕqrus `H1pϕqrus
“ 0.

On a donc que exppλq.ω, et donc ω, est isomorphe à ϕ˚ω, ce qui prouve que ϕ˚ est essentiellement surjectif
de CpL,Aq vers CpL,Aq.

Plein :

Soit γ : ϕ˚ω1 ÝÑ ϕ˚ω2 un morphisme dans CpL,Aq. Alors π˚pγq : ϕ˚π˚ω1 ÝÑ ϕ˚π˚ω2 est un morphisme
de CpL,A{Iq. En appliquant l’hypothèse donnant que ϕ˚ est plein de CpL,A{Iq vers CpL,A{Iq, il existe un
morphisme γ1 : π˚ω1 ÝÑ π˚ω2 de CpL,A{Iq tel que ϕ˚γ1 “ π˚pγq. Notons γ1 “ exppλq ce morphisme. Soit
λ P L0 bm tel que π˚pλq “ λ. Alors :

H1pϕqo1pexppλq.ω1, ω2q “ o1pexppϕpλqqϕ˚ω1, ϕ˚ω2q “ 0.

En effet, par construction de γ1, γ ˝ expp´ϕpλqq est un morphisme de exppϕpλqq.ϕ˚ω1 vers ϕ˚ω2 dont
l’image par π˚ est π˚pγq ˝ pϕ˚γ1q

´1 “ id.

Il existe alors un morphisme g : exppλq.ω1 ÝÑ ω2 tel que π˚g “ id d’après la construction de l’obstruction
o1 et par injectivité de H1pϕq. Soit γ1 “ g´1 ˝ exppλq : ω1 ÝÑ ω2. Alors π˚γ

1 “ γ1.

On a donc que ϕ˚γ
1 et γ sont des objets de π´1

˚ pπ˚γq. On peut donc parler de leur obstruction o0pϕ˚γ
1, γq.

Puisque H0pϕq est surjective, considérons v P H0pL b Iq tel que ϕ˚pvq “ o0pϕ˚γ
1, γq et posons γ “ γ1 ´ v

qui est tel que γ : ω1 ÝÑ ω2. On obtient alors ϕ˚γ “ ϕ˚γ
1 ´ o0pϕ˚γ

1, γq “ γ ce qui prouve le caractère plein
du foncteur ϕ˚.

Fidèle :

Soient γ1, γ2 : ω1 ÝÑ ω2 des morphismes dans CpL,Aq tels que ϕ˚pγ1q “ ϕ˚pγ2q. Dans CpL,A{Iq, on a :

ϕ˚π˚γ1 “ π˚ϕ˚γ1 “ π˚ϕ˚γ2 “ ϕ˚π˚γ2.

Par hypothèse de récurrence, nous avons alors π˚γ1 “ π˚γ2. Nous pouvons donc regarder l’obstruction
o0pγ1, γ2q P H

0pL b Iq que nous souhaitons nul. Nous avons que H0pϕqo0pγ1, γ2q “ o0pϕ˚γ1, ϕ˚γ2q “ 0.
Puisque H0pϕq est injective, on a o0pγ1, γ2q “ 0 et donc γ1 “ γ2.
ϕ˚ est donc fidèle.

Ceci achève la preuve du théorème 1.2.1.

1.2.4 Quasi-isomorphisme d’algèbres de Lie différentielles graduées

Définition 1.2.5. Soit pL, dq et pL, dq deux algèbres de Lie différentielles graduées. Elles sont dites quasi-
isomorphes s’il existe une suite finie de morphismes d’algèbres de Lie différentielles graduées :

L “ L0 ÝÑ L1 ÐÝ L2 ÝÑ ...ÐÝ Lm´1 ÝÑ Lm “ L

tels que chacun de ces morphismes induisent des isomorphismes en cohomologie.

pL, dq est dite formelle si elle est quasi-isomorphe à une algèbre de Lie différentielle graduée muni de la
différentielle nulle.

Remarque 1.2.1. pL, dq est formelle si et seulement si elle est quasi-isomorphe à son algèbre de Lie coho-
mologique pHpLq, 0q. En effet, si pL, dq est isomorphe à pL, 0q, on remarque alors que L “ HpLq, et, d’après
la définition, HpLq est isomorphe à HpLq.
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On donne enfin le corollaire suivant qui est une conséquence directe du théorème 1.2.1 :

Corollaire 1.2.1. Supposons que pL, dq et pL, dq soient quasi-isomorphes. Alors pour toute K-algèbre de Lie
locale artinienne A, les groupöıdes CpL,Aq et CpL,Aq sont équivalents.
De plus, la séquence d’équivalence suivante :

CpL,Aq ÝÑ CpL1, Aq ÐÝ CpL2, Aq ÝÑ ...ÐÝ CpLm´1, Aq ÝÑ CpL,Aq

dépends de façon naturelle de A.
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Chapitre 2

Groupe de jauge dans une algèbre
pré-Lie

Dans le premier chapitre, sous des hypothèses de convergence, nous avons vu que la relation d’équivalence
introduite entre les éléments de la variété de Maurer-Cartan était liée à une action du groupe de jauge Γ sur
la variété.

A partir de ce chapitre, nous nous placerons dans un cadre plus restrictif, mais courant, où l’algèbre de Lie
différentielle graduée L provient d’une algèbre différentielle graduée A, avec une unité à gauche 1 P A, munie
de la loi ‹, dont le crochet rx, ys “ x ‹ y ´ p´1q|x||y|y ‹ x induit le crochet de L. Le but de ce chapitre est de
rendre la formule définissant l’action du groupe de jauge sur la variété de Maurer-Cartan interne, c’est-à-dire
l’exprimer simplement en terme de ‹.

Ce problème se résout très facilement dans le cas idéal où la loi ‹ de l’algèbre A est associative. Cepen-
dant, dans la pratique, les lois rencontrées ne jouissent pas, en général, de cette propriété. Cela va donc nous
amener à nous intéresser au cas plus restrictif où l’associateur de la loi ‹ est symétrique en les deux dernières
variables : on parle alors d’algèbre pré-Lie. Pour simplifier l’étude de telles algèbres, nous utiliserons la théorie
des opérades, avec laquelle le lecteur sera supposé familier. Dans le cas contraire, toutes les notions utiles
pour ce mémoire faisant intervenir les opérades sont résumées dans l’annexe A.

Avant de poursuivre, explicitons les hypothèses de convergence avec lesquelles nous allons travailler. Rap-
pelons pour cela que si pApnqqn est une suite de modules différentiels gradués, alors le produit catégorique

A “
ź

ně0

Apnq dans la catégorie des modules différentielles gradués est défini par A “
à

ně0

An où An “
ź

kě0

Anpkq,

où la différentielle est induite par les différentielles sur Apnq.

Ce rappel étant fait, nous allons supposer qu’il existe un isomorphisme A »
ź

ně0

Apnq de modules

différentielles gradués tel que 1 P Ap0q, Apnq ‹Apmq Ă Apn`mq et L »
ź

ně1

Apnq.

Dans de telles conditions, tout élément λ P A peut être vu comme une série λ “
`8
ÿ

n“0

λpnq où λpnq P Apnq est

le poids homogène d’ordre n de λ. En particulier, la proposition 1.1.1 reste encore valable sous ces hypothèses
de convergence.

2.1 Cas d’une algèbre graduée associative

On suppose que la loi ‹ de l’algèbre A est associative, et qu’elle possède une unité 1 à gauche. Couplé à
nos hypothèses de convergence, on peut donc élever à l’exponentielle tout élément λ P L0.
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Nous pouvons alors définir le groupe suivant :

Définition 2.1.1. On définit le groupe des éléments group-like par :

G “ teλ | λ P L0u “ t1u ˆ L0.

La dernière égalité se trouve en appliquant le logarithme.

Nous pouvons alors écrire autrement eadpλqpαq, pour λ P L0 et α P L1. On voit pour cela que adpλq “ lλ´rλ
où lλ est le produit à gauche par λ via la loi ‹, et rλ la même chose à droite. On observe immédiatement que
ces deux opérations commutent. On trouve alors :

eadpλqpαq “ eλ ‹ α ‹ e´λ.

Nous venons alors de montrer que l’action du groupe de jauge se traduit par une formule très simple à
l’aide de la loi ‹.

2.2 Structure opéradique des algèbres pré-Lie

Le but de cette section sera d’introduire les algèbres pré-Lie, et de montrer que toute algèbre pré-Lie est
contrôlée par une opérade, qui se révèlera être l’opérade des arbres enracinés RT (rooted tree).

Les notations et définitions sur les opérades seront ici supposées connues, et sont rappelées en annexe A.

Nous désignerons à nouveau par K un anneau quelconque unitaire.

2.2.1 Algèbres pré-Lie et opérade PL
Définition 2.2.1. Une K-algèbre pré-Lie est un K-module L muni d’une application bilinéaire ‹ : LˆL ÝÑ L
satisfaisant la relation suivante, pour x, y, z P L :

px ‹ yq ‹ z ´ x ‹ py ‹ zq “ px ‹ zq ‹ y ´ x ‹ pz ‹ yq.

Lorsque le module L “
à

ně0

Ln est gradué, on dit que c’est une K-algèbre pré-Lie graduée s’il existe un

morphisme de modules gradués Lˆ L ÝÑ L satisfaisant la relation, pour x, y, z P L :

px ‹ yq ‹ z ´ x ‹ py ‹ zq “ p´1q|y||z|ppx ‹ zq ‹ y ´ x ‹ pz ‹ yqq.

Nous supposerons par ailleurs l’algèbre pré-Lie unitaire, dans le sens où il existe un élément unité 1 P L0

à gauche : @x P L, 1 ‹ x “ x.

La terminologie ”pré-Lie” est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit pL, ‹q une algèbre pré-Lie (graduée). Alors le commutateur (gradué) r., .s pour la
loi ‹ confère à L une structure d’algèbre de Lie (graduée), que nous noterons LLie.

Exemple : Si pour n ě 1, Ln “ HompAbn, Aq, alors la loi suivante :

f ˝ g “
m
ÿ

i“1

p´1qpn´1qpi´1qf ˝i g
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confère à L “
à

ně1

Ln une structure d’algèbre pré-Lie graduée.

Analysons la structure opéradique des algèbres pré-Lie. Nous allons définir la séquence symétrique de
K-modules M comme étant nulle pour toute les degrés, sauf au degré 2 où on pose Mp2q “ KX1X2‘KX2X1

avec l’action donnée par permutation des variables. On définit alors l’opérade pré-Lie, notée PL, en terme
de générateurs et relations par :

PL “ ΘpM : x1px2x3q ´ px1x2qx3 “ x1px3x2q ´ px1x3qx2q,

où Θ : ModS
K ÝÑ OpK est le foncteur associant à toute séquence symétrique M l’opérade libre ΘpMq en-

gendrée par M (voir l’annexe A).

Plus explicitement, posons F “ ΘpMq. En arité 2, le module est engendré par X1X2 et X2X1. En arité 3,
le module est engendré par pX1X2qX3 et X1pX2X3q ainsi que toutes les permutations (on travaille avec un
espace de polynômes en n variables non commutatives à produit non associatif). Si on note R l’idéal de F
engendré par X1pX2X3q ´ pX1X2qX3 ´X1pX3X2q ` pX1X3qX2q P F , nous obtenons alors que PL “ F{R.

La composition γ sur PL est induite par celle de F , et envoie un élément pµ, ν1, ..., νrq sur polynôme
obtenu en substituant νi aux Xi composants µ.
En particulier, on a une opération particulière γppX1X2q, ρ, ρ

1q qui corresponds à la concaténation de ρ et ρ1.

Nous obtenons alors :

Théorème 2.2.1. La catégorie des K-algèbres pré-Lie est isomorphe à la catégorie des PL-algèbres sur K.

2.2.2 Opérade des arbres enracinés

Le théorème précédent est très utile pour caractériser de telles algèbres, mais le fait que l’opérade soit
définie à l’aide d’un quotient rend très peu concret la description d’une telle structure.

Nous allons donc trouver une opérade plus simple à manipuler, l’opérade des arbres enracinés RT , qui
sera isomorphe à PL, nous permettant alors de voir plus simplement la structure des algèbres pré-Lie.

Définissons cette opérade. Pour n ą 0, un arbre (enraciné) à n feuilles est la donné d’un graphe simple-
ment connexe à n sommets numérotés de 1 à n, avec un sommet privilégié appelé la racine. Les arêtes de ce
graphe sont orientées vers la racine.

Voici un exemple d’arbre, où nous choisissons, par défaut, de placer la racine en bas :

1

3

2

4 .

On notera RT pnq l’ensemble des arbres à n feuilles, et RT pnq le K-module libre engendré par RT pnq. On
munit cet espace d’une action naturelle du groupe symétrique Σn, par permutation des sommets (y compris
de la racine). Il nous reste à définir la composition de deux arbres : nous allons pour cela définir la composée
partielle ˝i de deux arbres.

Pour cela, introduisons InpT, iq l’ensemble des sommets reliés au sommet i qui vont vers i. Soit S P RT pmq

et soit f : InpT, iq ÝÑ J1;mK. Nous allons définir T ˝fi S comme étant l’arbre obtenu en rattachant l’arbre
S à l’arbre T au sommet i le long de l’application f . En d’autres termes, la racine de S prends la place du
sommet i de T , les sommets sortant de i sont inchangés, et chaque sommet de InpT, iq est relié à un des
sommets de S via l’application f . La numérotation des sommets suit celle induite par T pour les premiers
sommets, puis une fois arrivé au sommet i, on suit la numérotation de S avant de numéroter le restant.
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Définition 2.2.2. Soit T P RT pnq et S P RT pmq. Soit i P J1;nK. On définit :

T ˝i S “
ÿ

f :InpT,iqÝÑJ1;mK

T ˝fi S.

Donnons l’exemple suivant :

T “

2

1 3

; S “

1

2

.

On a alors, pour les valeurs de p1, 3q associés respectivement à p2, 2q, p2, 1q, p1, 2q et p1, 1q :

T ˝2 S “

2

3

1 4

`

2

3

1

4 `

2

3

4

1 `
2

31 4

.

On vérifie aisément que la loi de composition partielle définie permet de conférer à RT une structure
d’opérade.

2.2.3 Isomorphisme entre RT et PL
Nous allons montrer dans cette sous-section que ces deux opérades définies précédemment sont en réalité

isomorphes. Pour cela, on commence par trouver un analogue à la concaténation des mots sur PL dans RT ,
en définissant la loi suivante sur les arbres :

Définition 2.2.3. Soient T1 et T2 deux arbres. On définit :

T1 ‹ T2 “ γ

˜

1

2

, T1, T2

¸

“
ÿ

sPI1
T1

T2

s ,

où I1 désigne l’ensemble des sommets de T1, et où dans la somme on attache T2 à chaque sommets s de T1.

Lemme 2.2.1. La relation définie précédemment satisfait :

pT1 ‹ T2q ‹ T3 ´ T1 ‹ pT2 ‹ T3q “ pT1 ‹ T3q ‹ T2 ´ T1 ‹ pT3 ‹ T2q.

Démonstration. On calcule :

pT1 ‹ T2q ‹ T3 ´ T1 ‹ pT2 ‹ T3q “
ÿ

sPI1

ÿ

tPI2

T2

T1

T3

s

t

`
ÿ

sPI1

ÿ

tPI2

T2

T1

T3

st ´
ÿ

sPI1

ÿ

tPI2

T2

T1

T3

s

t

.

Après simplification, on remarque que l’expression est inchangée en permutant T2 et T3.

Théorème 2.2.2. L’opérade des algèbres pré-Lie PL est isomorphe à l’opérade des arbres enracinés RT .
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Démonstration. Pour définir un morphisme d’opérades Φ : PL ÝÑ RT , il suffit de donner un morphisme
Φ : Fp2q ÝÑ RT p2q, ce qui permettra d’étendre Φ : F ÝÑ RT par propriété universelle, vérifiant Φprq “ 0
où r “ X1pX2X3q ´ pX1X2qX3 ´X1pX3X2q ` pX1X3qX2.
On pose naturellement :

φpX1X2q “
2

1

et φpX2X1q “
2

1

.

Ceci permet de définir Φ : F ÝÑ RT . Ainsi, Φ transforme la concaténation de deux mots sur F en la loi
‹ sur RT . Nous avons ainsi :

φprq “

¨

˚

˝

1

2

3

`
1

3 2

˛

‹

‚

´

1

2

3

´

¨

˚

˝

1

3

2

`
1

2 3

˛

‹

‚

`

1

3

2

“ 0.

Nous avons alors un morphisme d’opérades Φ : PL ÝÑ RT .

Définissons maintenant un inverse Ψ : RT ÝÑ PL. Pour cela, si I est un ensemble fini, on note RT pIq
l’ensemble des arbres ayant I pour ensemble de sommets, avec un des points i de I comme étant la racine.
On note aussi PLpIq “ PLpCardpIqq. On note ΦI : PLpIq ÝÑ RT pIq l’application induite par Φ.

Commençons par trouver ΨI : RT pIq ÝÑ PLpIq telle que ΨI ˝ΦI “ id et ΦI ˝ΨI “ id. On prouve cette
existence par récurrence sur le cardinal de I. Si CardpIq “ 1, c’est trivial. Si on suppose la proposition vraie
dès que CardpIq ď n, supposons I de cardinal n` 1.
Soit T P RT pIq, de racine i P I. Son degré corresponds alors au cardinal de I. Nous pouvons écrire, de façon
unique à une permutation près, T comme :

T “ Bpi, T1, ..., Tpq “
i

T1 T2 Tp...
,

où T1, ..., Tp sont des arbres de degré strictement inférieurs à n` 1. Nous allons définir ΨI par récurrence sur
p. Si p “ 1, on a :

T “ i ‹ T1.

On pose alors ΨIpT q “ pXiΨIpT1qq, et nous avons bien ΦIΨIpT q “ T par hypothèse de récurrence.

A présent, si on est parvenu à définir ΨI dans une telle décomposition à p ´ 1 arbres, nous avons la
formule :

T “ Bpi, T2, ..., Tpq ‹ T1 ´

p
ÿ

j“2

Bpi, T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpq

qui nous permet alors de poser, toujours par hypothèse de récurrence :

ΨIpT q “ pΨIpBpi, T2, ..., TpqqΨIpT1qq ´

p
ÿ

j“2

ΨIpBpi, T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpqq

qui, à nouveau, vérifie ΦIΨI “ id.

La décomposition que nous avons utilisée pour T est unique, mais uniquement à permutation près. Il
nous faut donc nous assurer que si, dans la formule précédente, nous extrayons un arbre autre que T1, nous
obtenons le même résultat. On prouve cela, à nouveau, par récurrence sur p. Pour p “ 0, 1, le choix est
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imposé. Pour p ą 1, nous allons montrer que si, à la place, nous avions sortis T2 au lieu de T1, nous aurions
eu la même expression. Partons à nouveau de la formule :

T “ Bpi, T2, ..., Tpq ‹ T1 ´

p
ÿ

j“2

Bpi, T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpq.

Dans chaque termes B, on détache T2 comme nous l’avons fait dans la formule T “ Bpi, T1, ..., Tpq. La
décomposition dans le premier terme est évidente. Dans la somme, il y a une distinction à faire suivant si
j “ 2 ou non. Si j ‰ 2, on fait le détachement de T2 comme au premier terme. Sinon, on détache T2 ‹ T1.
Ceci donne :

T “ pBpi, T3, ..., Tpq ‹ T2q ‹ T1 ´

p
ÿ

k“3

Bpi, T3, ..., Tk ‹ T2, ..., Tpq ‹ T1

´Bpi, T3, ..., Tpq ‹ pT2 ‹ T1q `

p
ÿ

j“3

Bpi, T3, ..., Tj ‹ pT2 ‹ T1q, ..., Tpq

´

p
ÿ

j“3

Bpi, T3, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpq ‹ T2 `

p
ÿ

j“3

Bpi, T3, ..., pTj ‹ T1q ‹ T2, ..., Tpq

`

p
ÿ

j“3

p
ÿ

k“3
k‰j

Bpi, T3, ..., Tk ‹ T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpq.

Maintenant, regardons l’expression qui est censée définir ΨIpT q via cette formule. On réordonne pour cela
les 7 termes apparaissant dans la formule précédente, de la façon suivante :

T “ pBpi, T3, ..., Tpq ‹ T2q ‹ T1 ´Bpi, T3, ..., Tpq ‹ pT2 ‹ T1q

´

p
ÿ

k“3

pBpi, T3, ..., Tk ‹ T2, ..., Tpq ‹ T1 `Bpi, T3, ..., Tk ‹ T1, ..., Tpq ‹ T2q

`

p
ÿ

j“3

p
ÿ

k“3
k‰j

Bpi, T3, ..., Tk ‹ T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpq

`

p
ÿ

j“3

pBpi, T3, ..., Tj ‹ pT2 ‹ T1q, ..., Tpq `Bpi, T3, ..., pTj ‹ T1q ‹ T2, ..., Tpqq.

La première ligne donne A12 “ pΨIpBpi, T3, ..., TpqqΨIpT2qqΨIpT1q ´ ΨIpBpi, T3, ..., TpqqpΨIpT2qΨIpT1qq.
Si A21 est le même terme avec T1 et T2 inversés, on observe que A12 ´A21 P prq, donc A12 “ A21 dans PL.

La deuxième ligne donne Bk12 “ ΨIpBpi, T3, ..., Tk‹T2, ..., TpqΨIpT1q`ΨIpBpi, T3, ..., Tk‹T1, ..., TpqΨIpT2q,
pour tout indice k, qui est évidemment le même que Bk21.

On a exactement la même chose pour les termes Ckj12 “ ΨIpBpi, T3, ..., Tk ‹ T2, ..., Tj ‹ T1, ..., Tpqq qui

cöıncident avec Cjk21 .

Enfin, les termes Dj
12 “ ΨIpBpi, T3, ..., Tj ‹ pT2 ‹T1q, ..., Tpqq`ΨIpBpi, T3, ..., pTj ‹T1q ‹T2, ..., Tpqq donnés

par la dernière ligne cöıncident avec Dj
21 en vertu du lemme 2.2.1.

Ψ : RT ÝÑ PL est donc un morphisme d’opérades bien défini.

De plus, nous avons que ΨpT ‹ T 1q “ pΨpT qΨpT 1qq. En effet, lorsque T est de degré 1, ceci vient di-
rectement de la définition de Ψ. Si p ą 1, posons T “ Bpi, T1, ..., Tpq. Nous pouvons alors écrire que

T ‹T 1 “ Bpi, T 1, T1, ..., Tpq`
p
ÿ

k“1

Bpi, T1, ..., Tk ‹T
1, ..., Tpq. Or, en détachant T 1, on trouve d’après la définition
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de Ψ : ΨpBpi, T 1, T1, ..., Tpqq “ pΨpT qΨpT
1qq ´

p
ÿ

j“2

ΨpBpi, T1, ..., Tj ‹ T
1, ..., Tpqq. En ajoutant l’image par Ψ

de l’autre somme, on trouve bien ΨpT ‹ T 1q “ pΨpT qΨpT 1qq.

Soit µ P PL un monôme. Alors on peut écrire µ sous la forme d’une concaténation µ “ pρρ1q de façon
unique. Puisque Φpµq “ Φpρq ‹ Φpρ1q, on en déduit ΨΦpµq “ pΨΦpρqΨΦpρ1qq d’après ce qui précède. On en
déduit par une récurrence directe que ΨΦ “ id, ce qui achève la preuve du théorème.

Définition 2.2.4. Soit V un K-module. Une algèbre pré-Lie libre engendrée par V , est une algèbre pré-Lie L
munit d’un morphisme i : V ÝÑ L de modules tels que tout morphisme f : V ÝÑM de V dans une algèbre
pré-Lie M se factorise de façon unique à travers i en un morphisme d’algèbres pré-Lie f : L ÝÑM .
En clair, on a le diagramme suivant commutatif :

V

L

M

i

f

D!f

.

Le théorème précédent permet de donner une description complète d’une algèbre pré-Lie libre engendrée
par un module libre :

Corollaire 2.2.1. Soit V un K-module libre de base B. Alors l’algèbre pré-Lie libre engendrée par V est le K-
module engendré par les arbres dont les sommets sont labélisés par B, muni du produit ‹ de la définition 2.2.3.

Démonstration. Soit L ce module. On observe immédiatement que ‹ lui confère une structure d’algèbre pré-
Lie d’après le lemme 2.2.1. Il possède aussi une structure naturelle d’algèbre sur RT induit par ‹.

Si M est une autre algèbre pré-Lie, d’après le théorème précédent, M est une algèbre sur RT . On peut
donc définir un morphisme d’algèbres pré-Lie f : L ÝÑ M si on se donne f : V ÝÑ M morphisme de
modules, en envoyant la structure d’algèbre sur RT de L sur celle de M .

2.3 Exponentielle et braces symétriques

2.3.1 Application exponentielle pré-Lie

Rappelons les hypothèses dans le cadre de notre étude. Soit K un corps de caractéristique nulle. Nous
allons supposer que notre algèbre de Lie différentielle graduée L provient d’une algèbre différentielle graduée
pré-Lie A muni de la loi ‹ dont le commutateur gradué induit le crochet r., .s.

Les hypothèses de convergences sont décrites par : A »
ź

ně0

Apnq, Apnq ‹ Apmq Ă Apn`mq, 1 P Ap0q et

L »
ź

ně1

Apnq.

On définit la puissance de la façon suivante :

λ‹n “ p...ppλ ‹ λq ‹ λq...q ‹ λ
looooooooomooooooooon

n

,

où on choisit d’itérer la loi ‹ à droite. On peut de cette façon, d’après nos hypothèses, définir l’exponentielle
d’un élément de degré 0 dont le poids d’ordre 0 est trivial :

eλ “
`8
ÿ

n“0

1

n!
λ‹n.
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On appelle élément group-like tout élément de A de degré 0 dont le poids 0 est égal à 1. On note l’ensemble
de ces éléments G. On a donc G “ t1u ˆ L0.

Comme dans le cas associatif, l’exponentielle donne une bijection entre L0 et G :

Lemme 2.3.1. L’application exponentielle réalise une bijection de L0 vers G “ t1u ˆ L0 Ă A.

Démonstration. Soit λ P L0 Ă t0u ˆ
ź

ně1

Apnq. On écrit λ “ λp1q ` ...` λpnq ` ... avec λpnq P Apnq.

On a alors :

λ‹n “
`8
ÿ

r“1

ÿ

k1`...`kn“r

p...pλpk1q ‹ λpk2qq ‹ ...q ‹ λpknq,

ce qui donne :

eλ “ 1`
`8
ÿ

r“1

r
ÿ

p“1

1

p!

ÿ

k1`...`kp“r

p...pλpk1q ‹ λpk2qq ‹ ...q ‹ λpkpq.

Ceci implique alors que, puisque L0 »
ź

ně1

A0
pnq, que exppL0q Ă t1uˆ

ź

ně1

A0
pnq “ G. De plus, nous pouvons

expliciter l’inverse λ P L0 d’un élément 1` a P G en regardant les poids. On écrit pour cela eλ “ 1` a. On
obtient donc λp1q “ ap1q et :

@i ě 2, apiq “ λpiq `
i
ÿ

p“2

1

p!

ÿ

k1`...`kp“i

p...pλpk1q ‹ λpk2qq ‹ ...q ‹ λpkpq,

qui permet alors d’exprimer par récurrence l’inverse λ d’un élément 1` a.

Il est possible de donner une formule explicite pour l’inverse. L’inverse joue en fait le rôle du logarithme
dans les algèbres pré-Lie, et est appelé expension de Magnus pré-Lie :

logp1` aq “ a´
1

2
a ‹ a`

1

4
a ‹ pa ‹ aq `

1

12
pa ‹ aq ‹ a` ... .

2.3.2 Braces symétriques et produit circulaire

Définition 2.3.1. Soit A une algèbre pré-Lie munie de la loi ‹. On définit les opérations braces symétriques
par les formules suivantes :

1. atu “ a;

2. atb1u “ a ‹ b1;

3. @n ě 1, atb1, ..., bnu “ atb1, ..., bn´1utbnu ´
n´1
ÿ

i“1

atb1, ..., bi´1, bitbnu, bi`1..., bn´1u.

En particulier, nous avons pour n “ 2 :

atb1, b2u “ atb1utb2u ´ atb1tb2uu “ pa ‹ b1q ‹ b2 ´ a ‹ pb1 ‹ b2q.

Comme leur nom l’indique, les braces symétriques sont symétriques en les variables bi et préservent la
graduation en poids d’une algèbre pré-Lie munie de poids.

Par la suite, nous utiliserons les braces symétriques dans le cadre d’une algèbre pré-Lie graduée. La
définition s’adapte, en mettant un signe qui décrit la permutation des bi sous-jacente. Mais pour notre étude,
les braces seront utilisées uniquement dans le cas où un seul des bi est éventuellement de degré non nul. On
peut donc permuter cet élément avec un autre élément de degré 0 sans apparition de signe.
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Remarque 2.3.1. Dans le cadre de l’algèbre pré-Lie des arbres RT , on remarque que les braces corres-
pondent à ce que nous avons noté B dans la preuve du théorème 2.2.2.

Définition 2.3.2. Dans une algèbre pré-Lie A graduée munie de la loi ‹, on définit le produit circulaire par :

ae p1` bq “
ÿ

ně0

1

n!
atb, ..., b
loomoon

n

u,

où a P A, et b P t0u ˆ
ź

ně1

A0
pnq.

En particulier, on remarque que e est linéaire uniquement à gauche, et que 1 est une unité aussi bien à
gauche que à droite.

2.4 Lien avec le groupe de jauge

On suppose que A est une algèbre pré-Lie graduée munie des hypothèses de convergence précédemment
décrites. On commence par prouver la proposition fondamentale suivante :

Proposition 2.4.1. Soient a P A et λ P L0. Alors :

erλpaq “ ae eλ.

Démonstration. Par symétrie, et parce que λ est de degré 0, il suffit de prouver l’égalité sur l’algèbre pré-Lie
libre engendrée par a et λ. D’après le chapitre précédent, explicitement, cet espace est donné par les arbres
enracinés dont les sommets sont labélisés par a et λ, muni du produit T1 ‹ T2 consistant à sommer tous les
arbres obtenus en attachant la racine de T2 à un sommet de T1.
Nous noterons par la suite RT ˚ l’opérade (non symétrique) des arbres enracinés sans étiquetage des sommets,
et donc RT˚ l’ensemble des arbres enracinés sans étiquetages.

Dans cette algèbre, nous allons décrire explicitement eλ. Nous allons pour cela avoir besoin de quelques
définitions. Si t est un arbre, on note νt le nombre de sommets qu’il possède, et nt le nombre de niveaux de
cet arbre. On appelle niveau de t une représentation possible de cet arbre où on place, sur chacun des νt
étages, un seul sommet.

Donnons l’exemple de l’arbre suivant :

.

Cet arbre t possède nt “ 3 niveaux. En effet, nous avons les trois niveaux suivants pour cet arbre :
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et ce sont les seuls. En fait, les niveaux correspondent à toutes les façons d’obtenir l’arbre en fonction de
l’ordre à laquelle on ajoute un sommet, en commençant par la racine, en montant d’un étage à chaque étape.
Ceci est équivalent à se donner une relation d’ordre totale sur les sommets de l’arbre qui raffine la relation
d’ordre partielle induite par la gravité.

Alors, nous avons l’égalité :

eλ “
ÿ

tPRT˚

nt
νt!
tpλq,

où tpλq indique que nous avons attribué λ à tous les sommets de t P RT˚.

De la même manière, nous avons la formule suivante :

erλpaq “
ÿ

tPrRT˚

nt
pνt ´ 1q!

tpa, λq,

où rRT˚ corresponds aux arbres possédant au moins un sommet, et où tpa, λq corresponds à l’arbre t auquel
on a nommé a la racine, et λ les autres sommets.

De plus, d’après la remarque 2.3.1, nous avons :

atb, ..., bu “
a

b b b...
.

Nous avons alors l’égalité :

ae eλ “
ÿ

kě0

ÿ

tt1,...,tkuĂrRT˚

nt1 ...ntk
νt1 !...νtk !

npt1, ..., tkq

k! a

t1 t2 tk...
,

où npt1, ..., tkq correspond au nombre de fois que la configuration t1, ..., tk apparâıt, et où la somme se fait
sur tous les sous-ensembles finis de rRT˚. Si on note i1, ..., il le nombre des différents types d’arbres qui

apparaissent là-dedans, nous avons npt1, ..., tkq “
k!

i1!...il!
.

A présent, considérons t P rRT˚ et l’arbre tpa, λq. Appelons t1, ..., tk les arbres reliés à la racine a. Chacun
de ces arbres possède un nombre de niveaux nt1 , ..., ntk respectivement. Supposons dans un premier temps
que ces arbres soient 2 à 2 distincts. On remarque alors que se donner un niveau sur t est équivalent à se
donner un niveau pour chaque arbres t1, ..., tk, ainsi qu’un pνt1 , ..., νtkq-shuffle. Le nombre de niveaux que
cette décomposition induit est alors :

nt1 ...ntk
pνt1 ` ...` νtkq!

νt1 !...νtk !
“ nt1 ...ntk

pνt ´ 1q!

νt1 !...νtk !
.

Cependant, il faut prendre en compte le cas potentiel où plusieurs arbres parmi t1, ..., tk sont de même
type. Il faut donc diviser par i1!...ik!, ce qui donne :

nt “ pνt ´ 1q!
nt1 ...ntk
νt1 !...νtk !

npt1, ..., tkq

k!

d’où l’égalité recherchée.

Théorème 2.4.1. L’ensemble G des éléments group-like est un groupe muni de la loi e. De plus, exp donne
un isomorphisme entre le groupe de jauge Γ et G.
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Démonstration. D’après l’égalité satisfaite dans les algèbres pré-Lie, nous avons, pour tout λ, µ P L0, l’égalité
rrµ,λs “ rrλ, rµs. Nous avons alors, en développant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, les égalités

eBCHpλ,µq “ erBCHpλ,µqp1q “ erµerλp1q “ erµpeλq. On trouve donc eBCHpλ,µq “ eλ e eµ d’après la proposition
2.4.1. Puisque exp est bijective, ceci permet de conférer en particulier G d’une structure de groupe muni de
la loi e.

Remarquons en particulier que la loi e est associative, et que l’inverse d’un élément eλ P G est e´λ.

Dans le cas où nous avons un élément group-like 1 ´ µ avec µ P L0, il est possible de déterminer son
inverse pour e sans avoir sa forme exponentielle. Donnons pour cela une définition :

Définition 2.4.1. Un morphisme entre deux arbres est une application envoyant les sommets sur des som-
mets, et préservant l’adjacence des sommets. En d’autres termes, si A et B sont deux sommets adjacents
dans un arbre, alors leur image par le morphisme sont aussi deux sommets adjacents.
Un automorphisme est un morphisme bijectif d’un arbre dans lui-même. Si t P RT˚, on note Autptq le groupe
fini des automorphismes de t.

Enfin, si µ P L0, considérons PreLiepµq l’algèbre pré-Lie à 1 générateur engendré par µ. D’après la pro-
priété universelle satisfaite par cette algèbre pré-Lie, il existe un morphisme d’algèbres pré-Lie de PreLiepµq
vers L0. Pour tout arbre t dont les sommets sont étiquetés par µ, on note tpµq l’image de t par ce morphisme.

On peut alors donner la proposition suivante :

Proposition 2.4.2. On a l’égalité :

p1´ µqe´1 “
ÿ

tPRT˚

1

|Aut t|
tpµq.

Démonstration. Il suffit de prouver cette proposition dans l’algèbre PreLiepµq. Nous devons alors prouver
l’égalité :

p1´ µq e
ÿ

tPRT˚

1

|Aut t|
tpµq “ 1.

Dans cette composition, le terme 1 apparâıt une et seule fois, donné par le terme 1 de 1´µ. Si maintenant
on prends s P rRT˚, il y a deux façons de voir apparâıtre spµq dans cette composition.

Tout d’abord, il apparâıt à l’aide du terme 1 de 1´ µ, avec pour coefficient
1

|Aut s|
.

Ensuite, il apparâıt avec le terme µ. Puisque s est un arbre non trivial, on peut le voir comme sa racine,
µ, sur lequel on greffe les arbres t1, ..., tk. Le coefficient devant spµq est alors :

´
npt1, ..., tkq

k!

1

|Aut t1|
...

1

|Aut tk|
“ ´

1

i1!
...

1

il!

1

|Aut t1|
...

1

|Aut tk|
.

Soit maintenant σ P Autpsq. Notons ai1, ..., a
i
ji

les racines de tous les arbres de type i apparaissant dans

t1, ..., tk. Alors, puisque σ préserve l’adjacence des sommets, σ induit une permutation des ai1, ..., a
i
ji

. Ceci
induit en particulier une permutation des racines de t1, ..., tk. On note σ1 P Autpsq l’automorphisme permu-
tant les arbres t1, ..., tk suivant cette permutation.

Considérons alors σ2 “ σσ´1
1 . Alors σ2 P Autpsq et σ2 fixe les racines de t1, ..., tk par définition. Ainsi,

puisque l’adjacence des sommets est préservée, σ2 induit un élément de Autptiq pour tout i.

En clair, nous venons de prouver que |Autpsq| “ i1! ... il! |Autpt1q| ... |Autptkq|, et donc l’égalité.
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2.5 Action sur la variété de Maurer-Cartan

Donnons enfin le théorème central de cette section :

Théorème 2.5.1. Sous les hypothèses de convergence précédemment citées, l’action du groupe de jauge Γ
sur la variété de Maurer-Cartan est donnée par :

λ.α “ eadλpαq “ peλ ‹ αq e e´λ.

Remarque 2.5.1. Dans le cas où on suppose que l’algèbre A d’où provient L est en fait associative, la loi
e cöıncide avec ‹, et donc on retrouve les formules de la première section.

Démonstration. Les hypothèses de convergence assurent que γptq “ etadλpαq a bien un sens et converge en
t “ 1 en eadλpαq. De plus, en regardant chaque poids, on trouve aisément que la courbe γ est l’unique solution
de l’équation différentielle :

γ1ptq “ adλpγptqq “ λ ‹ γptq ´ γptq ‹ λ

qui vaut α en t “ 0.

Nous allons poser ϕptq “ petλ ‹αqe e´tλ et montrer que ϕ satisfait aussi le système de Cauchy précédent.

On a d’abord directement ϕp0q “ α. Ensuite, par l’égalité

ϕptq “
`8
ÿ

n“0

1

n!
petλ ‹ αqte´tλ ´ 1, ..., e´tλ ´ 1

loooooooooooomoooooooooooon

n

u,

on obtient :

ϕ1ptq “ ppetλ ‹ λq ‹ αq e e´tλ ´
`8
ÿ

n“1

1

pn´ 1q!
petλ ‹ αqte´tλ ´ 1, ..., e´tλ ´ 1

loooooooooooomoooooooooooon

n´1

, e´tλ ‹ λu.

En changeant de variable, on obtient ainsi :

ϕ1ptq “ ppetλ ‹ λq ‹ αq e e´tλ ´ petλ ‹ αq e pe´tλ; e´tλ ‹ λq,

où nous adoptons la notation suivante :

ae p1` b; cq “
`8
ÿ

n“0

1

n!
atb, ..., b
loomoon

n

, cu.

Avant de poursuivre, démontrons la formule suivante :

ae p1` b; p1` bq ‹ cq “ pae p1` bqq ‹ c.

Il suffit pour cela de travailler dans l’algèbre pré-Lie libre en trois variables a, b et c. On a tout d’abord
ae p1` b; p1` bq ‹ cq “ ae p1` b; cq ` ae p1` b; b ‹ cq par linéarité par rapport à la dernière variable dans
la brace.
On a alors :

ae p1` b; p1` bq ‹ cq “
`8
ÿ

n“0

1

n! a

b b c...
1 n `

`8
ÿ

n“0

1

n!
a

b b b

c

...
1 n

.

Et nous avons, de plus :
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pae p1` bqq ‹ c “

˜

`8
ÿ

n“0

1

n! a

b b...
1 n

¸

‹ c.

qui cöıncide effectivement avec la précédente formule.

On applique cette formule avec a “ etλ ‹ α, 1` b “ e´tλ et c “ λ :

petλ ‹ αq e pe´tλ; e´tλ ‹ λq “ ppetλ ‹ αq e e´tλq ‹ λ “ ϕptq ‹ λ.

Nous obtenons ainsi le deuxième terme. Pour avoir le premier, on applique la proposition 2.4.1 avec a “ λ
pour avoir etλ ‹ λ “ λe etλ. On obtient ainsi ppetλ ‹ λq ‹αq e e´tλ “ ppλe etλq ‹αq e e´tλ. Pour poursuivre,
on prouve maintenant la formule suivante :

ppae eλq ‹ bq e e´λ “ a ‹ ppeλ ‹ bq e e´λq.

En appliquant la formule générale précédemment démontrée, on trouve :

ppae eλq ‹ bq e e´λ “ pae peλ; eλ ‹ bqq e e´λ

“ pp1` aq e peλ; eλ ‹ bqq e e´λ ´ peλ ‹ bq e e´λ.

Par associativité de e, nous avons :

pp1` aq e peλ ` teλ ‹ bqq e e´λ “ p1` aq e ppeλ ` teλ ‹ bq e e´λq.

Si on dérive cette identité et qu’on regarde à t “ 0, ceci donne :

pp1` aq e peλ; eλ ‹ bqq e e´λ “ p1` aq e peλ e e´λ; peλ ‹ bq e e´λq,

soit alors :
pp1` aq e peλ; eλ ‹ bqq e e´λ “ p1` aq ‹ ppeλ ‹ bq e e´λq,

et donc :
ppae eλq ‹ bq e e´λ “ a ‹ ppeλ ‹ bq e e´λq.

On applique à présent cette formule avec a “ λ, b “ α et λ “ tλ. On obtient :

ppλe etλq ‹ αq e e´tλ “ λ ‹ ppetλ ‹ αq e e´tλq “ λ ‹ ϕptq.

Ainsi, ϕ satisfait le même système de Cauchy que γ, ce qui prouve que ces deux courbes sont les mêmes.
On trouve la formule recherchée pour t “ 1.

2.6 Exemple d’application

Dans cette section, on donne un exemple développé dans [DSV16]. Nous supposerons la plupart des outils
utilisés dans cette section connus de la part du lecteur, qui pourra, en cas de besoin, se référer à [DSV16],
[LV12] et [Freb].

Considérons P une opérade de Koszul dans la catégorie des K-modules gradués munis d’une différentielle.
On note P ¡ sa coopérade duale de Koszul associée. On sait (voir [LV12] et [Freb]) que se donner une structure

d’algèbre V sur P8 “ ΩP ¡ où Ω est le foncteur cobar est équivalent à se donner α P HomSpP
¡
, EndV q

satisfaisant l’équation de Maurer-Cartan :

Bpαq ` α ‹ α “ 0,

où B “ adpδq est la différentielle sur HomSpP
¡
, EndV q et ‹ la loi pré-Lie définie par :

f ‹ g : P
¡ ∆p1q
ÝÝÝÑ P

¡
b P

¡ fbg
ÝÝÝÑ EndV b EndV

γ
ÝÑ EndV ,
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où ∆p1q est la décomposition infinitésimal associée au coproduit ∆.

Ceci se voit sur l’algèbre pré-Lie non unitaire gP,V “ pHomSpP
¡
, EndV q, B, ‹q. On peut voir ceci dans une

algèbre pré-Lie unitaire, en commençant d’abord par ajouter un élément δ de degré 1 comme dans le début
du chapitre 1, qu’on envoie ensuite dans HomSpP ¡, EndV q en l’envoyant sur l’application qui à I associe BV .
On a ainsi :

gP,V Ă aP,V “ pHomSpP
¡
, EndV q, B, ‹, 1q,

où 1 est défini en envoyant I sur idV .

P ¡ possède une graduation P ¡
“

à

ně0

P ¡pnq. En effet, soit M une séquence symétrique dans la catégorie des

modules gradués munis d’une différentielle, et notons ΘcpMq la coopérade engendrée par M . Alors ΘcpMq
possède une graduation en poids, en posant wpidq “ 0, wpµq “ 1 pour tout µ P M , et par récurrence
wpν;µ1, ..., µnq “ wpνq`wpµ1q` ...`wpµnq. Ceci permet de définir une graduation ΘcpMq “

à

ně0

ΘcpMqpnq,

et on en fait de même pour P ¡.

On a alors une décomposition en poids :

HomSpP
¡
, EndV q “ EndV ˆ

8
ź

n“1

HomSpP
¡pnq, EndV q.

Lemme 2.6.1. Dans aP,V , le produit circulaire entre deux éléments f, g tels que fpIq “ gpIq “ idV est
donné par :

f e g : P ¡ ∆
ÝÑ P ¡

˝ P ¡ f˝g
ÝÝÑ EndV ˝ EndV

γ
ÝÑ EndV .

Démonstration. On utilise la décomposition P ¡
“ I ‘ P

¡
. On décrit alors ∆ sur la seconde composante :

P
¡ ∆
ÝÑ P

¡
˝ I ‘ I b P

¡
‘

à

kě1

P
¡
b pP

¡
b ...b P

¡
q

looooooomooooooon

k

,

Notons ∆p0q : P
¡ ∆
ÝÑ P

¡
˝ I ‘ I b P

¡
et ∆pkq : P

¡ ∆
ÝÑ P

¡
b pP

¡
b ...b P

¡
q

looooooomooooooon

k

.

Si on écrit f “ 1` f et g “ 1` g, alors :

f e g “ 1` f ` g ` f ‹ g `
1

2
ftg, gu `

1

6
ftg, g, gu ` ... .

On a, de façon triviale, que les deux formules donnent la même chose sur I et valent idV . ∆p0q donne, sur

P
¡
, le terme f ` g. Plus généralement, on prouve par récurrence sur k que ∆pkq nous donne

1

k!
ftg, ..., g
loomoon

k

u.

Ceci est évident pour k “ 1. Si on suppose cela vrai jusque k, alors, en utilisant les relations vérifiées par
les braces symétriques, le résultat tombe.

Remarque 2.6.1. A priori, le produit circulaire n’est défini que pour des morphismes f et g qui valent idV
sur I. Dans le cas où cette condition n’est pas satisfaite, on notera f e g “ γpf ˝ gq∆ en mimant la formule
précédente.

Soient α, β deux éléments de Maurer-Cartan. On appelle 8-morphisme tout élément f P aP,V tel que :

f ‹ α “ β e f.
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La raison de cette écriture particulière est qu’ici nous ne demandons pas que fpIq “ idV , et donc f
n’appartient pas au groupe des éléments group-like. L’inverse de f pour e n’a donc a priori pas de sens.

Les 8-isomorphismes correspondent aux 8-morphismes f tels que le premier élément fp0qpIq soit inver-
sible. On parle de 8-isotopie si fp0qpIq “ idV .

On a ainsi directement :

Théorème 2.6.1. Le groupe des 8-isotopies est isomorphe au groupe de jauge, via l’application exponen-
tielle :

Γ » p8-iso,e, idV q.

De plus, le groupöıde de Deligne est équivalent au groupöıde formé des algèbres sur P8 ayant pour mor-
phismes les 8-isotopies :

DelignepgP,V q “ pMCpgP,V q,Γq » pP8-alg,8-isoq.

À l’aide de l’objet cylindre fourni par Benoit Fresse dans [Freb], et sachant que P8 est cofibrant, et EndV
fibrant, on a ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 2.6.1. Le groupöıde de Deligne est équivalent au groupöıde formé des morphismes d’opérades
différentielles graduées ayant pour morphismes les équivalentes d’homotopies :

DelignepgP,V q » pHomdg OppΩP ¡
, EndV q,„hq.
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Chapitre 3

Algèbres à braces symétriques et
algèbres pré-Lie

Dans les chapitres précédents, nous avons été amené à définir la notion de braces symétriques dans le
cadre des algèbres pré-Lie. Réciproquement, dans la preuve du théorème 2.2.2, nous avons vu des liens assez
profonds entre la loi ‹ de l’algèbre pré-Lie et les braces symétriques.

Le but de ce chapitre est de regarder plus en profondeur ce lien, dans le but de pouvoir généraliser la
preuve précédente en caractéristique positive, en cherchant à mimer les braces symétriques qui apparaissent
dans la définition de l’exponentielle pré-Lie. Nous allons en fait voir qu’il existe une correspondance forte
intéressante entre algèbres pré-Lie et algèbres à braces symétriques.

Nous utiliserons pour cela la notion d’algèbres de Hopf, avec laquelle le lecteur sera supposé familier. Les
définitions utiles à ce sujet sont résumés dans l’annexe B de ce mémoire.

3.1 Structure d’algèbre de Hopf de SpLq

Dans cette partie, nous désignerons par L une algèbre pré-Lie sur un anneau K, munie de son produit ‹.

Nous allons définir une structure particulière d’algèbre de Hopf sur l’algèbre symétrique SpLq de L, définie
comme SpLq “

à

ně0

pLbnqΣn , où pLbnqΣn est Lbn quotienté par le sous-module engendré par les éléments de

la forme σ.x´ x, x P Lbn, σ P Σn.

3.1.1 L’algèbre de Hopf canonique SpLq

Donnons tout d’abord une première structure naturelle d’algèbre de Hopf sur SpLq. Essentiellement, dans
les sous-sections suivantes, nous allons conserver toute la structure et changer uniquement le produit, de sorte
à pouvoir retrouver l’algèbre de Lie enveloppante de L.

Nous désignerons par x1 ... xn l’image de x1 b ... b xn dans SpLq. Par définition de SpLq, on a ainsi
@σ P Σn, xσp1q ... xσpnq “ x1 ... xn. En particulier, on définit un produit, noté . , comme étant la concaténation
des mots sur L, avec pour élément neutre 1 P K “ Lb0.

Nous avons un coproduit, appelé coproduit shuffle, défini par :

∆px1 ... xnq “
ÿ

ti1ă...ăiru
Ů

tj1ă...ăjsu“J1;nK

pxi1 ... xir q b pxj1 ... xjsq.
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Ce coproduit cocommutatif est associé à l’augmentation ε : SpLq ÝÑ K qui est le morphisme nul sur
chaque pLbnqΣn pour n ě 1, et l’identité sur K.

On définit enfin une antipode σ comme : @x P Lbn, σpxq “ p´1qnx.

Avec les données précédentes, il est facile de voir que nous avons conféré une structure d’algèbre de Hopf
à SpLq.
En particulier, ∆ et σ sont uniquement déterminées par leur donnée sur L : @x P L,∆pxq “ xb 1` 1b x et
σpxq “ ´x.

Remarque 3.1.1. Soit T pLq “
à

ně0

Lbn l’algèbre tensorielle de L. On peut adapter les définitions précédentes

à T pLq, et ainsi montrer que ceci confère à T pLq une structure d’algèbre de Hopf, de la même façon. Plus
particulièrement, le produit . précédent doit être pris comme étant le produit dans T pLq (le produit tensoriel),
et l’antipode est définie par σpx1 ... xnq “ p´1qnpxn ... x1q

3.1.2 Extension de ‹ sur SpLq

Notre but, dans cette partie, sera d’étendre le produit ‹ définie sur L sur tout SpLq, avant d’en déduire
un produit associatif ˚ sur SpLq lui conférant une autre structure particulière d’algèbre de Hopf.

On commence à étendre la loi à gauche, en posant, pour tout T,X1, ..., Xn dans L :

1 ‹ T “ 0;

pX1 ... Xnq ‹ T “
n
ÿ

i“1

pX1 ... pXi ‹ T q ... Xnq.

Remarque 3.1.2. La loi ‹ définie de SpLqbL a un associateur symétrique en ses deux dernières variables,
c’est-à-dire :

X ‹ pY ‹ Zq ´ pX ‹ Y q ‹ Z “ X ‹ pZ ‹ Y q ´ pX ‹ Zq ‹ Y,

pour tout X P SpLq, Y, Z P L.

Définition 3.1.1. On définit des applications multilinéaires ‹pnq : LbLbn ÝÑ L associant à TbA l’élément

T ‹A défini par T ‹ 1 “ T et, si X P L et A “ B bX avec B P Lbpn´1q :

T ‹pnq A “ pT ‹pn´1q Bq ‹X ´ T ‹pn´1q pB ‹Xq.

Lemme 3.1.1. Pour tout n ě 0, l’application ‹pnq est symétrique en les n dernières variables, ce qui définit
alors ‹pnq : Lb SnpLq ÝÑ L où SnpLq est le module engendré par les monômes de taille n de SpLq.

Démonstration. On prouve la proposition par récurrence sur n. Pour A P Lbn, X,Y, T P L, on a :

T ‹pn`2q AXY “ ppT ‹pnq Aq ‹Xq ‹ Y ´ pT ‹pnq pA ‹Xqq ‹ Y ´ pT ‹pnq pA ‹ Y qq ‹X
`T ‹pnq ppA ‹ Y q ‹Xq ´ pT ‹pnq Aq ‹ pX ‹ Y q ` T ‹pnq pA ‹ pX ‹ Y qq.

On constate alors, d’après la remarque précédente, que cette expression est symétrique en X et Y , et
donc le lemme est prouvé par récurrence si on suppose la proposition vraie pour n, puisque la donnée d’une
transposition et d’un n-cycle dans Σn engendre le groupe.

On arrive alors à la proposition qui nous intéresse :
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Proposition 3.1.1. Il existe une unique extension ‹ : SpLq bSpLq ÝÑ SpLq de ‹ : LbL ÝÑ L satisfaisant
les égalités suivantes :

(i) A ‹ 1 “ A ;

(ii) T ‹BX “ pT ‹Bq ‹X ´ T ‹ pB ‹Xq ;

(iii) AB ‹ C “ pA ‹ Cp1qq.pB ‹ Cp2qq,

où A,B,C P SpLq et X,T P L.

Démonstration. D’après la formule piiiq, on a pour tout T P L, 1‹T “ p1‹T q.p1‹1q`p1‹1q.p1‹T q “ 2ˆ1‹T
soit 1 ‹ T “ 0. Une récurrence immédiate associée à piiq donne ainsi 1 ‹A “ εpAq pour tout A P SpLq.

De plus, par les relations piq et piiiq :

pX1 ... Xn`1q ‹ T “ ppX1 ... Xnq ‹ T q.pXn`1 ‹ 1q ` ppX1 ... Xnq ‹ 1q.pXn`1 ‹ T q
“ ppX1 ... Xnq ‹ T q.Xn`1 ` pX1 ... Xnq.pXn`1 ‹ T q.

Donc par une récurrence immédiate, on obtient :

pX1 ... Xnq ‹ T “
n
ÿ

i“1

pX1 ... pXi ‹ T q ... Xnq.

De plus, piiq implique directement que si A est un monôme de longueur n, alors T ‹ A “ T ‹pnq A. piiiq
permet alors ainsi de définir entièrement et de façon unique A ‹ B pour A,B P SpLq, ce qui a bien un sens
par coassociativité et cocommutativité de ∆.

Donnons enfin quelques égalités qui seront utiles pour la structure d’algèbre de Hopf de SpLq :

Proposition 3.1.2. Soit A,B,C P SpLq et X P L. Alors :

(i) 1 ‹A “ εpAq ;

(ii) εpA ‹Bq “ εpAqεpBq ;

(iii) ∆pA ‹Bq “ pAp1q ‹Bp1qq b pAp2q ‹Bp2qq ;

(iv) A ‹BX “ pA ‹Bq ‹X ´A ‹ pB ‹Xq ;

(v) pA ‹Bq ‹ C “ A ‹ ppB ‹ Cp1qq.Cp2qq.

Démonstration. piq a déjà été vu, et piiq est évident, en remarquant que 1 ‹ 1 “ 1 et que si A est un monôme
de longueur n, Alors A ‹B est une somme de monômes de même longueur que A.

On prouve piiiq par récurrence sur la longueur du monôme A. Si A est de longueur 0, on a d’après piq
que ∆pA ‹ Bq “ εpAqεpBq1 b 1. D’autre part, pAp1q ‹ Bp1qq b pAp2q ‹ Bp2qq “ εpAqεpBp1qqεpBp2qq1 b 1 et
εpBq “ εpBp1qqεpBp2qq puisque si B est un monôme de longueur au moins 1, tout est nul, et sinon l’égalité
est triviale. De plus, ∆pAB ‹ Cq “ ∆ppA ‹ Cp1qq.pB ‹ Cp2qqq “ ∆pA ‹ Cp1qq.∆pB ‹ Cp2qq d’après la structure
canonique d’algèbre de Hopf de SpLq. Donc, par hypothèse de récurrence :

∆pAB ‹ Cq “ ppAp1q ‹ Cp1qq b pAp2q ‹ Cp2qqq.ppBp1q ‹ Cp3qq b pBp2q ‹ Cp4qqq,

d’où par cocommutativité :

∆pAB ‹ Cq “ ppAp1q ‹ Cp1qqpBp1q ‹ Cp2qqq b ppAp2q ‹ Cp3qq.pBp2q ‹ Cp4qqq
“ pAp1qBp1q ‹ Cp1qq b pAp2qBp2q ‹ Cp2qq.

La relation pivq se montre aussi par récurrence sur la longueur de A. Si A est de longueur 0, tout est nul.
On a de plus AB ‹ CX “ pA ‹ Cp1qXqpB ‹ Cp2qq ` pA ‹ Cp1qqpB ‹ Cp2qXq. En utilisant la deuxième relation
vérifiée par ‹, on obtient :
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AB ‹ CX “ ppA ‹ Cp1qq ‹XqpB ‹ Cp2qq ´ pA ‹ pCp1q ‹XqqpB ‹ Cp2qq
`pA ‹ Cp1qqppB ‹ Cp2qq ‹Xq ´ pA ‹ Cp1qqpB ‹ pCp2q ‹Xqq.

On a alors, par la troisième formule vérifiée par ‹,

AB ‹ CX “ ppA ‹ Cp1qqpB ‹ Cp2qqq ‹X ´ pA ‹ Cp1qqpB ‹ pCp2q ‹Xqq ´ pA ‹ pCp1q ‹XqqpB ‹ Cp2qq
“ pAB ‹ Cq ‹X ´AB ‹ pC ‹Xq.

La dernière formule se prouve, enfin, elle aussi par récurrence sur la longueur de A. D’après piq, on a
l’égalité si A et de longueur 0. On a de plus, d’après la troisième formule vérifiée par ‹ :

pAB ‹ Cq ‹D “ ppA ‹ Cp1qq ‹Dp1qqppB ‹ Cp2qq ‹Dp2qq,

d’où par hypothèse de récurrence :

pAB ‹ Cq ‹D “ pA ‹ pCp1q ‹Dp1qqDp2qqpB ‹ pCp2q ‹Dp3qqDp4qq
“ AB ‹ ppC ‹Dp1qqDp2qq,

cette dernière égalité provenant de piiiq, de la cocommutativité de ∆ et des égalités suivantes :

∆ppC ‹Dp1qqDp2qq “ ∆pC ‹Dp1qq.∆pDp2qq
“ ppCp1q ‹Dp1qq b pCp2q ‹Dp2qqq.pDp3q bDp4qq
“ ppCp1q ‹Dp1qq.Dp2qq b ppCp2q ‹Dp3qq.Dp4qq.

3.1.3 Produit ˚ de SpLq

Les dernières formules que nous avons prouvées nous encouragent à donner la définition suivante :

Définition 3.1.2. Pour tout A,B P SpLq, on définit :

A ˚B “ pA ‹Bp1qq.Bp2q.

Lemme 3.1.2. Le produit ˚ est associatif, et confère à SpLq une structure d’algèbre de Hopf de coproduit ∆.

Démonstration. Les relations de bialgèbres sont vérifiées d’après les relations piiq et piiiq de 3.1.2. Il ne reste
qu’à montrer que ˚ est bien associatif. Par définition, on a :

pA ˚Bq ˚ C “ pppA ‹Bp1qq.Bp2qq ‹ Cp1qq.Cp2q .

D’après 3.1.1, formule piiiq, on obtient :

pA ˚Bq ˚ C “ ppA ‹Bp1qq ‹ Cp1qq.pBp2q ‹ Cp2qq.Cp3q .

Donc d’après la formule pvq de 3.1.2,

pA ˚Bq ˚ C “ pA ‹ ppBp1q ‹ Cp1qq.Cp2qqq.pBp2q ‹ Cp3qq.Cp4q .

Par cocommutativité de ∆, pA ˚ Bq ˚ C “ pA ‹ ppBp1q ‹ Cp1qq.Cp3qqq.pBp2q ‹ Cp2qq.Cp4q ce qui donne alors
pA ˚Bq ˚ C “ A ˚ pB ˚ Cq.

Avant de poursuivre, on rappelle :
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Définition 3.1.3. Soit L un K-module. Une filtration de L est la donnée de sous K-modules pLmqmě0 de L

tels que L “
ď

mě0

Lm et Lm Ă Lm`1 pour tout m ě 0.

Etant donnée une telle filtration, on définit le gradué de L par grpLq “
à

mě0

Lm{Lm´1.

En particulier, la longueur des mots induit une filtration naturelle sur T pLq et SpLq, et les gradués de ces
structures sont naturellement isomorphes à T pLq et SpLq respectivement.

Lemme 3.1.3. Pour k ě 0, soit SpLqk “
k
à

n“0

pLbnqΣn la filtration naturelle de SpLq par la longueur des

mots. Alors le produit ˚ préserve cette filtration. De plus, il cöıncide avec le produit naturel de SpLq sur le
gradué.

Démonstration. La première partie du lemme provient du fait que si A P SpLqk et que B est un monôme,
alors A ‹ B P SpLqk. Quant à la deuxième, il suffit de voir que si A et B sont deux monômes, le monôme le
plus long apparaissant dans la somme de A ˚B est AB.

3.1.4 Lien avec l’algèbre de Lie enveloppante UpLLieq

Définition 3.1.4. Soit g une algèbre de Lie. On définit l’algèbre de Lie enveloppante de g comme étant :

Upgq “ T pgq{ ă xb y ´ y b x´ rx, ys | x, y P g ą,

où on a quotienté par l’idéal engendré par les éléments de la forme xby´ybx´rx, ys pour x, y P g dans T pgq.

Nous avons un morphisme naturel g ÝÑ Upgq. En particulier, l’algèbre de Lie enveloppante Upgq est la
plus petite algèbre associative contenant g dont le crochet induit par le produit restreint sur gbg est celui de g.

Par cette définition, on voit par ailleurs directement, d’après la remarque 3.1.1 que c’est une algèbre de
Hopf.

Théorème 3.1.1. L’algèbre de Hopf pSpLq, ˚,∆q est isomorphe à l’algèbre de Lie enveloppante de LLie,
pUpLLieq,b,∆q.

Démonstration. Pour tout X,Y P L, X ˚Y ´Y ˚X “ X.Y `X ‹Y ´Y.X´Y ‹X “ rX,Y s où le crochet r., .s
est celui de LLie. Nous avons alors un morphisme naturel ϕ : UpLLieq ÝÑ SpLq induit par f : T pLq ÝÑ SpLq
envoyant un tenseur xb y avec x, y P L sur x ˚ y. Notons π : T pLq ÝÑ UpLLieq la projection naturelle. Alors
tous ces morphismes intervenant sont des morphismes d’algèbres de Hopf.

pT pLq,b,∆q pSpLq, ˚,∆q

pUpLLieq,b,∆q

f

π ϕ
.

En prenant les applications induites sur les gradués, nous avons alors le diagramme d’algèbres de Hopf
suivant qui est commutatif :

T pLq SpLq

grpUpLLieqq

f

π ϕ
.
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Puisque nous avons pris les gradués, sur ce diagramme, f corresponds à la projection de T pLq dans SpLq
d’après le lemme 3.1.3. Ce morphisme se factorise en id : SpLq ÝÑ SpLq, et de même, π se factorise à travers
π : SpLq ÝÑ grpUpLLieqq par définition du gradué. Ceci nous donne le diagramme :

SpLq SpLq

grpUpLLieqq

“

π ϕ
.

On a alors d’après ce diagramme que π est injectif, et donc que ϕ est un isomorphisme. En remarquant
que si ϕ est un isomorphisme au niveau des gradués alors ϕ est un isomorphisme, on a le résultat recherché.

3.2 Algèbres à braces symétriques

Dans cette partie, nous allons appliquer ce que nous avons montré à la section 2 à l’étude des algèbres à
braces symétriques.

Définition 3.2.1. Une algèbre à braces symétriques est un K-module V muni d’une application appelée la
brace :

V b SpV q ÝÑ V
X bA ÞÝÑ XtAu

satisfaisant les égalités suivantes :

(i) Xt1u “ X;

(ii) XtpY1 ... YnqutAu “ XtY1tAp1qu, ... YntApnqu, Apn`1qu.

En raison de la cocommutativité de ∆, on a directement :

Proposition 3.2.1. Toute algèbre à brace symétrique V est munie d’une structure d’algèbre pré-Lie définie
par :

@X,Y P V,X ‹ Y “ XtY u.

Démonstration. Pour tout X,Y, Z P V , on a pX ‹ Y q ‹Z ´X ‹ pY ‹Zq “ XtY utZu ´XtY tZuu soit d’après
piiq :

pX ‹ Y q ‹ Z ´X ‹ pY ‹ Zq “ XtY tZu, 1u `XtY,Zu ´XtY tZuu “ XtY, Zu,

qui est bien une expression symétrique en Y et Z.

L’égalité est pour l’instant définie sur V b V Ă V b SpV q, mais on a aussi l’égalité sur tout V b SpV q,
avec la loi ‹ étendue sur SpV q :

Proposition 3.2.2. Soit V une algèbre à brace symétrique. On munit SpV q d’un produit ‹ qui étends celui
défini à la proposition précédente, via la proposition 3.1.1. Alors :

@X P L,@Y P SpV q, XtY u “ X ‹ Y.

Démonstration. Ceci se fait par récurrence sur la longueur de A. On a XtAutY u “ XtAtY u.1u`XtAt1u.Y u
soit par hypothèse de récurrence pX ‹Aq ‹ Y “ X ‹ pA ‹ Y q `XtA.Y u d’où le résultat par récurrence.
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On a une forme de réciproque :

Proposition 3.2.3. Soit pL, ‹q une algèbre pré-Lie. A nouveau, SpLq est munit de la loi ‹ de la proposition
3.1.1. Alors on peut munir L d’une structure d’algèbre à braces symétriques via l’égalité :

XtpY1 ... Ynqu “ X ‹ pY1 ... Ynq.

Démonstration. On utilise les égalités qui définissent ‹. On a alors directement Xt1u “ X d’une part et
d’autre part XtpY1 ... YnqutAu “ pX ‹ pY1 ... Ynqq ‹ A “ X ‹ ppY1 ... Ynq ‹ Ap1qq.Ap2qq. On trouve alors, en
utilisant la formule piiiq de la proposition 3.1.1 et la cocommutativité de ∆ :

XtpY1 ... YnqutAu “ X ‹ ppY1 ‹Ap1qq ... pYn ‹Apnqq.Apn`1qq

“ XtY1tAp1qu, ..., YntApnqu, Apn`1qu,

ce qui prouve le résultat.

On a alors le corollaire remarquable :

Corollaire 3.2.1. La catégorie des algèbres à braces symétriques est isomorphe à la catégorie des algèbres
pré-Lie.

Remarque 3.2.1. Ce résultat s’adapte de la même façon dans le cas où on travaille sur la catégorie des
modules gradués, en remplaçant la symétrie τ : X b Y ÝÑ Y bX par τ : xb y ÞÝÑ p´1q|x||y|y b x.

Page 45
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Chapitre 4

Algèbres pré-Lie à puissances divisées
en caractéristique positive

Dans les chapitres précédent, nous avons principalement travaillé sur un corps K de caractéristique nulle.
Certaines des constructions que nous avons fait ne sont plus possibles en caractéristique positive. Le but de
cette partie est alors d’étudier des constructions similaires dans ce cas particulier.

Pour cela, rappelons le théorème 2.4.1, qui affirme que exp : pL0, BCH, 0q ÝÑ pG,e, 1q est un iso-
morphisme de groupes entre le groupe de jauge, et le groupe des éléments group-like. En caractéristique
positive, pour contourner la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on peut alors définir le groupe de jauge
par pt1u ˆ L0,e, 1q, où la loi e sera définie sur t1u ˆ L0 de façon analogue aux formules démontrées au

chapitre 2. Le seul problème est que la définition de e fait intervenir des coefficients de la forme
1

n!
.

Pour espérer exprimer différemment cette opération sans l’apparition de tels coefficients, nous allons nous
inspirer de la situation visible dans le cas des algèbres associatives et commutatives, codées par l’opérade
Com. On rappelle pour cela la définition des foncteurs T , S et Γ qui interviendront par la suite :

T pM,V q “
à

ně0

Mpnq b V bn,

SpM,V q “
à

ně0

pMpnq b V bnqΣn ,

ΓpM,V q “
à

ně0

pMpnq b V bnqΣn .

Pour toute opérade P , SpP,´q est munie d’une structure de monade, directement donnée par la com-
position µ de l’opérade P . Si P est en plus connexe (c’est-à-dire P p0q “ 0), alors on peut munir ΓpP,´q
d’une structure de monade telle que le morphisme Trace Tr : SpP, V q ÝÑ ΓpP, V q définisse un morphisme
de monades Tr : SpP,´q ÝÑ ΓpP,´q.

Ces définitions nous proviennent de Benoit Fresse dans [Frea] qui a introduit la monade ΓpCom,´q (et
plus généralement ΓpP,´q où P est une opérade connexe), et montre qu’une algèbre commutative et associa-

tive est munie de fonctions γn mimant les opérations x ÞÝÑ
1

n!
xn si et seulement si c’est une ΓpComq-algèbre.

On parle alors d’algèbre commutative à puissances divisées.

Dans notre cas, nous avons une algèbre pré-Lie L0, soit en particulier une algèbre sur SpPL,´q. Il peut
donc être intéressant d’étudier la monade ΓpPL,´q, dans laquelle nous espérons pouvoir exprimer la loi e
sans coefficients rationnels.

Le but de cette partie est donc d’étudier la monade ΓpPL,´q et voir que cette monade contient en effet
la solution à notre problème.



CHAPITRE 4. ALGÈBRES PRÉ-LIE À PUISSANCES DIVISÉES EN CARACTÉRISTIQUE POSITIVE

Nous suivrons essentiellement le premier chapitre de la thèse d’Andrea Cesaro [Ces].

4.1 Etude de la monade ΓpRT ,´q
Considérons l’opérade P “ PL que nous avons introduit dans les chapitres précédents, associée aux

algèbres pré-Lie. Remarquons que cette opérade est bien connexe, ce qui garantie que ΓpPL,´q est une mo-
nade.

Dans cette section, nous allons regarder en détail la composition dans ΓpPL,´q et en déduire des
opérations particulières génératrices.

Rappelons que l’opérade PL, d’après le chapitre 2, est isomorphe à l’opérade des arbres RT . Nous confon-
drons alors ces deux opérades par la suite.

4.1.1 Construction d’une base pour ΓpRT , V q
Soit V P ModK un K-module libre engendré par une base V. Dans cette sous-section, nous allons donner

explicitement une base du module ΓpRT , V q en fonction de V.

Définition 4.1.1. Soient x1, ..., xn P V et τ P RT pnq un arbre à n sommets. Nous noterons par la suite
τxx1, ..., xny “ τ b x1 b ...b xn P T pRT , V q et τpx1, ..., xnq sa classe dans SpRT , V q.

Une base V de V étant fixée, on définit deux ensembles qui formeront respectivement la base canonique
de T pRT , V q et de SpRT , V q :

— T pRT,Vq “ tτxx1, ..., xny | xi P V, τ P RT pnqu,
— SpRT,Vq “ tτpx1, ..., xnq | xi P V, τ P RT pnqu.

La projection pr : T pRT , V q ÝÑ SpRT , V q donne ainsi une surjection pr : T pRT,Vq ÝÑ SpRT,Vq.

Soit t “ τxx1, ..., xny P T pRT,Vq. On considère l’action de Σn sur le tenseur τbx1b ...bxn, et on désigne
alors par Stabptq le stabilisateur de ce tenseur représentant t sous cette action.

A titre d’exemple, nous avons les deux égalités suivantes :

Stab

˜

1

2 3

xx, y, zy

¸

“ tidu,

Stab

˜

1

2 3

xx, y, yy

¸

“ tid; p23qu.

Nous noterons aussi l’arbre :

Fn “
1

2 3 n` 1...

appelé corolle d’ordre n.

On a la proposition suivante :
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Proposition 4.1.1. Soit x0, x1, ..., xr P V avec x1, ..., xr deux à deux distincts. Considérons l’élément sui-
vant : t “ Fnxx0, x1, ..., x1

looomooon

i1

, ..., xr, ..., xr
looomooon

ir

y P T pRT,Vq. Alors :

Stabptq » Σi1 ˆ ...ˆ Σir .

Démonstration. Un élément σ P Σn`1 fixe Fn si et seulement si il fixe 1. Donc, σ doit fixer x0 pour son action
sur le tenseur associé à t, et pour fixer le tenseur x1 b ...b x1

loooooomoooooon

i1

b...bxr b ...b xr
loooooomoooooon

ir

, il faut et il suffit que σ soit

un élément de Σi1 ˆ ...ˆ Σir .

Avant de poursuivre, on définit une notion supplémentaire sur les arbres :

Définition 4.1.2. Soit T un arbre sans étiquetage. Un sous-arbre T 1 est un sous-graphe connexe de T dont
la racine est le plus petit élément de T 1 pour la relation d’ordre induit par la gravité sur T .

Une branche de T est un sous-arbre de T dont la racine est distincte de la racine de T , et maximal pour
l’inclusion parmi ces sous-arbres.

Si T est un arbre étiqueté, une branche de T est une branche en tant qu’arbre non étiqueté, que nous
munissons d’un étiquetage induite par celle de T par ordre croissant.

Par exemple, l’arbre suivant :

1

2

4

3

admet deux branches qui sont :

1

2

et 1 .

Définition 4.1.3. Soit t “ τpx0, x1, ..., xnq P SpRT,Vq. On définit Decptq P SpRT,SpRT,Vqq par :

Decptq “ Frpx0, B1, ..., Brq,

où les Bi sont des éléments de SpRT,Vq correspondant aux branches de t qui est vu comme un arbre via τ
et étiqueté via x0, x1, ..., xn.

Exemple : Considérons l’arbre τ donné dans l’exemple précédent. Alors :

Decpτpx0, x1, x2, x3qq “ F2

˜

x0,

˜

1

2

, x1, x3

¸

,
`

1 , x2

˘

¸

.

Remarque 4.1.1. On observe immédiatement que si µ : SpRT , SpRT , V qq ÝÑ SpRT , V q est le morphisme
de composition de la monade SpRT ,´q induit par la composition de l’opérade RT , alors :

@t P SpRT,Vq, µpDecptqq “ t.
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Ainsi, en réitérant le procédé, on obtient une décomposition de t en composée de corolles. On appelle
cette décomposition la forme normale de t. Elle est unique à permutation près des sommets des corolles.

On étends la définition de Stab à SpRT ,Vq :

Définition 4.1.4. Soit t P T pRT,Vq à n sommets. Puisque pour tout σ P Σn,Stabptq » Stabpσ.tq, on peut
définir le groupe Stabptq “ Stabptq où t est l’image de t par pr : T pRT,Vq ÝÑ SpRT,Vq.

Il suffit alors de calculer Stabptq pour t P T pRT,Vq. Ceci peut se faire par récurrence :

Proposition 4.1.2. Soit t P T pRT,Vq. Alors :

Stabptq » StabpDecptqq ˙ pStabpB1q ˆ ...ˆ StabpBrqq,

où le produit semi-direct est définit via l’action de StabpDecptqq qui permute les branches isomorphes.

Démonstration. L’inclusion réciproque étant directe, il reste à remarquer que tout élément de Stabptq s’écrit
de façon unique comme produit d’un élément de StabpDecptqq et d’un élément de StabpB1q ˆ ...ˆ StabpBrq.

Définition 4.1.5. Soit t P T pRT,Vq. On définit :

Ot “
ÿ

σPΣn{Stabptq

σ.t.

On remarque que cette application ainsi définie passe au quotient sur les éléments coinvariants et, par
linéarité, ceci nous définit O : SpRT , V q ÝÑ ΓpRT , V q.

Exemples : Nous avons directement
Op 1 pxqq “ 1 pxq.

Donnons un autre exemple moins trivial :

O

˜

1

2 3

px, y, yq

¸

“
1

2 3

b xb y b y `
2

1 3

b y b xb y `
3

2 1

b y b y b x.

L’application O est importante, puisqu’elle va en fait nous donner un isomorphisme entre SpRT , V q et
ΓpRT , V q.

Avant cela, donnons le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Soit G un groupe fini et soit X un ensemble muni d’une action de G. Alors le morphisme
O : KrXsG ÝÑ KrXsG définie par @x P X,Ox “

ÿ

σPG{Stabpxq

σ.x est un isomorphisme.

Démonstration. O est surjectif, puisque si y P KrXsG, la classe de y dans KrXsG définit un antécédent de y
par O. L’injectivité provient directement de la définition de KrXs, dont une base en tant que K-module est
donné par les éléments de X, et par la définition de O.

On en déduit alors la proposition suivante :
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Proposition 4.1.3. L’ensemble OSpRT,Vq “ tOt | t P SpRT,Vqu est une base de ΓpRT , V q en tant que
K-module.

Démonstration. On pose T pRT,Vqn comme étant les éléments de T pRT,Vq de la forme τxx1, ..., xny. On
écrit SpRT , V q “

à

ně0

KrT pRT,VqnsΣn et ΓpRT , V q “
à

ně0

KrT pRT,VqnsΣn . Le lemme précédent permet

alors de conclure.

4.1.2 La composition dans ΓpRT ,´q
Dans cette sous-section, nous allons donner explicitement une formule pour le produit de la monade

ΓpRT ,´q. Nous travaillons pour cela, à nouveau, sur un K-module V libre de base V.

On considère alors µ : SpRT , SpRT , V qq ÝÑ SpRT , V q et rµ : ΓpRT ,ΓpRT , V qq les deux compositions
pour les monades SpRT ,´q et ΓpRT ,´q. On note aussi Tr : SpRT ,´q ÝÑ ΓpRT ,´q le morphisme de
monades Trace.

Lemme 4.1.2. Soit t P SpRT,Vq. Alors Trptq “ |Stabptq|Ot.

Démonstration. La formule provient directemetn de l’écriture Σn “
ď

σPΣn{Stabptq

σ.Stabptq où l’union se fait

sur une classe de représentants.

Avant d’énoncer le théorème, on introduit une nouvelle notation. Nous noterons RT K pour désigner
l’opérade RT dans la catégorie des K-modules.

Théorème 4.1.1. Soit v P RT pnq un arbre à n feuilles, et soit t1, ..., tn des éléments de SpRT,Vq. On

suppose que la composée de ces éléments dans SpRT Z,ZrVsq est de la forme µpvpt1, ..., tnqq “
ÿ

tPSpRT,Vq

χptqt.

Alors :

rµpOvpOt1, ...,Otnqq “
ÿ

tPSpRT,Vq

χptq|Stabptq|

|Stabpvpt1, ..., tnqq|
śn
i“1 |Stabptiq|

Ot.

Démonstration. On considère le morphisme ΓpRT Z,ZrVsq ÝÑ ΓpRT K,KrVsq induit par Z ÝÑ K.

Commençons par le cas K “ Q. Si la formule est vérifiée sur Q, elle sera aussi vérifiée sur Z puisque
ΓpRT Z,ZrVsq ÝÑ ΓpRT Q,QrVsq est injectif et préserve la composition par rµ.

Dans le cas K “ Q, on peut ainsi écrire, d’après le lemme précédent, Ot “ Trptq

|Stabptq|
. Puisque la trace

Tr : SpRT ,´q ÝÑ ΓpRT ,´q est un morphisme de monades, on obtient :

rµpTrpvpTrpt1q, ..., T rptnqqqq “ Trpµpvpt1, ..., tnqqq

“
ÿ

tPSpRT,Vq

χptqTrptq

“
ÿ

tPSpRT,Vq

χptq|Stabptq|Ot.

D’autre part, on a aussi :

rµpTrpvpTrpt1q, ..., T rptnqqqq “ |Stabpvpt1, ..., tnqq|
n
ź

i“1

|Stabptiq|rµpOvpOt1, ...,Otnqq,
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ce qui donne l’égalité recherchée sur Q et donc sur Z.

Dans le cas général, on utilise le fait que la relation est satisfaite sur Z par ce qui précède, et on compose
par ΓpRT Z, V q ÝÑ ΓpRT K, V q qui préserve la composition pour avoir le résultat sur K.

4.1.3 Décomposition en corolles et forme normale

Nous avons vu précédemment comment obtenir tout élément de SpRT,Vq comme composées de corolles.
Le but de cette sous-section est alors de pouvoir retrouver tous les éléments de ΓpRT, V q à partir de corolles.

Lemme 4.1.3. Soit x P V et soit t1, ..., tr P SpRT,Vq. Alors :

rµpOFrpx,Ot1, ...,Otrqq “ OpµpFrpx, t1, ..., trqqq.

Démonstration. On remarque qu’il existe un élément t P SpRT,Vq tel que Frpx, t1, ..., tnq “ Decptq. Donc,
dans la décomposition du lemme 4.1.1 qui donne le calcul de rµ, il n’y a qu’un seul terme dans la somme, et
il vaut 1. On conclut ensuite par la formule obtenue dans la proposition 4.1.2.

On a une retraduction de ce lemme dans la forme suivante :

Lemme 4.1.4. Soit t P SpRT,Vq. On écrit Decptq “ Frpx,B1, ..., Brq. Alors :

Ot “ rµpOFrpx,OB1, ...,OBrqq.

En itérant ce procédé, on obtient la définition suivante, analogue à la décomposition en corolles de
SpRT,Vq :

Définition 4.1.6. Soit t P SpRT,Vq. On appelle forme normale de Ot son expression en composées d’éléments
de la forme OpFrpx,´, ...,´qq avec x P V déduit de la forme normale de t.

Proposition 4.1.4. Soit t P SpRT,Vq. Alors Ot admet une unique forme normale.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme précédent récursivement pour avoir une bijection avec la forme
normale dans SpRT, V q.

4.2 Structure des ΓRT -algèbres

Le but de cette partie sera de décrire la structure des ΓRT -algèbres. Dans un premier temps, nous allons
voir comment construire des opérations abstraites à partir d’un arbre. Ceci va nous amener à étudier un
nouveau type d’algèbres, les algèbres sur les corolles, avant d’en déduire que ces deux structures d’algèbres
cöıncident dans le cas où on travaille sur un module libre.

4.2.1 Cor-algèbres

Considérons pV, γq une ΓRT -algèbre. On introduit En le K-module libre engendré par n éléments abs-
traits que nous noterons En “ te1, ..., enu. D’après les précédentes sections, tout élément de ΓpRT , Enq s’écrit
comme combinaison linéaire d’élements de la forme Opρpebr11 b ...b ebrnn qq pour un certain ρ P RT .
Considérons v1, ..., vn P V . On définit un morphisme ψv1,...,vn : En ÝÑ V définie en envoyant ei sur vi. Ceci
s’étends alors en un morphisme ψv1,...,vn : ΓpRT , Enq ÝÑ ΓpRT , V q par fonctorialité.
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Définition 4.2.1. Soit α P ΓpRT , Enq, que nous écrivons α “ Opρpebr11 b ... b ebrnn qq. Alors α induit
ϕ
e
br1
1 b...bebrnn

: V ˆn ÝÑ V définie par :

ϕ
e
br1
1 b...bebrnn

pv1, ..., vnq “ γpψv1,...,vnpαqq.

Nous noterons par la suite ϕr1,...,rn (ou ϕ s’il n’y a pas d’ambigüıté) plutôt que ϕ
e
br1
1 b...bebrnn

.

On note l’ensemble de tels fonctions AbsOpn et AbsOp “
ď

ně0

AbsOpn.

Définition 4.2.2. On définit une action de Σn sur AbsOpn de la façon suivante. Soit ϕ P AbsOpn associée
à l’élément α “ Opρpebr11 b ...bebrnn qq. Soit σ P Σn. On définit pσ.ϕqr1,...,rn P AbsOpn comme étant l’élément
de AbsOpn associé à Opρpebr1σp1q b ...b e

brn
σpnqqq.

Pour voir que nous avons bien défini une action, on utilise le fait que
Opρpebr1σp1q b ...b e

brn
σpnqqq “ Oppσ˚pr1, ..., rnq

´1.ρqpebr11 b ...b ebrnn qq.

Ces définitions étant faites, nous avons les formules suivantes qui sont satisfaites :

Proposition 4.2.1. On a les égalités :

(i) pσ.ϕqpv1, ..., vnq “ ϕpvσp1q, ..., vσpnqq,

(ii) ϕr1,...,ri´1,0,ri`1,...,rnpv1, ..., vi´1, vi, vi`1, ..., vnq “ ϕr1,...,ri´1,ri`1,...,rnpv1, ..., vi´1, vi`1, ..., vnq,

(iii) ϕr1,...,ri,...,rnpv1, ..., λvi, ..., vnq “ λriϕr1,...,ri,...,rnpv1, ..., vi, ..., vnq.

Sous réserve que ϕ commute en les variables i et i` 1, et que vi “ vi`1, on a aussi :

(iv) ϕr1,...,ri,ri`1,...,rnpv1, ..., vi, vi`1, ..., vnq “

ˆ

ri ` ri`1

ri

˙

ϕr1,...,ri´1,ri`ri`1,ri`2,...,rnpv1, ..., vi´1, vi, vi`2, ..., vnq.

On a enfin la formule :

(v) ϕr1,...,ri,...,rnpv1, ..., vi´1, a` b, vi`1, ..., vnq “
ri
ÿ

s“0

ϕr1,...,s,ri´s,...,rnpv1, ..., a, b, ..., vnq.

Démonstration. Voir [Ces].

D’après l’étude de la section précédente, les opérations données par les corolles jouent un rôle particulier.
Nous avons la proposition centrale suivante :

Proposition 4.2.2. Soit ´t´, ...,´ur1,...,rn la fonction définie par la corolle OFř

ripe1, e2, ..., e2
looomooon

r1

, ..., en`1, ..., en`1
looooooomooooooon

rn

q.

On a alors la relation d’unité t´; u “ id ainsi que la formule :

xty1, ..., ynur1,...,rntz1, ..., zmus1,...,sm “

ÿ

si“βi`
ř

α.,.i

1
ś

jprjq!
xty1tz1, ..., zmuα1,1

1 ,...,α1,1
m
, ..., y1tz1, ..., zmuα1,r1

1 ,...,α
1,r1
m

,

..., yntz1, ..., zmuαn,11 ,...,αn,1m
, ..., yntz1, ..., zmuαn,rn1 ,...,αn,rnm

, z1, ..., zmu1,...,1,β1,...,βm ,

où les division par les rj ! disparaissent en utilisant les formules de 4.2.1.
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Remarque 4.2.1. L’abus de la division par les rj ! permet d’écrire facilement la formule. En caractéristique
positive, en pratique, ces coefficients, écrits formellement, disparaissent en réindexant la somme puis en
réunissant les éléments d’un même type de partition de si´βi. En utilisant la symétrie des braces, une partie
des coefficients disparaissent, et on se débarrasse des derniers en utilisant la formule pivq de la proposition
4.2.1.

On peut néanmoins, après avoir introduis les bonnes définitions, écrire cette formule sans ces coefficients
(voir pour cela la thèse de Sacha Ikonicoff [Iko]).

Démonstration. Découle de la formule prouvée dans la proposition 4.1.1. Voir [Ces] pour plus de détails.

La décomposition en forme normale dans ΓpRT ,´q nous motive la définition suivante :

Définition 4.2.3. Une Cor-algèbre est un K-module V muni d’une famille de fonctions :

´t´, ...,´ur1,...,rn : V n`1 ÝÑ V

satisfaisant toutes les formules données dans les propositions 4.2.1 et 4.2.2.

Un morphisme de Cor-algèbres est un morphisme de modules satisfaisant :

fp´t´, ...,´ur1,...,rnq “ fp´qtfp´q, ..., fp´qur1,...,rn .

Essentiellement, une Cor-algèbre peut se voir comme un module munie d’opérations mimant les quantités :

xty1, ..., ynur1,...,rn “
1

ś

i ri!
xty1, ..., y1
looomooon

r1

, ..., yn, ..., yn
looomooon

rn

u,

dans le contexte des algèbres pré-Lie, où on a utilisé ci-dessus les braces symétriques. En particulier, en
caractéristique nulle, toute algèbre pré-Lie est une Cor-algèbre.

On a alors directement :

Proposition 4.2.3. Soit pV, γq une ΓRT -algèbre. Alors V est une Cor-algèbre.

Démonstration. On pose vtw1, ..., wnur1,...,rn comme étant ϕpv, w1, ..., wnq où ϕ est la fonction définie par le
terme α “ OFr1`...`rnpe1, e2, ..., e2

looomooon

r1

, ..., en`1, ..., en`1
looooooomooooooon

rn

q. D’après les propositions précédentes, ceci définit une

structure de Cor-algèbre sur V .

4.2.2 Lien entre Cor-algèbres et ΓRT -algèbres sur un module libre

Réciproquement, nous allons montrer que si V est un K-module libre, alors se donner une structure de
Cor-algèbre sur V est équivalent à se donner une structure de ΓRT -algèbre sur V .

Soit alors V un K-module libre de base V admettant une structure de Cor-algèbre. Nous cherchons une
structure de ΓRT -algèbre sur V , c’est-à-dire un morphisme γ : ΓpRT , V q ÝÑ V compatible avec la compo-
sition de ΓpRT ,´q.

Avec nos définitions précédentes, on pose pour cela :

γpOpFř

ripxb y
br1
1 b ...b ybrnn qqq “ xty1, ..., ynur1,...,rn ,
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où x, y1, ...yn P V avec les yi deux à deux distincts.

Puisque tout élément de ΓpRT,Vq se décompose en forme normale, c’est-à-dire en composée de corolles,
γ est bien définie sur tout ΓpRT , V q :

Lemme 4.2.1. La construction précédente est bien définie, et ne dépends pas du choix de la base V de V .

Démonstration. Voir [Ces].

Définition 4.2.4. Un élément de ΓpRT,ΓpRT,Vqq est dit simple si il est de la forme :

Ot
`

1 pw1q, ..., 1 pwnq
˘

,

où t est un arbre et w1, ..., wm P V.

Lemme 4.2.2. Soit Ot
`

1 pw1q, ..., 1 pwnq
˘

un élément simple. On a alors :

rµ
`

Ot
`

1 pw1q, ..., 1 pwnq
˘˘

“ Otpw1, ..., wnq.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du théorème 4.1.1.

Lemme 4.2.3. La construction précédente de γ est compatible avec l’unité et la composition dans ΓpRT , V q.

Démonstration. Voir [Ces].

Toutes les remarques précédentes nous permettent d’avoir alors le théorème :

Théorème 4.2.1. La catégorie des ΓpRT ,´q algèbres sur des K-modules libres est isomorphe à la catégorie
des Cor-algèbres sur des K-modules libres.

4.3 La loi e dans ΓpRT ,´q et conséquences

Nous venons de voir précédemment que, en caractéristique positive, sous nos hypothèses de convergence,
nous pouvons exprimer nos formules à l’aide des braces décrites dans [Ces].

Dans cette section, nous allons donner quelques égalités qui vont nous permettre d’exprimer la plupart
des opérations rencontrées dans les chapitres précédents sans coefficients rationnels dans une algèbre pré-Lie
graduée L, nous permettant ainsi d’y voir une piste de généralisation en caractéristique positive.

Premièrement, nous avons défini la loi e sur des éléments de degré 0 par : ae p1` bq “
`8
ÿ

n“0

1

n!
atb, ..., b
loomoon

n

u.

En voyant cette égalité dans SpRT ,´q, et en notant γ l’application d’algèbre sur cette monade, on obtient :

ae p1` bq “
`8
ÿ

n“0

1

n!
γpFn b ab b

bnq

d’après les formules démontrées dans les chapitres précédents, où Fn est la corolle d’ordre n.
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Pour avoir une relation dans ΓpRT ,´q, nous devons appliquer le morphisme de monades Tr, et utiliser
l’identité Trptq “ |Stabptq|Ot. Si on note rγ la structure d’algèbre sur ΓpRT ,´q, ceci donne alors :

ae p1` bq “
`8
ÿ

n“0

rγpOFn b ab bbnq

ou encore :

ae p1` bq “
`8
ÿ

n“0

atbun.

Cette formule très intéressante nous permet alors de visualiser, sur un corps quelconque, la loi du groupe
de jauge, sous des hypothèses de convergence. Plus précisément, nous avons vu que l’application exponentielle
donnait un isomorphisme de groupes : exp : pL0, BCH, 0q ÝÑ pt1u ˆ L0,e, 1q. Le groupe initial ne pouvant
plus être défini en caractéristique positive, à cause de la définition de BCH, la piste serait alors de définir
Γ “ t1u ˆ L0 le groupe avec la loi :

@µ, ν P L0, p1` µq e p1` νq “ 1` ν `
`8
ÿ

n“0

µtνun,

où nous avons posé de façon symbolique, conformément à nos précédentes études, 1` µ :“ p1;µq P Γ, jouant
le rôle d’un élément group-like eλ.

Nous pouvons aussi, étant donné un élément 1 ´ µ P Γ, donner explicitement son inverse, en prenant la
formule prouvée dans la proposition 2.4.2 et en appliquant la trace :

p1´ µqe´1 “ 1`
ÿ

tPrRT˚

rγpOtb µbνtq.

Cette formule peut, à l’aide de la décomposition en forme normale, s’exprimer en terme de Cor-algèbres,
par récurrence. Cette formule d’inverse a cependant le désavantage d’être difficile à manipuler. Ceci a pour
conséquence notamment qu’on peut difficilement exprimer l’action d’un élément du groupe de jauge sur un
élément α de la variété de Maurer-Cartan, qui fait intervenir un inverse.

C’est pour cela que nous allons caractériser autrement cette action. Notons β “ p1 ` µq.α l’action de
eλ “ 1` µ P L0 sur α. Alors :

β “ p1` µq.α

ô β “ pp1` µq ‹ αq e p1` µqe´1

ô β e p1` µq “ α` µ ‹ α

ô

`8
ÿ

n“0

βtµun “ α` µtαu1.

Ceci caractérise alors le fait que µ P L0 soit un morphisme de α vers β dans MCpLq. Cependant, nous
avons ici rendu interne la différentielle, faisant que l’équation de Maurer-Cartan est αtαu1 “ 0. Si on veut
intégrer la différentielle, on revient en arrière via la transformation donnée dans le chapitre 2 dans [DSV16].
On pose pour cela α “ δ`α et β “ δ`β, où δ P L1 est un élément nous permettant de trouver la différentielle
via dpxq “ rδ, xs “ δtxu1 ´ p´1q|x|xtδu1.

Lemme 4.3.1. Soient n ě 2 et a1, ..., an P L. Alors δta1, ..., anu “ 0.

Démonstration. En utilisant les formules définissant ´t´, ...,´u par récurrence, il suffit de prouver le lemme
pour n “ 2.

Pour cela, nous avons :
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δta1, a2u “ pδ ‹ a1q ‹ a2 ´ δ ‹ pa1 ‹ a2q

“ dpa1q ‹ a2 ` p´1q|a1|pa1 ‹ δq ‹ a2 ´ δ ‹ pa1 ‹ a2q.

Or, nous avons aussi :

pa1 ‹ δq ‹ a2 “ a1 ‹ pδ ‹ a2q ` p´1q|a2|pa1 ‹ a2q ‹ δ ´ p´1q|a2|a1 ‹ pa2 ‹ δq

“ a1 ‹ dpa2q ` p´1q|a2|pa1 ‹ a2q ‹ δ.

Au final, δta1, a2u “ dpa1q ‹ a2 ` p´1q|a1|a1 ‹ dpa2q ´ dpa1 ‹ a2q “ 0 car d est une différentielle.

Ainsi, en faisant notre transformation, on obtient la formule :

dpµq “ α` µtαu1 ´ β e p1` µq.
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Page 58



Chapitre 5

Équivalence de groupöıdes de Deligne
dans une Cor-algèbre

Dans ce dernier chapitre, nous allons, à l’aide des formules prouvées dans [DSV16] et [Ces], redéfinir la
plupart des structures rencontrées dans le chapitre 1, dans un corps quelconque, y compris à caractéristique
positive. Après ces définitions préliminaires, nous pourrons alors voir que la preuve donnée par W.Goldman
et J.Millson dans [GM88] s’adapte et reste valide dans ce contexte particulier.

Dans tout ce chapitre, K désignera un corps commutatif quelconque.

5.1 Contexte et redéfinitions des structures

Dans cette partie, on donne une version graduée des définitions précédentes, et ainsi un contexte analogue
à celui croisé dans le premier chapitre. Une attention plus particulière sera portée sur la variété de Maurer-
Cartan ainsi que le groupe de jauge, et son action sur les éléments de Maurer-Cartan.

5.1.1 Cor-algèbre différentielle graduée

Afin de définir la variété de Maurer-Cartan ainsi que la loi e, qui nous permettra d’avoir une struc-
ture de groupe sur les éléments group-like, nous allons devoir travailler avec les Cor-algèbres rencontrées
dans le chapitre 4, qui nous permettront de tout exprimer sans fractions. Pour adapter la définition dans le
cas gradué, nous devons cependant prendre certaines précautions : les signes exprimant la permutation des
éléments peuvent en effet empêcher la formule de la proposition 4.2.2 de se réduire sur Z.

On donne alors deux définitions, l’une dans le cas de la caractéristique 2 qui ne donne pas d’apparition
de signes, et l’autre dans le cas où la caractéristique est distincte de 2 :

Définition 5.1.1. Si carpKq “ 2, une Cor-algèbre graduée est un K-module gradué L “
à

ně0

Ln munie

d’opérations, appelées les opérations braces :

´t´, ...,´ur1,...,rn : Lˆpn`1q ÝÑ L

pour tout r1, ..., rn P N, telles que :

LktLk1 , ..., Lknur1,...,rn Ă Lk`k1r1`...`knrn

et satisfaisant les formules suivantes des propositions 4.2.1 et 4.2.2.
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Définition 5.1.2. Si carpKq ‰ 2, une Cor-algèbre graduée est un K-module gradué L “
à

ně0

Ln munie

d’opérations, appelées les opérations braces :

´t´, ...,´
looomooon

p

,´, ...´
loomoon

q

ur1,...,rp,1,...,1 : Lˆ pLevq
ˆp ˆ pLoddq

ˆq ÝÑ L,

où Lev “
à

ně0

L2n et Lodd “
à

ně0

L2n`1 pour tout r1, ..., rp P N, telles que :

LktLk1 , ..., Lknur1,...,rn Ă Lk`k1r1`...`knrn

satisfaisant les formules de la proposition 4.2.1, la formule de symétrie piq devant être prise avec un signe :
si τ “ pijq, on demande

xty1, ..., yj , ..., yi, ..., ynur1,...,rj ,...,ri,...,rn “ p´1qrirj |yi||yj |xty1, ..., yi, ..., yj , ..., ynur1,...,ri,...,rj ,...,rn .

En particulier, on s’autorisera à mélanger, dans la brace, des termes de degrés pairs avec des termes de
degrés impairs via cette formule, en veillant toujours à ce qu’un élément de degré impair ait un poids 1.

Enfin, on demande que la formule de 4.2.2 soit satisfaite, dans le sens :

xty1, ..., yp, yp`1, ..., ynur1,...,rntz1, ..., zq, zq`1, ..., zmus1,...,sm “

ÿ

si“βi`
ř

α.,.i

˘1
ś

jprjq!
xty1tz1, ..., zmuα1,1

1 ,...,α1,1
m
, ..., y1tz1, ..., zmuα1,r1

1 ,...,α
1,r1
m

,

..., yntz1, ..., zmuαn,11 ,...,αn,1m
, ..., yntz1, ..., zmuαn,rn1 ,...,αn,rnm

, z1, ..., zmu1,...,1,β1,...,βm ,

où les termes y1, ..., yp, z1, ..., zq sont de degrés pairs, et les termes yp`1, ..., yn, zq`1, ..., zm sont de degrés
impairs avec rp`1 “ ... “ rm “ sq`1 “ ... “ sm “ 1. Le signe dans la somme provient de la permutation
appliquée dans les braces, en prenant en compte les degrés et les poids.

La raison de cette restriction provient du fait que la permutation de deux termes de degré impair peut,
éventuellement, mener à empêcher les simplifications nous permettant d’éliminer la fraction présente dans
la formule. En affectant aux termes de degré impairs que des poids 1, on peut vérifier que le signe d’un
terme apparaissant dans la somme ne dépends essentiellement que du déplacement qu’on fait entre les termes
de degrés impairs, puisque permuter un terme avec un terme de degré pair ne change rien. On peut alors
regrouper les termes correspondant à une même partition et ainsi faire disparâıtre la fraction.

Néanmoins, par la suite, on pourra remarquer que nous utiliserons essentiellement cette formule que dans
le cas où un seul des yi est de degré impair.

Définition 5.1.3. Une différentielle sur une Cor-algèbre graduée L est une application linéaire d : L ÝÑ L
telle que d ˝ d “ 0, dpLkq Ă Lk`1 pour tout k, et satisfaisant la formule de Leibniz :

dpxty1, ..., ynur1,...,rnq “ dpxqty1, ..., ynur1,...,rn `
n
ÿ

k“1

p´1qεixty1, ..., yk, dpykq, ..., ynur1,...,rk´1,1,...,rn ,

où εi “ |x| ` |y1| ` ...` |yi´1|.

Une Cor-algèbre graduée munie d’une différentielle est appelée Cor-algèbre différentielle graduée.

Pour motiver l’apparition du coefficient εi, on peut utiliser formellement l’égalité pivq de la proposition
4.2.1 pour se ramener à des poids de 1, afin de se ramener à la formule de Leibniz usuelle.
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Remarque 5.1.1. Toute Cor-algèbre différentielle graduée unitaire est en particulier une algèbre pré-Lie
(non unitaire) différentielle graduée, avec la loi :

x ‹ y “ xtyu1.

Définition 5.1.4. Un morphisme de Cor-algèbres différentielles graduées est un morphisme de modules qui
commute avec la différentielle et les opérations braces.

Par la suite, nous adopterons des hypothèses similaires à celles faites dans [DSV16], afin de permettre
l’utilisation de séries, ou des hypothèses de nilpotence comme dans [GM88].
Plus précisément, nous allons supposer que notre Cor-algèbre différentielle graduée L est telle qu’il existe un
isomorphisme L »

ź

ně1

Lpnq de K-modules différentiels gradués compatibles avec les braces dans le sens où :

LpnqtLpk1q, ..., Lpkpqur1,...,rp Ă Lpn`k1r1`...`kprpq.

Ainsi, tout élément x P L peut être vu sous la forme d’une série x “
`8
ÿ

n“1

xpnq où xpnq P Lpnq.

5.1.2 Groupe de jauge

On commence par définir le groupe de jauge associé à une Cor-algèbre différentielle graduée L.

Soit pour cela Γ “ t1u ˆ L0. Nous adopterons la notation 1 ` µ “ p1;µq pour un élément de Γ.
Réciproquement, si λ “ 1` µ P Γ, on note µ “ λ´ 1 l’unique élément de L0 définissant λ.

Définition 5.1.5. On définit le produit circulaire de deux éléments 1` µ, 1` ν P Γ par :

p1` µq e p1` νq “ 1` ν `
`8
ÿ

n“0

µtνun.

La première chose à faire est de constater que cette loi donne une structure de groupe sur Γ. Contraire-
ment à la situation dans le chapitre 2, il n’est plus aussi trivial que nous obtenons une structure de groupe.
La preuve en effet de ce théorème dans le cas de la caractéristique 0 était particulièrement simple puisque
l’exponentielle transportait une structure de groupe donnée par BCH sur la loi e. Ici, nous ne disposons
plus de l’exponentielle, et nous devons alors montrer ce théorème à la main.

Lemme 5.1.1. e est associative.

Démonstration. On a d’une part :

pp1` µq e p1` νqq e p1` λq “

˜

1` ν `
`8
ÿ

n“0

µtνun

¸

e p1` λq

“ 1` λ`
`8
ÿ

p“0

νtλup `
`8
ÿ

n,p“0

µtνuntλup.

D’autre part :
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p1` µq e pp1` νq e p1` λqq “ p1` µq e

˜

1` λ`
`8
ÿ

n“0

νtλun

¸

“ 1` λ`
`8
ÿ

n“0

νtλun `
`8
ÿ

p“0

µ

#

λ`
`8
ÿ

n“0

νtλun

+

p

,

Nous sommes amenés à montrer l’égalité suivante :

`8
ÿ

n,p“0

µtνuntλup “
`8
ÿ

p“0

µ

#

λ`
`8
ÿ

n“0

νtλun

+

p

.

Pour voir cette égalité, il nous faut utiliser la proposition 4.2.2. D’après cette proposition, nous avons
que :

µtνuntλup “
ÿ

p“β`
řn
i“1 α

i

1

n!
µtνtλuα1 , ..., νtλuαn , λu1,...,1,β ,

soit :
`8
ÿ

n,p“0

µtνuntλup “
`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

p“0

p
ÿ

β“0

ÿ

p´β“
řn
i“1 α

i

1

n!
µtνtλuα1 , ..., νtλuαn , λu1,...,1,β .

Dans cette somme, certains termes apparaissent plusieurs fois à cause de la symétrie des opérations braces,
et au sein d’une opération brace, on a plusieurs mêmes termes qui apparaissent. Dénombrons un peu ces quan-
tités.

Pour un p et un β fixés, comptons le nombre de partitions p´β “ α1` ...`αn de la forme r1rα
1` ...`rqrα

q,
avec les rαk deux à deux distincts. En d’autres termes, les αk ne prennent pour valeurs que les rαk, et, dans
la partition, on trouve rk nombres rαk. Ce nombre a déjà été rencontré dans la situation des arbres, dans la

preuve de la proposition 2.4.1, il s’agit de nprα1, ..., rαqq “
n!

r1!...rq!
. En assemblant les termes, nous avons alors

les facteurs :

1

r1!...rq!
µtνtλu

rα1 , ..., νtλu
rα1 , ....., νtλu

rαq , ..., νtλurαq , λu1,...,1,β “ µtνtλu
rα1 , ..., νtλu

rαq , λur1,...,rq,β .

On conclut en utilisant la formule pvq de la proposition 4.2.1.

Remarque 5.1.2. Par la suite, on étends la définition de e sur Lˆ Γ en posant :

@α P L,@µ P L0, αe p1` µq “
`8
ÿ

n“0

αtµun.

En reprenant exactement la même preuve que précédemment, on a aussi associativité de cette opération
e ainsi définie, dans le sens où :

pαe p1` µqq e p1` νq “ αe pp1` µq e p1` νqq.

Nous venons alors de voir que Γ est au moins un monöıde. Reste à prouver l’existence de l’inverse. A la fin
de la section précédente, nous avons conjecturé l’expression de l’inverse dans ΓpRT ,´q. On peut l’exprimer
avec la structure de Cor-algèbre, mais nous aurons pour cela besoin de la définition analogue de tpµq, où
t P RT˚, dans le cas pré-Lie :

Définition 5.1.6. Soit t P RT˚ et µ P L0. On définit par récurrence sur νt l’élément Otpµq P L0 par les
formules :

O 1 pµq “ µ ,

Page 62
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OγpFkp 1 bBbn1
1 b ...bB

bnp
p qqpµq “ µtOB1pµq, ...,OBppµqun1,...,np ,

où k “
ÿ

ni, B1, ..., Bp sont des arbres deux à deux distincts et γ est la composition dans SpRT ,´q (remar-
quer qu’il faut choisir a priori un étiquetage de B1, ...Bp pour faire la composition : le résultat obtenu, si on
oublie l’étiquetage, ne dépends pas de ces choix de l’étiquetage de B1, ..., Bp).

Exemple : Prenons l’arbre suivant :

t “ .

Nous avons alors :
Otpµq “ tµtµu2, µtµu3, µu2,1,1.

Lemme 5.1.2. Soit 1´ µ P Γ. Alors l’inverse de 1´ µ existe et est donné par :

p1´ µqe´1 “ 1`
ÿ

tPrRT˚

Otpµq.

Démonstration. On commence par prouver que cette expression est un inverse à droite, en suivant essentiel-
lement le schéma de preuve du lemme 2.4.2.

p1´ µq e

˜

1`
ÿ

tPrRT˚

Otpµq

¸

“ 1`
ÿ

tPrRT˚

Otpµq ´
`8
ÿ

k“0

µ

#

ÿ

tPrRT˚

Otpµq

+

k

.

Soit t P rRT˚. On note B1, ..., Bp ses branches, apparaissant respectivement n1, ..., np fois. Alors Otpµq “
µtOB1pµq, ...,OBppµqun1,...,np par définition, et ce terme apparâıt exactement une fois dans le troisième terme
de l’égalité précédente.

Ceci montre que nous avons un inverse à droite. Il est cependant moins évident de prouver que c’est un
inverse à gauche. Il suffit en revanche, étant donné que l’associativité est prouvée, de montrer qu’il existe un
inverse à gauche.

Pour cela, écrivons les décompositions en poids ν “
`8
ÿ

i“1

νpiq et µ “
`8
ÿ

i“1

µpiq. Écrivons p1` νqe p1´µq “ 1,

et déduisons-en les νpiq.

La relation précédente implique :
`8
ÿ

k“0

νt´µuk “ µ.

On regarde les poids correspondants de chaque côté. Le poids de composante 1 donne νp1q “ µp1q. En ce
qui concerne le poids i :

νpiq “ µpiq ´
ÿ

νpjqt´µpk1q, ...,´µpknquα1,...,αn ,

où la somme se fait sur les j, k1, ..., kn, α1, ..., αn, les αq non tous nuls, et tels que j ` k1α1 ` ... ` knαn “ i
et k1 ă ... ă kn. En particulier, j ă i ce qui permet de définir un inverse à gauche 1` ν par récurrence.

On a alors montré l’existence à gauche et à droite dans un monöıde, donc l’inverse existe, et est donné
par l’expression du lemme.

Nous avons donc directement par ce qui précède :

Théorème 5.1.1. pΓ,e, 1q est un groupe, appelé le groupe de jauge de L.
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5.1.3 Variété de Maurer-Cartan et action du groupe de jauge

Définition 5.1.7. Un élément α P L1 est dit de Maurer-Cartan s’il satisfait l’équation de Maurer-Cartan :

dpαq ` αtαu1 “ 0.

On note MCpLq l’ensemble de tels éléments. Cet ensemble est appelé la variété de Maurer-Cartan.

Nous aimerions à présent voir que le groupe de jauge agit sur MCpLq. Nous aurons pour cela besoin de
la définition suivante :

Définition 5.1.8. Soit α, β P L et µ P L0. On pose :

αe p1` µ;βq “
`8
ÿ

n“0

αtµ, βun,1.

Lemme 5.1.3. Nous avons les relations :

pαe p1` µqqtβu1 “ αe p1` µ;β ` µtβu1q,
αtβu1 e p1` µq “ αe p1` µ;β e p1` µqq,

dpαe p1` µqq “ dpαq e p1` µq ` p´1q|α|αe p1` µ; dpµqq.

Démonstration. Pour la première égalité :

pαe p1` µqqtβu1 “

`8
ÿ

n“0

αtµuntβu1

“

`8
ÿ

n“0

αtµ, βun,1 `
`8
ÿ

n“1

αtµ, µtβu1un´1,1

“

`8
ÿ

n“0

αtµ, β ` µtβu1un,1

“ αe p1` µ;β ` µtβu1q.

En ce qui concerne la deuxième :

αtβu1 e p1` µq “

`8
ÿ

m“0

αtβu1tµum

“

`8
ÿ

p,q“0

αtβtµup, µu1,q

“ αe p1` µ;β e p1` µqq.

Enfin, pour la troisième :

dpαe p1` µqq “

`8
ÿ

n“0

dpαqtµun ` p´1q|α|
`8
ÿ

n“1

αtµ, dpµqun´1,1

“ dpαq e p1` µq ` p´1q|α|αe p1` µ; dpµqq,

ce qui achève le lemme.

On a alors, comme dans les chapitres précédent, le théorème :

Théorème 5.1.2. Le groupe de jauge Γ agit sur la variété de Maurer-Cartan MCpLq par :

@µ P L0,@α PMCpLq, p1` µq.α “ pα` µtαu1 ´ dpµqq e p1` µqe´1.
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Remarque 5.1.3. Si on veut retrouver les équations donnée dans [DSV16], il faut remarquer que si on pose
α “ δ ` α, avec δ P L1 tel que δtδu1 “ 0 et dpxq “ δtxu1 ´ p´1q|x|xtδu1, alors l’équation de Maurer-Cartan
dpαq ` αtαu1 “ 0 équivaut à αtαu1 “ 0. Dans la formule précédente, le terme dpµq est donc absent, et avec
l’abus p1` µq ‹ α “ α` µtαu1, on retrouve exactement la formule prouvée dans le chapitre 2.

Remarque 5.1.4. La formule précédente peut être difficile à manipuler en raison de la présence de l’inverse.
Par ailleurs, si on veut généraliser certaines égalités, comme pour la section 2.6, il peut être plus commode
de voir l’égalité de ce théorème de la façon équivalente suivante :

dpµq “ α` µtαu1 ´ β e p1` µq,

en posant β “ p1` µq.α.

Démonstration. On commence tout d’abord par prouver que l’opération est bien définie. Soit α PMCpLq et
soit µ P L0. Il s’agit de montrer que β “ p1` µq.α PMCpLq, c’est-à-dire que dpβq ` βtβu1 “ 0.

On remarque que, en appliquant d de chaque côté de l’égalité dpµq “ α`µtαu1´βep1`µq et en utilisant
que dpαq “ ´αtαu1 ainsi que la formule 2 du lemme 5.1.3, nous avons l’égalité :

dpβq e p1` µq “ ´αtαu1 ´ µtαtαu1u1 ` dpµqtαu1 ` β e p1` µ; dpµqq.

On a de plus, par la première formule de 5.1.3 :

dpµqtαu1 “ αtαu1 ` µtαu1tαu1 ´ β e p1` µqtαu1
“ αtαu1 ` µtαtαu1u1 ` µtα, αu1,1 ´ β e p1` µ;αq ´ β e p1` µ;µtαu1q.

Nous avons ainsi :

dpβq e p1` µq “ β e p1` µ; dpµqq ´ β e p1` µ;αq ´ β e p1` µ;µtαu1q,

en remarquant qu’avec nos hypothèses de symétrie, ou avec l’égalité µtα, αu1,1 “ 2µtαu2 en caractéristique
2, on a µtα, αu1,1 “ 0.

Au final :
dpβq e p1` µq “ ´β e p1` µ;β e p1` µqq.

Soit d’après la troisième formule du lemme 5.1.3 :

dpβq e p1` µq “ ´βtβu1 e p1` µq,

d’où l’égalité pdpβq ` βtβu1q e p1` µq “ 0 soit dpβq ` βtβu1 “ 0 en composant par p1` µqe´1 à droite, ce
qui permet de voir que p1` µq.α PMCpLq.

Puisque 1 ` 0 P Γ agit trivialement sur tout α P MCpLq, il nous reste à voir que la définition de notre
potentielle action se comporte bien avec e : pp1` νq e p1` µqq.α “ p1` νq.p1` µq.α.
Posons β “ p1` µq.α et γ “ p1` νq.β.

D’après les hypothèses, nous avons les deux équations :

dpµq “ α` µtαu1 ´ β e p1` µq,

dpνq “ β ` νtβu1 ´ γ e p1` νq.

On pose λ “ p1` νq e p1` µq ´ 1 “ µ` ν e p1` µq. On doit alors calculer :

α` λtαu1 ´ γ e p1` νq e p1` µq “ α` µtαu1 ` ν e p1` µqtαu1 ` dpνq e p1` µq
´β e p1` µq ´ νtβu1 e p1` µq

“ dpµq ` dpνq e p1` µq ` ν e p1` µ;αq
`ν e p1` µ;µtαu1q ´ ν e p1` µ;β e p1` µqq,
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d’après les formules du lemme 5.1.3. On a donc au final :

α` λtαu1 ´ γ e p1` νq e p1` µq “ dpµq ` dpνq e p1` µq ` ν e p1` µ; dpµqq
“ dpλq,

d’où l’égalité recherchée.

Remarque 5.1.5. Pour plus de simplicité, nous avons supposé que K était un corps, cependant cette
précédente étude reste valide sur un anneau quelconque, pourvu que nous nous restreignons à des modules
libres. En effet, la seule difficulté sur un anneau quelconque provient de la preuve du théorème précédent,
où la quantité µtα, αu1,1 apparâıt. En caractéristique 2, elle est nulle, par le même argument donné dans la
preuve. Mais en caractéristique distincte de 2, nous obtenons, par les hypothèses de symétrie, 2µtα, αu1,1 “ 0.
Si le K-module sur lequel on travaille possède de la torsion, on peut ne pas pouvoir se débarrasser du 2 dans
cette égalité.
L’étude reste cependant vraie dans le cas raisonnable où le module L est libre.

5.2 Retour sur la preuve du théorème de Goldman-Millson

Dans cette section, nous allons retourner sur la preuve présentée dans la chapitre 1 (voir aussi [GM88])
et la démontrer dans notre contexte plus général.

5.2.1 Groupöıde CpL,Aq
Soit A une K-algèbre locale artinienne d’idéal maximal m. On commence tout d’abord par donner une

structure de Cor-algèbre différentielle graduée à LbK A en posant :

pLbK Aq
k “ Lk bK A,

pxb aqty1 b b1, ..., yn b bnur1,...,rn “ pxty1, ..., ynur1,...,rnq b ab
r1
1 ...b

rn
n ,

dpxb aq “ dxb a.

On souhaite alors définir le groupöıde CpL,Aq associé à L et A.

Définition 5.2.1. On dit que µ P L0 b m (ou de façon équivalente 1 ` µ P Γ) est un morphisme de
α PMCpLbK Aq vers β PMCpLbK Aq, et on note µ : α ÝÑ β (ou 1` µ : α ÝÑ β) si :

β “ pα` µtαu1 ´ dpµqq e p1` µq
e´1,

ou encore de façon équivalente :

dpµq “ α` µtαu1 ´ β e p1` µq.

En vertu des propositions précédentes, nous avons prouvé :

Proposition 5.2.1. Posons Obj CpL,Aq l’ensemble des éléments de L1 bK m satisfaisant l’équation de
Maurer-Cartan, et posons MorCpL,Aqpα, βq l’ensemble des éléments p1 ` µq P Γ avec µ P L0 b m tels que
µ : α ÝÑ β. Alors CpL,Aq est un groupöıde dont la composition est donnée par e.

Démonstration. La classe de morphisme est bien définie, puisque m est nilpotente. Le reste découle de ce qui
a été vu précédemment.
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5.2.2 Preuve du théorème

Soit L une autre Cor-algèbre différentielle graduée. Soit ϕ : L ÝÑ L un morphisme de Cor-algèbre
différentielle graduée. Alors ϕ induit un foncteur ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq défini en envoyant un objet
α P Obj CpL,Aq sur ϕpαq P Obj CpL,Aq et un morphisme µ P L0 sur ϕpµq P L0. Puisque ϕ préserve les
braces, et donc en particulier e, ceci nous donne bien un foncteur.

De la même façon, si A est une autre K-algèbre locale artinienne, et si ψ : A ÝÑ A est un morphisme,
ceci donne un foncteur ψ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq.

Comme dans le chapitre 1, on a alors le diagramme suivant qui est commutatif :

CpL,Aq

CpL,AqCpL,Aq

CpL,Aq
ϕ˚

ϕ˚

ψ˚ψ˚

.

Le but de cette dernière section est de démontrer le théorème suivant, analogue à celui du chapitre 1
rencontré dans le cadre des algèbres de Lie :

Théorème 5.2.1. Soit ϕ : L ÝÑ L un morphisme de Cor-algèbres différentielles graduées induisant deux
isomorphismes H0pLq ÝÑ H0pLq, H1pLq ÝÑ H1pLq et un monomorphisme H2pLq ÝÑ H2pLq en cohomo-
logie.
Alors pour toute K-algèbre locale artinienne A, le foncteur induit ϕ˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,Aq est une équivalence
de groupöıdes.

Remarque 5.2.1. Ce théorème reste valide sur un anneau K intègre et noethérien quelconque (par exemple
K “ Z), pourvu qu’on suppose les modules L et L libres sur K.

La preuve de ce théorème sera une copie quasi-conforme de la preuve rencontrée dans le chapitre 1, avec
des notations différentes. Nous allons donc essentiellement suivre la preuve présentée dans [GM88], en adap-
tant les notations si nécessaire.

Le début ne faisant pas intervenir plus de choses sur la structure de L, nous sommes donc ramené à
prouver que si le théorème tient pour l’algèbre locale artinienne A{I où I est un idéal de A tel que I.m “ 0,
alors il tient aussi pour A. Soit π : A ÝÑ A{I la projection canonique, et π˚ : CpL,Aq ÝÑ CpL,A{Iq le
foncteur induit.

A nouveau, le théorème repose sur l’analyse de ce foncteur. On a ainsi la proposition suivante :

Proposition 5.2.2. Sous les hypothèses et notations précédentes, nous avons les trois propositions :

1. Il existe une application o2 : Obj CpL,A{Iq ÝÑ H2pLb Iq telle que :

@α P Obj CpL,A{Iq, α P Impπ˚q ô o2pαq “ 0.
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2. Soit ζ P CpL,A{Iq. On considère π´1
˚ pζq la catégorie ayant pour classe d’objets l’image réciproque par

π˚ : Obj CpL,Aq ÝÑ Obj CpL,A{Iq de ζ, et pour morphismes tous les morphismes γ P CpL,Aq tels que
π˚pγq “ Iζ , le morphisme identité.
Alors il existe une action simplement transitive du groupe Z1pL b Iq sur les objets Objpπ´1

˚ pζqq. De
plus, l’application suivante :

o1 : Objpπ´1
˚ pζqq ˆObjpπ

´1
˚ pζqq ÝÑ Z1pLb Iq ÝÑ H1pLb Iq

donnée par l’application différence puis la projection est telle que : pour tout α, β P Objpπ´1
˚ pζqq, il

existe un morphisme γ : α ÝÑ β tel que π˚pγq “ Iζ si et seulement si o1pα, βq “ 0.

3. Soient rα, rβ P Obj CpL,Aq deux objets isomorphes et f : α ÝÑ β un morphisme dans CpL,A{Iq de

α “ π˚prαq vers β “ π˚prβq. Alors il existe une action simplement transitive du groupe H0pL b Iq

sur l’ensemble π´1
˚ pfq des morphismes rf : rα ÝÑ rβ tels que π˚p rfq “ f . L’application différence

o0 : π´1
˚ pfq ˆ π´1

˚ pfq ÝÑ H0pL b Iq vérifie en particulier : si rf, rf 1 P π´1
˚ pfq, alors rf “ rf 1 si et

seulement si o0p rf, rf 1q “ 0.

Par la suite, nous noterons, pour tout x P LbA, Qpxq “ dpxq ` xtxu1.

5.2.2.1 Construction de o2

Soit ω P Obj CpL,A{Iq Ă L1bm{I. Il existe rω P L1bm tel que π˚prωq “ ω. En particulier, Qprωq P L2bI.
On a alors :

dpQprωqq “ dprωqtrωu1 ´ rωtdprωqu1
“ ´rωtrωu1trωu1 ` rωtrωtrωu1u1
“ rωtrω, rωu1,1
“ 0

car I.m “ 0.

Donc Qprωq P Z2pLb Iq. Si rω1 P L1 bm est un autre relèvement de ω, alors, puisque rω1 ´ rω P L1 b I, et à
nouveau parce que I.m “ 0 :

Qprω1q ´Qprωq “ dprω1 ´ rωq ` prω1 ´ rωqtrω1 ´ rωu1
`rωtrω1 ´ rωu1 ` prω

1 ´ rωqtrωu1
“ dprω1 ´ rωq.

On peut donc définir o2pωq comme étant la classe de Qprωq dans H2pL b Iq qui satisfait la propriété
recherchée.

5.2.2.2 Construction de o1

Avant de poursuivre, on démontre le lemme suivant :

Lemme 5.2.1. Soit α P L1 bm, η P L0 bm et u P L0 b I. Alors :

p1` u` ηq.α “ p1` ηq.α´ dpuq.

Démonstration. On pose β “ p1` ηq.α. Alors :
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pβ ´ dpuqq e p1` u` ηq “

`8
ÿ

n“0

pβ ´ dpuqqtu` ηun

“

`8
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

pβ ´ dpuqqtu, ηuk,n´k

“ β ´ dpuq `
`8
ÿ

n“1

βtηun

“ β e p1` ηq ´ dpuq
“ α` ηtαu1 ´ dpηq ´ dpuq
“ α` pu` ηqtαu1 ´ dpu` ηq

car I.I Ă I.m “ 0.

Soit ξ P Obj CpL,A{Iq. Nous avons, pour tout η P Z1pL b Iq et pour tout α P Obj π´1
˚ pξq d’après les

calculs déjà menés dans la sous-section précédente, que Qpα`ηq “ Qpαq`dpηq`αtηu1`ηtηu1 “ 0, puisque
Qpαq “ dpηq “ 0 et I.m “ 0.
Donc α` η P Obj CpL,Aq et π˚pα` ηq “ ξ. Ceci définit alors une action de Z1pLb Iq sur Obj π´1

˚ pξq.

Montrons qu’elle est simplement transitive. Si α, β P Obj CpL,Aq sont tels que π˚pαq “ π˚pβq “ ξ. Alors
α ´ β P L1 b I et dpα ´ βq “ Qpαq ´Qpβq “ 0. L’élément η “ α ´ β vérifie donc η P Z1pLb Iq, et permet
de voir que l’action est bien simplement transitive.
On définit alors o1pα, βq comme étant la classe de α´ β dans H1pLb Iq.

S’il existe un morphisme p1 ` uq : α ÝÑ β tel que π˚puq “ 1 P Γ (c’est-à-dire u P L0 b I), on a alors
d’après le lemme 5.2.1 avec η “ 0 que β “ p1` uq.α “ α´ du et donc o1pα, βq “ 0.
Réciproquement, si o1pα, βq “ 0, il existe u P L0b I tel que α´ β “ du. En appliquant à nouveau la formule
précédente, on a β “ p1` uq.α.

5.2.2.3 Construction de o0

Soient rα, rβ P Obj CpL,Aq et α “ π˚prαq, β “ π˚prβq. Considérons p1` uq : α ÝÑ β. On définit une action
simplement transitive de H0pLbIq sur π´1

˚ p1`uq. Soit 1`v P π´1
˚ p1`uq, avec v P L0bm et soit w P LbI.

D’après le lemme 5.2.1 :

p1` v ` wq.rα “ p1` vq.rα´ dpwq “ rβ ´ dpwq.

Donc si w P H0pL b Iq “ Z0pL b Iq, on a que p1 ` v ` wq : rα ÝÑ rβ. Ceci définit alors une action de
H0pLb Iq sur π´1

˚ p1` uq.

Considérons un autre morphisme p1` v1q : rα ÝÑ rβ. On pose u “ o0pv, v
1q “ v ´ v1 P Lb I. Alors :

dpuq “ dpo0pv, v
1qq “ p1` vq.rα´ p1` v ` uq.rα “ rβ ´ rβ “ 0.

Donc u P H0pLb Iq et c’est l’unique élément envoyant 1` v sur 1` v1.

5.2.2.4 Conclusion

Le reste de la preuve ne fait intervenir aucun calcul utilisant un crochet de Lie, mais uniquement l’exis-
tence d’une action des éléments de L0 bm sur les éléments de Maurer-Cartan.

La preuve du théorème dans le cas des Cor-algèbres est ainsi complète.

La preuve se généralise dans le cas où K est un anneau, en prenant cependant certaines précautions. Tout
d’abord, afin d’avoir des propriétés analogues à celles vérifiées par les algèbres locales artiniennes, il convient
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de supposer K intègre et noethérien.

De plus, dans la preuve, nous utilisons le fait que si α P Lbm et rω P L0 bm, alors αtrω, rωu1,1 “ 0. Ceci
est automatiquement vérifié si carpKq “ 2. Dans le cas contraire, si L possède des éléments de torsions, on
est pas garantie d’avoir l’égalité malgré nos hypothèses de symétrie.

Si on suppose L et L libres cependant (et donc en particulier sans torsion), cette égalité est vraie sur L
et sur L, et par la définition des braces sur LbA, on a aussi l’égalité pour des éléments dans Lbm.

5.2.3 Quasi-isomorphisme de Cor-algèbres différentielles graduées

On reprends la suite de la dernière sous-section du chapitre 1.

Définition 5.2.2. Deux Cor-algèbres différentielles graduées pL, dq et pL, dq sont dits quasi-isomorphes s’il
existe des morphismes de Cor-algèbres différentielles graduées :

L “ L0 ÝÑ L1 ÐÝ L2 ÝÑ ...ÐÝ Lm´1 ÝÑ Lm “ L

tels que chacun de ces morphismes induit un isomorphisme en cohomologie.

pL, dq est dit quasi-formel s’il est isomorphe à une Cor-algèbre avec une différentielle nulle.

Corollaire 5.2.1. Si pL, dq et pL, dq sont quasi-isomorphes, alors pour toute K-algèbre locale artinienne A,
les groupöıdes CpL,Aq et CpL,Aq sont équivalents. De plus, la séquence d’équivalence donnée par le théorème
précédent :

CpL,Aq ÝÑ CpL1, Aq ÐÝ CpL2, Aq ÝÑ ...ÐÝ CpLm´1, Aq ÝÑ CpL,Aq

dépends de façon naturelle de A.

Remarque 5.2.2. Les deux résultats que nous venons de prouver permettent de retrouver tous les résultats
du chapitre 1 si carpKq “ 0, en remarquant que dans ce cas une Cor-algèbre différentielle graduée est en
particulier une algèbre pré-Lie différentielle graduée, et donc une algèbre de Lie différentielle graduée. En
particulier, les morphismes intervenant dans ce dernier cas se révèlent être les mêmes morphismes que pour
les Cor-algèbres.
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Annexe A

Séquences symétriques et opérades

Dans cette annexe, nous allons introduire les outils les plus utilisés dans ce mémoire, à savoir les séquences
symétriques et les opérades.

Nous désignerons par K un anneau quelconque, et nous travaillerons essentiellement dans la catégorie des
K-modules.

A.1 Préliminaires sur le groupe symétrique

On commence par donner quelques définitions et propositions préliminaires liées aux permutations, qui
nous seront utiles par la suite, et par ailleurs utilisées dans le mémoire :

Définition A.1.1. Soient p, q P N et σ P Σp, τ P Σq. En posant n “ p`q, on définit une nouvelle permutation
σ ‘ τ P Σn en posant :

@i P J1; pK, pσ ‘ τqpiq “ i,

@i P Jp` 1;nK, pσ ‘ τqpiq “ p` τpiq.

En d’autres termes, σ permute les p premières valeurs, et τ permute les q dernières valeurs.

On vérifie aisément que l’opération ainsi définie est associative, ce qui nous permet de généraliser la
définition en la somme direct de r éléments σ1 ‘ ...‘ σr.

Nous obtenons alors un lemme qui se prouve facilement :

Lemme A.1.1. Soient σ1, τ1 P Σn1 , σ2, τ2 P Σn2 , ..., σr, τr P Σnr .
Alors pσ1 ‘ ...‘ σrq.pτ1 ‘ ...‘ τrq “ σ1τ1 ‘ ...‘ σrτr.

De ce lemme, on déduit en particulier que si n1`...`nr “ n, alors on a une injection Σn1ˆ...ˆΣnr ãÑ Σn.
On parle alors de groupe d’Young.

Nous allons maintenant, étant donné n “ n1` ...`nr définir la permutation des blocs de tailles n1, ..., nr
dans cette décomposition :

Définition A.1.2. Soient n1, ..., nr des entiers non nuls et n “ n1 ` ...` nr. Soit σ P Σr.
On définit la permutation σ˚pn1, ..., nrq P Σn par la formule suivante :

@j P J1;nσpiqK, σ˚pn1, ..., nrqpnσ´1p1q ` ...` nσ´1pi´1q ` jq “ n1 ` ...` nσ´1piq´1 ` j.
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Pour calculer explicitement, en pratique, cette permutation, on procède de la façon suivante. On pose,

pour 1 ď i ď r, Ii “ Jn1 ` ...` ni´1 ` 1 ; n1 ` ...` niK de sorte que J1;nK “
n
ğ

i“1

Ii.

On remarque alors que σ˚pn1, ..., nrq transforme le bloc
`

I1 I2 ... In
˘

en
`

Iσ´1p1q Iσ´1p2q ... Iσ´1pnq

˘

.
Ainsi, nous avons par exemple pour σ “ p123q :

σ˚p2, 2, 1q “

ˆ

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

˙

.

Lemme A.1.2. Soient σ, τ P Σr et n1, ..., nr ě 1.
Alors on a la relation :

σ˚pn1, ..., nrq.τ˚pnσp1q, ..., nσprqq “ pστq˚pn1, ..., nrq.

De plus, si τ1 P Σn1
, ..., τr P Σnr , on a la relation de commutation :

τ1 ‘ ...‘ τr.σ˚pn1, ..., nrq “ σ˚pn1, ..., nrq.τσp1q ‘ ...‘ τσprq.

Si σ P Σr et τ1 P Σn1
, ..., τr P Σnr , on définit la permutation σpτ1, ..., τrq P Σn1`...`nr par :

σpτ1, ..., τrq “ pτ1 ‘ ...‘ τrq.σ˚pn1, ..., nrq.

Voici, enfin, une dernière définition qui nous sera utile :

Définition A.1.3. Soit n “ n1 ` ... ` nr. Une pn1, ..., nrq-permutation Shuffle est une permutation de Σn
qui préserve l’ordre des n1 premiers éléments de J1;nK, l’ordre des n2 éléments suivants, ..., l’ordre des nr
derniers éléments.

Nous noterons Shpn1, ..., nrq l’ensemble des pn1, ..., nrq-permutations shuffles. Si J1;nK “
n
ğ

i“1

Ii, on définit

la permutation shuffle shpI1, ..., Inq par :

shpI1, ..., Irq “

ˆ

J1;n1K ... Jn1 ` ...` nr´1;nK
I1 ... Ir,

˙

A.2 Séquences symétriques

A.2.1 Définitions

Définition A.2.1. On appelle séquence symétrique (on parle aussi de Σ-module) la donnée d’une suite de
K-modules pMpnqqnPN telle que chaque Mpnq soit muni d’une action du groupe symétrique Σn.

Un morphisme de séquences symétriques f : M ÝÑ N est la donnée d’une suite de morphismes de mo-
dules f : Mpnq ÝÑ Npnq préservant l’action de Σn sur Mpnq et Npnq.

Ceci définit en particulier une catégorie, notée ModS
K.

Nous pouvons voir graphiquement ce qu’est une séquence symétrique, en remarquant que si Bij est la
catégorie des ensembles finis muni des bijections entre eux, alors se donner une séquence symétrique M est
équivalent à se donner un foncteur M : Bij ÝÑModK.
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En effet, si M : Bij ÝÑ ModK est un foncteur, on peut poser Mpnq “ MpJ1;nKq disposant d’une action
naturelle de Σn. Un élément σ P Σn, σ équivaut à une bijection de J1;nK sur lui-même.

Inversement, si M est une séquence symétrique, pour tout ensemble fini I, on définit :

MpIq “ BijpJ1;nK, Iq bΣn Mpnq,

où n “ CardpIq et où on prends comme action de Σn sur BijpJ1;nK, Iq l’action définie par la trans-
lation à droite. Plus précisément, MpIq corresponds à BijpJ1;nK, Iq b Mpnq quotienté par les relations
@σ P Σn, pσ.fq bm “ f b pσ.mq.

Ainsi, tout élément x PMpIq peut être vu sous la forme d’un arbre :

a

i1 in...

0

,

où I “ ti1, ..., inu.

A.2.2 Structure monöıdale des séquences symétriques

Nous allons donner différentes structures de catégorie monöıdale sur la catégorie des séquences symétriques.

Définition A.2.2. Soient M et N deux séquences symétriques. On définit une nouvelle séquence symétrique
M bN par :

M bNpnq “
à

k`l“n

KrΣns bΣkˆΣl Mpkq bNplq,

où le terme d’indice pk, lq dans la somme, aussi noté IndΣn
ΣkˆΣl

MpkqbNplq, corresponds au produit tensoriel
KrΣns bMpkq bNplq muni de l’action de Σn sur le premier terme, et quotienté par les relations :

σps‘ tq bmb n “ σ b ps.mq b pt.nq,

pour tout σ P Σn, s P Σk, t P Σl.

On a alors le résultat :

Proposition A.2.1. L’application pM,Nq ÞÝÑ M b N est un bifoncteur sur la catégorie des séquences
symétriques conférant une structure de catégorie monöıdale symétrique à cette catégorie.

L’unité est donnée par la séquence symétrique K qui est nulle sauf pour n “ 0 où elle vaut K, et munie
de l’action triviale de Σn.

A l’aide des invariants et des coinvariants, on en déduit deux autres structures de catégorie monöıdale sur
les séquences symétriques :

Définition A.2.3. On définit le produit coinvariant et le produit invariant de deux séquences symétriques
M et N par :

M ˝
„
N “

à

rě0

pMprq bNbrqΣr ,

M ˝
„N “

à

rě0

pMprq bNbrqΣr .
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On dispose aussi d’une application trace TrM,N : M ˝
„
N ÝÑM ˝

„N définie par :

TrM,N pmb n1 b ...b npq “
ÿ

σPΣp

σ.pmb n1 b ...b npq.

Proposition A.2.2. Les opérations ˝
„

et ˝„ donnent chacune une structure de catégorie monöıdale avec

l’unité I :
"

Ip1q “ K si n “ 1
Ipnq “ 0 si n ‰ 1

Cependant, la symétrie est perdue dans ces dernières structures monöıdales.

A.2.3 Foncteurs S et Γ

Nous allons définir deux foncteurs, S et Γ, se comportant bien avec les structures monöıdales précédemment
définies.

Définition A.2.4. Soit M une séquence symétrique et soit V un K-module. On définit :

SpM,V q “
à

ně0

pMpnq b V bnqΣn ,

ΓpM,V q “
à

ně0

pMpnq b V bnqΣn .

On a ainsi définit deux foncteurs S,Γ : ModS
K ÝÑ EndpModKq.

Remarque A.2.1. Nous pouvons aussi définir, de façon similaire :

T pM,V q “
à

ně0

Mpnq b V bn

qui définit aussi un foncteur T : ModS
K ÝÑ EndpModKq, mais nous nous intéresserons essentiellement par la

suite aux foncteurs S, et surtout Γ.

Nous avons une application naturelle qui donne un lien entre ces deux foncteurs :

Définition A.2.5. L’application trace Tr est la transformation naturelle Tr : SpM,´q ÝÑ ΓpM,´q telle
que :

Trpmb v1 b ...b vnq “
ÿ

σPΣn

σ.pmb v1 b ...b vnq.

Remarque A.2.2. Lorsque K est de caractéristique nulle, Tr est en fait un isomorphisme. Mais cela n’est
plus le cas, en général, lorsque la caractéristique est quelconque.

Proposition A.2.3.

— S et Γ sont des morphismes de catégories monöıdales de pModS
K,b,Kq vers pEndpModKq,b,Kq.

— S : pModS
K, ˝„, Iq ÝÑ pModK, ˝, Idq et Γ : pModS

K, ˝
„, Iq ÝÑ pModK, ˝, Idq sont des morphismes de

catégories monöıdales.
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A.3 Théorie des opérades

Dans cette partie, nous allons passer en revue toutes les notions nécessaires pour ce mémoire qui concernent
les opérades.

A.3.1 Définitions

Intuitivement, une opérade P désignera une collection d’objets P prq qui vont être assimilés à des opérations,
visant à mimer les fonctions à r variables. En particulier, nous aurons la notion de composition de ces
opérations.

Définition A.3.1. Une opérade (symétrique) est une séquence symétrique P munie de :

— Un élément 1 P P p1q appelé unité de l’opérade

— Et des morphismes dits de composition : µ : P prq b P pn1q b ...b P pnrq ÝÑ P pn1 ` ...` nrq pour tout
r, n1, ..., nr ě 0. On note ppq1, ..., qrq “ µppb q1 b ...b qrq.

qui satisfont les relations suivantes :

— Associativité : pour p P P pnq, qi P P pliq, aj P P ,
ppq1, ..., qrqpa1, ..., alq “ ppq1pa1, ..., al1q, ..., qrpal1`...`lr´1`1, ..., al1`...`lr qq.

— Unité : pour p P P pnq, pp1, ..., 1q “ p “ 1ppq.

— Équivariance : pour p P P pnq, qi P P pliq, pour σ P Sn,
pσ.pqpq1, ..., qrq “ σ˚pl1, ..., lrq.ppqσp1q, ..., qσprqq;
ppτ1.q1, ..., τr.qrq “ pτ1 ‘ ...‘ τrq.ppq1, ..., qrq.

Un morphisme d’opérades φ : P ÝÑ Q est la donnée de morphismes de modules φ : P prq ÝÑ Qprq pour
tout r préservant l’unité de P ainsi que la composition.

Ceci forme alors une catégorie, que nous noterons Op. Il s’agit d’une sous-catégorie dans la catégorie
ModS

K des séquences symétriques.

La définition d’une opérade se généralise dans le cas d’une catégorie monöıdale symétrique, en recopiant
les diagrammes commutatifs donnés par les égalités précédentes :

1b P pnq P p1q b P pnq

P pnq

ηbid

»
µ

P prq b 1br P prq b P p1qbr

P prq

idbηbr

»
µ

Figure A.1 – Relations d’unités

pP prq b P ps1q b ...b P psrqq b pP pn
1
1q b ...b P pn

s1
1 qq b ...b pP pn

1
rq b ...b P pn

s1
r qq P prq b pP ps1q b P pn

1
1q b ...b P pn

s1
1 qq b ...b pP psrq b P pn

1
rq b ...b P pn

sr
r qq

P ps1 ` ...` srq b P pn
1
1q b ...b P pn

s1
1 q b ...b P pn

1
rq b ...b P pn

sr
r q P prq b P pn1

1 ` ...` n
s1
1 q b ...b P pn

1
r ` ...` n

sr
r q

P pn1
1 ` ...` n

s1
1 ` ...` n1

r ` ...n
sr
r q

»

µbidb...bid idbµb...bµ

µ µ

Figure A.2 – Relations d’associativité
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P prq b P pn1q b ...b P pnrq P prq b P pn1q b ...b P pnrq

P prq b P pnsp1qq b ...b P pnsprqq P pnsp1q ` ...` nsprqq P pn1 ` ...` nrq

sbpt1b...btrq

idbs˚ µ

µ spt1,...,trq

Figure A.3 – Relations d’équivariance

Remarque A.3.1. Soit P P ModS
K. Alors on observe que se donner une structure d’opérade sur P équivaut

à se donner une structure de monöıde sur P dans la catégorie monöıdale pModS
K, ˝„, Iq.

Nous pouvons aussi définir des opérations de compositions partielles :

@p P P pnq,@q P P pmq, p ˝i q “ pp1, ..., 1, q, 1, ..., 1q.

L’intérêt des compositions partielles est de pouvoir retrouver très facilement la composition totale µ de
l’opérade, grâce à l’axiome d’unité et d’associativité. En fait, la définition d’une opérade équivaut même
à la donnée des opérations de composition partielle, pourvu que les axiomes d’unités, d’associativité et
d’équivariance soient vérifiées.

Les groupes symétriques munies de la composition que nous avons défini au début de cette section forment
un exemple d’opérade. Si A est un K-module, pHompAbn, Aqqn forme aussi une opérade, notée EndA, que
nous définissons avec les compositions partielles p ˝i q définies en mettant q à la i-ème composante de p, dans
le sens où : p ˝i qpa1, ..., an`m´1q “ ppa1, ..., ai´1, qpai, ..., ai`m´1q, ..., an`m´1q.

A.3.2 Opérades par générateurs et relations

Dans cette sous-partie, on s’attarde en particulier sur la création d’une opérade via des générateurs et des
relations, comme pour les groupes.

Commençons par le théorème suivant :

Théorème A.3.1. Soit M une séquence symétrique et soit P une opérade. Il existe une opérade ΘpMq
appelée opérade libre engendrée par M telle que pour tout morphisme f : M ÝÑ P de séquences symétriques,
il existe un unique morphisme φf : ΘpMq ÝÑ P d’opérades tel que f “ φf ˝ i :

M

ΘpMq

P

i

f

D!φf

.

Démonstration. Voir [Fre17].

Ceci est donc l’analogue, pour les groupes, des groupes libres à n éléments Fn, pour lesquels un morphisme
de groupe basé en Fn ne dépends que de la donnée des images des n générateurs.

Intuitivement, l’opérade ΘpMq s’obtient en composant formellement les éléments de M , de sorte que tous
les axiomes d’une opérade soient satisfaits. Ceci peut se formaliser en terme d’arbres (voir pour cela [Fre17]
et [LV12]).
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Définition A.3.2. Soit P une opérade. Un idéal dans P est une collection de sous-modules Sprq Ă P prq pour
tout r ě 0 préservés par l’action de Σr et tels que pour tout p P P prq, pour tout q1 P P pn1q, ..., qr P P pnrq,
on ait ppq1, ..., qrq P Spn1 ` ...` nrq dès que p P Sprq, ou dès que il existe i P J1; rK tel que qi P Spniq.

Naturellement, on peut définir la notion d’idéal engendré par des éléments ; donnons-nous une opérade
P , ainsi qu’une famille d’éléments zα P P pnαq. La séquence symétrique formée des combinaisons linéaires des
éléments de la forme pp1, ..., zαpq1, ..., qnαq, ..., 1q où p et les qi sont des éléments de P (de sorte que l’expres-
sion précédente soit bien définie), où α varie dans l’ensemble d’indexation de la famille des zα constitue un
idéal dans P qui contient tous les éléments zα. On dit que c’est l’idéal engendré par les zα, noté ă zα | α P I ą.

Proposition A.3.1. Soit P une opérade et soit S un idéal de P . Alors les modules quotients Rpnq “
P pnq{Spnq induisent une opérade R noté R “ P {S.

De plus, si S “ă zα | α P I ą et si on note π : P ÝÑ P {S le morphisme d’opérade obtenu par projection
sur chaque composante, un morphisme d’opérades φ : P ÝÑ Q se factorise en φ : P {S ÝÑ Q à travers π si
et seulement si @α P I, φpzαq “ 0.

Avec la remarque précédente cette proposition, nous sommes donc en mesure de définir une opérade à
l’aide de générateurs et de relations :

Définition A.3.3. Soit M une séquence symétrique. Soit wα0 , w
α
1 P ΘpMqpnαq ˆ ΘpMqpnαq une famille

d’éléments. On définit l’opérade généré par M avec pour relations wα0 ” wα1 par :

ΘpM : wα0 ” wα1 , α P Iq “ ΘpMq{ ă wα0 ´ w
α
1 | α P I ą .

Ainsi, nous avons construit une opérade, générée par M , dans laquelle les opérations wα0 et wα1 dans ΘpMq
cöıncident.

Ceci sera particulièrement utile pour construire facilement les opérades nous permettant de retrouver les
structures d’algèbres classiques.

A.3.3 Algèbres sur une opérade

Définition A.3.4. Une algèbre sur une opérade P (ou P -algèbre) est la donnée d’un K-module A et de
morphismes λ : P prq b Abr ÝÑ A satisfaisant les relations suivantes, où on note ppa1, ..., anq l’image de
pb a1 b ...b an par λ :

— Associativité : pour p P P pnq, qi P P pliq, aj P A,
ppq1, ..., qrqpa1, ..., alq “ ppq1pa1, ..., al1q, ..., qrpal1`...`lr´1`1, ..., al1`...`lr qq.

— Unité : @a P A, 1paq “ a.

— Equivariance : pour p P P pnq, a1, ..., an P A, σ P Sn, pσ.pqpa1, ..., anq “ ppaσp1q, ..., aσpnqq.

Comme pour la définition d’une opérade, ceci peut se résumer à la commutativité des diagrammes sui-
vants :

La définition d’algèbre sur une opérade donne directement le théorème suivant :
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P prq bAbr P prq bAbr

P prq bAbr A

sbid

idbs˚ λ

λ

Figure A.4 – Relations d’équivariance

1bA P p1q bA

A

ηbid

»
λ

Figure A.5 – Relations d’unités

pP prq b P pn1q b ...b P pnrqq bA
bn P prq b pP pn1q bA

bn1q b ...b pP pnrq bA
nr q

P pn1 ` ...` nrq bA
bn A P prq bAbr

»

µbidbn idbλb...bλ

λ λ

Figure A.6 – Relations d’associativité

Théorème A.3.2. La donnée d’une algèbre A au-dessus d’une opérade P est équivalente à se donner un
morphisme d’opérades φ : P ÝÑ EndA.

Donnons quelques exemples classiques. On définit la séquence symétrique MCom comme étant KX1X2

en arité 2, et 0 sinon, où on considère les polynômes en 2 variables commutatives, munies de l’action du
groupe symétrique par permutation des variables. On définit, dans le cas non commutatif, MAs comme étant
KX1X2‘KX2X1 en arité 2, et 0 sinon, munie de l’action du groupe symétrique par permutation des variables.
On définit enfin MLie comme étant MCom ensemblistement, mais munie de l’action p12q.X1X2 “ ´X1X2.
On pose alors :

Com “ ΘpMCom : X1pX2X3q “ pX1X2qX3q,

As “ ΘpMAs : X1pX2X3q “ pX1X2qX3q,

Lie “ ΘpMLie : X1pX2X3q `X3pX1X2q `X2pX3X1q “ 0q.

Il est alors facile de voir que se donner une algèbre associative (commutative) est équivalent à se donner
une algèbre sur l’opérade As (ou Com dans le cas commutatif). Si on change l’hypothèse d’alternance en
anti-symétrie dans la définition d’une algèbre de Lie, on a aussi équivalence entre le fait de se donner une
algèbre de Lie, et le fait de se donner une algèbre sur l’opérade Lie.

A.3.4 Monades SpP,´q et ΓpP,´q associées à une opérade P

On rappelle dans un premier temps la définition d’une monade :

Définition A.3.5. Soit C une catégorie. Une monade est la donnée d’un foncteur T : C ÝÑ C muni d’un
morphisme produit µ : T ˝T ÝÑ T et d’un morphisme unité η : id ÝÑ T dans la catégorie des endofoncteurs
de C faisant commuter les diagrammes suivant :
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T ˝ id T ˝ T id ˝ T

T

id˝η

“
µ

η˝id

“

T ˝ T ˝ T T ˝ T

T ˝ T T

id˝µ

µ˝id µ

µ

Un morphisme de monades est un morphisme de foncteurs φ : S ÝÑ T faisant commuter les diagrammes
suivants :

id

S T

ηS ηT

φ

S ˝ S T ˝ T

S T

φ˝φ

µS µT

φ

On peut ainsi définir les algèbres sur une monade :

Définition A.3.6. Soit pT, µ, ηq une monade dans une catégorie C. Une algèbre sur la monade pT, µ, ηq est
un objet A P C muni d’un morphisme λ : T pAq ÝÑ A faisant commuter les diagrammes suivants :

A T pAq

A

ηpAq

“ λ

T ˝ T pAq T pAq

T pAq A

T pλq

µpAq λ

λ

Si A et B sont deux algèbres sur la monade pT, µ, ηq, on définit un morphisme d’algèbres comme étant un
morphisme f : A ÝÑ B faisant commuter le diagramme suivant :

T pAq T pBq

A B

T pfq

λA λB

f

Ceci définit alors une sous-catégorie de C, notée CT .

La remarque A.3.1 nous permet directement d’avoir :

Proposition A.3.2. Soit P P ModS
K une opérade. Alors SpP,´q est une monade.

Démonstration. On pose T “ SpP,´q P EndpModKq. Considérons µ : P ˝
„
P ÝÑ P le morphisme de compo-

sition donné par la structure d’opérade de P , et par la remarque précédente, ainsi que le morphisme unité
η : I ÝÑ P . Ceci induit, d’après la proposition A.2.3 un morphisme produit rµ : T ˝T ÝÑ T et un morphisme
unité rη : Id ÝÑ T qui confèrent, d’après les relations vérifiées par µ et η, une structure de monade à SpP,´q.

En particulier, une algèbre sur une opérade P équivaut à se donner une algèbre sur la monade SpP,´q.

En ce qui concerne la structure de monade de ΓpP,´q, nous avons besoin d’une hypothèse supplémentaire :

Définition A.3.7. Une séquence symétrique M est dite connexe si Mp0q “ 0.
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Proposition A.3.3. Soient M,N P ModS
K. Si N est connexe, alors la trace TrM,N : M ˝

„
N ÝÑ M ˝

„N est

un isomorphisme.

Démonstration. Voir [Frea].

On en déduit alors la proposition suivante :

Proposition A.3.4. Soit pP, µ, ηq une opérade connexe. Il existe alors un produit rµ : P ˝„P ÝÑ P donné
par rµ “ µ ˝ Tr´1

P,P .

De plus, ce produit donne une structure de monöıde pP, rµ, ηq dans la catégorie monöıdale pModS
K, ˝
„, Iq.

Corollaire A.3.1. Soit pP, µ, ηq une opérade connexe. Alors pΓpP,´q, rµ, ηq est une monade.

Définition A.3.8. Soit P une opérade connexe. Une ΓP -algèbre est une algèbre sur la monade ΓpP,´q.

Nous récupérons alors de plus la proposition suivante :

Proposition A.3.5. Soit P une opérade connexe. Alors la transformation naturelle Tr : SpP,´q ÝÑ ΓpP,´q
est un morphisme de monades.

Démonstration. Voir [Frea].

En particulier, toute P -algèbre est une ΓP -algèbre. C’est pourquoi les ΓP -algèbres sont aussi appelées
P -algèbres à puissances divisées.
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Annexe B

Bialgèbres et algèbres de Hopf

Dans ce chapitre de l’annexe, nous allons donner toutes les définitions utiles dans le chapitre 3 de ce
mémoire qui concernent les algèbres de Hopf. Nous allons nous restreindre à la catégorie des K-modules, où
K est un anneau commutatif et unitaire, mais la plupart de ces définitions se généralisent aisément dans le
cas d’une catégorie monöıdale symétrique.

Pour une lecture plus approfondie sur ces objets et leurs utilisations, voir par exemple [Fre17].

B.1 Bialgèbres

Dans un premier temps, nous allons définir les algèbres, les coalgèbres puis les bialgèbres. Les définitions
seront données de sorte qu’elles puissent s’adapter aisément dans le contexte d’une catégorie monöıdale
symétrique. Si A est un K-module, τ : AbA ÝÑ AbA désignera l’isomorphisme induit par la permutation
p12q.

B.1.1 Algèbres associatives unitaires

Un K-module A est une algèbre unitaire associative (ou K-algèbre) si elle est munit d’un morphisme
produit µ : AbA ÝÑ A et d’un élément unité 1 P A tel que les égalités suivantes soient satisfaites :

— µpµpab bq b cq “ µpab µpbb cqq (Associativité) ;

— µpab 1q “ a “ µp1b aq (Unité).

L’axiome d’unité peut aussi être donné via un morphisme η : K ÝÑ A dit le morphisme unité.

L’algèbre est dite commutative si en plus µpab bq “ µpbb aq.

On peut résumer ceci avec la commutativité des diagrammes suivants :

Ab 1 AbA 1bA

A

idbη

»
µ

ηbid

»

AbAbA AbA

AbA A

idbµ

µbid µ

µ
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L’hypothèse de commutativité demande en plus la commutativité du diagramme suivant :

AbA AbA

A

τ

µ µ

On note en général a.b “ µpab bq le produit.

Tout anneau K en particulier est muni d’une structure d’algèbre dans la catégorie des K-modules.

Un morphisme f : A ÝÑ B entre deux algèbres dans M est un morphisme de M qui préserve le produit
et l’unité.
Ceci défini donc en particulier deux sous-catégories de ModK, que nous notons AsK et ComK dans le cas
commutatif (on peut oublier l’indice K s’il n’y a aucune ambiguité sur l’anneau de base).

Par ailleurs, ces catégories admettent une structure de catégorie monöıdale. Soient en effet A et B deux K-
algèbres. Alors AbB est aussi une K-algèbre, munie de 1AbB “ 1Ab1B et pa1bb1q.pa2bb2q “ pa1.a2qbpb1.b2q.

B.1.2 Coalgèbres coassociatives counitaires

On définit les coalgèbres coassociatives counitaires dans la catégorie des K-modules de façon duale à la
définition des K-algèbres.

Une coalgèbre coassociative counitaire est un K-module muni d’un morphisme counité ε : C ÝÑ K (aussi
appelé augmentation) et d’un coproduit ∆ : C ÝÑ C bC satisfaisant des propriétés de counité et de cocom-
mutativité.

Pour écrire ces axiomes, on écrit ∆pxq “
r
ÿ

i“1

xip1q b xip2q. Nous simplifierons cette écriture en utilisant la

notation de Sweedler : ∆pxq “
ÿ

pxq

xp1q b xp2q voir parfois ∆pxq “ xp1q b xp2q en voyant xp1q, xp2q P C. Cette

dernière notation se justifie par le fait que toutes les formules que nous écrivons dans les coalgèbres reviennent
à s’intéresser aux monômes ab b qui apparaissent dans les formules.

C est alors une coalgèbre si les relations suivantes sont satisfaites :

— ∆pxp1qq b xp2q “ xp1q b∆pxp2qq (Coassociativité) ;

— εpxp2qqxp1q “ x “ εpxp1qqxp2q (Counité).

C est dite cocommutative si en plus xp1q b xp2q “ xp2q b xp1q.

L’axiome de coassociativité permet par ailleurs d’itérer ∆ et de définir ∆pnq : C ÝÑ Cbn, et nous écrirons
∆pxq “ xp1q b ...b xpnq.

Comme précédemment, ceci peut se résumer avec la commutativité des diagrammes suivants :

C

C b 1 C b C 1b C

»
∆

»

idbε εbid
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C C b C

C b C C b C b C

∆

∆ idb∆

∆bid

La cocommutativité se traduit alors par la commutativité du diagramme suivant :

C

C b C C b C

∆ ∆

τ

Exactement comme dans le cas des algèbres, un morphisme f : C ÝÑ D de coalgèbres est un morphisme
de K-modules tel que :

— εD ˝ f “ εC ;

— pf b fq ˝∆C “ ∆D ˝ f.

Ceci définit alors, à nouveau, deux catégories.

De même que dans le cas des algèbres, on peut donner à C bD une structure de coalgèbre coassociative
counitaire (et cocommutative si C et D le sont), de la façon suivante : l’augmentation sera le morphisme

εCbD : CbD
εCbεD
ÝÝÝÝÑ KbK »

ÝÑ K et ∆CbD : CbD
∆Cb∆D
ÝÝÝÝÝÑ pCbCqbpDbDq

idbτbid
ÝÝÝÝÝÑ pCbDqbpCbDq.

B.1.3 Bialgèbres

Nous définissons à présent les bialgèbres, essentiellement comme étant des objets étant à la fois algèbres,
et à la fois coalgèbres :

Définition B.1.1. Une bialgèbre est un K-module H muni d’un produit µ et d’un coproduit ∆ vérifiant les
formules de comptabilité suivantes :

H bH H

Kb K K

µ

εbε ε

»

K H

Kb K H bH

η

» ∆

ηbη

K H

K

η

“
ε

H bH H

pH bHq b pH bHq

pH bHq b pH bHq H bH

µ

∆b∆

∆

idbτbid

µbµ

B.2 Algèbres de Hopf

Essentiellement, une algèbre de Hopf est une bialgèbre munie d’une opération particulière appelée anti-
pode, qui généralise le passage à l’inverse dans un groupe :
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Définition B.2.1. Une algèbre de Hopf est une bialgèbre H muni d’un morphisme σ : H ÝÑ H appelé
antipode faisant commuter le diagramme suivant :

H bH H bH

H K H

H bH H bH

σbid

µ∆

ε

∆

η

idbσ

µ

Avec nos notations, la commutativité de ce diagramme équivaut aux deux égalités :

ap1qσpap2qq “ εpaq.1 “ σpap1qqap2q.

Nous n’irons pas plus loin sur la notion d’algèbres de Hopf, dont seule la définition nous est utile dans ce
mémoire. Pour des applications intéressantes des algèbres de Hopf en topologie algébrique, voir par exemple
[Fre17].
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