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1. RAPPELS SUR LES SUITES NUMERIQUES

1.1. Limite d’une suite de nombres réels.

Définition 1.1. Soit ae := (an | n € N) une suite de nombres réels.
(i) On dit que ao converge vers | € R si :

’V5>O IneN telque |ar—Il<e Vk>=n.

(ii) Si ae converge vers [, on dit aussi que [ est la limite de a,, et on écrit :

= lim a,.
n—-+oo

(ili) On dit que a, diverge si elle ne converge vers aucun nombre réel 7.
(iv) On dit que a, est une suite de Cauchy si :

’V€>0 dneN telque |ap—aql <e Vp,g=n.

Remarque 1.2. (i) Noter que dans la définition de suite de Cauchy il n’y a aucune
mention de limite ; pourtant le théoréme [1.6|nous montrera que les suites de Cauchy
sont précisément les suites convergentes.

(ii) La limite de la suite aq est unique (si elle existe). En effet, si I’ est une autre
limite de a,, on sait que pour tout € > 0 il existe n,n’ € N tels que |ap — | < ¢
et lagp — | < € pour tout k > n et tout ¥’ > n’; avec d := max(n,n’) on a alors
lag — 1] < € et Jag —I'| < € et par suite :

L=V = (- aq)+ (aa =) < |l = ag| +aa = 1] < 2e.
Puisque ¢ est arbitraire, on doit alors avoir [ = I’

(iii) Soient ae := (a,|n € N) et by := (b, |n € N) deux suites qui ne différent
que pour un mombre fini d’indices, c’est a dire, il existe n € N tel que ar = by
pour tout £ > n. On déduit aussitdot que a, est convergente si et seulement s’il
en est de méme pour b,, et le cas échéant, la limite de a, coincide avec la limite
de be. Cette observation est implicitement utilisée quand on a faire avec des suites
ae qui sont définies seulement & partir d’un indice initial ng (par exemple, la suite
ae := (an |n € N\ {0}) telle que a,, := 1/n pour tout n > 1) : si 'on le souhaite,
on pourra compléter la définition de a, de fagon arbitraire, pour les indices k < ng

(par exemple, on pourrait prendre a; := 0 pour tout k < ng); le caractére de la
suite ainsi obtenue ne dépendra pas des choix effectués.

(iv) La question de l’ezistence de la limite d’une suite donnée est plus délicate ;
pour cette question, la proposition importante suivante fournit la premiére étape.

Proposition 1.3. (i) Toute partie &/ C R non vide et majorée admet une borne
supérieure, qui est le plus petit des majorants de <7 , notée :

sup(«) € R.

(ii) De méme, toute partie  C R non vide et minorée admet une borne infé-
rieure, qui est le plus grand des minorants de 9B, notée :

inf(#) € R.
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Démonstration. Noter que si la partie Z est minorée, alors & := {—a|a € A}
est majorée, et si M est un majorant de 7, alors —M est un minorant de 4 ; par
suite, si &7 admet la borne supérieure sup(«), alors % admet la borne inférieure
—sup(&). Cela rameéne la preuve de lassertion (ii) a celle de I’assertion (i), donc
il suffit de vérifier que toute partie majorée o/ admet une borne supérieure.

Pour cela, notons d’abord par [z] la partie entiére de tout nombre réel . (Par
exemple : [57,896] = 57, [-57,896] = —57, [r] = 3, etc.) Ensuite, pour tout k € N
posons :

[x] = % - [10% - 2] Vo € R.
Par exemple, pour calculer [57,896]s il faut prendre d’abord la partie entiére de
10% - 57,896 ; cela donne 5789 ; ensuite on divise par 102 : donc [57,896], = 57, 89.
On voit qu’il s’agit de la troncation de 57,896 qui ne garde que la partie entiére
et le deux premieére chiffres décimales. De méme, on vérifie aisément que [x]j est la

troncation de x qui garde jusqu’auzx k premiéres chiffres décimales. Par exemple :
[7]17 = 3,14159265358979323.

Noter aussi que [z]yp = [z] pour tout € R. On appelle [z]; la k-troncation de x.
Cela posée, revenons a notre partie majorée o7, et notons par &y ’ensemble des
parties entiéres des éléments de o7 :

& :={lalo]a € o}

Puisque &7 est majorée, évidemment aussi &, est une partie majorée ; mais d’autre
part &y me contient que des mombres entiers, donc il existe un élément mazximal
de & ; appelons Mj ’élément maximal de &,. Prenons ensuite la partie @ C &7
formée des éléments de o7 dont la partie entiére est précisément My :

A :={a € o |[ag] = Mo}

Noter que &7 et o4 ont les mémes majorants, car les éléments de &/ qui ne sont
pas dans &%, sont en tout cas plus petits des éléments de 7.

L’étape suivante consiste a prendre la partie & formée des 1-troncations des
éléments de & :

& = {[a]1|a € A}

Evidemment &; contient au plus 10 éléments, donc on dénote par M7 I'élément
maximal de &1, et on dénote en outre par & C 4 la partie formée des éléments
de o7 dont la 1-troncation est précisément M; :

o = {a S d‘ [a]1 = Ml}
On continue de la méme fagon, par récurrence : pour tout k& > 2 on pose
&) = {[a]k | ac JZ{k_l} My, = max(éak) Gy, = {a S JZ{| [a]k = Mk}

A chaque étape, la partie &) contient au plus 10 éléments; en outre, M} est un
nombre réel avec (au plus) k chiffres décimales non nulles, et les premiéres k — 1
chiffres décimales de M}, sont celles de My_1 ; autrement dit :

[Mk]k—l = M;_4 Vk € N.

Donc, on peut construire un nombre réel M en prenant ['unique expression dont les
premieres k chiffres décimales coincident avec celles de My, pour chaque k € N.



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 4

Un mot de précaution : souvent, le nombre M ainsi obtenu sera tel que sa k-
troncation coincide avec M}, pour tout k, mais parfois on obtient un nombre M qui
n’a pas cette propriété! En effet, supposons que 'on ait :

My=0 M; =0,9 My =10,99 Ms = 0,999

de sorte que M = 0,99999- - ; mais cette expression décimale donne le nombre
entier 1; donc M =1 et alors [M];, = 1 pour tout k € N. Toutefois, cela ne cause
pas de difficultés pour notre raisonnement, car on a au moins :

1
(%) |[M]x — M| < o VkEN

Montrons que M est un majorant de </ : en effet, soit par I'absurde a € &7 avec
a > M; alors il existe k € N tel que [a], — [M]r > 1/10%, et avec () il vient
[alx > Mj. Mais cela est absurde, car par construction la k-troncation de tout
élément de o est < M.

Pour conclure, il ne reste qu’a vérifier que M est le plus petit majorant de <.
Cela revient a montrer que pour tout € > 0 il existe a € &7 tel que |M —a| < e.
Mais prenons k € N tel que 3/10F < ¢, et soit a € o avec [a];, = My ; alors
la — M| < 1/10%, et avec (x) il vient

(M —a| =|(M — [M]y) + ([M]x — Mk) + (My, — a)|
<M — [M]g| + [[M]x — M| + |My — a
<1/10% 4+ 1/10% 4 1/10% = 3/10%

d’ott |[M — a| < &, comme souhaité. O

Exemple 1.4. (i) Comme application, on peut montrer que toute suite ao :=
(an|n € N) croissante et majorée est convergente. Plus précisément, d’aprés la
proposition, la partie & := {a,, |n € N} admet une borne supérieure, et on a :

lim a, = sup(«).

n—-+4oo

En effet, soit L := sup(«/) ; puisque L est le plus petit des majorants de 7, pour
tout € > 0 il existe n € N tel que a,, €]L — ¢, L]. Mais puisque la suite a, est
croissante, on a alors aj €|L — ¢, L] pour tout k > n, et cela revient a dire que L
est la limite de a,.

(i) De meéme, on déduit aisément que toute suite ao décroissante et minorée
converge vers la borne inférieure de {a, |n € N}.

(iii) Soit ae := (an |7 € N) une suite de nombres réels; alors on a :

lim a,=0 < lim |a,| =0.
n—-+o0o n—-+o0o

En effet, par définition, la limite de ao est 0 si et seulement si pour tout £ > 0 il
existe n € N tel que |a| < € pour tout k > n; mais la méme condition équivaut a
dire que 0 est la limite de la suite des valeurs absolues (|a,||n € N).

D’autre part, on a les observations élémentaires suivantes :
Lemme 1.5. (i) Toute suite convergente ae := (ay |n € N) est bornée, et on a :

(%) inf{a, |n € N} < lir}rl an, < sup{a, |n € N}.
n—-+0oo
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(ii) En outre, toute sous-suite (by := ay(y) |n € N) de ae est également conver-
gente, et on a :

(k) lim a, = lim b,.
n—-+oo n—-+oo

Démonstration. (i) : Soit [ € R la limite de ae ; on doit exhiber m, M € R tels que
(s %) m<ar <M Vk € N.
Or, par hypothese il existe n € N tel que |ax — | < 1 pour tout k& = n (
e=1 ); ainsi :
l—1<ap<l+1 Vk > n.
On vérifie alors aisément que les inégalités (x * %) sont vérifiées avec
m:=min(l —1,a0,...,a,-1) et M :=max(l+ 1,a0,...,6n-1)-

Ensuite, afin de vérifier les identiés (x), il suffit de montrer que pour tout & > 0 le
nombre réel | — & n’est pas un majorant de o := {a, |n € N}, et que | + & n’est
pas un minorant de /. Mais cela est clair, car on sait qu’il existe n € N tel que
ay €]l — e, + €[ pour tout k > n.

(ii) : Rappelons qu’une sous-suite be := (by, |7 € N) de aq est une suite telle qu’il
existe une application k : N — N strictement croissante avec : b, = g (n) POUr tout
n € N. Donc I'application k sélectionne certains termes de la suite aq : par exemple,
la sous-suite (agy, |n € N) sélectionne les termes & indice pair. Evidemment on a
k(n) = n pour tout n € N; la convergence de by découle alors aussitot de celle de
., ainsi que l'identité (xx), par inspection directe des définitions. O

Théoréme 1.6. Une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. Si ae := (an |n € N) converge vers | € R, alors pour tout € > 0 il
existe n € N tel que |a; — | < €/2 pour tout k > n. Par suite :
lap —aql =[(ap —1) + (I —ag)| < lap — |+l —aq| <e/2+¢/2=¢ Vp,qg=n
et donc a, est de Cauchy.

Réciproquement, si a, est de Cauchy, alors pour tout ¢ € N il existe n(t) € N tel
que :

1
(*) lap — aq| < P Vp,q = n(t)

( e=1/(t+1) ).
On peut aussi supposer que :
(%) n(0) <n(l) <n(2) <---

(Pour cela, si la suite (n(t) |t € N) vérifie seulement (), définissons par récurrence :
n/(0) := n(0) et n/(t+1) := max(14+n’'(¢), n(t+1)) pour tout ¢ € N; alors la nouvelle
suite (n/(t) |t € N) vérifie (x) et (xx)).
Or, posons : % = {a, |p > n(k)} pour tout k € N, et aussi :
My, = sup(F%) my, .= inf(.7%) vk € N.

Noter que :

1
lap| = la, — (k) T an(k)\ < ayp — an(k)| + |an(k)| < Frl + |an(k)| Vp € S
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donc la partie .% est bornée, et alors M} et my, sont des nombres réels, pour chaque
k € N. En outre, ces parties sont emboitées : /5 D .1 D ¥ D -+, donc on a :

(a) la suite M, := (M}, | k € N) est décroissante
(b) la suite me := (my | k € N) est croissante
(¢) 0< My —mg <1/(k+1) pour tout k € N (cela découle de (x)).

On déduit aussitdt que les suites M, et me convergent : plus précisément la limite
de M, est L := inf{M} |k € N}, car M, est décroissante et la limite de m, est
[ :=sup{my, | k € N}, car m, est croissante) ; et I'inégalité (c) entraine aussi que :

L=1

Il s’ensuit aisément que ! (ou L) est aussi la limite de la suite originaire ao. En
effet, noter que pour tout k € N et tout p > n(k) on a

my < ap < My, et my <1< My
donc |ap — ] < My —my < 1/(k+ 1), d’ou I'assertion. O
1.2. Opérations sur les suites numériques.

Proposition 1.7. Soient ae := (an|n € N) et by := (by|n € N) deuzx suites
convergentes de nombres réels. Alors on a :

nll)r_{loo(an +b,) = (ngr_ir_loo an)+ ( lim by)

n—-+oo
wealOnbe) = (g an) - ( 1 b)

Démonstration. Soient [ et I’ les limites de a, et respectivement b,. Par hypothése,
pour tout € > 0 il existe n,n’ € N tels que :

lap — 1| <e/2 VYk>=n et lbp = U'l <e/2 Vk=n'
Par suite :
|(ar+bg) —(I+1)| = [(ar =)+ (b —1")| < Jag =1+ |bp—1'| <e  Vk > max(n,n’)
d’ou la premiére identité. Ensuite, par le lemme [1.5(1) il existe M € R tels que :
|bn| < M Vn € N.

Posons N := max(1, M, |I|). Par hypothése, pour tout € > 0 il existe n,n’ € N tels
que :

£

2N
Par suite, pour tout & > max(n,n’) il vient :

|a;€bk — ll/‘ = \(ak - l) by + (bk — l/) . l|

< law =1 - [bw] + [be = V[ - [1]

€ €

S M=

< 2N + 2N

d’oul la deuxiéme identité. O

9

kE>n'.
57 v n

lax — 1| < Vk>=n et b —U'| <

il <e

Proposition 1.8. (i) Soit ae := (an |n € N) une suite convergente telle que :

an #0 VneN et l:= lim a,#0.

n—-+oo

Alors la suite (1/an |n € N) converge vers 1/1.
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(ii) Soit en outre (b, |n € N) une deuziéme suite convergente versl’ € R. Alors :
b, U

lim —
n—+oo @, l

Démonstration. (i) : Quitte & eventuellement remplacer a, par la suite
(b, :==—an|n €N)
on peut supposer que | > 0 (car la suite (1/a,|n € N) converge vers 1/1 si et
seulement la suite (1/b,, |n € N) converge vers —1/1).
Soit alors € > 0 tel que 0 < el < 1, et prenons § €]0, 1] tel que :
1 1 1 1

S_e< <= +e
I Sy = Site

el
1+el

0<d<

Puisque 1§ > 0, il existe n € N tel que :
ar €)JI(1 = 96),1(1+9)] Yk =n
et par suite :
o <l g
ap  U(1+6)71(1—9)
d’ou 'assertion.
(ii) : Cela découle de (i) et de la proposition car by /an = by, - (1/ay). O

C]%—E,%-"-E[ Vk>n

Proposition 1.9. Soient I C R un intervalle, ae := (an |n € N) une suite conver-
gente, telle que a, € I pour tout n € N, et soit f : I — R une fonction continue.
Alors, si la limite de ao est un nombre réell € I, on a :

lim f(an) = £(0).

n—+4o0o

Démonstration. :
I peut étre de la forme Ja, b[ pour des réels a < b, ou [a,b], [a,b], ]a,b], |a,+oo,
] — 00,0, [a, +o0[, ] — 00, b] ou | — oo, +00].

La continuité de f au point [ € I revient & dire que :
(%) Ve>0 36>0 telque |f(z)—f(D)|<e Vaeln)i-6,149].
De l'autre coté, la convergence de ao vers [ veut dire que :

(xx) V6>0 IneN telque apelINi—0,l+6 Vk=n.

Si lon fait @ = ag, la condition de () est alors satisfaite, pourvu que k > n, avec
n € N vérifiant la condition de (%) ; par suite :

Ve>0 IneN telque |f(ax)—f)]<e Vk=n

et cela revient a dire que la suite (f(an)|n € N) converge vers f(1). O

Exemple 1.10. Montrons que si la suite (a, |n € N) converge vers [ € R, alors
(lan| | n € N) converge vers |I|. En effet, la fonction

fR—=R x|z

est continue, donc lassertion découle aussitot de la proposition [L.9]
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Exemple 1.11. La proposition[I.9est utile pour étudier la limite des suites définies
par récurrence. Soient par exemple A € [0, 3], et ae := (a, | n € N) telle que :

ag = A Ont1 = V3 —an Vn € N.

Noter que avec f(z) := /3 — z on a une fonction continue f : [0, 3] — [0, 3], donc
ap, € [0,3] pour tout n € N. Avec le lemme (i), on déduit que si a, converge vers
un nombre réel I, on doit avoir | € [0,3]; d’aprés la proposition on a dans ce
cas :

f(l) - ngr—ir-loof(an> - TLEI-ir-loo Gnt1 = l

car (an41|n € N) est une sous-suite de a, (lemme ii)). Autrement dit, [ vérifie
I’équation :

l=v3-1
Donc 12 =3 — 1< 12 +1—3 = 0; les solutions de cette équation sont (v/13 —1)/2
et (—v/13 — 1)/2. Mais la deuxiéme solution est négative, alors que [ € [0,3]; on
conclut que si a, converge, sa limite est

1:=(V13-1)/2

(noter que la limite ne dépend pas de la valeur initiale A choisie). Il reste a dé-
terminer si a, est effectivement convergent. Pour cela, rappelons le théoréme des
accroissements finis :

(%) Ve el 3FbelxlUll,z] tel que f(z)—1l= f(x)—f() = (z—1)-f'(b).

Mais on a :

1
"(b) = ———x Vb €]0, 3.
PO =g Wl
Donc, on a :
(%) D) <-eV3-b>1e0<b<2.

Mais noter que f([0,3]) = [0,v/3], donc a,, € [0,+/3] pour tout n > 1, et un simple
calcul montre que 1'on a aussi I € [0, v/3]. Comme /3 < 2, on déduit que 'inégalité
(xx) est vérifiée en particulier pour tout b €]ay,,![U]l,a,[ (pour chaque n > 1); si
Pon fait = a,, dans (%) (avec n > 1), on trouve alors :

1
lan1 =1 = |f(an) = Ul = lan = [['(O)] < Slan =1 VR >1.
Par une simple récurrence, on conclut que :
1
|an+1fl|<ﬁ~|a1—l| Vn eN
donc (|a, — ]| n € N) converge vers 0, et cela revient a dire que ao converge vers .

Exemple 1.12. Voici une autre application importante de la proposition [L.9) :
montrons la limite remarquable suivante :

lim <1+ﬁ> =e” Va € R.
n

n—-+o0o

Pour cela, prenons d’abord ng € N avec ng > |a|, et noter que b, :== 1+ a/n >0
pour tout n > ng, en particulier In(bgyn,) est un nombre réel bien défini pour tout
k € N. Noter en outre que la fonction

fR—=R T e’
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est continue sur R; d’apreés la proposition [I.9] il suffit alors de montrer que

lim (k+ no) In(bgin,) = a

k——+oco
car alors on aura :
. g n T k+no . _ _ a
Jim (14 2) =t ofine = lim (k4 o) In(birng)) = fla) = €

Or, rappelons le développement limité du logarithme :

In(l1+z)=x+r(x) avec lim r@) _ 0.

x—0 X

Puisque lim a/n =0, il vient alors, pour tout n > ng :
n—-+oo

ln(lJrg) :g+r(g) avec lim n~r(g) =0
n n n n—+00 n

d’ou :

lim (k+ no) In(bxyn,) = lim [a + (k+ no)r(

k—+oco k—+oco

)]
=a
k+ng
comme souhaité.
1.3. Convergence vers f+oo. Pour ’étude des suites non bornées, on peut parfois
appliquer la notion de convergence introduite par la définition suivante. Toutefois,

il faut prendre garde que les résultats des paragraphes précédents ne s’étendent que
partiellement aux suites vérifiant cette condition de convergence généralisée.

Définition 1.13. Soit ae := (a, |7 € N) une suite de nombres réels.
(i) On dit que ae converge vers 400 si :

VM >0 dneN telque apr>M Vk>=n.

Dans ce cas, on dit aussi que 400 est la limite de ae, €t on écrit :

lim a, = +oo.
n—-+oo

(ii) On dit que aes converge vers —oo si :

VM >0 dneN telque ar<-M Vk=>=n.

Dans ce cas, on dit aussi que —oo est la limite de ao, €t on écrit :

lim a, = —oc.
n—-+4oo

Exemple 1.14. (i) Avec 'exemple ii) on trouve :

. . n+1
lim — =0 lim =
n—+oo n n—-+oo n

1

car ces suites (définies pour n > 1) sont décroissantes, et car on a :
inf{l/njn>1}=0 et inf{(n+1)/n|n>1} = 1.
(ii) Soit r € R; alors :

lim 7" =0 sifrj<1 et lim " =400 sir>1
n——+00 n—-—+oo

En effet, pour la premiére identité il suffit de vérifier que (|r"||n € N) converge
vers 0 (voir I'exemple [.4](iii)), et comme |r"| = |r|", on est alors ramené au cas
o 1 > r > 0. Mais dans ce cas, la suite (r™ |n € N) est décroissante et minorée,
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donc elle converge vers [ := inf{r™ | n € N}, d’aprés I'exemple ii). On voit assez

aisément que [ = 0 par des raisonnements élémentaires ; sinon, on peut aussi utiliser

la proposition : en effet, soit f : R — R la fonction telle que f(z) := rz pour

tout 2 € R. Alors 7! = f(r™) pour tout n € N, et comme f est continue, on a :
I= lim »"*'= lim f(r")=f()=rl

n—-+oo n—-+oo
Mais puisque r # 1, l'identité [ = rl entraine que [ = 0.

Pour le cas ou r > 1, remarquons que dans ce cas la suite (r"|n € N) est
croissante et non majorée ; mais par inspection directe des définitions on voit que
toute suite croissante et non majorée converge vers +oo. De méme, toute suite
décroissante et mon minorée converge vers —oo.

(iii) On a:

. n? +3n+2
lm —m8M8—— =
n—+o00 n+7
En effet, noter que :
n? +3n+2
n+7
car (n+7)-(n—4) =n%+ 3n — 28 pour tout n € N.

>n—4

Pour resoudre des exercices comme les précédents, on peut parfois s’aider de la
proposition suivante :

Proposition 1.15. (i) Soient ae := (an |n € N) et by := (b, |n € N) deux suites
convergentes, et telles que a, < b, pour tout n € N. Alors :
lim a, < lm b,.
n—-+4oo n—-+4oo
(ii) (Lemme des gendarmes) Soient ae := (an|n € N), by := (b, |n € N) et
ce = (¢ |n € N) trois suites de nombres réels telles que :

anp < b, <cp Vn € N

et supposons que lim ae = lim co = 1. Alors aussi by converge vers .
n—-+oo n—-+oo

Démonstration. (i) : L’assertion est triviale si a, converge vers —oo, ou si b, converge
vers +o0o0. En outre, on voit aisément que si a, converge vers +oo, alors aussi be
converge vers +00. De méme, si b, converge vers —oo, alors aussi a, converge vers
—oo. Ainsi, il ne reste qu’a considérer le cas ou les limites [ et I’ de a, et respec-
tivement be sont réels. Posons alors ¢, := b, — a, pour tout n € N; d’aprés la
proposition la suite cq¢ := (¢, |2 € N) converge vers I’ — [, et noter que ¢, > 0
pour tout n € N, donc la limite de ¢, est > 0, par le lemme i), doul’ > 1.

(ii) : Les cas ot | = 400 ou | = —oo se déduisent aisément de la partie (i), déja
démontrée. Soit alors | € R, et posons b, := b, — a, et ¢}, := ¢, — a, pour tout
n € Nj il vient :

0<b, < Vn eN

n
et la suite (¢}, |n € N) converge vers 0, par la proposition 11 suffit de vérifier
que la suite (b, |n € N) converge vers 0, car alors la suite (b, = b, + a, |n € N)
convergera vers [, toujours d’aprés la proposition
Or, pour tout € > 0 il existe n € N tel que 0 < ¢}, < ¢ pour tout k > n, donc
aussi 0 < b;c < € pour tout n > k, d’ou 'assertion. O
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1.4. Suites de nombres complexes. La notion de convergence d’une suite z4 :=
(zn | n € N) de nombres complexes est la méme que pour les suites de nombres réels,
quitte a remplacer la valeur absolue | - | des réels par le module || - || des complexes.
Donc, on dira que z, converge versl € C, si :

’V€>O IneN telque |[l—z <e Vk}n‘

et dans ce cas on écrira comme d’habitude :

= lim =z,.
n—-+4oo

Noter que pour tout a,b € Ron a :

la + 16| = [la + ib|| = Va® 4 b* > max(|al, [b]).
Donc, si I'on dénote par
R(ze) := (R(zn) |n €N) et J(ze) := (J(2n) | In € N)

les suites des parties réelle et respectivement des parties imaginaires des termes z,,,
on déduit aussitot que :

(%) l :ngrfoo e R() :ngrfoo R(z,) et T() :ngrfoo J(zn)-

Cela permet en principe de ramener la question de la convergence d’une suite de
nombres complexes zo & celle des suites de nombres réels PR(z.) et J(z,), et ainsi
généraliser aisément plusieurs propriétés des suites réelles au cas des suites com-

plexes. Par exemple, on dira qu’'une suite z, de nombres complexes est de Cauchy
si elle vérifie la condition analogue a celle de la définition [L1f(ii), c’est & dire :

Ve>0 dneN telque |z, —2zl <e ¥p,qg=n.

On déduit aussitot que zo est de Cauchy si et seulement s’il en est de méme pour
les suites R(zq) et I(za); compte tenu de (*) et du théoréme[L1.6] on déduit quune
suite zo de nombres complexes est de Cauchy si et seulement si elle est convergente.
En outre, la remarque [I.2]se généralise immédiatement aux suites de nombres com-
plexes.

Remarque 1.16. (i) Voici comment généraliser la proposition D’abord, puisque :
R(z+2)=R(z)+R(E) et T(z+2)=7T(2)+3(2) Vz,2eC

on déduit que pour tout couple de suites de nombres complexes z, €t 2, on a :

. / o . . !
wfean ¥ #n) = (Bep_on) +( 1a1 %)

par application de () et de la proposition Ensuite, puisque on a :

R(z2") =NR(2) - R(EZ') —T(2)-T(Z') et T(z2') =R(2)-I(=') +T(2) R
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pour tout z,z’ € C, on déduit que :

R( lim (2,2),)) = lim R(z,2),)

n—+oo n—-+oo
= lm (R(zn) - R(z,) = I(z0) - I30))
_ . . . / _ . . . ~ !
= Jp Ben) - B Ben) = Lip ) - Bep, Tlen)

— 3 . : !/ _ s R . /
= A0 ) A I ) =30 B en) 9 g 7n)
_ . . . 12
= R(( lim_za) - ( lm_2)))
et un calcul similaire montre que :
3 lim_(2024)) = 3(( lim_20) - ( lim_=]))

d’ou finalement :

. !’ . . . !
w oo 2non = (1 2n) - (B )

(ii) Par contre, les assertions qui dépendent de la relation d’ordre des nombres
réels ne se généralisent pas de fagon évidente : la condition a < b n’est bien définie
que si a et b sont des nombres réels, donc par exemple on ne dispose pas d’une
bonne notion de “borne supérieure d’'un ensemble de nombres complexes”.

(iii) Toutefois, pour toute suite convergente z, de nombres complexes on a :

lim z,
e

n—-+oo

w7 = U Pien) = en) =R Lim_zn) =3 M 2n) =

ou z dénote comme d’habitude le conjugué complexe du nombre complexe z.

Par suite, on peut aussi généraliser aisément 'exemple [.10] :

lim ||z, = nglfw Van  Zn = lim z,Zn

n—-+o0o n—-+o0o

= lim z,- lim Z,

n—-+oo n—-+o0o
—\/ lim 2z, - lim 2z,
n—-+oo n——+oo
= 1.
I im oz

(pour la deuxiéme égalité, on applique la proposition a la suite réelle (z,z, |n €

N) et a la fonction continue f : R>o — Ry telle que f(z) = y/z pour tout = > 0).
(iv) En dernier lieu, on a aussi ’homologue de la proposition [1.8]: si (2, |n € N)

et (z,|n € N) sont deux suites convergentes de nombres complexes, et si l'on a :

zn #0 VneN et lim 2z, #0
n—+oo
alors on a :
lim 2/
lim é _ ot 7
n—+00 2, lim z,
n—-+oo

Pour la preuve, il suffit de remarquer que :

, _
Zn _ An

Zn
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d’ou, avec (i), (iii) et la proposition :

/ — lim z,

. Zn . / . / n—+4oo
lim — i - lim 2z, = lim 2z, —/——
n—+o0o 2z, n——4oo ||an2 n—-4oo n—-4oo || hm Z’n”2

n—-+o00

et noter que :
A
. 2 - . .
I Bl e

1.4.1. Le produit hermitien. Soit n >1 un entier quelconque. Rappelons que sur R"
on a un produit scalaire naturel :

al bl
<7, ﬁ)Rn ‘= aiby + -+ ayby, VU = W = | eR”
an bn

relié a la norme standard de R™ par ’identité :

|7 ||gn := (T, T)rn VU € R™

Sur C", le produit scalaire réel est remplacé par le produit hermitien :
ai by
(7, ﬁ}cn ‘= a1by + -+ apby, VU = : LW = Ll ecCm.
an, by,

Comme pour le produit scalaire réel, il s’agit d’une forme R-bilinéaire sur C"™ x C",
mais il n’est pas C-bilinéaire, car il n’est C-linéaire que pour la variable & gauche :

AT 14502, Wen = MU 1, Wen + (T2, When YA p € CVT, Vs, W € C”

(la vérification est immédiate). Alors que (-, -)gn est symétrique, le produit hermitien

vérifie :
(E?7 7>Cn = W@n V?, W e

d’ou l'identité :

(U AT+ pWa)en = MU, W1)en + (T, Wa)en YA, p e CVYT, W, w6y € C"

qui exprime la sesquilinéarité a droite du produit hermitien. En particulier, on a :
Z1

(V, Den = |allP +-+ ) VT :=| : | eC™

Zn

Par suite, (7, 7>Cn est toujours un réel non négatif, et on déduit une norme sur
C™ avec :

|7 lcn := (T, V)en VU €C™
Lemme 1.17. Pour tout ¥, W € C" on a :
(i) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) |[(¥, W)en| < |V len - |6 ]|cn-
(i) (Inégalité triangulaire) |7 + Wljcn < |V ]len + | W ]|cn-
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%
Démonstration. (i) : On peut évidemment supposer que 7,3 # 0. Noter alors

que : > = >
[T llen” 1 lcn

o
et la norme de W et Tlen est égale & 1. Donc, on se raméne a montrer que :

ITler = [Wllen =1 = (T, Whenll <
Pour cela, posons :

ﬁl = <7, E}>C" . 7 et E?Q = E? - ﬁl.

(¥, @)en = Ve - 1T e -

Noter que :
(V, Wa)en = (U, W)en — (T, When - | 7> =0
d’ou aussi : (Wl, Wg)m = (. Par suite :
L= @2 = (W14, Wi+ Wa)en = |61 |20+ Tall2n = (T, W)en |+ W22
d’ott 'inégalité souhaitée.
(ii) : Au vu de (i), on trouve :
17+ 8|2 = [V 20 + TN + 2RV, W)
<[P + 1[0 + 207 len - 1B llen = (17 len + ||38]

d’out 'inégalité triangulaire. (I

on)?
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2. SERIES NUMERIQUES

2.1. La série d’une suite numérique, et sa somme.

Définition 2.1. Soit ae := (ay | n € N) une suite de nombres réels ; le série associée
G ae est la suite so := (s, |n € N) telle que :

Spi=ag+a+- - +ay, Vn € N.

Si la série s, converge, alors sa limite est appelée la somme de la suite a,, et elle
est notée :

—+oo

E ar ;= lim s,.
n—-+oo

k=0

Remarque 2.2. Soit se := (s, |n € N) une suite arbitraire de nombres réels, et
posons :

ap ‘= 8o a] ‘= 81— S0 a9 = S9 — 81 Qp ‘= Sy — Sp—1
On obtient ainsi une nouvelle suite ae := (a, |n € N), et on voit aisément que la

série associée a ao n’est rien d’autre que la suite originaire S,.

Autrement dit : toute suite est une série, et toute série est une suite.

En principe, il n’y a pas des différences essentielles entre ces deux notions. Néan-
moins, certaines questions et certains résultats sont présentés plus naturellement
en terme de suites, alors que pour des autres résultats il est plus naturel d’utiliser
le langage des séries.

Exemple 2.3. (i) La série arithmétique de raison r et valeur initiale A : il s’agit
de la série s, associée a la suite (a, |n € N) telle que

ag:= A et Gpt1 :=an+7 VneN

Donc a,, = A + nr pour tout n € N, et par suite :

snz(n—Fl)A—H“Zk Vn € N.
k=1

L’astuce pour additioner les premiers n entiers positifs consiste a le regrouper :
1424+ +n=014+n)+2+n-1))+B+n—-2))+---

Si n est pair, on a ainsi n/2 couples de termes entre parenthése, et la somme de
chaque couple est n + 1, donc au total on obtient (n + 1)n/2. Si n est impair, on a
(n —1)/2 tels couples, plus un terme solitaire au milieu, de valeur (n + 1)/2, mais
alors la somme est encore (n 4+ 1)n/2. Donc finalement :

sn:(n-i-l)(A—i-%) Vn € N.

On déduit aisément que la somme Zzzof) an est +oosir >0et —ocosir <O0.

(ii) La série géométrique de raison r et valeur initiale A : c’est la série s, associée
a la suite (ay, |n € N) telle que

ag = A et p+1 =Ta, Yn €N



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 16
Donc a,, = Ar™ pour tout n € N, et par suite :
n
sp=A E rk Vn € N.
Pour calculer S,, := ZZ:O r* =14+7r4+7r2+... 4" on remarque que

rSp=r+r>4+r3 4. gt
donc S, — 7S, =1 — 7"t et alors S, = (1 —r"*1) /(1 —r), d’ou :

1_ n+1
Sy = LA Vn € N.
1—r
Si|r| <1, on adéavuque lim 7" =0; on déduit que
n—-+4oo
1—gntt 1 1 1

lim 4 = < lim (1—r"")y=——(1- lim r"*)=_—
n—+too 1 —7 1—7r n—=+c 1—r n—+o00 1—r

et alors :

+oo
A

E Ar' = —— si|r| < 1.
1—r

k=0

Sir > 1, on voit aisément que Z;:OB Ar™ vaut +oo si A >0, et —oo si A < 0.
Sir < —1, la série géométrique diverge (sauf pour le cas trivial oi A = 0), et ne
converge ni vers +00, ni vers —oo.

(iii) Calculons la somme de la série :

+oo

1
Z(k+l)(/€+2)'

k=0
Pour cela, noter que :
1 1 1
k+1)(k+2) k+1 k+2

Donc, la somme des premiers n termes donne :

Vk € N.

S 1 1,,,1 1, 1 1 1 1 1
Z_Z Z_Z eV (——— =1—
kzo k’—l—2) (1 2)+(2 3)+(3 4)Jr Jr(n-i-l n+2) n—+2
(une telle série, dont chaque terme s’efface avec le suivant, est dite ).
Finalement on a alors :
io;— lim 1-— 1 =1
o (k+1)(k+2) noteo n42 T

(iv) Calculons la somme de la série :

+o00 k

kzzo(k;Jrl)!'

Il s’agit encore d’une série téléscopique, car :
ko k+1 ! 1
k+1)!  (k+D! (E+1)! K (k+1)!
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d’ou :

~ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z;)k+1 TR STRRET A it A o (n+1)!):1_(n+1)!
t finalement :

“+o0
k 1
Y = lim - —— =1
— (k+ 1) notoo (n+1)!

Proposition 2.4. Soit ae := (a, |n € N) une suite de nombres réels. Alors :

(i) La série se := (85, |n € N) associée a la suite ae converge si et seulement si :
Ve>0 dneN tel que lag+1 + g2+ +ap| <e Vp>qg=n
(i) En particulier si la série so converge, alors :

li =0.
Jim on
Démonstration. (i) : Noter que ag41 + ag2 + -+ + ap = s, — 5¢; mais alors, la
condition de (i) revient a dire que s, est une suite de Cauchy; donc Passertion
découle du théoréme
(ii) : Si lon fait p = g+ 1 dans la condition de (i), on trouve que pour tout € > 0

il existe n € N tel que |a,| < € pour tout p > n; cela revient & dire que a, converge
vers 0. (]

Remarque 2.5. (i) Les sommes finies a441+ ag42+- - - +a, apparaissant dans i)
5 P “+oo
s’appellent les restes de la série Y =) ay.

(ii) Une série Z:i% ayp, est dite grossierement divergente si la suite (a, |n € N)
ne converge pas vers 0 : d’aprés la proposition ii), une telle série ne converge
pas. La réciproque de la proposition (ii) est fausse, en général : il existe des suites
(an |n € N) convergentes vers 0, dont les séries associées ne convergent pas. Par
exemple, montrons que :

+oo 1

(%) > — = +oo.

n=1

Pour cela, posons s := Zk 1/k pour tout k > 1, et noter que :

n=1

81:1

18
278 TS Ty
_ +(14_1)>3+2_4
MERT3TY) 79T 1T
B +(1+1+1+1>>4+4_5
BEMT\F T T 7787278 2

7+(1+1+1+1+1+1+1+1)>5 8 6
16 =57 {9 " 10 1371415 16/ 7 2
et ainsi de suite. En général, on voit que :

k

d’ou (*). La série (%) est appelée série harmonique.
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(iii) Voici un autre exemple : pour tout n € N, soit p,, le n-iéme nombre entier
premier ; ainsi :

po =2 p1=3 p2 =5 p3=7 pys=11 ps =13 pe = 17

et cetera. On peut montrer que :

+cx>1

Zf:+oo.

n=0 Pn
Pour la preuve — élémentaire, mais assez difficile — voir I'appendice [2.6]

(iv) D’autre part, la série des inverses des carrés entiers converge, c’est a dire :
+oo
1
(k) E — < 4o00.
n2
n=1

Plus tard dans notre cours on calculera méme la somme de cette série, par la
technique des séries de Fourier. Pour montrer (xx), posons sy := 22:1 1/n? pour
tout k > 1; évidemment la suite (s; |k > 1) est strictement croissante, et noter
aussi que

1 1

112 " nm+l)

Vn € N\ {0}

k
1
<1 . WEk>1.
ok +Zn(n—i—l)
n=1

Mais on a vu & I’exemple iii) que Z:g ﬁ =1, donc :

sup{si |k > 1} < 2

et avec I’exemple i) on déduit (#x); en fait on voit plus précisément que la
somme de cette série est < 2 (lemme [L5|i)). La morale est que : les carrés des
entiers sont plus épars sur la droite réelle que les nombres premiers, c’est a dire, sur
un intervalle borné de grosse taille on trouvera toujours beaucoup plus de nombres
premiers que de nombres carrés.

(v) Soient ae := (a, |n € N) une suite de nombres réels, r € N, et considérons
a, = (al, := apir|n €N)

la sous-suite de a, obtenue aprés élimination des premiers r termes ag, aq, ..., a,_1.
Soient aussi e := (s, |1 € N) et s, := (), |n € N) les séries associées a ao et ay.
Trivialement on a :

sk="(ap+ar+ +a—1)+s,_, vk > r.

En particulier, s, converge si et seulement s’il en est de méme pour s,.

La morale est que : lors de I'é¢tude de la convergence de la série associée a une
suite ae, on pourra toujours s’authoriser a supprimer un nombre fini de termes de
ae : cela modifiera la somme de la série, mais non pas son caractére de convergence.
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2.2. Séries a termes positifs. Soit ae := (a, | n € N) une suite des nombres réels
telle que a,, > 0 pour tout n € N. Evidemment la série s, associée & a, €st monotone
croissante, donc soit s, converge vers un nombre réel positif, soit elle converge vers
4o00. Ainsi, la somme de la série est toujours bien définie :

+oo

Z QAp S R+ U {+OO}

n=0
On souhaite étudier la convergence de telles suites a termes positifs; le premier
simple critére est fourni par le lemme suivante :

Lemme 2.6. (i) Soient ae := (an|n € N) et be := (b, |n € N) deuz suites a
termes positifs, et supposons que a, = b, pour tout n € N. Alors :

+oo +oo
Z an = Z by,.
n=0 n=0

—+oo —+o0
b, = +00, alors Y ) an = +00.

n=0
(iii) De méme, si 3120 a, < 400, alors 3,75 b, < 4o0.

(i) En particulier, si

Démonstration. Soient (s, |n € N) et (t, |n € N) les séries de aq et respectivement
be ; évidemment s, > t, pour tout n € N, donc les assertions découlent de la

proposition [1.15(1). O
Exemple 2.7. (i) Montrons que la série :

+<>o1

(*) Z o

n=0

converge vers un nombre réel e > 0 (

constante de Néper e = 2.7182818284590452 - - - ). Pour cela, noter que :
1 1

U A P 4 ] “+oo n .
et on a déja remarqué que la série géométrique ) ) 1/2" converge vers 2 (voir
exemple [2.3]ii)). Quitte a éliminer les premier 4 termes de la suite (1/n!|n € N),
on peut alors appliquer le lemme précédent, pour déduire la convergence de (x).

(ii) Par contre, on a :

+oo

> g =

n=1 \/ﬁ
car 1/y/n > 1/n pour tout n > 1, et car on a déja montré que la série 379 1/n
diverge (remarque (11))
Proposition 2.8. (Equivalence de séries) Soient deux suites de nombres réels

ae := (an |n € N) et be := (b |n € N).

Supposons que b, > 0 pour tout n € N, et que :
a
lim b—" =1#0,+o0.

n—-+oo n

Alors les séries associées 4 ae et by ont le méme caractére (c’est a dire, 'une
converge si et seulement si lautre converge).
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Démonstration. D’abord, montrons que ’on peut supposer [ > 0. En effet, si [ < 0,
. - P +oo A

posons aussi ¢,, := —a, pour tout n € N; évidemment la série > "~ a,, a le méme
caractére que la série Z::E) cn, donc il suffira de vérifier que les séries associées a
Ce €t & by ont le méme caractére, et d’autre part :

) c

lim = =—1>0.

n—+oo bn

Or, par hypothése, il existe n € N tel que :

ag 1.3

— e |=l,= k>
b € ] 3b 5 [ A n
et cela revient a dire que :

Ebk <ap < :ilbk Vk > n.

2 2

Quitte & supprimer les premiers n termes des suites ao €t be, Ont peut supposer que
ces inégalités soient satisfaites pour tout k € N (rappelons que cette suppression
n’altére pas les caractéres des séries associées), et en particulier, que a,, > 0 pour
tout n € N. Mais alors on a :

ibk<igak et iak<iilbk VYm € N.
k=0 k=0 ! k=0 k=0 2

Evidemment, la série associée & ae (resp. & be) converge si et seulement si la série
associé a (2ay/l| k € N) (resp. a (3lby/2 | k € N)) converge, donc 'assertion découle
du lemme 2.6l O

Proposition 2.9. (Reégle de D’Alembert) Soit ae := (ay, | n € N) une suite a termes
strictement positifs. Supposons que :

lim 2% =] e RU {400}

n—+00 Ay
Alors on a :
(i) Sil<1, alors > T2 a, € R.
(i) Sil>1, alors 3% a, = +oc.
(iii) Sil=1, on ne peut rien dire!
Démonstration. Sil < 1, prenons L € R tel que I < L < 1; par hypothése, il existe
n € N tel que :

a
ML oL
ag

Quitte & supprimer les premiers n termes de ao, on peut supposer que cette inégalité

soit satisfaite pour tout k& € N. Par suite, on a :

Vk > n.

ap1 < arL Vk € N
et avec une simple récurrence sur k, on déduit que :
ar < apl®  VkeN.

Or, comme 0 < L < 1, on sait que la série géométrique Z;ﬁ% agLF converge
(exemple ii)), d’ou la convergence de Z;ZO% ag, en vertu du lemme

Sil > 1, prenons L € R avec [ > L > 1; par hypothése, il existe n € N tel que :

a
kLS L Vk>n
ag



MATH POUR LA PHYSIQUE — NOTES DU COURS 21
et quitte & supprimer les premiers n termes de a, on peut supposer que cette
inégalité soit vérifiée pour tout k € N, d’ou :

ag+1 > apL Vk e N
et une simple récurrence sur k entraine que :

ap > aol®  VkeN.

Mais comme L > 1, on sait que ZZ:(; agL* = 400, donc aussi ZZ:S ap = +oo,
toujours d’aprés le lemme [2.6 O

Exemple 2.10. Montrons la convergence de la série :
+oo
Z nz"  Vzel0,1].
n=0

On calcule :

. (n+1)antt .oon+1
lim —— = lim
n—-+oo nx™ n——+oo n
d’ou la convergence souhaitée, par la régle de d’Alembert. Noter que, en combinaison
avec la proposition ii), cela entraine en particulier :
lim nz" =0  Vzel0,1]

n—-+oo

r=xz<1

On a ainsi illustré une observation d’utilité plus générale : afin de prouver qu’une

suite donnée (a, |n € N) converge vers 0, il est parfois plus rapide de vérifier la
X L. ., —+o00 .

convergence de la série associée Y 7 an (lorsque cela est possible), car pour cette

derniére on peut se servir de critéres de convergence assez pratiques, tels que la

régle de d’Alembert, ou la régle de Cauchy suivante.

Proposition 2.11. (Regle de Cauchy) Soit (a,, |n € N) une série a termes positifs.
Supposons que :
lim al/" =1€RU {+oc}.

n—-4o0o

Alors on a :

(i) Sil<1, alors >t a, € R.

(ii) Sil>1, alors 3,5 a, = +o0.

(iii) Sil=1, on ne peut rien dire!
Démonstration. Sil < 1, prenons L € R avec | < L < 1. Par hypothése, il existe
n € N tel que :

a/*<L VkeN
et comme d’habitude, on se raméne aisément au cas ol cette inégalité est satisfaite
pour tout k£ € N. Mais alors :
ar <L¥  VkeN

et d’autre part la série géométrique Z$ LF converge, car 0 < L < 1; par suite
= kg

w0 0k € R, toujours d’aprés le lemme
Sil > 1, on choisit L € R tel que [ > L > 1, et en raisonnant comme dans la
preuve de la régle de D’Alembert, on se raméne au cas ol :
ar > L*  VkeN

% LF = +o0, par suite 3,75 aj, = +o0. O

Mais on sait que Z;
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Exemple 2.12. Etudions la convergence de la série :

+oo 1

(+) Z(m)”.

n=2

Pour cela, appliquons la régle de Cauchy a la suite (a, := (1/In(n))" |n € N); on
a:

1
lim al/" = lim =0
n—-+oo n—-+oo ln(n)
donc la somme de la série (%) est un nombre réel.

Proposition 2.13. Soit f : R>g — R0 une fonction monotone décroissante, et
intégrable sur tout intervalle borné de Rxo. Posons :

ap, = f(n) Vn € N.

Alors on a ’équivalence :

“+o0 400
Z ap, < 400 & / flx)de < +o0.
n=0 0

Démonstration. Cela se voit mieux avec un dessin :

f6)

L

—— T 4y T >

4 2 3 4 ...

La ligne rouge représente le graphe de la fonction f, donc I'intégral f0+oo f(x)dx
est l'aire de la région & comprise entre la ligne rouge et l'abscisse (et délimitée a
gauche par lordonnée). D’autre part, noter que la base de chaque rectangle vert
est de longueur 1; ’hauteur du premier rectangle vert a gauche est f(0), donc son
aire est f(0). De méme, 'aire du deuxiéme rectangle vert est f(1), et ainsi de suite.
Puisque la région % est contenue dans la réunion des rectangles verts, il s’ensuit
que :

+o00 —+o00 —+o00
/ flz)dz < Zf(n):Zan.
0 n=0 n=0

De méme, la base de chaque rectangle bleu est de longueur 1 ; I'hauteur du premier
rectangle bleu est f(1), donc son aire est f(1); 'hauteur du deuxiéme rectangle
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bleu est f(2), donc son aire est f(2), et ainsi de suite. Puisque la région % contient
la réunion des rectangles bleus, on obtient :

+o0 —+o00 +00
Sa=d fm< [ sy
n=1 n=1 0

Mais les séries 379 a,, et 327 a,, ont le méme caractére, d’ou la proposition. [

Exemple 2.14. (Séries de Riemann) Soit p € R fixé; on souhaite étudier la conver-
gence de la série (dite de Riemann) suivante :

+oo
1
(%) o

n=1
Pour p = 1, on a déja montré que cette série diverge (voir la remarque ii))
Sip <1,onal/n? > 1/n pour tout n € N\ {0}, donc la série diverge plus
généralement pour tout p < 1. On a aussi vu la convergence de la série pour p = 2,
et comme 1/n? < 1/n? pour tout n € N\ {0} si p > 2, on déduit la convergence de
la série plus généralement pour tout p > 2. Il ne reste alors qu’a étudier le cas ou
1<p<2

Pour cela, on considére la fonction :

1
fiRso = Ry telle que flx) = m Vo > 0.
Evidemment f est intégrable sur tout intervalle borné de R, et son intégral in-
défini est :
(x+1)-P
/ fle)dr =" —) e

(avec ¢ la constante d’intégration). Puisque p > 1, on obtient :

oo 1)i-» 1 1
/ f(x)dx = lim / f(z)dz = lim (@+1) — = .
0 z—+00 z—+o0  1—p 1-p p-1

En vertu de la proposition la série de Riemann (%) converge alors pour tout
réel p > 1 et diverge pour p < 1. Noter que la preuve de la proposition montre aussi
les estimations :

—gZ—gpL Vp > 1.

Proposition 2.15. (Régle de Raabe-Duhamel) Soit ae := (a, | n € N) une suite &
termes strictement positifs. Alors on a :

(i) La série >t a,, diverge, s’il existe n € N\ {0,1} tel que :

Ak+1 1
— 21— vk > n.
(%) o : n

(ii) La série 3,20 a, converge, s’il existe n € N\ {0} et un réel b > 1 tels que :

k41 b
(k) 7% ?

N
—
|
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Démonstration. (i) : L’inégalité (x) entraine :
1
ag+1 2 apll— — Vk>=n

k
donc, pour tout £ € N\ {0} on a :

sou(t-2)- (- ) (=) (- )
Untk 2 Gn n n+1 n—+2 n+k—1/

Mais d’autre part :

’ﬁ(l_ 1 )_n—l n n+l n+k-2  n+l Ve 0
- n+i/  n n+l n+2 n+k—-1 n+k+1 '
( n#0,1
0 .) Donc :

n+k+2 k

n+1
i = Ao - —_— Vk € N.
i;f n+2 Zon+z+1

et on sait que la série 3°,7°F 1/i diverge, donc de méme pour 1% (n+1)/(n+i+1),

5~ A 400
d’ott de méme pour » o

a;, et finalement, aussi pour > a;.
(ii) : Prenons p € R tel que b > p > 1, et posons :
1
Uk = Vk € N\ {0}.
On a déja vu que Z;ﬁ‘i ug, < 400 (exemple . Noter que :

upyr  (K+1)7P ( 1)—17

14+ =
Jrk

Or, le développement limité de f(z) := (14 x) P au voisinage de z = 0 est :

ofz)

Vk € N\ {0}.

Uk k—p

fl@)=1-pz+o(x) avec lim =0.

z—0 X
Donc il existe € > 0 tel que :
14+z)P>1—bx vV €]0,¢[.
Soit m € N\ {0} tel que 1/m < ¢; alors :

U k

Posons N := max(n,m); il vient :

Uk+1 k41
et TRl V>N
Uk Qf
d’ou :
AN+1 QN+2 AN +k+1 UN+1 UN+2 UN+k+1
+1 ON+2  ONtktl +1 +2  UN+k+ VEk € N
aN  AaN+1 AN+k UN  UN+1 UN+k

autrement dit :
AN+k+1 < UN+k+1

aN un

Vk € N

et ainsi :

an
aNtk+1 < Uk Vk € N.
N
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Mais la série 3/ %, ux converge, donc de méme pour Y3 %, ax, et finalement
on déduit la convergence de Y75 ay.. O
Exercice 2.16. Soit as := (a,|n € N) une suite décroissante de nombres réels
positifs, telle que ZZ:{) an, € R. Montrer que :

lim na, =0.
n—-+o0o

En effet, d’aprés la proposition i), pour tout € > 0 il existe N € N tel que :
Om + Gmy1 + -+ ap <€ Yn>m > N.
Pour tout réel z > 0, notons par [z] la partie réelle de z; prenons k € N tel que
[k/2] > N clest adire: k> 2N.
Alors :
a[k/2)+1 T Qfgy2)41 + - tap <¢€
et noter que :
/241 + Ay 41 + - Fap = (k= [k/2])ay > gak
car cette somme contient k — [k/2] termes, et chaque terme est >
ae st décroissante. Donc :

ay, car la suite

kap < 2e Vk > 2N
d’ou 'assertion.
2.3. Convergence absolue et séries a signes alternés.

Définition 2.17. On dit qu’une série Z:i% a,, de nombres réels est absolument

convergente, si la série 30 |a,,| est convergente.

Proposition 2.18. Toute série absolument convergente est convergente.
Démonstration. D"apreés la proposition [2:4] pour tout € > 0 il existe n € N tel que :
lag+1] + lagre| + - +ap| <e Vp>q=n

et d’autre part, on a :
|ag+1 + agy2 + -+ ap| < agy1| + agra| + - + lapl.
Donc, pour tout € > 0 il existe n € N tel que :
lag41 + g2+ +apl <€ Vp > q = n.
Encore avec la proposition on déduit que Z:i% a, converge. 0
Exemple 2.19. Montrons la convergence de la série :

= sin(k)
52

k=1
11 suffit de vérifier la convergence absolue. Mais on a :
sin(k)
k2
et on sait que 3725 1/k? < +oo, d’ott de méme 3", | sin(k)/k?| < 400, CQFD.

1
’gﬁ Yk > 1
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En I'absence de convergence absolue, 'étude du caractére d’une série peut étre
assez difficile. On a au moins un critére utile :

Proposition 2.20. (Critére de Leibniz) Soit ae := (an|n € N) une suite de
nombres réels vérifiant les conditions suivantes :

(a) La suite (|an||n € N) est décroissante.
(b) La suite as converge vers 0.
(c) La suite ae est a signes alternés, c’est a dire :

an = (—=1)" - |ay| Vn € N.
Alors la série Z:ioo ay converge vers un nombre réel [.
Démonstration. (i) : Posons sy := ag + a1 + - -+ + ag pour tout k € N. Noter que :
Sok42 — Sok = Q2k41 T+ G2k42 VkeN
et par hypotheése :
azk4+2 = 0 azk+1 <0 |aok+1] = |agk+2l-
On déduit aisément que :
Sok42 — 821 <0 Vk € N.
Un raisonnement analogue montre que :
Sok41 — S2k—1 = Aok + G241 = 0 Vk € N.

En outre :
S2k4+1 — Sok = Aok+1 < 0 Vk € N.
En résumant, on obtient :

(a) la suite (s2x | k € N) est décroissante
(b) la suite (sor+1|k € N) est croissante
(¢) Sok = Sok+1 pour tout k € N

(d) limp—s4oo Sok — S2k41 = 0.

Ainsi, (sgr |k € N) est décroissante et minorée, donc elle converge (exemple
1.4(ii)), et de méme, (sar+1 |k € N) est croissante et majorée, donc elle converge
aussi. Avec (d) on trouve que ces deux suites ont la méme limite L € R ; mais alors
L est aussi la limite de (s | k € N), autrement dit : :i% an = L. O

Exemple 2.21. Les conditions du critére de Leibniz sont remplies avec
an = (-1)"/(n+1) Vn eN

donc on a la série convergente :

Quelle est la somme S de cette série? On verra que S = In(2), mais pour établir
cette identité il nous faudra une théorie plus compléte : voir 'exemple i).

Le critére de Leibniz est un cas particulier du critére plus général suivant :
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Proposition 2.22. (Critére de Dirichlet) Soient deux suites de nombres réels
ae := (ay |n € N) et be := (b, |n € N).
Posons uy, := anb, pour tout n € N, et supposons que :
(a) La suite ae est décroissante a termes positifs, et lim a, = 0.
n—-+o0o
(b) Il existe un réel M > 0 tel que :

n+m

‘ZbklgM Vn,m € N.
k=n

Alors on a :
(i) La série Z:i% u, converge vers un nombre réel .
(ii) Pour les restes de la série Y., 2% u, on a les estimations suivantes :

m—+n

’Zun‘gMan Vn,m € N.
k=n

Démonstration. ( : la condition (b) n’entraine pas la convergence de la
suite be ou de la série ZI:) b,. En effet, cette condition est vérifiée avec b, :=
(=1)™; d’ailleurs, avec ce choix pour b, on retrouve le critére de Leibniz.)

Noter d’abord que les estimations de (ii) entrainent la convergence de Z::é Up :
en effet, puisque a, converge vers 0, pour tout ¢ > 0 il existe N € N tel que

0<a, <e/M Vn >N

d’ou, compte tenu de (ii) :
P

PIRE

k=q+1

<e  Vp>q=N

et la convergence de ¢ w,, découle alors de la proposition

n=0
Il ne reste donc qu’a vérifier les estimations de (ii). Celles-ci suivent de ’obser-

vation plus générale suivante :

Affirmation 2.23. Pour tout m,n € N et toute suite décroissante de nombres réels :
ToZ2T1 2 2Ty 20
on a :
(*) |2obn + T1bny1 + -+ + Tonbpgm| < Mayp.
Preuve : On raisonne par récurrence sur m. Pour m = 0, on doit montrer que :
(x%) |zb,| < Mz YneN, Vx> 0.

Mais si l'on fait m = 0 dans la condition (b), il vient |b,| < M, d’ou ().
Soit alors m > 0, et supposons que 'inégalité (x) soit déja connue pour toute
suite décroissante de m — 1 nombres réels ; on pose

Yi '=Tj — Ty Vi=0,....m—1
et noter que :
YoZy1 2 ZYm—1 2 0.
Par hypothése, il vient alors :

|y0bn + ylbn+1 R ym—lbn+m—1| < MyO



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 28

D’autre part :

m n+m
‘Z $kbn+k’ = ’(yObn +Y1bni1 -+ Ym—1bngm—1) + Tm Z bk‘
k=0 k=n

n+m

< [Yobn + Y1bny1 -+ + Ym—1bpgm—1] + Tm - ‘ Z bk‘
k=n
< Myo +1EmM = l’oM
comme souhaité. O

Corollaire 2.24. Sous les hypothése du critére de Leibniz (proposition on a
les estimations suivantes pour les restes de la série Z;Z% an :

m-+n
‘Zan < an| Vn,m € N.
k=n
Démonstration. On a a, = b, - |ay|, avec b, = (—1)" pour tout n € N, d’ou

\ZZ;T br| < 1 pour tout n,m € N. L’assertion découle alors de la proposition
[2-22((). 0

Voici un dernier critére dans le méme esprit :

Proposition 2.25. (Critére d’Abel) Soient ae := (ay |n € N) et be := (b, |n € N)
des suites de nombres réels. Posons u,, := apb, pour toutn € N, et supposons que :
(a) La suite ae soit monotone et bornée.
(b) La série 3% b, soit convergente.
Alors la série Z:i% u, est convergente, et pour ses restes on a les estimations :

n+m
‘Zuk’<3L~M(n,m) vn,m €N

k=n
avec L = sup{|a,||n € N} et M(n,m) := max(|ZZifL be|[j=0,...,m).

Démonstration. Posons :

n+m n+m n+m

Apm =3 ax  Bumi=> b Upm:i=» u VnmeN
k=n k=n k=n

11 vient :

Un,m - anbn + an+1bn+1 R an+mbn+m
= aan,O + anJrl(Bn,l - Bn,O) + -+ aner(Bn,m - Bn,mfl)
m—1
== an+mBn,m + Z (an+k - an+k+1)Bn,k-
k=0
Or, d’aprés la proposition i), pour tout € > 0 il existe N € N tel que | By, x| < &
pour tout n > N et tout £ € N. Par suite :

m—1

‘Un,m| < (|an+m| + Z ‘an-&-k: - an-‘rkz-&-l‘)g Vn 2 N,Vm 2 0.
k=0
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Mais noter que, puisque ae est monotone, les termes a4+ — Gpnt+r+1 sont tous du
méme signe, et alors :

3
L

|an+k - an+k+1| = |an — Qn4m
0

b
I

donc finalement :
[Unm| < (|antml| + lan — animl)e <3Le  ¥n > N,YmeN.
Cela entraine la convergence de Z:::f) Uy, encore d’aprés la proposition i).
L’estimation des restes s’obtient par inspection directe des calculs. (Il
2.4. Opérations sur les séries numeériques.

oy - oo s .
Proposition 2.26. Soit Z::O an une série absolument convergente de nombres
réels, et considérons une permutation arbitraire

c: NS N

de l’ensemble N, c’est a dire une application bijective de N vers N.
Alors la série permutée Z:ﬁ% ay(n) est absolument convergente, et on a :

+oo +oo
(*) D an =) o)
n=0 n=0
Démonstration. Posons :

n n
Sp 1= Zan et tn = Z Ao (n) Vn € N.
k=0 k=0

Par hypothése, pour tout £ > 0 il existe n(e) € N tel que :
(xx) lag| + laks1| + -+ |ak+m| < e Vk > n(e),Vm € N.

Or, soit :

Evidemment on a :

{0,1,...,n(e)} € {0(0),0(1),...,0(M(e))}.
Par suite, compte tenu de (%), il vient :

n(e)

tm — Sn(e)] = ‘Zag(k)—Zak‘ <e VYm>=Mf(e).
k=0 k=0

D’autre part, si ::(’) an =1, on déduit aussi de (xx) que :

|Sn(5) — l| <e
d’out :
[t — U < [t — Sn(e)| + [Sn@e) — 1| < 2¢ Ym > M (e)
et cela achéve de vérifier I'identité () de la proposition.
Pour montrer que Z:{:B g (n) est absolument convergente, il suffit maintenant

d’appliquer a la série Z:L_i% |an| le résultat qu’on vient de montrer : on déduit ainsi
la convergence de Zz:f) lagny|, CQFD. O
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Remarque 2.27. Je vous ai signalé la proposition précédente surtout pour vous
mettre en garde que si une série converge sans étre absolument convergente, alors
une permutation des indices peut changer sa somme, et méme son caractére.

Par exemple, revenons a la série :

(*) 1_14_1_1_’_1_14'_1...
2 3 4 5 6 7
On a vu que cette série converge (exemple , mais elle n’est pas absolument
convergente (remarque ii)). Considérons alors la permutation suivante des termes
de cette série :
(**) 1+1_1+}+1_1+1+i_}+
3 2 5 7 4 9 11 6

(deux termes positifs sont toujours suivis par un terme négatif). Groupons les

termes 3-a-3 :

3 2 5 7 4 9 11 6
Chaque groupe en parethéses contient :
1 1 1 8n+5

>0 vn € N.

I+l 43 2m+2 (nt)(dn+5)(2n+2)
Donc la somme de (* * ) est :

1 1
S>14-——.
> +3 2

Mais la somme de la série (x) est :

S D) (D) (D)o

car chaque terme en parenthése est positif.

(ii) Dans la discussion ci-dessus, on a utilisé 'opération qui consiste a regrouper
des termes d’une série, sans les permuter. Il s’agit d’une opération inoffensive, qui
ne modifie pas la somme d’une série convergente. Pour analyser cette opération,
considérons une application strictement croissante

¢:N—N.

Soit aussi Z::B an une série convergente, et posons s, := ZZ:O ay pour tout n € N,
de sorte que la somme de cette série est la limite de so := (s, |7 € N). On associe
alors & la série le regroupement de termes sélectionné par ¢, de la facon suivante :

(@0 + -+ + ag0)) + (ag)+1 + - + ap)) + (ag)+1 + -+ age) + -
Autrement dit, cela donne une nouvelle série Zj;% b, avec
¢(n+1)
bp:=ag+---+ Qg(0) et bn+1 = Z ag Vn € N.
k=¢(n)+1
On appelle Z::é b, le regroupement de la série Z::(’) an sélectionné par ¢. Par
définition, la somme de la série ZI:) by, est la limite de la suite to := (¢, |n € N)

avec t, 1= ZZ:O by Mais évidemment ¢, = s4(,,) pour tout n € N, c’est a dire, ,
est une sous-suite de s,, et donc sa limite coincide avec celle de s, (lemme ii)).
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(iii) D’autre part, si Z:Z% a,, est une série divergente, alors elle peut bien stir de-
venir convergente aprés regroupement de termes. Par exemple, la série Z:i%(—l)"
est divergente, mais on a :

1-1)+0—-1)+1—1)+--=0.

Dong, il n’est pas encore tout a fait clair si 'on peut déduire la convergence de la
série permutée (xx) & partir de la convergence de (x * %), dans la discussion de (i)
ci-dessus. (Noter que les critéres de Leibniz, Dirichlet ou Abel ne s’appliquent pas
a la série (xx), car la suite des valeurs absolues de ses termes n’est pas monotone).
Pour cela, on peut se servir de ’observation suivante :

Proposition 2.28. Soient ae := (an |n € N) une suite de nombres réels, ¢ : N — N
une application strictement croissante, et notons par ZZS& by, le regroupement de

:i% an s€lectionné par ¢. Supposons en outre que ao converge vers 0, et que le

regroupement sélectionné par ¢ soit de taille bornée, c’est & dire :
dM e N tel que dpn+1)—¢(n) <M Vn € N.

—+oo . . —+oo
Alors Y70 a, converge si et seulement si ) ") b, converge.

Démonstration. ( 0] b,

M ae.) On vient de voir que si

+oo . A +oo
n—0 Gn converge, il en est de méme pour ) = b,. Donc on peut supposer que

Z:Z% b, converge, et on doit vérifier qu’il en est de méme pour Z::) Q.

Or, par hypothése, pour tout € > 0 il existe IV € N tel que :

lan| < € VYn > N.
En outre, d’aprés la proposition i) il existe N’ € N tel que :
lbg+bgr1+ - +bl<e  Vp>qg>=N
Posons K := max(N, ¢(N")), et soient n,m € N avec n > m > K. Soient ¢ € N le
plus petit entier tel que m < ¢(q), et p € N le plus grand entier tel que ¢(p) < n.
Noter que :
Am + Qa1+ -+ ap = (am+...+a¢(q))+(bq+...+bp)+(a¢(p)+1+...+an).
Noter aussi que a, + -+ + ag(q) est une somme de au plus M — 1 termes, et de
méme pour ag(py41 + -+ + ay. Il vient ainsi :
|am + @mi1 + -+ an] <2(M —1)e+e=(2M — 1)e Yn>m2=2K

et cela entraine la convergence de :i% an, d’aprés la proposition (1) [

On peut maintenant completer la discussion de la remarque i) : la série
convergente (% x) est un regroupement de taille bornée de la série (xx), et évidem-
ment les termes de (x+) forment une suite convergente vers 0 ; d’apreés la proposition

on déduit la convergence de (xx).

Proposition 2.29. (i) Soient Z:zoo an et Z::f) b, deux séries convergentes de
nombres réels. Alors :

+oo +oo +oo
S Oan +pby) =AY an+4d> by VA pER.
n=0 n=0

n=0
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(ii) En outre, si les séries Z::(’J ap et Z:i% by, sont absolument convergentes,
il en est de méme pour la série Z::{) Ay, + by,

Démonstration. (i) : Posons s, := Y, _jak et t, == > by pour tout n € N;
alors :
o0 —+oo
2 an =l s D bu= lp tnoet D (antpba) = Him (st pitn)
— - n=

donc ’assertion découle aussitot de la proposition
(ii) : On a |Aap + pby| < |A| - |an| + || - |bn| pour tout n € N, d’ou :

+o0 +o0 too too
D an + pbal < (A fan] + |l - [bal) = 1Al - Z |an] =+ |l - Z [bn |
n=0 n=0 n=0 n=0
d’apres (i). Donc la série Z o Aay, + piby, est bien absolument convergente. O

Exercice 2.30. (i) Soient (an |n € N) et (b, |n € N) deux suites de nombres réels,
telles que les séries Zn o a2 et Z: o b2 soient convergentes. Montrer que la série
: o Onbp est absolument convergente. En effet, noter d’abord que l'on a :
(a+0)? =a®+b*+2ab >0 et (a—b)?*=a?+b*—2ab>0
donc :
a® +b? > max(—2ab, 2ab) = 2|ab| Va,b € R.
Par suite, avec la proposition m(l), il vient :

Z\anb| Z( +02) = Zz—i— Zb2<+oo

n=0
d’ou 1’assert10n.
(ii) En déduire que si Y% u,, est une série convergente a termes positifs, alors

est une série convergente En effet, posons a,, := \/u, et b, := 1/n pour tout n > 1;

par hypothése 37> a2 converge, et de méme pour Z: 1 b2 (remarque (iv)),
donc Passertion découle de (i).

La définition suivante introduit une derniére importante opération sur les séries :

Définition 2.31. Soient Zn 0 Gn €t Z+ b, deux suites de nombres réels; le
produit de Cauchy de Zn 2 an et 27 b, est la série

ch avec : Cp = Z a;b; Vn € N.
n=0 i+j=n
Théoréme 2.32. (de Mertens) (i) Soient Z+°° ay, une série absolument conver-
gente et Z o bn une série convergente. Alors le produit de Cauchy Zn o Cn de
e 0 an et Z b, est convergent, et on a l’égalité des sommes :

S (L) (L)
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(ii) En outre, si Z:i% an et Z:i% by, sont absolument convergentes, il en est
de méme pour leur produit de Cauchy Z:Z% Cn-

Démonstration. (i) : Posons :

n n 00 +00
An::Zak B, ::Zbk Vn € N et A::Zan B::an.
k=0 k=0 n=0

n=0
Posons aussi A_; = B_1 := —1. Soit en outre
n n
ComYoa =3 Sty =S ah =Y BBy =Y B, e
k=0 k=0 i+j=k iti<n i+j<n itj=n

Par hypothése, pour tout € > 0 il existe N; € N tel que :
|B—Bj|<e¢ Vj = Ni.

Evidemment on peut supposer que Ny > 0, et alors il existe aussi Ny € N tel que :
la;| < e/Ny Vi > No.

Posons :

—+oo
M = max(z \anl,|B — Bo|,|B - Bl,....|B —BN1|).
n=0

Pour tout n > N7 + Ny il vient :

n n—Nq n
|Cn_AnB| = ‘Zaz(anz_B)‘ < Z |al(Bn7z_B)‘+ Z |ai(Bn7i_B)|
i=0 =0 i=n—N1+1
n—Np n c
<Y lal+ Y lBui—Bl
=0 i=n—N;+1

<Met+ Y NiM — 2Me
i=n—Ni41 L

d’ou :

n—-+o0o n—-+o0o

+oo
ch = lim C,= lim A,B=AB
n=0

comme souhaité.
ii) : Par hypothése, les séries 20 lanl et S5 b, convergent, donc de méme
n=0 n=0
pour leur produit de Cauchy Z:i% dy, d’apreés (i). 11 suffit alors d’observer que

len] < Z la;| - |bj| = dy Vn e N
i+j=n
pour déduire que Z::E) |cn| est également convergente, comme souhaité. O
Remarque 2.33. Si les séries Z::f) an et Z::()) b, sont seulement convergentes, leur
produit de Cauchy n’est pas toujours convergent : par exemple, la série
S

2

n=1
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est convergente, par le critére de Leibniz ; or, son produit de Cauchy avec elle méme
est la série

+oo

Yo, avee Z

n=1 TL
et on a k(n—k) < (n—1)? pour tout n, k € N, donc |cn| 1 pour tout n > 1 et la
série Z:ﬁ cn, est alors grossiérement divergente. Voir toutefois I'exemple (111).

2.5. Séries de nombres complexes. Les séries de nombres complexes et leurs
sommes se définissent exactement comme les séries de nombres réels : soit ze :=
(zn | n € N) une suite de nombres complexes ; la série associée o zo est la suite

Ue := (Uun |7 € N) avec Uy, ::sz Vn € N

et la somme de la série associée a zo est alors :

E Zp = lim wu,
n—-+o0o

ou, bien entendu, la limite de la suite u, est définie comme & la section @

Compte tenu de la discussion des suites & termes complexes, on voit aisément
que la série Z::E) zn converge si et seulement s’il en est de méme pour les séries
des ses parties réelles et imaginaires, et en fait on a :

—+oo —+oo —+oo
Z Zn = Z R(zn) + 1 Z T(zn)-
n=0 n=0 n=0
Il s’ensuit qu’une bonne partie des résultats que ’on a démontré pour les séries a

termes réels se généralisent aussitot aux séries & termes complexes.

Exemple 2.34. Par exemple, la discussion de la série géométrique (exemple ii))
reste valide verbatim pour le cas ou la raison r est un nombre complexe : on trouve

n+1

B 1—7 = 1
k_ - no__ .
;r = Yn e N et nz:%r =1 si||r] < 1.

De méme, la proposition [2.4] est encore vraie pour les séries a termes complexes
(quitte & remplacer la valeur absolue |- | par le module || - ||). Les résultats de
la section [2:2] sur les séries a termes positifs, par contre, ne se généralisent pas
directement aux séries complexes, et de méme pour le critére de Leibniz, car on
n’a pas une relation d’ordre sur les complexes. Toutefois, on a les généralisations
partielles suivantes des critéres de Dirichlet et d’Abel, qui sont parfois utiles :

Proposition 2.35. Soient ae := (an |n € N) une suite de nombres réels, et be
(b | n € N) une suite de nombres complezes. Posons u,, := anb, pour tout n € N,
et supposons que :

(a) La suite ae est décroissante a termes positifs, et lim a, = 0.
n—

+oo
(b) Il existe un réel M > 0 tel que :

HZ ka <M  Va,meN.
k=n
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Alors on a :
(i) La série 3% u,, converge vers un nombre compleze I.
(ii) Pour les restes de la série Z:i% U, on a les estimations suivantes :

m—+n

3w

Démonstration. On peut simplement reprendre la preuve de la proposition [2.22)mot
par mot, quitte & remplacer partout la valeur absolue | - | par le module || - ||. O

< Ma, Vn,m € N.

Proposition 2.36. Soient ae := (a, |n € N) une suite de nombres réels, et by :=
(b | n € N) une suite de nombres complexes. Posons u, := anb, pour tout n € N,
et supposons que :

(a) La suite ae soit monotone et bornée.
(b) La série Y, 2% b, soit convergente.

Alors la série Z:i% Uy, est convergente, et pour ses restes on a les estimations :

n+m

HZU;CHQSL-M(n,m) VYn,m € N
k=n

avec L :=sup{|a,||n € N} et M(n,m) := max(HZZ:ZL bel[ 15 =0,...,m).

Démonstration. Encore une fois, il suffit de reprendre la preuve du critére d’Abel
(proposition [2.25)), quitte & remplacer partourt la valeur absolue |- | par le module
complexe || - ||. O

2.5.1. D’autre part, on a une notion utile de convergence absolue pour séries
N L. . 5 L. +oo
a termes complexes : évidemment on dira qu'une série ) 7/ z, est absolument

convergente si la série 372 ||2,|| converge. Au vu des inégalités :

RE)+ 3] = 2] = max(R(2)], [3(2)])  VzeC

il vient que la série Z::) zp, est absolument convergente si et seulement s’il en est de
méme pour les séries réelles 37 R(z,) et 37 3(2,). Par suite, la proposition

n=0
se prolonge au cas complexe : toute série absolument convergente & termes
complexes est convergente. De méme pour la proposition @ : toute permutation
des termes d’une série complexe absolument convergente donne encore une Série
absolument convergente ; et pour la remarque (ii) et la proposition : tout
regroupement d’une série complexe convergente est convergente.
Et pour terminer, aussi la proposition [2.:29] et le théoréme de Mertens [2:32]

s’étendent verbatim aux séries complexes, avec le méme preuves.

Exemple 2.37. (i) Montrons que pour tout z € C la série exponentielle :

' n!
n=0
converge absolument. Puisque ||z /n!|| = ||z||"/n! pour tout n € N, cela revient a

vérifier la convergence de la série de nombres réels a termes positifs :

+oo

x
Z — avec x := ||z]|.
n'

n=0
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Pour cela on applique la régle de D’Alembert a la suite (a, := £ |n € N); on a :

e

. Gpgl . 2"t pl
lim = lim —— - — = lim =

n—+oo  ay, nstoo (n+ 1) 2? notoon+41

d’oul la convergence souhaitée.
(ii) Avec le théoréme de Mertens, on peut ensuite démontrer I'identité bien
connue pour la fonction exponentielle :

TV = ZeW Vz,w e C. ‘

En effet, considérons les séries 3720 2" /n! et 3120 w" /n!, uniformement conver-
gentes d’aprés (i), et dont les sommes sont, par définition, respectivement e* et e*,
et soit Z;:E) ¢, leur produit de Cauchy. Avec le binome de Newton, on calcule :
2t wl "0\ 2w’ (24 w)”
Cn = Z Tl Z . =
il gl i) nl n!

i+j=n i=0

(ou (1) := Z,(nnill), dénote le coefficient binomial). Autrement dit, >/ ¢, est

précisément la série exponentielle dont la somme est e*T%, d’ou I'identité souhaitée,

par le théoreme [2.32]

Exemple 2.38. (i) Soient xg € R, et f : U — C une fonction de classe ¥ définie
sur un voisinage U de x, c’est a dire, U contient un intervalle ouvert de la forme
Jzo — €,20 + €[, pour quelque réel € > 0. On peut alors attacher a f sa série de
Taylor au point xg :

£ p(k)
S(f,x,xg) = Z%(Iﬁo)k Vz e R

k=0

ol f(k)(xo) dénote la dérivée k-iéme de f en zq, pour tout k € N (en particulier,
fO(z9) = f(z0)). En générale, cette série n’est pas forcément convergente, sauf
pour le cas trivial ot & = zy. On étudiera plus tard en détail la question de la
convergence de la série S(f, z, z¢), mais on peut déja examiner ici les cas particuliers
intéressants ou f(x) = sin(z) ou f(x) = cos(x), avec xg = 0.

En effet, supposons que U =|zg — €, xg + £[; alors d’aprés la formule de Taylor
avec reste de Lagrange, pour tout € U \ {zo} et tout n € N il existe un nombre
réel ¢ dans 'intervalle ouvert d’extremités x et xg, tel que :

"L R (x (n+1)
f(x) = ]CZO fT(lO)(x — 1170)k + M(x o fl'o)n+1.

Si xg = 0, cette identité devient plus simplement :

n_ (k) (nt1)
=3 100 4 200 s

Prenons alors f(x) = sin(x) et rappelons que :
sin(z)’ = cos(z) et cos(x) = —sin(z)  Vz eR.
Puisque sin(0) = 0 et cos(0) = 1, on voit alors que :

sin(0)2*) =0 et sin(0) A+ = (—1)k Vk e N.
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On trouve alors, pour tout x € R\ {0} et tout n € N un réel £ dans U'intervalle
ouvert d’extremités 0 et z, tel que :

N (=) sin(§) o, N (D
sin(x) = Sp(z) + sz +2 avec Sp(x) == kgo mx%ﬂ'

Comme |sin(§)| < 1, il vient :

:E2n+2

|sin(z) — Sy, ()] < @2n+2)!

Vn € N,Vx € R.

Mais on vient de voir (exemple i)) que la série 3,7°0 2™ /n! converge pour tout
z € R, donc la suite (z2"*2/(2n + 2)!|n € N) converge vers 0 (proposition (ii)
et lemme ii)). Par définition, la somme de la série de Taylor S(sin(z),z,0) est
la limite de la suite (S, (z)|n € N), donc finalement on trouve :

+
~ (DF opn

sin(z) = Z —— vz € R.
= (2k+1)!

Un raisonnement analogue, que 1’on laissera au lecteur, donne de méme :

+oo ok
cos(z) = Z ((2]3' x Vo € R.

(ii) Pour compléter cette discussion, remarquons que pour tout = € R et tout
entier n =2k +a (avec k € Net a € {0,1}) on a :

—1Dkg2k sig=
%((ix)")z{( 2 (.

(—1D)kg?k+l gig=1
0 sia=1

0 sia=0.

Par comparaison avec 'exemple [2.37] et avec les expressions obtenues en (i), on
déduit aussitot la célébre formule d’Euler :

'™ = cos(x) + isin(z) Vz € R. ‘

(iii) Rappelons que pour tout nombre complexe z # 0, on dénote par :
arg(z) € [0, 2|

l’argument de z, défini comme ’angle dans le plan de Gauss entre ’axe réel et la
droite Rz ; ainsi on a :

arg(z) = arccos(giii)) = arcsin(j(z))

et en outre :
2= |z - (cos(arg(2)) + isin(arg(2))).

Compte tenu de (ii), cette derniére identité s’écrit aussi :

z=|z]|- 83 vzeC\{0}.
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2.6. Appendice : la série des inverses des nombres premiers. Comme dans
la remarque (iii), notons par (p, |n € N) la suite des nombres entiers premiers;
on souhaite montrer la divergence de la série :

Z Bl
o Opn
Pour cela, on va d’abord associer a tout n € N la partie :
= {phopkr .. pkn |0 < ko, ks .ok <n} CN
et noter que la cardinalité de Pensemble fini €2, est t(n) := (n + 1)"*1. Donc :
Qo = {1}
0 ={1,2,3,6}
O, = {1,2,3,4,5,6,9,10,12, 15, 18, 20, 25, 30, 36, 45, 50, 60, 75, 90, 100, 150, 180,
225,300, 450,900}

et ainsi de suite. Comme tout entier strictement positif se factorise en produit de
puissances de nombres premiers, on a évidemment :

N\ {0} = (| Q.
neN

Or, soit ¢ : N = N\ {0} une bijection que I'on construit de proche en proche, de la
fagon suivante : d’abord, on pose

$o(0) :=
Ensuite on choisit une application bijective arbitraire
¢1:{0,...,t(1) =1} S O telle que ¢1(0) = ¢o(0).
Puis on chosit une bijection
B2 {0,...,t(2) =1} 5 Qy  telle que go(k) = ¢1(k) VEk < t(1).
On répéte : a létape (n + 1)-iéme, on construit
Gnr1:{0,.. . tn+1) =1} = Qg telle que ¢p11(k) = ¢p(k) VEk < t(n).

On obtient ainsi un systéme de bijections (¢, : {0,...,t(n) — 1} = Q, |n € N), et
la bijection ¢ : N = N\ {0} sera 'unique application ¢ telle que

o(k) = du(k)  VYneN,Vk € Q,.

Or, rappelons que :

+oo

1 1 n 1
Y = =P gy Vn € N.
k:Op” 1—pn Pn— 1 pn—1

Posons aussi :

TT::H(H— 11) Vr e N.

n=0 Pn =

Evidemment on a :

T, >HZ MZ;

n=0 k= Op“

t(r)—1 1
— Vr € N.
o(i)

=0
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Mais on sait que la série ZLOO 1/i diverge, donc de méme pour la série permutée
)

;OS’ 1/¢(i) (proposition [2.26). Mais alors aussi la suite (7). | r € N) diverge, donc
de méme pour la suite :

(Sy :==In(T})|r € N)
d’aprés la proposition On a:

S, = iln(l +
n=0

Rappelons le développement limité de In(1 + x) au voisinage de 0 :

pn171) Vr € N.

2 2
_ T 2 _o(@®)
In(l+z)=x 5 + o(z*) avec ili% o 0.
Cela revient a dire qu’il existe une constante M > 0 telle que :
1 1 M
ln(l n ) . ‘ < Vn € N.
‘ pp—1 pn—1 (pn - 1)2

Mais on sait que la série :

converge ; par suite, la série
“+oo
1

an_l

n=0

doit étre divergente. Avec la proposition on conclut alors que la série Z:i% 1/pn
est aussi divergente, CQFD.

2.7. Appendice : nombres de Liouville. On dit qu’un réel x est un nombre de
Liouville, si pour tout entier n > 0 il existe un couple d’entiers (p, q) avec g > 1,
tel que :

1
O<‘x—g‘<—.
q qr

En 1844, le mathématicien frangais Joseph Liouville a démontré que tout réel vé-
rifiant cette condition est transcendant, c’est-a-dire qu’il n’est racine d’aucun po-
lynoéme & coefficients entiers. D’un point de vue moderne, I'existence de nombres
transcendants est immeédiate, par des raisonnements de cardinalité, mais ces consi-
dérations de caractére ensembliste n’étaient nullement évidentes pour les mathé-
maticiens avant les travaux fondateurs de Cantor (entre 1874 et 1884), et aucun
nombre transcendant n’était connu avant le résultat de Liouville. Depuis, la théo-
rie des nombres a considérablement avancé, et on sait maintenant qu’il existe des
nombres transcendants qui ne sont pas de Liouville : par exemple, les nombres 7w
et e sont dans cette classe (la transcendance de e fut démontré par le mathémati-
cien frangais Charles Hermite en 1873, et celle de 7 par le mathématicien allemand
Ferdinand von Lindemann en 1882, suivant des idées de Hermite).

Dans cette appendice, on va d’abord construire explicitement des nombres de
Liouville, comme somme de certaines simples séries de nombres rationnels ; on four-
nira ensuite la preuve de la transcendance de ces nombres.
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Or, soit b > 1 un entier fixé, et (ax |k € N) une suite d’entiers avec 0 < a < b
pour tout k£ € N. Notre nombre de Liouville sera :

—+oo
ay

(%) x = D
k=0

Noter que :

+oo

Q. b 1 1 b

S S REN et D sy
k=0

donc la série () converge effectivement dans R. Pour tout n € N, définissons :

n n
[ _
¢n = D™ et Dn 1= qn Z i z:akb”I M
k=0 k=0
Evidemment :
o - 22| = >0
In B!
k=n+1
et d’autre part :
SR T S N T SN s IR o S 1
Z L S pk! Z pk T p(nt1)! bk pntD! T gn
k=n+1 k=n+1 k=(n+1)! k=0

d’ou 'assertion.

Avant de prouver la transcendance des nombres de Liouville, vérifions qu’ils sont
irrationnels, c’est-a-dire, qu’ils ne sont pas des fractions de nombres entiers. En
effet, supposons par ’absurde que le nombre x de Liouville soit de la forme :

x=c/d avec e, d€Z et d>0

et prenons n € N\ {0} tel que 2"~ > d. Par hypothése, il existe p,q € Z avec
q > 1, tels que :

c — pd 1
d q dgq q"
En particulier, cq — pd # 0, et donc |eq — pd| > 1, car ¢, q,p,d € Z. Par suite :
c p’ 1 1 1
-8 s s~ >
d gl 7 dg” 27"1g T g0

contradiction! Montrons ensuite :

Théoréme 2.39. (de Liouville) Soit o € R un nombre irrationnel qui est racine
d’un polyndéme P(x) a coefficients entiers de degré n > 0. Alors il existe un réel
A > 0 tel que :

A
a—f‘>q—n Vp € Z,Vq € N\ {0}.
Démonstration. Posons :

M := max{|P'(z)||z € [ — 1, + 1]}

et noter que M > 0, car sinon le polynéme P(X) serait constant sur l'intervalle
[ — 1,0+ 1], et comme P(a) = 0, on aurait P(x) = 0 pour tout = € [ — 1, a + 1],
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et cela est absurde, car un polynéme de degré n > 0 n’a que n racines au plus.
Soient en outre ay, ..., q,, les racines réelles de P(X) distinctes de «, et posons :

1
A= 5min{l,l/M7 o —aql, ..., |la—anl}

Noter que A > 0; on va montrer que A convient. Pour cela, on raisonne par ’ab-
surde : soient alors p,q € Z avec ¢ > 0, tels que :

A
p-t<
q q"

En particulier, |a — p/q| < A < 1, et |a — p/q| < | — o] pour tout i = 1,...,m.
Cela revient a dire que p/q € [@ —1,a+ 1] et il n’y a aucune racine de P(X) entre
a et p/q (on a aussi p/q # «, car par hypothése « est irrationnel). Par le théoréme
des accroissements finis, il existe alors un réel £ dans I'intervalle ouvert d’extremités
« et p/q tel que :

0+# P(p/q) = P(p/q) — P(a) = (p/q — a) - P'(§).
En particulier, P'(£) # 0, et il vient :

’a_g _ ‘P(p/q)‘
q Pr(g)
D’autre part, écrivons P(X) = ag X" + a1 X + - - + a,, avec ag,...,a, € Z;on a:
—n n n— n 1
|P(p/q)| = g~ "(aop™ + arp"'q+---+¢ ==
d’ou, finalement :
‘ p‘ S 1 S 1 S A
a——| =2 = oy
gl = g [P "M " g
car |P'(§)| < M et A < 1/M ; contradiction! O

On peut maintenant conclure la preuve de la transcendance des nombres de
Liouville. Soit en effet « un tel nombre ; on sait déja que x est irrationnel ; supposons
par I'absurde que x soit racine d’un polynéme de degré n > 0 a coeflicients entiers.
D’aprés le théoréme de Liouville, il existe alors A > 0 tel que

P A
‘x_,‘>q7n Vp € Z,Vq € N\ {0}.
Soit alors 7 > 0 un entier tel que 1/2" < A, et posons m := n + r; puisque x est

un nombre de Liouville, il existe p,q € Z avec ¢ > 1 tels que :

1 1 A
0<‘$—B’<Tn<w<7
q q q q
et la contradiction achéve la preuve.
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3. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

3.1. Limite d’une suite de fonctions. On s’intéresse maintenant aux limites des
suites qui dépendent d’un parameétre réel :

Définition 3.1. Soient U C R une partie, et fo := (f, : U = R|n € N) une suite
de fonctions définies sur U, a valeurs réelles.

(i) Le domaine de convergence de la suite fo est la partie D C U formée des
a € U tels que la suite numeérique (fy,(a) |n € N) converge vers un nombre réel [(a).

(ii) La limite de la suite f, est la fonction [ : D — R telle que :
l(a) := ngrfoo fn(a) Yae D
(ot D dénote le domaine de convergence de f,). Cette fonction est notée aussi :

lim f,.

n—-+oo

(i) La série de fonctions associée o fo est la suite de fonctions
n
Se :=(sp: U =>R|neN) telle que sn:ka Vn € N
k=0

(done, s,(a) = Yp_, fe(a) pour tout a € U). Le domaine de convergence de la

série Z:i% fn est défini comme le domaine de convergence D’ de la suite s,, et la

somme de la série de fonctions ::6 » est la limite de la suite de fonctions s, :

+oo

E fn:= lim s,
n—-+oo

n=0

(autrement dit : (32,25 f,)(a) = 3275 fu(a) pour tout a € D).

Remarque 3.2. Dans la situation de la définition [3.1] rappelons que si la série nu-
mérique ZZ:& frn(x) a une somme réelle, alors la suite numérique (f,(z)|n € N)
converge vers 0 (proposition ii)), donc le domaine de convergence de la série
Z::E) fn est toujours contenu dans le domaine de convergence de la suite f,.

Exemple 3.3. Posons f,(z) := z™ pour tout n € R et tout € R. Donc f, :=
(fn : R = R|n € N) est une suite de fonctions définies sur U = R, a valeurs réelles.

Le domaine de convergence D de la suite f, est formé des z € R tels que la suite
(™| n € N) converge vers une valeur réelle, donc D =] — 1, 1] (exemple [1.14(ii)).

La limite de la suite f, est la fonction I :] — 1,1] — R telle que I(z) = ll)r_il_l "

pour tout x €] — 1, 1], donc :

I(z) = {O size]—1,1]

1 siz=1.

Le domaine de convergence de la série Z::a fn est la partie D’ C D formée des
z € R tels que la somme de la série Y% 27 soit un nombre réel. Donc D' =] —1, 1],
et d’apres 'exemple (ii), la somme de cette série de fonctions est la fonction
1

+oo

an J-11—=R telle que T Ve e] —1,1].
-

n=0
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Cela n’est rien de nouveau, mais on a changé de point de vue : jusqu’a maintenant
on firait une valeur x € D’; maintenant on fait varier x, et on s’intéresse aux
propriétés de la somme de la série, vue comme fonction de la variable x.

3.1.1. Voici quelques exemples de questions intéressantes :

— Si chaque fonction f, d’une suite de fonctions f, est continue, la limite

lig{l fn est-elle une fonction continue (sur le domaine de convergence) ?
n—-—+oo

— Si chaque f,, est dérivable (ou intégrable, etc.), qu’en est-il de lirf fn?
n——+0oo

— Méme questions pour la série 7% f,.

L’exemple précédent montre que, en général, la réponse a ces questions est négative.
Toutefois, sous certaines hypothéses, on peut obtenir des résultats positifs.

Pour étudier cette question, revenons & la définition de la limite : soient D le
domaine de convergence de la suite de fonctions f,, et [ : D — R la limite de f,.
Alors, pour tout € > 0 et tout a € D il existe un entier N(e,a) > 0 tel que :

(+) i)~ ful@)| <= Vn>N(ea).

Noter que pour a,a’ € D distincts on aura en général N(e,a) # N(g,a’), et il ne
sera pas toujours possible de choisir un entier N(¢) indépendant de a, de sorte que
I'inégalité (x) soit valable uniformement pour tout n > N(g) et tout a € D :

() ll(a) — fu(a)] <e Vn > N(¢),Va € D.
Par exemple, dans l'exemple ol fnp(x) = z™ pour tout € R, le domaine de
convergence de la suite f, est D =] —1,1], et on a :

ww—nmn:ﬂflzjf;L”
S’il existait un entier N(e) vérifiant (xx), on aurait donc :
la|* <e  Vn>=N(e),Va €] -1,1].
Mais cela est absurde, car pour chaque n € N on a
(s * %) sup{la|™ |a €] — 1,1[} = 1.
En fait, il se trouve que c’est précisément ce défaut d’uniformité des N(e, a) qui

est a lorigine de la discontinuité de la fonction limite .

3.2. Convergence uniforme. Pour éclaircir la situation, on va alors étudier de
plus prés le cas ot 'on a des choix uniformes pour les N(g,a) : c’est le sujet de la
définition suivante :

Définition 3.4. (i) Soient U C R une partie, fo := (f, : U = R|n € N) une suite
de fonctions, D C U son domaine de convergence, et [ : D — R une fonction. On
dit que fo converge uniformement vers [ sur D si :

’V5>0 IN(e) e N tel que |i(a)— fn(a)| <e Vn)N(E),VaED.‘

(ii) Soit aussi D’ C D le domaine de convergence de la série Z::é fn- On dit

que la série Z::B fn converge uniformement vers s : D' — R, sur D’ si la suite de

fonctions (s, := Y ;_, fx|n € N) converge uniformement vers s sur D’.



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 44

Remargue 3.5. (i) Voici une reformulation équivalente de la définition qui est
souvent utile : pour toute partie D C R et toute fonction g : D — R posons

19[D.,0c = supflg(a)| |a € D} € Rxp U {+o0}.
On appelle ||g|lp,cc la norme sup, ou aussi la norme infini, ou la norme de la
convergence uniforme de g sur D. Avec cette notation, on voit aussitot que la suite
de fonctions f, converge uniformement sur D vers la fonction [ si et seulement si :
lim ||l = fullp,co = 0.

n—-+oo

De méme, la série de fonctions Z:fo fn converge uniformement vers s sur D', si et
seulement si :

n
lim Hs — E H =0.
n—+00 =0 fk D’ 00

(ii) Par exemple, si 'on prend la suite de fonctions (f,,(z) := 2™ |n € N) comme
a Pexemple et sil:] —1,1] = R dénote la limite de la suite f,, alors :

= frllpoo =1 vn € N

en vertu de (x x %) (avec D :=] — 1,1]), donc la suite fo converge vers l, mais ne
converge pas uniformement vers [. Autrement dit : la norme sup ci-dessus nous
donne une mésure de la distance entre [ et f,,, et on voit alors que, bien que la suite
des f, converge vers [, la distance (mésure par la norme sup) entre chaque f,, et
ne baisse pas, pour n qui tend vers +oo : elle vaut toujours 1.

(ili) On a ainsi deux sortes de convergence pour une suite de fonctions f, et
pour une série de fonctions Z:i% n © celle de la définition et la convergence
uniforme, plus contraignante, de la définition [3.:4] Pour les distinguer, on appelle
souvent la premiére convergence simple de la suite fo (et de méme pour la série
associée). Il est clair que si f, converge uniformement vers la fonction I : D — R
(sur le domaine de convergence simple D), alors f, converge aussi simplement vers
cette méme fonction [, sur D ; de méme, si la série Z::E) fn converge uniformement
vers s (sur le domaine de convergence simple D’ de la série), alors elle converge
aussi simplement vers s sur D’.

(iv) Le lemme élémentaire suivant montre que la norme sup meérite bien son
nom : elle jouit des propriétés usuelles des normes sur les espaces vectoriels, sauf
qu’elle prend ses valeurs sur Rxq U {400} plutét que sur Ry :

Lemme 3.6. Soient D C R une partie, et f,g: D — R des fonctions. Alors on a :

(1) || fllp,co =0 si et seulement si f(x) =0 pour tout x € D.
(ii) (Inégalité triangulaire) ||f + g|lp,co < || fllD,0c + 1191 Ds00-
(111) A fllD,co = Al | fllD,co pour tout A € R.
() [If - gllp,co < flID,00 - 9]l D00
(v) 1" Ip,co = [[f1ID,00 pour tout n € N.
(400) + (+00) 1= +o0, [A] - (+00) := +0
A#£0, et 0 (+00):=0; (400)™ 1= 400 sin >0,
(+00)? :=1

Démonstration. (i) est trivial. Pour (ii) il suffit de montrer que || f||p,co + |9/ D,00
est un majorant pour la partie S := {|f(z) + g(z)||z € D}, car par définition
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I|f + gllD,co est le plus petit des majorants de S. Mais on a :
[f (@) +9(@)| < [f(@)| +9(2)] < | fDoc +l9llDc V& €D

d’ou Passertion. Un raisonnement analogue montre (iv).

Pour (iii), on peut supposer que A # 0, et noter que :

IAf(@)] = AL [f@)] <A fllpee VYoeD
d’ott [[Af]lp.co < |A*|If]|D,0o- D’autre part, si || f||p,coc < 400, alors pour tout € > 0
il existe x € D tel que |f(x)] > ||f]|p.co — &/|A|, donc
IAf (@) = AL f @) > A 1 f Do — €

d'ou [Afllp,co = |l - [ fllDco- St || fllD,cc = +00, alors pour tout M € R il existe
x € D tel que |f(z)] > M/, dou |Af(x)] > M, dou ||Afllp,cc = +00. Un
raisonnement analogue montre (v). O
Proposition 3.7. Soient D C U C R deuz parties, fo := (fn : U = R|n € N)

une suite de fonctions. Alors fo converge uniformement sur D (vers une fonction
l: D — R) si et seulement si elle satisfait la condition de Cauchy uniforme sur D :

(%) ’V5>O dneN tel que ||fp— f4llpoc <€ Vp,q}n.‘

Démonstration. Si f, converge uniformement vers [ sur D, alors pour tout € > 0 il
existe n € N tel que

Hl_fk||D,oo<€/2 Vk>n
d’oi1, compte tenu du lemme [3.6{(ii) :

1fp = fallDoo = I(fp =D+ (U= f)lDe < fp—lDootll=follpe <€  Vpg=n.
Réciproquement, si f, satisfait la condition de Cauchy uniforme sur D, alors évi-
demment la suite numeérique fo(x) = (fn(x)|n € N) satisfait la condition de
Cauchy pour suites de fonctions, pour tout x € D. D’aprés le théoréme chaque
telle suite fo(x) converge alors vers une valeur [(x) € R, donc on obtient déja que
fe converge simplement vers la fonction [ : D — R sur D. En outre, fixons € > 0,
et prenons n € N vérifiant () ; pour tout g > n il vient :

i)~ Syl =| Y fyl@) = fu()| = Tm_lfy@)~ fy(e) <c VeeD
autrement dit :
[l = follpoo <€ Vg=N
d’ou la convergence uniforme de f, vers [ sur D. O
Corollaire 3.8. (Condition de Cauchy uniforme pour les séries) Soient D C U C R
deuz parties, (fn, : U — R|n € N) une suite de fonctions. Alors :

(i) La série Z::E) fn converge uniformement sur D si et seulement si :

’V€>O IneN tel que ||fo41+ foro+ -+ follpoo <€ Vp>q>n.‘

(ii) Sila série Z:Z% fn converge uniformement sur D, on a :

lim _|[fallp.cc = 0.

n—-+o0o

Démonstration. (i) découle aussitdot de la proposition et pour (ii) il suffit de
faire p = ¢ + 1 dans l'inégalité de (i) : comparer avec la preuve de la proposition

24 O
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Définition 3.9. Soit U C R une partie, et (f, : U — R|n € N) une suite de
fonctions. Soit D C U le domaine de convergence de la série Z:ZCO fn- On dit que

la série Zj;o% fn converge normalement sur D, sil’on a :

“+oo
Z [ fnll D00 < +o0.
n=0
Remarque 3.10. Avec la notation de la définition [3.9] noter que :
P

[fo+1+ -+ fpllDioe < Z [ frll D00 Vp>q=0.
k=q+1

Dongc, si la série Z:i% fn converge normalement sur D, alors elle converge aussi
uniformement sur D, d’aprés le corollaire (1) (et d’aprés la proposition 1))
D’autre part, afin de vérifier la convergence normale de la série, évidemment il
suffira de trouver une série numérique convergente & termes positifs :

+oo
Z an telle que | fullD,co < an Vn € N.
n=0

Par suite, cela fournit aussi un critére pour la convergence uniforme de E::(’) s
appelé parfois test de Weierstrass.

Exemple 3.11. (i) Montrons que la série de fonctions :

+§ sin(na)

n=1 n?

converge normalement (et donc, uniformement) sur R. En effet, on a :

sin(nx 1
—%rqggg Wz € R,Vn > 1
n n
d’ou : ) )
sin(nx
[ e A
n R,00 n

Mais la série numérique Z:z 1/n? converge, d’otl I'assertion.
(ii) Vérifions la convergence uniforme sur R de la série de fonctions :
—+o0
(=1)"
() >

n+az2’
n=1

Pour cela, noter d’abord que pour tout z € R fizé, la série numérique (x) satisfait
les conditions du critére de Leibniz, donc elle converge vers une valeur réelle I(x).
Cela montre déja que la série de fonctions (x) converge simplement vers [ : R — R.
Pour vérifier la convergence uniforme, il nous faut des estimations indépendantes
de x, pour les restes de la série. Or, le corollaire [2.24] nous donne :
p k
‘ (71)2‘< ! <1 Vp > q >0,V € R.
— k+=x

Tq+ax? g

Posons alors g, := (—1)*/(k + 22) pour tout k > 0, et soit £ > 0; on déduit que si
Pentier n € N est choisi suffisamment gros, de sorte que 1/n < ¢, alors :

||gq+"'+gp||R,oo<€ Vp>=qg>n
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et on déduit la converge uniforme souhaité, toujours d’apreés le corollaire i).
Toutefois, la série (*) ne converge pas normalement sur R, car évidemment on a :

(_1)n ‘ (_1)n 1
Hn+:172 R,00 n + 02 n "z
et on sait que la série harmonique Z:: 1/n diverge.
(iii) La série géométrique :

—+oo

> "

n=0
converge simplement sur l'intervalle D :=] — 1, 1], mais ne converge pas uniforme-
ment sur D. En effet, noter que :

|J}q+1+"~+l’p| 2% Vp>q>0’vx€ [(1/2)1/17’1]
d’ou :
le™ !+ +a7lpeo > EL Wp> g0,

(En fait, on peut vérifier assez aisément que |29 + -+ + 2P| p oo = p — q).

D’autre part, la série géométrique converge uniformement sur tout intervalle
[a,b] C] — 1,1[! Vérifions par exemple la convergence sur D’ := [-1/2,1/2]; pour
cela, rappelons que pour tout p > ¢ >0on a:

Jr
|xq+1+__.+xp|< zo:o ‘x|kzwgi Ve e D'
1—-=z 24
k=q+1
d’ou : 1
||zq+1+...+zp||D,7oogi Vp>q=0

et cela entraine la convergence uniforme sur D', encore par le corollaire [3.8(i).

Exercice 3.12. (i) Montrer que la série :

+oo .
sin(nx)
() S
n=1
convergent simplement sur R, mais ne converge pas normalement sur R.
(ii) Donner une condition simple sur a,b € R pour que la premiére série converge

uniformement sur [a, b]. Sous cette condition, la convergence est-elle normale ?
Solution : En effet, il est clair que :
1

H sin(nx) H
n R,00 n
et on sait que la série z:z 1/n diverge, donc la série (*) ne converge pas nor-

malement. Pour vérifier la convergence simple, on va utiliser le critére de Dirichlet

(proposition [2.22) : pour z € R fizé, posouns :
ap, = — et by, := sin(nz) vn > 1.

On doit estimer la somme :
n+m
S(n,m) = ‘ Z sin(kx)‘ Vn,m € N.

k=n
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Pour cela, on va se servir de la formule d’Euler de 'exemple [2.38|ii). D’aprés
Pexemple si cos(x) # 1, on a alors :

n+m m
S(n,m) — ’j(z eikx)‘ — ‘j(eivzxzeikx)‘
k=n k=0
1 — etlmA1) 1 _ eilm+Dz 9
:’3(@“”" - )’g = vy e | — 2
1—ei® II1 — e®®|| 1 — cos(z)
car [|1 — D L |[1]] + e FD7|| = 2, et car d’autre part :

|1 —e™||* = (1 — cos(x))? + sin(x)* = 2 — 2 cos(x).

Puisque M (z) ne dépend pas de n,m, le critére de Dirichlet nous assure que la
série (x) converge, pourvu que cos(xz) # 1. Mais si cos(xz) = 1, la série converge
trivialement, car alors © € 27Z, et donc sin(nz) = 0 pour tout n € N. Ainsi, la
série (%) converge simplement sur R.

Ensuite, prenons un intervalle [a,b] C R tel que :

(%%) [a,b)N27Z = @

et rappelons que le critére de Dirichlet nous donne aussi une estimation pour les
restes de la série (x); & savoir on a :

n+m .
S M
‘Z 51n§€kx)‘ < T(LZ’) Vo € [a,b],Vn > 1,Ym € N.
k=n

Or, la fonction 1 — cos(x) est continue et strictement positive sur [a,b], donc de
méme pour la fonction M (z); comme lintervalle [a,b] est compact (c’est & dire :
fermé et borné), il existe en outre xy € [a, ] tel que :

M = M(zp) = max{M(z) |z € [a, b]}
d’ot, finalement :

M
< — Vn>1,YmeN
la,b],00 n

H"isn sin(kx)
k
k=n
et cela montre que la série (%) converge uniformement sur tout [a,b] vérifiant (xx),

en vertu du corollaire [3.8i).
En dernier lieu, montrons que la convergence n’est pas normale, sur aucun intervalle

[a,b] avec b > a. En effet, si b > q, il existe n € N tel que n(b—a) > 7/2, donc
[ka, kb] N gz¢ @ Vk=n

et alors, pour tout k > n il existe z, € [a, ] tel que |sin(kzy)| =1, d’ou :

—+oo —+oo 1
;‘ la,b],00 - ];L % = oo

sin(kx)
k
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3.3. Etude des suites et des séries uniformement convergentes.

Proposition 3.13. (i) Soient D C R une partie, fo := (fn|n € N) e une suite
de fonctions uniformement convergente sur D, et g : D — R une fonction bornée,
c’est a dire g prend ses valeurs dans un intervalle [a,b] de taille finie. Alors la suite
de fonctions (fng|n € N) est également uniformement convergente sur D, et on a :

(*) lim f,g=g- lim f,.

n—-+o0o n—-+oo

(ii) Pour fo et g comme dans (i), si la série de fonctions Z;Z% fn est unifor-
mement convergente sur D, alors il en est de méme pour la série de fonctions :

+oo +oo +oo
ang et on a : ang:ngn.
n=0 n=0 n=0

(iii) Soient (fn|n € N) et (gn|n € N) deux suites de fonctions uniformement
convergentes sur D, dont les limites f et g sont des fonctions bornées sur D. Alors
la suite de fonctions (fngn |n € N) converge uniformement vers fg sur D.

Démonstration. (i) Posons f := lirf fn; par hypothése, ||g]|p.c € R, d’ot :
n—-+0oo

im |[fng — f9llp,cc <l9llD,0c - Hm |[[fn — fllpcc =0
n—-+oo n—-+oo

d’apres le lemme iv), d’ou la convergence uniforme de (f,g|n € N) vers fg.
L’assertion (ii) est une consequence immédiate de (i). Pour (iii), observons que :
[fngn = f9llD.co = [(fn = )9+ (9 = 9n) flID.co
<Nfn = flpco - 9llD.0c + 19 = gnllD.o - 1l D00

et par hypothése || f||D.ccs 9] D.co < +00, d’ott Iassertion. O

Exemple 3.14. On a vu que la série Y7 (—1)"/(n+2?) est uniformement conver-

gente sur R (exemple |3.11|(ii)) ; avec la proposition on déduit que la série :
2
—n +x
est uniformement convergente sur tout intervalle [a, b] de taille bornée, car la fonc-

tion €” : [a,b] — R prend ses valeurs dans 'intervalle de taille bornée [e?, €’].

Proposition 3.15. Soient fo := (fn|n € N) et go := (gn |n € N) deux suites de
fonctions uniformement convergentes sur une partie D C R, et soient A\, u € R.
Alors la suite de fonctions (Afn + pgn|n € N) est également uniformement
convergente sur D, et on a :
(*) ngl_’r_loo)‘fn'i'ﬂgn = )\ngr_ir_loofn'i_ungrfoogn
Démonstration. L’identité () découle aussitot de la proposition Ensuite, soient
F et G les limites de f, et respectivement g,, et soit € > 0; alors :

dneN tel que IF' — fillpoo <€ et ||G—gkllDoc <€ Yk = n
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d’on, avec le lemme [3.6] :

[AF + 1G) = (Mfx + 1gr) [ D00 < IAE = fi)l[D,co + 114G = g8)l[D,00
SN = fellpio + |pl - 1G = gxl
< (Al |rhe
et cela démontre la convergence uniforme de la suite (Af, + ugn|n € N) vers
AP+ uG. a

D oo

On est maintenant prét pour repondre aux questions évoquées au §3.1.1]:
Théoréme 3.16. Soient D C R une partie, zog € D, et fo := (fn: D > R|n €N)
une suite de fonctions sur D, continues en xg. On a :

(i) Si fo converge uniformement sur D, la limite | de fo est continue en xg.

(ii) Sila série 325 fn converge uniformement sur D, alors sa somme L est
une fonction continue en xg.

(iti) En particulier, si chaque f, est continue sur D, et si fo (resp. si la série
::6 fn) converge uniformement sur D, alors 1 (resp. L) est continue sur D.

Démonstration. (i) : Soit € > 0; par hypotheése il existe n € N avec :
Il — anD,oo <Ee.

D’autre part, puisque f, est continue en xg, il existe § > 0 tel que :

|fr(x) — fulxo)| < e Vo € DN]zg — d, z9 + I].

Par suite, pour tout € DN]zg — d, 29 + d[ on a :

[l(z) = (xo)| = |(l(z) = fu(@)) + (fu(2) = ful20)) + (fu(20) — U(z0))]
<) = fal@)[ + [ fu(2) = fulzo)| + | fu(2o) — U(x0)|

~X
< 3e
et cela achéve de vérifier la continuité de [ en x.
Les assertions (ii) et (iii) découlent aussitot de (i). O
Théoréme 3.17. Soit fo := (fn|n € N) une suite de fonctions uniformement

convergente sur un intervalle [a,b] borné, et soit 1 : [a,b] — R la limite de f,.
Supposons que chaque f, soit intégrable sur [a,b], et posons

F,(z) = /w fu(t)dt Vn € N,Vz € [a,b].

Alors on a :
(i) La suite de fonctions (F, |n € N) est uniformement convergente sur [a,b].

(i) En outre, la fonction | est intégrable sur [a,b], et on a :

n——+oo

Jim Fn(x):/xl(t)dt vz € [a,b)].

Démonstration. (i) : Par hypothése, pour tout € > 0 il existe n € N tel que :

€
I fo = fallla,p),00 < h—a Vp,g=2n
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(proposition [3.7)). Par suite, pour tout x € [a,b] et tout p,qg > n on a :

[ = o] < [ 10 - sl < [

3

|Fp () — Fy(x)| = dt < e.

Cela montre que
1Fp = Follfapl,0 <€ Vpg2n
d’ou I'assertion, toujours d’aprés la proposition [3.7]
(ii) : Notons par L : [a,b] — R la limite de la suite de fonctions (F, |n € N).
Soit € > 0, et choisissons n € N tel que :

€
b—a

Soit aussi x € [a, b], et prenons une subdivision de Uintervalle [a, 2] :

||L_Fn||[a,b],oo <eg et ||l_fn||[a,b],oo <

(%) Topi=a<2 <Tog < - < Tyy] =T
et des réels :

(%) Yo € [xo,x1] w1 € [w1,x2] - Yr € [x4, Tpg]

tels que :
t

|Fn(z) — Sn(ze,ye)| < € avec : Sn(Te,Yo) 1= an(yk) (Tpg1 — k)
k=0

(existence d’une subdivision () et d’une suite de réels (xx) vérifiant cette inégalité
découle de lintegrabilite de f,, sur [a, b]). Posons aussi :
¢
S(TeyYe) 1= Zl(yt) (@h1 — 7).
k=0
(Les termes Sy (Ze,Ys) et S(Te,ye) sont les sommes de Riemann associces aux
fonctions f, et I, pour les subdivisions z, et les suites finies y,). Il vient :
|L(z) — S(xe,ye)| = |L(z) — Fr(z) + Fr(x) — Sn(Te,Ye) + Sn(Te,Ye) — S(Te, Yo)|

< |L(z) — Frn(z)| 4+ |Frn(z) — Sn(Te, Yo)| + |Sn(Te, Ye) — S(Te, Yo )|

t
Setet Y= D) - (e —20)
k=0

<2+ ) [(fo = D)l - (@1 — zn)

< 3¢
et cela acheve de vérifier que I est intégrable, et que [ I(t)dt = L(x). O

Corollaire 3.18. Soit fo := (fn : [a,b] = R|n € N) une suite de fonctions définies
sur un intervalle [a,b] borné, et telles que :

(a) La suite numérique f,(a) converge vers un nombre réel l,.
(b) Chagque fonction f, est de classe €* sur |a,b].
(¢) La suite des fonctions dérivées (f), |n € N) converge uniformement sur [a,b].
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Alors la suite fo converge uniformement sur [a,b] vers une fonction | : [a,b] — R

de classe €' sur [a,b], et on a :

I'(z) = lim f](x) Va € [a,b).

n——+o0o

Démonstration. Notons par L : [a,b] — R la limite de la suite (f, |n € N). On sait
que L est une fonction continue, en vertu des conditions (b),(c) (théoréme [3.16)).

Or, toute fonction g continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b], et son intégrale
indéfinie G est une primitive de g, i.e. G est de classe ¢! sur [a,b], et G' = g.
En particulier, L et f] sont intégrables sur [a,b], pour tout n € N, et f, est une
intégrale indéfinie de f/ ; posons alors aussi :

hn(m) = fn(a) et n(x) = fn(x)ffn(a) Vo € [a,b],VnGN.
D’aprés le théoréme [3.17] il vient, pour tout = € [a,b] :
/ L(t)dt = lim / fL(t)ydt = hm (fn( ) — fn(a)) = lim g,(x).

n—-+o0o n—-+oo

Donc, l'intégrale indéfinie G(z f L(t)dt est la limite de la suite de fonctions
go :=(gn|n €N), et G =L;en outre ge converge uniformement vers G, toujours
d’aprés le théoréme

Puisque la suite numérique (f,(a) |n € N) converge vers l,, la suite de fonctions
constantes (h, |n € N) est trivialement uniformement convergente sur [a,b] vers
la fonction constante h : [a,b] — R de valeur [, ; mais alors la suite de fonctions
(fn = gn + hn|n € N) converge uniformement vers [ := G + h (proposition .
Finalement, [ est alors bien de classe € sur [a,b], et I’ = G’ = L. |

Exercice 3.19. (i) Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série :
= Z e~V sur R* := R\ {0}.

(ii) Etudier la continuité et dérivabilité de la somme de cette série.

Solution : Puisque e* = +_0 2" /n! pour tout z € C, il est clair que :
23
(%) e’ > 3 Vo € Ryo.

En particulier : e’V = x6n3/2/6 pour tout n € N, et par suite :

Z e‘””Qf Zl x6n3/2 Vr € R*.

Mais on sait que la série de Riemann Z:ﬁ 1/n%/? converge (exemple 7 donc
la série S(z) converge simplement sur R*. D’autre part, noter que

=1 VneN car lime @V =0 =1

le™®
xz—0

donc la série S(x) ne converge pas uniformement sur R* (corollaire ii)), et donc
elle ne converge normalement sur R* non plus.

Pour étudier la continuité, observons que, en revanche, S(z) converge normale-
ment sur toute partie :

U(a) :=R\] —a,a] aveca>0.
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En effet, toujours d’apres (x) on déduit que :

le™ oo € 5z Va >0
d’ou Passertion, car on a déja remarqué la convergence de 3" 1/n3/2. Or, puisque
chaque terme e~**V7 est une fonction continue sur R, avec le théoréme (ii) il
s’ensuit que la somme de la série S(x) est aussi continue sur U(a), pour tout a > 0.
Mais la continuité est une propriété locale des fonctions, de sorte que S(x) est alors
continue aussi sur la réunion :

U Ula) =r".

a>0
En dernier lieu, on souhaite appliquer le corollaire 3.I§ pour étudier la dérivabilité
de S(z) : soit fn(x) := e~V pour tout n € N alors :

f(x) = —2zvne V" VYneN,Vz eR.

n

L’estimation (*) ne suffit pas pour borner efficacement la norme sup des dérivées
f1(x), mais, toujours avec la définition de e*, on obtient :

4
T

T>— V>0

e 2 X
d’ou

24 - 2x\/n 48 »
@) < || = || veeR YRz
et par suite :
48

||fr/L||U(a),oo < m VYn > 1,Va >0

N P +oo gy .
d’ot, la convergence normale de la série > '~ f;, d’abord sur chaque partie U(a),

et ensuite sur la réunion R* de ces parties, car la dérivabilité est une propriété locale

des fonctions. Maintenant, avec le corollaire [3.18 on conclut que la somme de la

série S(x) est une fonction dérivable sur R*, et sa dérivée est donnée par la somme
P 400 py

de la série Y70 fr ().

3.4. Suites et séries de fonctions a valeurs complexes. Notre discussion des
suites et séries de fonctions se prolonge sans peine aux suites et séries de fonctions
a valeurs complexes, définies sur une partie U C R. Essentiellement, il suffit de
reprendre les définitions et preuves précédentes, quitte a faire des modifications
mineures : plutot qu’avec la valeur absolue réelle | - |, il faudra raisonner avec le
module complexe || - ||, comme déja vu pour les suites et séries numeériques.

Donc, on a des notions de convergence simple et uniforme pour toute telle suite
de fonctions (f,, : U — C|n € N), et on définit de la facon évidente le domaine de
convergence de toute telle suite, ainsi que de la série associée Z:i% fn. Aussi, la
norme sup d’une fonction g : U — C sera évidemment donnée par :

(%) 19llt700 == sup{llg(a)]| a € U} € Rzo U {+00}

et le lemme est encore valide pour ces fonctions (dans la partie (iii) du lemme,
on prendra A € C). On a de méme la caractérisation des suites convergentes en
termes d’une condition de Cauchy uniforme comme & la proposition [3.7] ainsi que
son corollaire [3.8 pour les séries de fonctions; pour ces derniéres, on a en outre
une notion de convergence normale, correspondante a celle de la définition [3.9]
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Et en outre, toutes les propositions et théorémes de la section [3.3] se prolongent
verbatim aux suites et séries de fonctions définies sur une partie U C R et a valeurs
complexes.

Toutefois, lors qu’on s’intéresse aux fonctions & valeurs complexes, il est naturel
de considérer au méme temps des fonctions de la variable complexe, c’est a dire des
fonctions g : U — C, ot maintenant U sera une partie du corps C, plutét qu’une
partie de R : ce sera le cas, notamment, pour I’étude des séries entiéres, que 'on
entreprendra dans la section suivante. Plusieurs définitions et résultats des sections
précédentes se généralisent encore & ce cadre, mais certaines d’autres n’ont pas des
homologues évidents, ou demandent des justifications supplémentaires.

D’abord, la définition (%) peut étre reprise verbatim pour le cas ou U C C, et
on aura toujours les bonnes propriétés du lemme [3.6]; par suite, on a de méme
des bonnes notions de convergence simple et uniforme, et de convergence normale
pour les suites. Ensuite, la proposition reste valable pour les suites et séries
de fonctions d'une variable complexe ; de méme pour le théoréme & condition
de clarifier la notion de continuité pour des fonctions de la variable complexe. Or,
du point de vue de I’analyse, le corps complexe C s’interpréte comme le plan de
Gauss, avec ses axes coordonnés orthogonaux données par la droite réelle et la
droite imaginaire ; les fonctions de la variable complexe sont alors essentiellement
des fonctions définies sur le plan (ou sur une partie du plan) R? (et a valeurs
complexes), et la définition de continuité adaptée a ce contexte est celle des fonctions
de plusieurs variables réelles. Rappelons qu'une fonction g : U — C définie sur une
partie U C R™ est continue au point x¢ € U, si elle vérifie la condition suivante :

Ve>0 36>0 telque |g(x)—g(zo)| <e Vae€B(xy,0)NU
ou B(zp,0) dénote ici la boule ouverte de rayon § et centrée en xg, c’est a dire :
B(xo,6) :={y € R"[[ly — zo[lr» < 6}

ou, & son tour, || - |g= dénote une norme fixée de R™ : on peut par exemple choisir
la norme euclidienne :

[(y1s e y)llrn = fyi+--+92 Y(r,...,un) €R™

Or, le nombre complexe z = a + ib correspond au point (a, b) du plan de Gauss R?,
et la norme euclidienne de (a,b) n’est rien d’autre que le module complexe de z :

la+ bl = Va* + 6% = ||(a, ) |2

Donc, dans le corps complexe C, le disque ouvert centré au point zg € C et de rayon
6 > 0 est la partie :

D(20,4) = {w € C| [w — z0l| < 6}.

En résumant, on dira qu’une fonction g : U — C définie sur une partie U C C est
continue au point zg € U si elle satisfait la condition suivante :

Ve>0 30>0 telque |g(z) —g(z0)] <& VzeD(z,0)NU.

Avec ces précisions, on peut maintenant reprendre la preuve du théoréme [3.16] et
ainsi prolonger ce théoréme au cas des suites de fonctions de la variable complexe.



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 55

Exercice 3.20. On peut affiner la version complexe du théoréme [3.16] de la fagon
suivante. Soit (f, : U — C|n € N) une suite de fonctions définies sur une partie
U C C, qui converge uniformement sur U vers une fonction [ : U — C. Soit une
partie V. C U\ U, oul I'on désigne par U I'adhérence de U dans C, et supposons que
chaque fonction f, s’étend en une fonction g, : UUV — C, continue en tout point
de V. Alors la suite de fonctions (g, | n € N) converge uniformement sur UUV vers
une fonction A : U UV — C qui étend [, et qui est continue en tout point de V.

En effet, soient a € V et ¢ > 0; par hypothése, a est la limite d’'une suite
(zk | k € N) de points de U, et comme g, est continue en a, on déduit :

gn(a) = lm f,(zk) Vn € N.
k—+oo
D’autre part, par la condition de Cauchy uniforme, il existe n € N tel que

||fp*fq||U,oo<5 Vp,q = n.
Avec le lemme [L5{i) (et la remarque iii)), il vient alors :

lgp(a) — gq(a)|| = klim | fo(r) — fa(zr)ll <€ Vp,qg=n
—+o0
et comme a € V est arbitraire, cela revient a 'inégalité :

lgp — gollvov <& Vp,g=n

d’oti la convergence uniforme sur U NV de la suite ge := (g, | n € N), en vertu de
la condition de Cauchy uniforme. La continuité de la limite h de go aux points de
V' découle alors de la version complexe du théoréme [3.16]

D’autre part, le théoréme tel qu’il est formulé, n’admet pas une généra-
lisation évidente au cas des suites de fonctions de la variable complexe : en effet,
la notion d’intégrale indéfinie ne s’applique qu’aux fonctions de la variable réelle.
On dispose toutefois d’une théorie de 'intégration pour fonctions définies sur une
partie (mesurable) U C R™ : cette théorie permet de définir une bonne classe de
fonctions intégrables sur U, et associe a toute telle fonction g : U — C son intégrale

/U g(x)dz € C.

Par l'interprétation du corps complexe en terme du plan de Gauss, cette théorie
s’applique alors aussi aux fonctions définies sur une partie U C C. Donc, a toute
suite fo := (fn : U = C|n € N) de fonctions intégrables définies sur une partie
mesurable U C C, on pourra quand méme associer la suite numérique des intégrales

(In = /Ufn(z)dz |n e N).

Au lieu du théoréme [3.17] on pourra encore affirmer que si la suite f, converge
uniformement sur U vers une fonction [ : U — C, alors [ est intégrable sur U
et la suite des intégrales (I, |n € N) converge vers [, I(z)dz. Cela nécéssite d’un
considérable travail préliminaire pour développer le langage et les outils analytiques
indispensables : on laissera ’honneur & des cours plus avancés.

Exercice 3.21. Soit (f, : U — C|n € N) une suite de fonctions continues, définies
sur une partie U C C, et qui converge uniformement sur U vers une fonction



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 56

Il : U — C. Soit aussi ze := (2, |n € N) une suite numérique convergente avec
zn € U pour tout n € N, et avec limite L € U. Montrer que :

(L) = ngr-{-loo fr(zn).
Solution : En effet, soit € > 0; par hypothése il existe n € N tel que
Il = fellveo <€ Vk=n.

D’autre part, par la version complexe du théoréme la fonction [ est continue
sur U, donc il existe § > 0 tel que :

(L) =1(2)| <e Vz € D(L,9)

et en outre, puisque z, converge vers L, il existe m € N tel que :

IL — 2] < & Yk = m.
On calcule :

(L) = fr(z) | = 1C0(L) = U(zr)) + (U(2x) — fr(ze))l

SUL) = 1zR) |+ (k) = fr(zn)l

<e4e=2
pour tout k > max(n,m), d’ou I'assertion.
Exercice 3.22. (Théoréme de la double limite) L’exercice précédent peut étre
affiné de la fagon suivante. Soit (f, : U — C|n € N) une suite de fonctions définies
sur une partie U C C, qui converge uniformement sur U vers une fonction ! : U — C.
Soit en outre z := (2x | k € N) une suite numérique avec z, € U pour tout k € N, et
supposouns que la suite f,,(ze) := (fn(zx) | k € N) converge vers y,, € C, pour chaque
n € N. Alors les suites yo := (yn |7 € N), (fx(2x) |k € N) et l(zq) := (I(2x) |k € N)

convergent vers la méme limite dans C. Autrement dit, on a :

e B ) = B Ala) = T g Il

En effet, soit € > 0; par hypothése il existe m € N tel que
(*) Il = frllvo <e  VEk=m.
On déduit :

() 1 fp— fall,oo < lfp—Ulv,00 + 11— follU,oo < 26 Vp,q = m.
Par suite, en vertu des proposition [[.7] et [I.9] il vient :

Hyp - qu = hlf-loo ||fp(zk) - fq(Zk)H < 2 Vp,q=m

k—
d’ott la convergence de la suite y,. Ensuite, on sait qu’il existe v € N tel que :

||f7n(zp)*fm(zq)” <e€ Vp,q = u.
Par suite, pour tout p,q > u on a, avec () :
[11(2p) — Uzl < 11(2p) = fin(2p) | + 1 frm (2p) — fin(2g) | + [ fin(2q) — U(2g)]| < 3

d’ott la convergence de [(z,). Posons alors L := . lim I(zg). Il existe r € N tel que
—+o0

1L —1(z)]| < e VEk > r.
Avec () il vient :
1L = fr(zi) |l < IIL = Uze) || + [11(zx) = fr(ze) <26 Yk > max(r,m)
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et cela montre que la suite (fx(zx)|k € N) converge vers L.

En dernier lieu, soit L' := lim y,, et prenons s,t € N tel que
n—-+oo
I —wll<e  szm et y—fl@l<e V>t

Avec (k) il vient :
I = fi(z) | < L' = yall + llys — fa(zo) 1 + 15 (2k) — fi ()|l < 4e

pour tout k > max(t,m), et cela montre que L = L.

57
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4. SERIES ENTIERES

4.1. Rayon de convergence. Soit ae := (a, |n € N) une suite de nombres réels
ou complexes. La série entiére associ€e o ae est la série de fonctions :

+o0o

Z anpx”

n=0
de la variable x. Ainsi, chaque fonction f,(z) := a,a™ est définie pour tout 2 € R, et
méme pour tout x € C; si 'on décide de se borner aux valeurs réels de la variable
x, on obtiendra une série de fonctions (f, : R — C|n € N) du type étudié¢ aux
sections [3.2] et [3:3] alors que si I'on admet aussi les valeurs complexes, on obtiendra
une série de fonctions (f, : C — C|n € N) de la variable compleze, du type

contemplé dans la section Afin de signaler que I'on considére des fonctions de
la variable complexe, on dénote souvent cette méme série par :

+oo
E a2,
n=0

Bien que les termes de ces séries soient des fonctions définies sur R (ou, respecti-
vement, sur C), leurs domaines de convergence seront évidemment seulement des
parties de R (ou de C), et on souhaiterait pouvoir déterminer ces domaines a partir
de la suite de constantes a,. Cette question est presque complétement résolue par le
théoréeme suivant, qui montre que le domaine de convergence d’une série entiére
a une forme assez simple ; pour sa preuve, rappelons d’abord que le disque ouvert et
le disque fermé de C, de rayon r > 0, centrés au point zo € C sont respectivement
les parties :

D(zg,7) :={2 € C|||z— 20|l <r} et D(z,7) :={2€C||z— 2] <7}
Avec cette notation, on a ’observation suivante :
Lemme 4.1. Soit Z:i% anz™ une série entiére, et r > 0 un réel tel que la suite
(lan[r™[n € N)
soit bornée. Soit aussi 0 < p < r un deuziéeme nombre réel. Alors on a :

(i) La série de fonctions 20 ||an2™| converge simplement sur D(0, ).

n

(ii) La série enticre 3% a,2" converge normalement sur D(0, p).

Démonstration. Comme D(0,7) = Uy, D(0, p), on voit aisément que I'assertion
(i) découle de (ii). Pour montrer (ii), posons

M = sup{]|a,||r™ | n € N}

et soit aussi 0 < p < r. Il vient :

lanz"]) = an e 2 < M(M)n <M. (3) vz € D(0, p),Vn € N.

r’ r r

Autrement dit :
llanz" 557,00 <M - (p/r)" Vn € N.

Mais puisque 0 < p/r < 1, la série numérique Z::S M - (p/r)™ converge, d’ou la
converge normale de I:(’) anz™ sur D(0, p). O
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Théoréme 4.2. Soit Z::a anz™ une série entiére (de la variable complexe z).
Alors il existe un unique R € Rxo U {+o0} tel que :

(i) La série numérique 320 an 2§ converge pour tout zo € C avee ||z < R
(ii) La série numérique 3% an 2y diverge pour tout z € C avee ||zo| > R.

On appelle R le rayon de convergence de la série entiére Z:;:a anz™.

Démonstration. Soit Z# 1'ensemble des r € Rxq tels que la suite (|jay|r™|n € N)
soit bornée. Noter que Z # @, car 0 € Z. Montrons que

R :=sup(Z)

convient. En effet, soit zo € C avec ||zo]] < R; alors il existe r € Z avec ||z|| < r, et
par suite la série entiére Z::f) anz™ converge (normalement) sur D(0, ||2o]|), d’apreés
le lemme ii). En particulier, la série numérique Z:i% anzy converge.

De laute coté, soit zp € C avec ||zo]| > R; alors zg ¢ %, c’est a dire la suite
(llanzy| | n € N) n'est pas bornée, et alors la série 3720 a,, 28 est grossiérement
divergente. O

Remarque 4.3. (1) Soit R le rayon de convergence de la série entiére Z::é anz".

D’aprés le théoréme si R =0 (resp. si R = +00) le domaine de convergence
de la série est ensemble {0} (resp. est C); sinon, 0 < R < +00, et le domaine de
convergence contient alors le disque ouvert (0, R), et il est contenu dans le disque
fermé D(0, R). Pour ce cas, le théoréme ne nous renseigne pas sur la convergence au
bord du disque de convergence D(0, R), c’est a dire, aux points du cercle de rayon
R centré en O :

D0, R) \D(0, R) = {z € C| ||z = R}.
Pour déterminer la nature de la série en ces points, il faudra donc une étude ad hoc.

(ii) Par commodité, on n’a énoncé le théoréme que pour les séries entiéres
d’une variable complexe z, mais on en déduit aussitoét une variante évidente pour
les séries 370 a,2™ de la variable réelle x : pour ces séries il existe un rayon de
convergence R € Ry U {+oc} telle que la série numérique Z::E) anT{ converge
pour tout zp € R avec |zg| < R et diverge si |zg| > R. Dans le cas réel, au lieu
d’un disque de convergence on trouvera ainsi un intervalle de convergence | — R, R],
contenu dans le domaine de convergence de la série, et dont 'adhérence [—R, R]
contiendra ce domaine de convergence. Comme pour le cas complexe, le théoréme
ne nous renseigne pas sur la convergence aux bords de I'intervalle de convergence.

(iii) Le lemme peut maintenant étre précisé : on obtient que pour tout

rayon p > 0 strictement plus petit du rayon de convergence R, la série entiére

20 an2™ converge normalement sur le disque fermé D(0, p). De méme pour le cas

+oo
n=0

des séries entiéres de la variable réelle : on a convergence normale de anx™
sur lintervalle fermé [—p, p], pour tout tel p.
(iv) Pour la question du comportement de la série au bord du disque de conver-

gence, on a I'important résultat suivant :

Théoréme 4.4. (Convergence radiale d’Abel) Soit Z:i% anz"™ une série entiére,
et 29 € C\{0} tel que la série numérique Y., %% a, 28 converge. Alors la série entiére
20 4, 2" converge uniformement sur le rayon :

n=0 4n%
H(z0) == {tzo |t € [0,1]}.
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Démonstration. Posons ¢, := ay,z{ pour tout n € N, et appliquons le critére d’Abel
(proposition [2.36)) aux séries numeériques :

+oo +o00
Z t" et Z Cn-
n=0 n=0
Noter que pour t € [0,1], la suite (¢"|n € N) est monotone et bornée, et par

hypothése la série Z:{:& ¢y, converge, donc les conditions (a) et (b) de la proposition
sont effectivement remplies. On obtient ainsi la convergence de la série :

+oo
D eat™  Vte[o,1].
n=0

En outre, puisque [t"| < 1 pour tout ¢ € [0,1] et tout n € N, on a des estimations
pour les restes de cette série, de la forme :

p
> at| <3M@n)  Wzaz0
k=q

avec M(q,p) := max(Hvazq allli=a-...p).

Or, noter que ces estimations sont indépendantes de ¢ (pourvu que ¢ € [0, 1]), et
en outre, pour tout € > 0 il existe N € N tel que M(q,p) < € pour tout p > ¢ > N
(proposition [2.4(i)). Cela montre que la série entiére Z::(’) an(tzp)™ de la variable
réelle ¢ vérifie la condition de Cauchy uniforme sur l'intervalle fermé [0, 1], et donc
elle converge uniformement sur cet intervalle (corollaire [3.8(i)).

Mais évidemment cela revient a dire que la série entiére Z::% a, 2" de la variable
complexe z converge uniformement sur %#(z). O

Remarque 4.5. (i) Noter que le théoréme n’est intéressant que si zo appartient
au bord du disque de convergence D(0, R) (c’est a dire, si ||29|| = R), car on connait
déja la convergence normale de la série Z:i% anz™ dans un voisinage de tout point
situé a lintérieur du disque (0, R), d’aprés la remarque iii).

(ii) Donc finalement, si ||zo|| = R, le théoréme de convergence radiale ne permet
que de prolonger la convergence uniforme jusqu’au point zg, le seul point du rayon
que 'on ne pouvait pas attendre par la remarque iii). On pourrait se demander
quel est l'interét de s’acharner pour atteindre juste un seul point de plus. Mais
I’exemple founira des illustrations remarquables de la puissance de cet outil.

Bien que la preuve du théoréme [£.2] fournisse une expression pour le rayon R
de convergence d’une série entiére, celle-ci n’est pas suffisament explicite pour étre
d’utilité pratique. On souhaite alors des méthodes plus efficaces pour le calcul de
R. On démarre avec ’observation simple suivante :

Lemme 4.6. Soient Z:i% a,z" et :z% bp2" deux séries entiéres, de rayons de
convergence R et respectivement R'. Supposons que :

(%) lanll < [Iball VR eN.
Alors R > R'.

Démonstration. La preuve du théoréme montre que R (resp. R') est la borne
supérieure de l’ensemble % (resp. #’) des nombres réels r > 0 tels que la suite
(lan|lr™|n € N) (resp. la suite ((||by]|7™|n € N))) soit bornée. Mais en vertu de
(%), il est clair que ' C %, d’ou assertion. O
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Ensuite, on peut extraire des régles de d’Alembert et de Cauchy des formules
utiles pour le rayon de convergence :

Pr0p051t10n 4.7. Soit Zn 0 Gn2" une série entiére, avec rayon de convergence
R. On a :

(i) Si lim Ha"H H =L, alors R=1/L.
an

n—-+oo

.. . . 1/n — —
(i) Si ngr}rlooﬂanﬂ L, alors R=1/L.
(Pour L =0, on pose ici 1/0 := 4+00).
Démonstration. (1) : Soit r € Ry ; il vient :

a Hr”"’l

n+1
n—>+oo anr™ n—>+oo Ay,

Par suite, pour r < 1/L on a l < 1, et alors la série numérique Z:Lrioo [lanr™||
converge, d’aprés la régle de d’Alembert ; en particulier, la suite (||la,||r™|n € N)
est bornée, d’ot r < R. De lautre coté, si r > 1/L, alors | > 1, et alors la
série 372 |la, |r™ diverge, encore par la régle de d’Alembert ; compte tenu de la
remarque iii), on déduit que r > R dans ce cas. L’identité R = 1/L découle
aussitot de ces deux cas.

La preuve de (ii) est parfaitement analogue, et sera laissé en exercice. (I

Exemple 4.8. (i) Avec la proposition () on voit aussitot que la série géo-
métrique Z _p 2" arayon de convergence R = 1. Bien sur, cela était déja connu
depuis l'exemple [2.34] : on a juste rajouté un élément de langage.

(ii) De meéme, d’aprés I'exemple i), la série exponentielle Z:i% z"/nl a
rayon de convergence R = 400.

(iii) En outre, 'exemple [2.38(i) nous dit que les séries de Taylor de sin(z) et
cos(z) ont également rayon de convergence R = +00.

4.2. Opérations sur les séries entiéres.

Proposition 4.9. Soient Z:lr:()) an 2" et ZZE% b, deux séries entiéres, avec rayons
de convergence R et respectivement R'. Alors, pour tout A\, € C, la série entiére

—+oo

Z()\an + wby)z"

n=0
a rayon de convergence > min(R, R').

Démonstration. Soit r € R avec 0 < r < min(R, R’), de sorte que les suites
(lan|lr™|n € N) et (||bn||r™ |n € N) sont bornées; prenons alors un majorant M
commun pour ces deux suites. Il vient :

[(Aan + pbn)r™ | < (A + [l Vo e N.

Cela montre que la suite ((Aay, + pby)r™ |n € N) est bornée, d’ou 'assertion. [
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. L. . . +o00 o0
4.2.1. Produit de Cauchy de séries entiéres. Soient "l an,z"™ et Y "0 by2" deux
séries entiéres, et notons par Z:i% ¢n, le produit de Cauchy des séries numériques
“+o0 —+o00 . L, . . —+o00
o Gn €t > 70 by, Alors, on définit le produit de Cauchy de )~ anz™ et
ZZZ% b, comme la série entiére
“+o0
E cn .
n=0
Le nom de cette série se justifie en remarquant que pour tout zg € C, la série
numérique 7% ¢, 28 est le produit de Cauchy des séries numériques 20 a,, 28
et Z:Z% bnzy : on laissera la simple vérification en exercice.

Proposition 4.10. Soient Z:i% apz™ et ::6 b,2" deux séries entiéres, avec
rayons de convergence R et respectivement R'. Alors le rayon de convergence de
leur produit de Cauchy z:i% cp 2™ est > min(R, R').

Démonstration. Soit r € R avec 0 < r < min(R, R'), de sorte que les séries numé-
riques Z:fo anr™ et ::(’) b,r™ sont absolument convergentes, d’aprés la remarque
E(iii). Par suite, leur produit de Cauchy Z:i% c,r™ est également absolument

convergent, par le théoréme de Mertens (théoréme i)), d’ou lassertion. O

Proposition 4.11. (Intégration et dérivation de séries entiéres) Soit Z::E)

une série entiére, avec rayon de convergence R. Alors les séries entiéres :

apz"

+oo —+oo a
g na, 2" ! et g n 7 P
n=0 n=0 n+

ont également rayon de convergence R.

Démonstration. Soit d’abord R > 0. Soient alors r,s € R avec 0 < r < s < R, de
sorte que la suite (||la,]| - s™ |n € N) est bornée, et posons

M :=sup{]|an|| - s" |n € N}.
Avec I'exemple [2.10] il vient :

0< lim n-fan) - = Lm = |an-s
n—-+o0o

n
nl
n—+oo 1 n

M . T\"

< — - lim n(f) =0
r n—+oo S

car on a 0 < r/s < 1. Donc la suite (n||a,|r™|n € N) est bornée (lemme [L5{i)) et

cela montre que le rayon de convergence R’ de ZZ:S na,z" ! est > r. Puisque r

peut étre choisi arbitrairement proche & R, on conclut que R’ > R.

De méme, on a :

MT”H < lan || < My Vn €N
n+1

et cela entraine que le rayon de convergence de > 2"t est > R.

Il reste a vérifier que les rayons de convergence de ces séries ne sont pas stric-
tement plus grand que R. Or supposons par ’absurde que le rayon de convergence

de ZZ:& %Zﬂﬂ soit R’ > R; on applique alors le résultat que I'on vient de
+

montrer, & la série entiere Y% b, 2", avec by, := “*=L pour tout n € N'\ {0} : on
déduit que la série entiére ZZ:& nb, 2" ! a rayon de convergence > R’. Mais noter
que nb, = a,_1, et par hypothése Z:i% a,z" a rayon de convergence R < R/ :

contradiction ! Donc le rayon de convergence de ZZ:& 7{“—&2”“ est bien R.
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Un raisonnement analogue montre que le rayon de convergence de 3, na,, 2"~
doit étre R.

Il reste & considérer le cas ot R = 0. Mais si le rayon de convergence de

z:) na,z"~! était R’ > 0, alors par le méme raisonnement, le rayon de conver-
gence de :i% a,z" serait R’ > 0, contradiction! De méme ’on vérifie que la série

entiere 30 742"+ a rayon de convergence 0. O

Corollaire 4.12. Soit ::B a,x™ une série entiére avec rayon de convergence

R > 0. Alors la somme f(x) de la série est une fonction de classe € sur]— R, R|,
et on a :

+oo T +oo a
(%) f(z)= Z na,z" ! / ft)ydt = Z n_gntl Vz €] — R, R|.
n=0 0

n+1

n=0

Démonstration. D’apreés la proposition , la série Z:i% na,x" a également rayon
de convergence R ; d’aprés la remarque iii), la série Z::E) na,x™ converge alors
uniformement sur [—r, ], pour tout r < R, et noter que la dérivée de chaque terme
a,x™ est précisément le polynome na,z" !, donc f(x) est de classe €* sur [—r, 7],
avec dérivée donnée par la premiére identité de (*), en vertu du corollaire
Mais la dérivabilité et la continuité sont des propriétés locales d’une fonction, donc
f(x) est finalement dérivable sur (J,_, . p[—7,7] =] — R, R[, comme souhaité. La
deuxiéme identité de (*) découle aussitot du théoréme

En dernier lieu, afin de démontrer que la fonction f(z) est de classe € sur
] — R, R], il suffit de prouver qu’elle est de classe €™ sur | — R, R[ pour tout n € N.
Mais puisque la dérivée f’(x) est la somme d’une série entiére avec le méme rayon de
convergence que f(x), cela découle maintenant d’une simple récurrence sur n.

e?, sin(x) et cos(z) sont de classe €°° sur R (cela est d’ailleurs bien connu).

Exemple 4.14. (i) Rappelons que la série géométrique Z:i% ™ arayon de conver-

gence 1, et sa somme est la fonction f(x) = 1/(1—x) sur U'intervalle | —1, 1] (exemple
[4.8(i)). D’aprés la proposition et le corollaire |4.12] la série de Mercator

+o0 xn—&-l
g(z) == nz:% m———

a alors de méme rayon de convergence 1, et on a :

g(x):/ozllx:—ln(l—m) Ve e]—1,1].

En outre, la série g(x) converge aussi pour x = 1, d’aprés le critére de Leibniz
(voir I’exemple , donc elle converge uniformement aussi sur U'intervalle [—1, 0],
d’aprés le théoréme de convergence radiale d’Abel. Par suite, g(x) est une fonc-
tion continue sur [—1,0] (ainsi que sur ] — 1,1[), en vertu du théoréme [3.16); mais
aussi la fonction —In(1 — z) est continue sur [—1, 0], donc on peut calculer :

+oo (_1)n+1
n;) g b=t gl = lim —In(l —2) = —In(2).

Noter que cela nous donne la somme d’une série numérique, mais pour sa démons-
tration on a eu recours aux séries entieres.
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(ii) Considérons la série entiére :

—+o0

h(z) =Y _(=1)"a™".

n=0

Evidemment la suite ((—1)"r?" |n € N) est bornée si et seulement si |r| < 1, done
le rayon de convergence de h(x) est 1, et évidemment on a :

1
2
M) = f(-a?) = -
(avec f(x) comme dans (i)). Donc, la série entiére :

too n
l(!E) — Z (_1) x2n+1

202n+1

a aussi rayon de convergence 1 (proposition [4.11)), et le corollaire montre que :

T dx
== —_— = - 1 1 .
() /0 522 arctan(z) Vo el —1,1]

En outre, la série [(x) converge aussi pour = 1, par le critére de Leibniz, donc elle

converge uniformement sur [0,1], par le théoréme de convergence radiale d’Abel;

ainsi, [(z) est une fonction continue sur [0, 1] (théoréme [3.16)). Mais aussi la fonction
)

arctan(z) est continue sur [0, 1], donc :
+o0 ) -
g o —I- = (1) = mlil’{lﬁ l(x) = zlg{lﬁ arctan(z) = arctan(1) = T

On a ainsi obtenu la formule de Leibniz :

_, 4.4 4+4 i
TERT3T Ty Ty 11

(iii) Voici une derniére application qui compléte le théoréme de Mertens.
Soient 32F% a,, et 322 b, deux séries convergentes, et 3% ¢,, leur produit de
Cauchy. On va montrer que si 3.1 ¢, converge, alors on a encore :

5= (o) (S )

n=0

Pour cela, on considére les séries entiéres s(z) := :::5 anx™, t(z) = ::6 bpx™,
de sorte que u(x) := Z:ioo cpx™ est le produit de Cauchy de s(x) et ¢(z) (voir le
. Par hypothése, s(x), t(z) et u(x) convergent pour x = 1; en raisonnant
comme dans (i) et (ii), on déduit que leurs rayons de convergence sont > 1, et leurs
sommes sont des fonctions continues sur [0, 1]. D’autre part on sait que

s(x) - t(z) = u(x) Ve el —1,1]

en vertu du théoréme de Mertens, car les séries s(x) et ¢(z) sont normalement
convergentes sur [—r, 7], pour tout r < 1 (remarque [£.3[(iii)). Par suite :

u(l) = wl;r{l_ u(z) = wl;r{l_ s(z) - t(z) = $1;I{1_ s(z) - zgrln_l t(z) = s(1)-t(1)

d’ou l'identité souhaitée.
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4.3. Séries de Taylor. Soit f : U — R une fonction de classe €*° sur un voisinage
U C R de 0. Suivant I’exemple m(i), on associe & f sa série de Taylor au point
Ty = 0:

+oo (k)
S(f,xz) = Z / (O)IEk

k!
k=0
que l'on regarde maintenant comme une série entiére de la variable réelle z.

Lemme 4.15. (i) Soit f(z) la somme d’une série entiére ZI:E) anx™ de rayon de
convergence R > 0. Alors la série de Taylor S(f,x) coincide avec Z;Z% anT™.

(ii) En particulier, si deux séries entiéres ont la méme somme sur un méme
voisinage de 0, alors elles coincident terme & terme.

Démonstration. L’assertion (ii) suit aussitot de (i). Pour vérifier (i), soit

“+o0
S(f.x)=> bpa"

n=0

et montrons que a,, = b, pour tout n € N, par récurrence sur n. Pour n =0 on a
bien ay = f(0) = S(f,0) = by. Soit alors n > 0, et supposons que I’assertion soit
déja connue pour les premiers n — 1 coefficients de toute série entiére de rayon de
convergence R. Au vu de la proposition et du corollaire on a:

+oo +oo
S(f,x)= Zkbkxk_l et fl(z)= Z kapz*~L.
k=1 k=1

Par hypothése de récurrence, il vient alors nb,, = na,, i.e. b, = a,. (I

Remarque 4.16. (i) Soit f : U — R une fonction de classe ¥ sur un voisinage
U C R de 0. Méme si U contient un intervalle | — r,r[, la série S(f,z) n’a pas
forcément rayon de convergence > r.

(i) Et méme sur son son intervalle de convergence, S(f,z) ne converge pas
forcément vers f(z) (sauf pour z = 0). Par exemple, soit la fonction de classe €

e~V gig #0
0 sixz=0.
Alors f*)(0) = 0 pour tout k& € N, donc la somme de S(f,z) est la fonction
constante de valeur 0, et de autre coté f(x) # 0 pour tout = # 0.
(iii) Toutefois, si 'on a des bornes adéquates pour la taille des k-dérivées de f

dans un voisinage de 0, on peut obtenir des résultats positifs ; en effet on a :

Proposition 4.17. Soit f : U — C une fonction de classe €>° sur un voisinage
U CR de0. On suppose qu’il existe e, M,C > 0 tels que | —e,e[C U et :

1N e cfoo < CMFK VEEN

et posons p :=min(e,1/M). Alors on a :
(i) Le rayon de convergence de la série de Taylor S(f,xz) est > 1/M.

(i) S(f,z) converge uniformement vers f(x) sur [—r,r], pour tout r < p.
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Démonstration. (i) : Par hypothése, || f*)(0)/k!|| < CM* pour tout k € N, donc le
rayon de convergence de S(f, z) est plus grand du rayon de convergence de la série
enticre 3720 CM*z* (lemme [4.6). Mais on a :
Mk+1
lim =

k—4o00 CMk

donc le rayon de convergence de Y,%% CM¥z* est 1/M (proposition 1))
(ii) : Rappelons que pour tout n € N la différence

" fk)
R, (x) := f(x) — Z ka

peut s’exprimer par la formule du reste de Lagrange :
— f(n+1) (f) xn—i—l
(n+1)!
ou & est un nombre réel dans I'intervalle ouvert d’extremités 0 et x. Par suite :
| Rall)—r 00 < C MLl Vn € N,Vr €]0,¢].

Mais si r < 1/M, la suite (C(Mr)"*!|n € N) converge vers 0, d’ou (ii), d’aprés la
remarque i). O

R, (z) Vz €] —¢e,e[\{0}

Exercice 4.18. On considére une série entiére Z::) anx™ de rayon de convergence
R > 0 et somme s(z). On suppose que s(z) soit solution de I’équation différentielle :

(+) (1+2%)y'(a) = 2y(x) Vo €] - R.E.

(a) Etablir une relation liant a,, et a,42 pour tout n € N.

(b) En déduire les valeurs de a,, pour tout n € N.

(¢) On suppose que s(0) = 0 et s'(0) = 1. Montrer que R = 1, et que la série
s(z) converge aussien z =1 et z = —1.
Solution : (a) : D’aprés le corollaire [4.12} on a :

s'(z) = Z napxz™ ! s"(z) = Z n(n —1)a,z""?  Vr €] - R,R|

n=2
d’ou :
+oo +oo
(1+2%)s"(z) = Z n(n —1a,z™ % + Z n(n —1)ap,z"
n=2 n=2
+oo
= Z[(n +2)(n+ Dapta + n(n — ay]z™
n=0

et compte tenu de (x) et du lemme ii), on déduit :
(n+2)(n+1)apse +n(n — a, = 2a, vn € N

c’est-a-dire :
2+ n—n? 2—n
*k Apio = ap = an, Vn € N.
(x%) T+ 2)(n+1) n+2
(b) : Compte tenu de (*x), il vient :
2—2
as=ag et ay= as =0 d’ou : ayp =0 Vp=2.

2+2
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et en outre :

(2k — 1) P32k
@2p+1 = C“H Qk—1)+2 111+2k

(c):Sis(0)=0ets'(0)=1,onaa=0eta =1, dou:

b3 —2k
A2p = 0 et A2p+1 = H 1_'_7% VP > 1.
k=1

Autrement dit :

—I+Z$QPHH i’+§:

On détermine le rayon avec la régle de D’Alembert : pour o € R fixé, posons :

2p+1
up = a2p+1x0p+ Vp € N.
Alors :
u agpysrelT? 3—2(p+1)
lim | YetL Dopt3To | _ 2 gy 2P T2
p—tool p—+oo 21 0 el 14 2(p + 1) o
P A2p+1%( p—rToo p

Donc s(zg) converge pour x3 < 1, i.e. pour |zg| < 1, et diverge pour |xg| > 1. Cela
achéve de vérifier que R = 1. Pour vérifier la convergence au bord de l'intervalle
de convergence, on va utiliser la régle de Raabe-Duhamel (proposition [2.15)) : pour
Tg==x1,0ona:

’upﬂ‘ ’1—2p_2p—1_ 4 <1_37/2
“13¥2pl T 2p+3 2p+3 P

Vp

WV
N

Puisque 3/2 > 1, la proposition [2.15| nous dit que les séries s(1) et s(—1) convergent
absolument, comme souhaité. Par le théoréme de convergence radiale d’Abel, il
s’ensuit que la série entiére s(x) converge uniformement sur [—1, 1] et la somme est
alors une fonction continue sur [—1,1].

4.4. Appendice : un théoréme d’Abel amélioré. Soit f(z) := Z::é apz™ une
série entiére avec rayon de convergence > 1, et supposons que la série numérique

Z o @n converge. Le théoréme de convergence radiale d’Abel nous dit alors que
la série entiére f(z) converge uniformement sur le segment [0, 1]. Mais en fait, on
peut affiner ce résultat : on a la convergence uniforme sur certaines parties fermées
du disque (0, 1) contenant le segment [0, 1], et qui ne sont contenues dans aucune
partie de la forme [0,1] UD(0, p) avec p < 1. Plus précisément, fixons ¢ € [0, 7/2]
et r € Ry, et considérons le secteur d’ouverture 29 et rayon r, avec sommet en 1 :

SO, r) ={1-ne?|0<n<r,—9 < ¢ <V}
Avec cette notation, on a :

Théoréme 4.19. Soit f(z) := Z:CXB an 2" une série entére avec rayon de conver-

gence > 1, et supposons que la série numérique 2% a,, converge. Alors, pour tout
9 € [0, 77/2[ et tout r € [0,2cos(V)], la série entiere f(z) converge uniformement
sur le secteur fermé . (9,r).
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Démonstration. Posons
+oo
A, ::Zan VYn € N et M,, .= sup{||Ax|| |k 2 n} VneN.
k=n

On a alors, pour tout z € Cet tout p > ¢ >0 :
P

p
Zakzk = Z(Ak — Apyr)Z"
k=q

k=q
= Ag2T+ Ag1 (27 = 20) o A (2P = 2T = Apa 2P

d’ou :

p
|32 anet || < MyClall + e -+ =) -z = 11+ 1)
k=q

11— | ,
< M, (1 1) < 1.
q + 1— HZH + S1 ||Z||

Or, soit z € Z(9,7) \ {1}; alors z = 1 —ne® avec 0 < < ret -9 < ¢ < 9. 1l
vient |1 —z|| =net:
207 = (1 = ne'*) (1 +ne™*) = 1= (e’ +e7*?) + 1 = 1 — 2 cos(¢) + 1
dott ||z]|2 <1 —=n?+n% =1 (car 2cos(¢) = 2cos(d) > n), et alors :
L=z _ @+l _ m@+l) 1+l 2
L—[lz — 11z~ 2ncos(d) —n* ~ 2cos(¢) —n ~ 2cos(¥) —r
d’ou finalement, pour tout p,q € N avecp > ¢ :

(%) Héakzk” <M‘1<2+W?9)—r) Vz e L (W,r)\ {1}.

Mais noter que 'estimation (%) vaut aussi trivialement pour z = 1 (et en fait on a
plus précisément : || Zizq ar|| < 2M, pour tout p, g comme ci-dessus) ; i.e. :

P
2
k <M, (2 7)
sz_:qakz Hy(ﬂ,r),oo o=t 2cos(¥) —r

d’ou la convergence uniforme souhaitée, par la condition de Cauchy uniforme, car

lim M, = 0. O

q——+o0



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 69

5. FONCTIONS PERIODIQUES ET SERIES DE FOURIER
5.1. Séries exponentielles et séries trigonométriques.

Définition 5.1. Soit 7" > 0 un nombre réel. Une série trigonométrique de période
T est une série de fonctions définies sur R, de la forme :

2T

“+o0
agp + Z un(x) avec wun(x):= a,cos(wnz)+ by sin(wnz) et w:= T
n=1

pour des suites de nombres complexes ae := (a, |n € N), by := (b, |n € N\ {0}).
On appelle w la pulsation, et aq, be les coefficients trigonométriques de la série.
Remarque 5.2. (i) Avec la notation de la définition noter que chaque terme
un () est une fonction T-périodique, c’est a dire, périodique de période T'. Par suite,
si la série ag + Z:z un(x) converge sur R, sa somme sera de méme T-périodique.

(ii) Toute série trigonométrique peut étre réécrite sous forme d’une série expo-
nentielle ; pour cela noter les identités suivantes :

ezx + e—l.fC . ( ) ezx _ e—l$
_— sin(z) = ————
2 21

qui se déduisent de la formule d’Euler pour e (voir I’exemple ii)). Il vient
alors aisément :

cos(z) =

an, cos(wnx) + by, sin(wnz) = ¢,e™"* 4 c_,e” e

avec :

a, — iby, an + ib, v
= Copi= —— n
2 " 2

Co ‘= Qo

on trouve ainsi (avec u, (x) comme dans la définition :

WV

1.

Si ’on pose aussi

“+o0 +oo
ao + Z un(x) = co + Z(cnewm + c_pe” T,
n=1 n=1

On appelle (¢ |k € Z) les coefficients exponentiels de la série ag + Z:z Up ().

(iii) Evidemment on peut récuperer les coefficients trigonométriques a partir des
coeflicients exponentiels, en inversant les relations ci-dessus :

’ao = (g ay = cp +c_y, by, == i(cn — c—n) Vn > 1. ‘

Proposition 5.3. Soit ag + Z:z un () une série trigonométrique de période T,
avec coefficients trigonométriques (an |n € N), (b, |n € N\{0}), et avec coefficients
exponentiels (¢, | k € Z). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Les séries 3.t ap, et S22 b, sont absolument convergentes.
(b) Les séries Z;ﬁ% c et ZZE‘S c_y, sont absolument convergentes.
En outre, ces conditions entrainent :

(¢) La série ag + Z::EJ un () converge normalement sur R, et sa somme est
une fonction continue sur R, et T-périodique.
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Démonstration. L’équivalence des conditions (a) et (b) découle aussitot de la pro-
position ii). Ensuite, noter que :

llan cos(wnx) + by, sin(wnz)||g,co < |lan| + ||bnll Vn > 1.

Compte tenu du théoréme cela entraine immédiatement que (b)=-(c), car
chaque terme u,,(x) est une fonction continue sur R. O

Corollaire 5.4. Soient p € N\ {0}, et une série trigonométrique de période T :

+oo
s(x) :=ap + Z Up ()
n=1

avec coefficients trigonométriques (an |n € N), (b, |[n € N\{0}), et avec coefficients
exponentiels (¢ | k € Z). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Les séries Z::B nPa, et Z:z nPb,, sont absolument convergentes.
o . —+oo D +oo D
(b) Les séries " kPey, et Y-, 2 kPc_y sont absolument convergentes.
En outre, ces conditions entrainent :

(c) s(x) converge normalement a une fonction T-périodique de classe €7 sur R.

Démonstration. 1’équivalence de (a) et (b) découle encore de la proposition ii).
Ensuite, noter que :

cos(wnz) = —wn sin(wnx) sin(wnz)” = nw cos(wnw) Vr € R

donc (nwby, |n € N\ {0}) et (—nwa,, |n € N\ {0}) sont les coefficients trigonomé-
triques de la série trigonométrique de période T :

+00
flz) =) (@).

D’aprés la proposition si p = 1, les conditions (a) et (b) entrainent alors que
f(x) converge absolument sur R vers une fonction continue. En dernier lieu, noter
que si les séries Z:ﬁ nby, et Z:ﬁ na, convergent absolument, il en est de méme
pour les séries 37 a,, et Y27 by, car [lan|| < [[nan| et ||by]| < ||nb,|| pour tout
n > 1. Encore avec la proposition il s’ensuit que (a) et (b) entrainent aussi la
convergence normale de la série ag + Z:ﬁ un (). Mais alors, cette derniére est de
classe €1, en vertu du corollaire et sa dérivée est donnée par f(z).

Le cas ou p > 1 s’ensuit aussitot, par une simple récurrence sur p. ]
Proposition 5.5. Soient w € Ry, et Z:i% cn€™® une série exponentielle de
période T = 2w /w. On suppose que :

(a) cn €R pour tout n € N et lim ¢, =0.

n——+0o

(b) La suite (¢, | n € N) est décroissante.

Alors la série 3720 ¢,e™"™ converge sur la partie ouverte U := R\ {kT | k € Z},
et sa somme est une fonction continue sur U.

Démonstration. Il s’agit d’'une application du critére de Dirichlet pour séries nu-
mériques (proposition [2.22)). En effet, soit = € U, et posons

vy, = e9nT Vn € N.
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La série 3% v,, est géométrique de raison ™ # 1 (car z ¢ {kT |k € Z}), donc :

n+m _
m+1
Z Vg —anvk —vn ~iws Vn,m € N.
Noter que ||v,]| =1 et ||1 — vm+1H < 14 ||[vmt1]l = 25 en outre :
1— eiwx — eiwx/2(e—iwx/2 zwa:/Q) 2lezwx/2 Sin(wx/2)
d’ot :
n+m 1
v Vn,m € N
H Z kH ewrn ~ Jsin(wz/2)]

(et noter que sin(wx/?) # 0, car wT =27 et x ¢ {kT |k € Z}). Par le critére de
Dirichlet, la série exponentielle Z:i% cpen®
on a les estimations suivantes pour ses restes :

converge alors simplement sur U, et

n+m
zwkx Cn
Y e " VYreUVnmeN.
() Hknc S oz rEvVmmE

Avec ces estimations (et, comme d’habitude, avec la condition de Cauchy uniforme)
on peut ensuite étudier la convergence uniforme de notre série. Pour cela, noter que

U= JIkT, (k+ 1)T].
keZ

Pour tout § €]0, T, posons alors

U(d) := U (kT + 6, kT — 0] de sorte que U :U U(9)
kez §€]0,T[

La fonction |sin(wz/2)| de la variable x est continue sur U(J), et ne s’annulle pas
sur U(J) ; donc la fonction f(x) := 1/|sin(wx/2)| est également continue sur U(9),
en particulier elle est bornée sur chaque partie compacte [T + 6, kT — §]. Mais f(x)
est en outre T-périodique sur U(d), donc finalement f(z) est bornée sur U(J), pour
tout 6 €]0,T[. Soit alors M(J) € Rxg tel que :

1f (@)ll0(5),00 < M(S).
Avec (%), il vient :

n+m

H E Cneiwkw
k=n

Puisque la suite (¢, |n € N) converge vers 0, on déduit que la série Z::é Cneé
satisfait la condition de Cauchy uniforme sur toute telle partie U(J), et donc elle
converge uniformement sur chaque partie U(8) (corollaire [3.8)).

Comme chaque terme ¢, e?™® est une fonction continue de la variable z, il s’en-
suit que la somme de la série est continue sur chaque U(6) (théoréme [3.16{ii)), et
donc aussi sur la réunion U des parties U(9). O

< ¢, M(0) Vn,m € N.

U(9),00

wn

Corollaire 5.6. (i) Soient w € Rxq et f(x) := co + >0 25 (cre™™® 4 c_e”n7)
une série exponentielle de période T := 27 /w. Supposons que les suites (¢, |n € N)
et (c_n | n € N) vérifient les conditions (a) et (b) de la proposition[5.5 Alors f(x)
converge sur U := R\{kT | k€Z}, et sa somme est une fonction continue sur U.
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(ii) Soit g(x) := ao—&—zzz (ay, cos(wnx)+b, sin(wnx)) une série trigonométrique
de période T, et supposons que les suites (an|n € N\ {0}) et (b, |n € N\ {0})
vérifient les conditions (a) et (b) de la proposition[5.5 Alors g(x) converge sur U,
et sa somme est une fonction continue sur U.

Démonstration. (i) : Il suffit de montrer les mémes assertions pour les séries :

—+o0 —+o0
§ :cnezwnx et § :C_nefzwnz'
n=0 n=0

Pour la premiére, les assertions sont déja connue, en vertu de la proposition [5.5]
Pour la deuxiéme, on fait le changement de variables y := —x (noter que U = —U :=
{—x |z € U}); alors la deuxiéme série devient 32 d,e™™ avec d,, := c_,, pour
tout n € N, et évidemment la suite (d,, | n € N) satisfait les conditions (a) et (b) de
la proposition [5.5] d’ou les assertions souhaitées.

(ii) : I suffit de vérifier les assertions pour les séries :

+oo —+o0
g1(z) = Z ay, cos(wnx) et ga(x) := Z iby, sin(wnz).
n=1

n=1

Sous forme exponentielle, la série g;(z) devient :

X/a a
n _iwnzx n _—iwnx
Z (?e + 76 ) .
n=1
Puisque la suite (a, |n € N\ {0}) vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition
il en est de méme pour la suite (a,,/2|n € N\{0}), d’ou les assertions souhaitées,
d’apres (i). Ensuite, la série go(z) deveint, sous forme exponentielle :

“+oo

E (bleiwnx o binefiwnw)
2 2

n=1

et il suffit de montrer les assertions pour les séries 3729 bueiwne of 7+ by g—iwna,

b
Mais la suite (b, /2| n € N) satisfait encore les conditions (a) et (b) de la proposition
donc on conclut avec (i). O

5.2. Séries de Fourier. Les questions centrales de la théorie de Fourier, sont de
comment caractériser les fonctions qui s’expriment par la somme d’une série trigono-
métrique, et de comment récupérer les coefficients exponentiels ou trigonométriques
d’une série trigonométrique, a partir de la somme f(x) de la série, si 'on suppose
que la série converge sur un domaine D C R. Concernant la deuxiéme question,
le premier résultat important est fourni par la proposition [5.8| suivante ; pour la
preuve, observons d’abord :

Lemme 5.7. Soient T > 0 un réel, et w:=2n/T. Alors, pour tout k € Z on a :

1/T€iwkmdl‘: 1 szk:O
T Jo 0 swnon.

Démonstration. L’assertion est claire pour k£ = 0. Pour £ # 0, on a :

ok eiwkm
e dy = .
wk
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Par suite :
/T ikw:pd 1 ( iwkT 0) 1 ( 2mki 1) 0 vk € Z\{O}
e r=—/|e —e)=—0(e -1)=
0 wk wk
d’ou 'assertion. (]
Proposition 5.8. Soit f(z) = ¢o + Ziﬁi (cp€®™™® + c_,e”™nT) yne série expo-
nentielle de période T := 2w /w, uniformement convergente sur R. Alors on a :

17 :
ck = —/ f(z)e “rdg Vk € Z.
T Jo

Démonstration. Noter d’abord que la convergence uniforme de la série entraine la
continuité sur R de sa somme f(z) (théoreme [3.16[iii)), et ainsi f est intégrable
sur tout intervalle de longueur finie. Noter en outre que ||e®**||g o, = 1 pour tout
k € Z, donc la série de fonctions :

+oo
Coe—zwkx+§ (Cnezwnzz_’_cine—zwmc)e—zwkx

n=1

est encore uniformement convergente sur R, et sa somme est f (:c)e*i“’km, par la
proposition En outre, d’aprés le théoréme [3.17] on peut échanger la série avec
Iintégrale :
T ' T _ oo LT _ _
/ f(x)eilwkzdl‘ _ / Coefzwk:zdx + Z/ (Cnequ(nfk)a: + C_nefzw(nka)z)dx.
0 0 =10

Compte tenu du lemme [5.7] on obtient alors avec k = 0 :

I I
T/o f(x)da:zf/o codx = ¢

et pour k € Z \ {0} il vient :

17 : 17T
?/0 fz)e “hrrdy = ?/0 crpdr = ¢,

comme souhaité. O

Corollaire 5.9. Soit f(z) = ag + 3> (a, cos(wnz) + by, sin(wnz)) une série
trigonométrique de période T = 2w /w, uniformement convergente sur R. Alors :

T
ap = %/0 f(z)dz

T T
ap = %/0 f () cos(wnz)dx by, = %/0 f(z) sin(wnz)dx Vn > 1.

Démonstration. Soient (cx |k € N) les coefficients exponentiels de la série f(x);
puisque ay = cp, la premiére identité est claire, par la proposition [5.8] Ensuite,
puisque :
eiwnx + efiwnz
cos(wnz) = -5 Yn €N
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(remarque [5.2{(ii)), il vient :

I CntCon _ an
- dp="%n I yneN
/0 f(z)dx 5 5 n €

toujours d’aprés la proposition et la remarque iii), d’ou l'identité pour a,.
Un calcul analogue démontre l'identité pour b,. ([l

Remarque 5.10. (i) Si f:R — C est une fonction T-périodique, on a :

T T+a
/ f(x)dr = / f(x)dz Ya € R.
0 a

En effet, par la relation de Chasles on on a :

/amf (w)da = / " Fa)da + /0 " e + /T T e

et avec le changement de variable y = x — T' il vient :

T payde = [ fay
/ |

T

1l suffit alors d’observer que la relation de Chasles donne :

/aO f(x)dx+/0a f(z)dx = 0.

Ainsi, afin de calculer les coefficients trigonométriques ou exponentiels d’une série
trigonométrique uniformement convergente sur R, on pourra effectuer des intégra-
tions sur n’importe quel intervalle de longueur T' qui nous conviendra.

(ii) Noter en outre que si f : R — C est une fonction impaire, c’est-a-dire, si :
f(=x)=—f(x) VzeR

alors on a :

T/2
/ f(x) sin(wnz)dzx Vn € N.
0

4
"= t b, = —
a 0 e T

En effet, d’aprés (i), on peut intégrer sur Uintervalle [—T'/2,T/2], et par le change-
ment de variable y = —x, on trouve :

T/2 0
ao = %(/0 f(x)dx+/T/2f(x)d:v) - %( 0

_1(
-7/

et comme la fonction f(z)cos(wnz) est encore impaire pour tout n > 1, le méme
calcul s’applique aussi aux autres coefficients a,,. D’autre part, on a :

T/2

it [ )

T/2

@iz - [ " ) =0

f(—z)sin(—wnz) = f(z)sin(wnzx) Vr e R
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d’ot, par le méme changement de variables :

o, (T/2
b, = T( ; (2) sin(wna)dx +/
T/2 T/2

-1/2
== ( (z) sin(wnz)dz + f(y) sin(wny)dy)
0 0

0

f(z) sin(wnx)dcc)

4 [T/2
=T f(x) sin(wnz)dzx
0
(iii) De méme, si f : R — C est une fonction paire, c’est-a-dire, si 'on a :

f(@)=f(-z) VreR

alors on a :
9 [T/2 4 [T/2
ap = — f(x)dx Op = — f(z) cos(wnzx)dz b, =0 Vn > 1
T Jo T Jo

car on peut appliquer les calculs de (ii) aux fonctions impaires f(z) sin(wnz) et aux
fonctions paires f(x) et f(x) cos(wnz).

5.2.1. Revenons maintenant a la premiére question évoquée au début de cette
section : soient T' > 0, et f : R — C une fonction T-périodique ; peut-on écrire f(x)
comme la somme d’une série trigonométrique ag + Z:: u, de période T'?

La discussion précédente nous suggére qu’il faudra, du moins provisoirement,
supposer que f(z) soit intégrable sur l'intervalle [0, T], et nous fournit dans ce cas
des candidats évidents pour les coefficients (exponentiels ou trigonométriques) de

la série cherchée ag + Z;:z uy. Cela conduit a la définition suivante :

Définition 5.11. (i) Soient T' > 0 un réel, et f : R — C une fonction T-périodique
et intégrable sur [0,7T]. Les coefficients de Fourier exponentiels (resp. trigonomé-
triques) de f sont les suites numériques (cx |k € Z) (resp. (b, |n € N\ {0}) et
(ay, | n € N)) données par les formules de la proposition [5.8] (resp. du corollaire[5.9)).

(ii) Dans la situation de (i), soit w := 27 /T'; la série de Fourier de f est la série

+00 g
S(f,x):=ap+ Z(an cos(wnz) + by, sin(wnx)) = ¢o + Z(cnei“’"m + c_pewnT),
n=1 n=1

(iii) Il est utile aussi d’introduire, pour tout p € N, le p-éme polynome trigono-
métrique de f, noté :

P
Sp(f,z) = Z cpethe,

k=—p

Remarque 5.12. (i) Soient f, g : R — C deux fonctions T-périodiques et intégrables
sur [0,77]. Alors :

S(Af + pg,z) = AS(f,x) + pS(g,x) VA peR.

Plus précisément, si (cx |k € Z) et (dg |k € Z) sont les coefficients exponentiels
des séries de Fourier de f et g respectivement, alors les coefficients exponentiels de
Af 4 pg sont (e + pdy | k € Z), et de méme pour les coefficients trigonométriques.
En effet, cela découle aussitot de la linéarité de l'intégrale.
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(ii) Pour tout n € Z, le lemme nous dit que les coefficients exponentiels de
Fourier de f,(x) := "™ sont donnée par la suite (¢ |k € N) avec :

1 sik=n
Ck = .
0 sinon.
Autrement dit, la série de Fourier S(f,,z) ne contient qu’un terme non nul, et
S(fn,x) = fu(z) Vn € Z.
Avec (i), l'identité S(g,x) = g s’étend, plus généralement, & toute combinaison C-

linéaire finie g := Zi:q rnen® des fonctions (f, |n € Z). En particulier, cette
identité est vérifiée avec g(x) = cos(wnz) et g(x) = sin(wnzx), pour tout n € Z.

Pour une fonction f vérifiant seulement les conditions (assez faibles) de la défi-
nition la convergence de la série de Fourier de f n’est pas, en général, assurée.
Toutefois, on a au moins le résultat important suivant :

Lemme 5.13. (de Riemann-Lebesgue) (i) Soient T > 0, et f : R — C une
fonction T-périodique et intégrable sur [0,T]. Alors les suites des coefficients de
Fourier exponentiels et trigonométriques de f convergent vers 0.

(i) Plus précisément, pour toute fonction intégrable f :[0,T] — C on a :

T
lim /f(x)e”tdx =0.
0

t—+oo

coefficients de Fourier exponentiels ¢, := (¢i | k € N) converge vers 0 si et seulement
s’il en est de méme pour celle des coefficients de Fourier trigonométriques. En outre,
évidemment (ii) entraine que ¢, converge vers 0. Donc, il suffit de montrer (ii).

Pour cela, on suppose d’abord que f soit une fonction en escalier d'un type
trés simple :

AR
MTTTT T
' !
] |
‘ !
} E N
0 a b T X

Donc, f est constante de valeur M sur un intervalle I C [0,7] (noter que I

peut ne pas contenir 'une ou lautre de ses extremités), et f(z) = 0 pour tout
x € 10,7\ I. Puisque :

) 1 .
/e”tdac = —¢it YVt #£0
it

| [ #treae] |

il vient :

b
; M, . ; 2M
/MelwtdxH - H.i(eth B ezat)H < HiH
o it it
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d’ou ’assertion, dans ce cas.

Le deuxiéme cas est celui d’une fonction en escalier générale :
4
f(x) ?
) |

e —

t
{
]
]
)
1
\
1

>

- X

O

|

Mais une telle fonction f(z) est une somme finie de fonctions du type précédent,
donc l'assertion se déduit pour toute telle f(z), par la linéarité de l'intégrale.

En dernier lieu, si f(x) est une fonction intégrable sur [0, 7], pour tout € > 0
il existe une fonction en escalier g(z) telle que :

/0 | f(z) — g(z)|dw < e.

Par le cas précédent, il existe R > 0 tel que :

H/ ””td:v ‘ <c V=R

Par suite, pour |¢| > R il vient :

H/o fayds]| < | /OT(f(x) - gtaheas] + | [ " et
</OT 1) = g@)lda + & < 22

d’ou lassertion (ii). O
Exemple 5.14. Soit f: R — R la fonction 2m-périodique telle que :
-1 size[-m0]
) =
/(@) {1 size |0,

On souhaite calculer les coeflicients de Fourier de f. Pour cela, noter d’abord que
f est presque impaire : en effet, considérons aussi la fonction 2w-périodique paire

g : R — R telle que :
(@) 0 six €L
xTr) =
g f(z) sinon.

Alors f(z) = g(x) pour tout = € [0,27]\{0, 7, 27}, et deux fonctions qui ne différent
que pour un nombre fini de valeurs ont les mémes intégrales, donc les coefficients
de Fourier de f(z) sont données par les formules de la remarque ii).
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Donc, a,, = 0 pour tout n € N, et puisque w = 1, on a, pour tout n > 1 :

4 [T 2 (7 2
by, = —/ f(z) sin(nx)dz = 7/ sin(nz) = ——((-1)" = 1).
2m Jo T Jo ™
Autrement dit :
b Tf—n si n est impaire
"0 si n est paire.
La série de Fourier de f est alors :
400 4
S = ———  sin((2k + 1)x).
(1) = 3 gy (2 + 1o

La partie (i) du lemme peut étre affiné considérablement ; en effet, on a :

Proposition 5.15. (Inégalité de Bessel) Soit f : R — C une fonction T-périodique
et intégrable sur [0,T). Soient aussi (cx |k € Z) les coefficients exponentiels, et
(an|n € N), (by|n € N\ {0}) les coefficients trigonométriques de la série de
Fourier de f. Alors on a :

“+ o0 [ee]
2 1 2 b 2y < 2 < l g 2d
() | llaoll” + 2z:(llanll +16all?) = D llexll® < 7/, 1f ()|
n=1 k=—o00

Démonstration. Avec la remarque ii), on vérifie aisément que :

lan 1 + 1lbn 12
2

d’ou l’égalité dans (x), et donc il suffira de vérifier I'inégalité de (x).

laoll = lleoll et fleall® + le—nll* = Vn =1

Pour cela, soit S, (f, x) le n-éme polyndme trigonométrique de f, pour tout n € N
(voir la définition ili)). Evidemment :

T
(x) M= [ @) = S,(5.0)|Pd 0,
0
Rappelons que pour tout z,w € C on a :
Iz —wl® = (z = w)(z —w) = ||2]* + [lw]|* = (zw + Zw) = ||2]|* + [Jw]|* — 2%R(zw).
Par suite :

T T T
(+3) M=/ 17 @)+ [ 180(f2)12de — 2 R(f(@)8n(F,2)de
0 0 0

Or, avec comme d’habitude, w := 27 /T, on a :

T T, n n ‘
/ ||Sn(f’ x)Hde :/ ( Z Ckeiwkw) . ( Z Elefiwlz)dl, (car eiwle — efzwlz)
0 0 “k=—n l=—n
n n T '
S5 S [
0

k=—nl=—n

Mais d’apres le lemme [5.7} les seules termes qui donnent une contribution non
nulle dans la somme double ci-dessus, sont ceux pour lequels on a k —1 = 0, i.e.
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k = 1. Ainsi, finalement :

T n T n
(s % %) / 1S (f,2)|2de = 3 / lewlPde = T3 flex]>.

k=—n k=—n

Ensuite :

T —_— T - T n '
/0 9*(f(ﬁ)Sn(f,as))dac=9%[/0 f(ar)Sn(f,x)dx} =9%[/0 f@)> akewkzdx}
AL

“o( Yaar) =13 el

k=—n k=—n

Avec (), (x%) et (x % *), on conclut que :

T n
M= @l -7 P >0 vaen
0

k=—n

et I'inégalité souhaitée s’ensuit, en prenant la limite pour n — +oco. ([

5.3. Convergence des séries de Fourier. Malgré les résultats prometteurs de la
section précédente, I'intégrabilité sur [0,7] de la fonction T-périodique f ne suffit
pas pour déduire la convergence de la série de Fourier S(f,z) de f sur R, et en fait,
méme la continuité de f ne suffit pas tout a fait non plus. Pour I’étape suivante,
posons comme toujours w := 27/T, et introduisons le noyau de Dirichlet :

P
D,(z) := Z elwke Vp e N,V € R.
k=—p
On a déja rencontré des telles sommes finies, et on a vu qu’on peut les évaluer

en remarquant qu'’il s’agit des premiers terms d’une série géométrique (voir e.g. la
preuve de la proposition [5.5)). En effet, pour tout € R\ {kT |k € Z} on a :

2p 1— iw(2p+1)z
_ _—iwpx wkx __ _iwpz €
D,(x)=¢e e —e - -
p pors 1 — eiwz
1 — eiw(@ptl)z e—w(p+1/2)z _ giw(p+1/2)z

_ e—iw(p+1/2)w

e—iwz/2 _ piwz/2 = e—iwz/2 _ piwz/2

d’ou :

sin((2p + 1wz /2)
sin(wz/2)

D,(z) = Ve e R\{kT |k € Z},Vp € N.

Avec cette notation, on a :

Lemme 5.16. Soient f : R — C une fonction T-périodique et intégrable sur [0, T,
et p € N; alors on a :

1 [T/2
S, (f.7) = T/o (Fx+1)+ flx —£)D,(H)dt  VzeR

ot Sp(f,x) désigne le p-éme polynome trigonométrique de f (définition|5.11|(iii)).
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Démonstration. Notons par (ci |k € Z) les coefficients exponentiels de la série de
Fourier de f; soit en outre w := 27 /T ; on calcule :

, T Z / f zwkz 7zwk:udu7 o Z / f zwkz u)

—/f »(z —u)du
/Tw t+x)D,(t)dt

( t=u—=x D, (—t) = D,(t)). Mais puisque
f et Dy, sont T-périodiques, avec la remarque 1) il vient alors :

p ke 1 T/2
k;pcke ke _ 7 /_T/2 f(t+x)D,(t)dt
1 (172 0
== [/0 F(t +2)Dy(t)dt + /m Flut z)D,,(u)du}
1 T/2 T/2
- T[ F(u+ 2)Dy(u)du + f(z —t)Dp(t)dt]
0 0
( t = —u D,(—t) = Dy(t)), d’ou le
lemme. O

Définition 5.17. Soient f : R — C une fonction, et zg € R. On dit que f satisfait
les conditions ponctuelles de Dirichlet en xq, si les limites suivantes existent dans

C:

flag) = tim_f(t) et flag) = tim_ (1)
ot e i @) = f@0) P () Rl L€
f (zO ) o yl~>m+ Yy —To ot f ( 0 ) o yl—mca Yy — o ’

Théoréme 5.18. (de Dirichlet) Soient f : R — C une fonction T-périodique et
intégrable sur [0,T], et zo € R. Si [ satisfait les conditions ponctuelles de Dirichlet
en xg, alors la série de Fourier S(f,x) de f converge pour x = xq, et on a :

1) + S ()
2

S(f71'0) =

Démonstration. Noter d’abord que le noyau de Dirichlet D,(t) est une fonction
paire; d’aprés les remarques |5.10[iii) et -(11 ) on a alors :

9 [T/2

— D,(t)dt =1 VpeN

T Jo

d’ou :
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Soit en outre S,(f,z) le p-éme polynéme trigonométrique de f; compte tenu du
lemme [5.16] il vient :

xt o T/2
(o)~ LI 2 Vo) i )+ (o —0) - g Dy o)

pour tout p € Z. Posons alors :

flxo+1) — f(zg)

- flo—t) — flxg)
ot = ® = : T/2
(z0, ) sin(wt/2) (z0,%) sin(wt/2) vt €0, T/
ainsi que :
+ 2 0+ - 2 -
¥ (20,0) == = f(a) ™ (20,0) == = f'(w7)
de sorte que l'on a, pour tout p € N et tout x € R :
+ — T/2
Sp(f,0) — flzg) + f(ag) = l/ (@1 (z0,t) + @ (0,1)) sin(2er 1wt>dt.
2 T J, 2

Mais noter que sin( 22 wt) = L (e!@PH1et/2 _ o=i2p+Dwt/2) alors, si 'on montre
que ®T(xg,t) et D~ (xg,t) sont intégrables sur [0,T/2] (par rapport a la variable t),
le lemme de Riemann-Lebesgue nous dira que la limite pour p — 400 de l'intégrale
ci-dessus est égale a 0, et cela achévera la preuve du théoréme. On détaille la preuve
pour ®T(xq,t) : le méme raisonnement s’applique a ®~ (g, ). Observons d’abord :
Affirmation 5.19. Soit g : [a,b] — C une fonction telle que :

(a) g est continue en a

(b) ¢ est intégrable sur [c, b], pour tout ¢ €]a, b|.
Alors g est intégrable sur [a, b].

Preuve : Rappelons qu’une fonction h : I — C est intégrable sur un intervalle I C R
si et seulement s’il en est de méme pour les fonctions R(h),I(h) : I — C (les parties
réelles et imaginaires de h). De méme, h est continue en = € I si et seulement sl
en est de méme pour J(h) et J(h). Donc, quitte & remplacer g par 9i(g) et J(g),
on peut supposer que g soit & valeurs réelles.

D’aprés (a), pour tout € > 0 il existe alors ¢ €]a, b[ tel que :
lg(x) —g(a)] <e V€ la,cl

D’autre part, puisque g est intégrable sur [c,b], il existe des fonctions en escalier
hi,hg : [c,b] = R telles que :

b
hi(z) < g(z) < he(x) Vz € e, b] et / (ho(x) — hi(x))dz < €.
Soient alors I,z : [a,b] — R les fonctions en escalier telles que :

_Jgla) —e Vx€a, (] __Jgla)+e Vre€la,c
hie) = {hl(x) ooy 2@ {hg(x) v € [e,bl.

11 vient :
b
Ihi(z) < g(x) <la(x) V€ la,b] et / (Ia(z) — l1(z))dx < e + 2¢(c — a).

Puisque ¢ est arbitraire, I'assertion s’ensuit. O
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Par construction, ®*(zg,t) est intégrable sur |e, T/2], pour tout e €]0,7/2[, car
f est intégrable sur [0, T]. D’aprés 'observation [5.19} il ne reste alors qu’a montrer :

lim ®*(zg,t) = & (x0,0).

t—0+
Mais on a :
lim ®*(z,t) = lim (f(wo +1) 7f(x8r)) . t
t—0+ 0 t—0+ t sin(wt/2)
t
= (). lim ————
fay) 130+ sin(wt/2)
2
e
= f(zq) w
comme souhaité. O

On peut en outre déduire la convergence normale de la série de Fourier, sous les
hypotheéses de la définition suivante :

Définition 5.20. Soit f : R — C une fonction. On dit que f est de classe €' par
morcequz sur R, s’il on a :

(a) f satisfait les conditions ponctuelles de Dirichlet en tout z € R.

(b) Pour tout a,b € R avec a < b il existe une suite finie :

cp=a<c < - -<cp1<cp:=b

telle que f soit de classe ¢! sur |c;, ¢; 1] pour tout i =0,... .k — 1.
Remarque 5.21. (i) Si f est une fonction de classe ¢! par morceaux sur R, alors
la dérivée f’ de f est définie sur R\ ¥ pour une certaine partie discréte ¥ C R,
i.e. une partie ¥ qui rencontre tout intervalle [a, b] de longueur finie en un nombre

fini de points. On a deux prolongement naturels g*,¢g~ : R — C de f, car on peut
poser :

gt (z):= f(z™) et g (z) = f(z7) Vo € R.
On appelle g et g~ les dérivées a droite et a gauche de f, respectivement.

(ii) Tl est tentant de penser que g* et g~ soient continues par morceaux sur R,
mais cela est fauzr en général : par exemple, soit la fonction f: R — C telle que :

~Ja?sin(1/z) siz#0
J(@) = {0 six =0.

On vérifie aisément que f est dérivable sur R et de classe €1 sur R\ {0} ; en effet :

2esin(l/x) —cos(l/xz) siz #0
ey - {2rsin(1/a) —cos(1/a) siz o0
0 siz=0
Donc, f est de classe €' par morceaux sur R, et gt = g~ = f’; toutefois, f’ n’est

pas continue par morceaux sur R, car les limites de f’(z) pour x — 0T et pour
x — 07 n’existent pas.

(iii) De plus, g% et g~ ne sont méme pas forcément intégrables sur [a,b]. Par
exemple, soit f : R — C telle que :

~Ja?sin(1/z?) siz#0
f(x)_{o siz =0,
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Alors f est dérivable sur R et de classe ¢! sur R\ {0}, et on a :

;o J2xsin(1/z) — 2 cos(1/z) siz#0
o) = {0 siz=0

et cette fonction n’est pas intégrable sur R. Toutefois, on a :

Lemme 5.22. Soit f : R — C une fonction continue et de classe €' par morceaux
sur R. Supposons en outre que les dérivées g* a droite et g~ a gauche de f soient
intégrables sur tout intervalle [a,b] C R de longueur finie. Alors on a :

b b
(%) f(b) — f(a) :/ gt (t)dt :/ g~ (t)dt Va,b € R.

Démonstration. On peut supposer que a < b, et par hypothése il existe
cp:=a<c1<--<cp:=b
telle que f soit de classe € sur J¢;, ¢;q1[ pour tout i = 0,...,n — 1. Puisque g* et
g~ coincident sur [a,b]\ {co,c1,...,cn}, il est clair qu’elles ont les mémes intégrales
sur [a, b]. 11 suffit donc de vérifier la premicre identité de (x).
Supposons d’abord que z,y €]c;, ¢;41[ pour quelque i € {0,...,n—1}; pour tout
N € N\ {0}, et pour toute suite finie & = ({o < --- < {n_1) avec :

.Ciy1 —

(& . Ci+1 — G
dj=c¢+7j i l<£j<dj+1::Ci+(]+1)M

N
posons :

k—1
Ci+1 — G
B ) = 316
j:
D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout N € N\ 0 il existe une suite
&e de longueur N comme ci-dessus, telle que :

k—1

Fly) = f@) =Y _(f(dj1) = £(d;)) = R(f', &)

Jj=0

D’autre part, pour tout € > 0 il existe N € N\ {0} tel que pour toute suite &,
comme ci-dessus de longueur N on a :

i) - / gt = ||Rr(s.€) - / 7oy < e

d’ou (x), dans ce cas. Puisque I'intégrale indéfinie d’une fonction intégrable est une
fonction continue, et puisque f est continue sur [a,b], on déduit aussitot que les
identités de (x) sont vérifiées aussi si x = ¢; ou si y = ¢;y1.

En dernier lieu, soient z,y € [a, ] et disons que :

Cp1 ST EKCp << g YK Cga1-

Alors :
/y gt(t)dt = /c,, gt (t)dt + /CP+1 gtt)dt+ -+ /y gt(t)dt
= (fleg) = F(@) + (flepr) = Fle)) + -+ (F9) = F(ey))
= fly) — f(x)

comme souhaité. O
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Corollaire 5.23. Soit f : R — C une fonction T-périodique, continue et de classe
€' par morceaur sur R. Alors la série de Fourier S(f,x) converge normalement
vers f sur R.

Démonstration. Soit g™ : R — C la dérivée a droite de f (voir la remarque i)).
D’aprés le lemme f est alors une primitive de gT, et on peut calculer les
coefficients exponentiels de la série de Fourier g7 avec une intégration par parties :

1 iwk

dp =+ / " gt e mtat = Lr(r)—Fo))+ / Cfeta ez
k — T 0 g - T 0

T

ou
F(z) := f(zx)e"“k  VEecZVzcR.
Mais on a F(T) = F(0), car f est T-périodique, donc finalement :
dy, = iwkcy, Vk e Z
ou (cx | k € Z) désigne les coefficients exponentiels de la série de Fourier de f.
Par 'inégalité de Bessel (proposition , on a alors :

+oo +oo
D0 ldellP =w? Y lkek]® < +oo.
k=—oc0 k=—o0

Appliquons 'exercice avec :
ap, = ||nc,|| et by :=1/n Vn e N\ {0}.

. s st o o0
Puisque les séries numériques 22:1 a2 et 22:1 b2

+oo —+o0
> anbn =Y flenll < 400
n=1 n=1

convergent, on obtient alors :

et de méme on vérifie que :

“+oo
3 lleall < +oo.
n=1

D’aprés la proposition ces deux conditions entrainent la convergence normale
de S(f,z). O

5.4. L’identité de Parseval. Dans cette section on souhaite montrer que l'in-
égalité de Bessel (proposition est en fait une égalité pour toute fonction 7-
périodique et intégrable sur [0, T7.

Pour cela, il sera utile d’introduire un produit scalaire hermitien sur le C-espace
vectoriel .Z(I,C) des fonctions f : I — C intégrables sur un intervalle I := [a, b]
de longueur finie, analogue au produit hermitien sur C™ (voir le : & savoir,
pour tout couple f,g: I — C de fonctions intégrables sur I on pose :

(f9)12 12/ f(z)g(x)dz.

Il est évident qu’il s’agit d’une application R-bilinéaire sur ’espace Z(I,C), et elle
est en outre sequilinéaire, car on a :

(9. f)=(f,9) VYf,9eZ(,C).
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Comme déja dans la discussion du produit hermitien de C”, on pose ensuite :

92 =8 ra =1 [ ||f )2da.

Proposition 5.24. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) On a :
.92l <[ llre-lghe Vg€ 2UC).

Démonstration. Puisque f et g sont intégrables sur I = [a, ], pour tout € > 0 il
existe N € N\ {0} et pour tout ¢ =0,..., N — 1 des réels :

b—a

N

/ 1f@) — f(o)lde <& et / l9(2) - g2 (@) dz <

ou l'on désigne par f. et g. les fonctions en escalier I — C telles que :
fe(@) = f(t:)
9e(x) = g(ui)

ti,u; € [a+1id,a+ (i + 1)J] avec § 1=

tels que :

} Vz € la+ida+ (i+1)5,Vi=0,...,N—1

et avec f.(b) :=tn_1, g-(b) := uny_1. Noter que :

b
/ () [P =

L’inégalité triangulaire pour les nombres Complexes donne :

I{f, g)rall <ICf = fo, @ rall + 1{fe; 9 — gerrall + I{fe, ge) 12l

Mais noter que f et g sont bornées sur I, car elles sont intégrables sur I ; soit alors
M > 0 tel que :

ti))*.

[fllr.00 lgllr00 < M dotvaussi: || fz]l1.00, [|19e 1,00 < M.

I1 vient :

I{f = fe,9)

~ fola)) - g()da

< [ If@) = fe@)] - llg(@) || de

a
b

SM- [ |[f(z) = fe(x)|lde < Me

a
et de méme :
1{fes 9 — 9e) 1.2l < Me
de sorte que :

(%) I/, 9)r2ll < 2Me + [|(fe, g<)1 2]

et noter que :
N—

._.

b—a
N

f(ti

=0

<favga 1,2 =
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Soient alors les vecteurs de C :

f(to) g(uo)
= W=
fltn-1) g(uN—1)
Avec le produit scalaire hermitien sur (CN du § il vient :
<fsags>1,2 = <7am>({21\’
et compte tenu de l'inégalité de Cauchy—Schwarz (lemme 1)), on déduit :
[{fe, 9e) 121l < H7|I«:N 1l
Mais d’autre part, une simple inspectlon des définitions donne :
b—a
17,2 et = lgell7 2

donc :
[(fes ge)r2ll < (I fellz2 - Ngellr,2
et au vu de (x), il vient alors :

1fs 12l < 2Me + || fellr2 - [|gellr

Mais :

| s~ 1] -

@I = 12 (£ + 1@ |

e H/ (£ ()l IIfE(x)II)dxH

2M/||f (x)||dz < 2Me

d’ou, finalement :
1{f;9)12ll < 2Me + ([ fll1.2 +2Me) - (llgll1.2 + 2Me)
et en faisant € — 0, on obtient 'inégalité souhaitée.

Corollaire 5.25. Pour tous f,g € £(I1,C) on a :
(i) If +9ll7 2 = £17 2+ llgll7 2 + 2R((f. 9))-
< | flirz2 + lgllre-
(@i) 1f —gllr2 = IIfl2 = llgllr2]-
Démonstration. Pour (i) on calcule :
Ilf +9|‘%2 =(f+gf+9r2=(fl12+9912+(f,9)r2+(9 fr2
= £l 2+ g7 2+ {f9)r2+ (F.9)r2
72T 2R((f. 9)12)
comme souhaité. Au vu de (i) et de la proposition on déduit :
1f +gll72 <IFI72 + lgll7 2 + 2||<f, 912l
< ||f||1,2 + ||g||1,2
< Ufllz2 + llgllz2)?
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d’ou (ii). Ensuite, avec (ii) il vient :

[fllrz <If—gllr2+ gl et lgllrz <If —gllr2 + I fllr2
d’ou :

[fllrz = lgllre <If=gllrz et lgllrz = Ifllr2 <IIf —gllr2

et cela équivaut a (iii). O

Corollaire 5.26. Soit I := [a,b] C R un intervalle de longueur finie. Alors :
b
[ Ir@lds < VE=a-Ifliz  vf e2(1.0)

Démonstration. Soient g, h : [a,b] — C tels que g(x) := 1 et h(x) := ||f(x)| pour
tout = € [0, 1]. Alors g,h € Z(I,C) et on a:

b
lgllre=vb—a  |hlrz=|fll12  (hgr2= / [ f(2)]|dx
donc il suffit d’invoquer la proposition pour conclure. O

5.4.1.  On fixe maintenant un réel T > 0, et on pose comme d’habitude w := 27/T;
soient en outre I :=[0,T7, et :

ep(x) = eiwh® Vk € Z,Nx € 1.

Noter que ey - € = ex_; pour tout k,l € Z. On peut alors reformuler le lemme
par les identités :

T sik=1 €L € 1 sik=1
, _ d’ot = = Vk,l e Z
(ewsen)r2 {0 sinon. o <\/T \/T>I,2 {0 sinon.

qui expriment [’orthonormalité de la famille (% |k € Z) par rapport au produit
hermitien (-, )7 2. En outre, si f : R — C est une fonction T-périodique et intégrable
sur I, noter que les coefficients exponentiels (¢i | k € Z) de la série de Fourier de f

sont donnés par :

1
Cp = ?<fu,ck>[72 vk € Z.

Lemme 5.27. Soit f : R — C une fonction T-périodique et intégrable sur I. Soient
neNeta_,,a1_pn,...,an_1,a, € C; posons

n

g(x) = Z ager(x) Ve el

k=—n

et notons aussi par S,(f) == > p__, ckex le n-ieme polynome trigonométrique de
f. Alors on a :

(1) Nf = Su(Hllrz <|If = gllr2
(i) 1 fl72=I1f = Su(HIF 2+ 1Sa(HF 2
(iii) |Sn(HI3 =T -3k, llexll*.

f g <n).



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 88

Démonstration. Montrons d’abord :

(*) (f =5Sn(f);9)12 =0.

En vertu de la sesquilinéarité du produit hermitien on se raméne aisément au cas
ol g = ey, pour quelque k € {—n,1 —n,...,n— 1,n}. Mais pour tout tel k on a :

(f = Su(f)ser)r2 = (frex)r2 — (Sn(f),ex)r2 =Ter, — Ty, = 0.

Puisque (x) est vérifiée pour toute combinaison C-linéaire g de e_,, ..., e, elle est
vérifiée aussi avec g remplacé par S, (f) — g, i.e. :

(f = Sn(f): Sn(f) = 9)12=0
d’ott, compte tenu du corollaire i) :
1F =gl 2 = 1(f = Su()) + (Sulf) =I5 = lf = SulHI7 2 + 190 — 9117 5

d’ou (i), et si l'on fait g = 0, on obtient aussi (ii). L’assertion (iii) n’est rien d’autre
que l'identité (x x %) dans la preuve de la proposition O

Avec ces préliminaires, on est prét pour démontrer :

Théoréme 5.28. (Identité de Parseval) Soient T > 0 un réel, I := [0,7], et
f : R = C une fonction T-périodique et intégrable sur I; notons par (¢ |k € Z)
les coefficients de Fourier exponentiels de f. On a :

“+oo

2= D e

k=—o0

1
=171

Démonstration. Supposons d’abord que la série de Fourier S(f,z) de f converge
normalement sur R vers f, et pour tout n € N soit S,,(f,x) le n-iéme polynéme de
Fourier de f. Alors la suite de fonction (S, (f,z) | n € N) converge normalement vers
f, et (S,(f,z)|n € N) converge normalement vers f. En vertu de la proposition
M(iii), (Sn(f,x) - Sn(f,x) |n € N) converge alors normalement vers f - f. D’aprés
le théoréme [3.17(ii), on a donc :

T T
i [8,alfa = tm [ Isu(rolPde = [ 1@ = 1£1E.

et d’autre part, ||S,(f, )75 =T > i—_,, llck||* pour tout n € N (lemme iii)),
d’oul 'identité souhaitée, dans ce cas.

e En particulier, en vertu du corollaire [5.23] le théoréme est vrai pour toute
fonction T-périodique continue et de classe €' par morceaux sur R.

e Supposons ensuite qu’il existe une suite de fonctions (fx | k € N) T-périodiques
continues et de classe €' par morceaux sur R, telle que :

lim |[f = fillr2=0
k—+oo

et soit Sy, (fx) le n-iéme polyndme trigonométrique de fi, pour tout k,n € N. Fixons
e > 0, et soient kg,ng € N tels que :

If = fellia<e Vk=ko et Il fko — Su(fr)llz2 <e  Yn=mng
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(Pexistence de ng découle de la convergence normale de (S, (fx,) |n € N) vers f, :
corollaire m Il vient :

|||S ||12—||f||12| < [Sn(f
< ||Sn(fk0) — fll12 (par le lemme [5.27](1))
< |Sn(fro) = fro — fll12
< 2¢

. : [N . 2
donc.nEIfOOHSn(f) d’ou : nll)riloo 1S (f)
I'identité du théoréme, encore par le lemme iii).

e Ainsi, on est ramené & exhiber, pour toute fonction f comme dans le théoréme,
une suite de fonctions (fx | k¥ € N) vérifiant les conditions ci-dessus.

e Pour cela, supposons d’abord que f soit une fonction en escalier d’'un type
trés simple : pour 0 < a < b < T, soit :

_J1 sizea,b]
(*) f(x)_{o sizel\la,b.

(Puisque f est T-périodique, évidemment (*) détermine complétement f). Soit en
outre ¢ € R tel que l'intervalle [a,b] se trouve au milieu de 'intervalle [¢,c + T :

()
e

5 s

‘/\«./\l 1M
T ' L L
c o b < T

de sorte que 6 :=a —c=c+ T — b. Pour tout ¢ €]0, §[, posons :

1+ (x—a)/e siz€la—e,q]

[
)1 si z € [a,b]
fel@) = 1—(z—0)/e sixzelbb+e]
0 siz€le,c+T]\[a—eb+e]

£ 1)

/
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Un simple calcul montre que :

c+T
Jim I = £l = i [ @) = )P = 0

et évidemment f. est continue et de classe €' par morceaux sur R, pour tout
¢ €]0,[. Donc, le théoréme est maintenant connu pour la fonction f.

e Ensuite, soit f une fonction en escalier quelconque ; alors f est une combinaison
linéaire de fonctions fi,..., f, du type précédent :

f=a1fi+ - +anfn avec ai,...,a, € C.

Si on approxime chaque f; par une suite de fonctions (f;.|d; > & > 0) comme
ci-dessus, on obtient une suite d’approximations pour f :

fe=aifie+ - Fanfne Ve < ¢ := min(dy,...,0,)

et évidemment f. est encore continue, T-périodique et de classe €' par morceaux,
pour tout € €]0,4[. En outre :

n
dim [|f = fellrz < 6%52 laill - 1fi = fiell = 0.
=

e En dernier lieu, soit f une fonction T-périodique intégrable sur I arbitraire;
pour tout € > 0 on trouve une fonction en escalier

g: I —=C avec IIf — gl

12 <E.
Puis, en raisonnant comme ci-dessus, pour tout € > 0 on trouve une fonction
T-périodique continue g, : R — C, de classe €' par morceaux sur R telle que
g — gell12 <e, dou:

1f = gellre < [If —gllr2 +1lg — gell12 < 2e.

La suite (g. | > 0) nous permet de conclure que le théoréme est vrai pour f. O

Exercice 5.29. Soient 7> 0 et f,g: R — C deux fonctions T-périodiques conti-
nues ayant les mémes coefficients exponentiels de Fourier. Comme application de
I'identité de Parseval on peut montrer que f = g. Pour cela, posons h := f — g;
d’apreés la remarque i), les coefficients exponentiels de Fourier de h sont tous
nuls, et I'identité de Parseval entraine alors que :

T
(%) /0 E(z)dc =0  avec  k(z):= |h(z)|* VzeR.

Or, k : R = Ry est encore continue et 2m-périodique. Supposons par 1’absurde
qu'il existe zg € [0,T] tel que M := k(xz¢) > 0; alors il existe ¢ €]0,T/2[ tel que
k(xz) > M/2 pour tout = €]z — d,z + ¢[. Par suite :

T £E0+T/2 T+ o+ M
/ k(z)dz = / k(x)dx > / k(x)dz > / —dr=Mé6>0
0 IofT/Q wofé- wofé 2
et cela contredit (x).
Exercice 5.30. Soit f: R — R la fonction 2m-périodique impaire telle que :
f(z) =z(r—x) Vo € [0, 7).
(a) Déterminer la série de Fourier S(f,x) de f.
(b) Pour quelles valeurs de = a-t-on S(f,z) = f(x)?



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 91

(¢) En déduire la somme de la série :
3
= @2p+1)

(d) Utiliser I'identité de Parseval, pour calculer :
+oo

1
2 (2p+1)5°

p=0
Solution. (a) : Puisque f est impaire et 27w-périodique, sa pulsation est w = 1, et
sa série de Fourier est (voir la remarque i) :

S(f,xz)= Z by, sin(nx) avec by, := ; /7T f(z)sin(nz)dr Vn € N\ {0}.
n>1 TJo

On calcule les coefficients b,, avec deux intégrations par parties :

2 2 (7 cos(nx)
by = Z[g(m) — g(0)] + = ) d
Zlolm) =90+ = [ (r—20) e
avec g(z) := —z(m — x)% pour tout z € R. Mais g(0) = g(m) = 0, donc :
2 T 2 2 T sl
by = A (m — 2x) cos(nz)dx = E[h(ﬂ') —h(0)] + ) Q%nnx)dx

w pour tout z € R. Mais h(0) = h(r) = 0, donc :

avec h(z) = (m — 2x)

b, = iz i sin(nzx)dxr = iz~l(cos(0)—cos(n7r)) = % sin est impair
™= Jo men 0 si n est pair.
D’ou, finalement :
00 8 .
S(f, ) :;msm(@erl)z) Va € R.

(b) : Puisque f est une fonction continue et de classe ¢ par morceaux sur R, la
série S(f,x) converge normalement vers f sur R (corollaire [5.23]).

(c) : On fait @ = /2, et on remarque que sin((2p + 1)7/2) = (—1)P pour tout
p € N; d’aprés (b), on déduit :

2 8 1)»  dou : ~ (- A
Fe =2 e 2 G T

(d) : D’un coté, on a :

2 ™ ™
/ |f(z)Pdx = 2/ 22(1 — x)de = 2/ (m?2? + ot — 272®)dx
0 0 0

_ 2(7T27T3 7o 27r7r4) _ 7o

3+5 4

15
et de autre coté :



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 92

Par I'identité de Parseval, on déduit alors :

1 75 1ix 4 = 6
7127276 d’otu : Ziziﬂ- .
2 15 2 4w (2p + 1) 22 (2p+1)5 960

5.5. Une application physique : la temperature d’une barre homogéne.
On termine ce chapitre avec une application remontant & Joseph Fourier (1822) et
qui a motivé 'introduction des séries qui, depuis, portent son nom.

e Considérons une barre d’une matiére homogéne, de longueur L finie. On
suppose que la temperature soit mantenue constante aux extremités A et B de la
barre : soient alors T4 et Ty les temperatures aux points A et B respectivement.

e On choisit une coordonnée z, de sorte que A soit l'origine, i.e. x(A) = 0, et
B soit le point avec z(B) = L.

e On suppose en outre de connaitre la distribution initiale de la temperature
dans la barre, i.e. la distribution au temps ¢ = 0. Cette distribution sera alors une
fonction :

uo(z) : [0, L] = R avec up(0) =T et wuo(L)=Tg.
11 est naturel de supposer que g soit au moins continue et de classe ! par morceaux
sur [0, L].
e Le probléme (considéré par Fourier dans son célébre mémoire du 1822) est de

déterminer la distribution de la temperature de la barre en tout temps futur ¢ > 0.
Cette distribution sera alors donnée par une fonction de deux variables :

u(z,t) : [0,L] x Ryg = R

telle que u(x,t) représente la temperature au temps ¢ et a la position z, pour tout
(x,t) € [0, L] x Rxg. Avec cette notation, on a la condition initiale :

(CI) u(z,0) = ug(z) Yz €0, L]
et les conditions aux bords :
(CB) uw(0,t) =Ty u(L,t) =Tp vVt € Rxo.
e La physique nous dit que u(z, t) doit étre solution de I’équation de la chaleur :
(4 bu_ o2
ot Ox?

ou « > 0 désigne le coefficient de diffusion thermique. Ce coeflicient est une
constante réelle, car par hypothése la barre est homogéne.

e Dongc, notre probléme revient a resoudre ’équation (x), soumise & la condition
initiale (CI) et aux conditions aux bords (CB).

Th=T=0.
En effet, écrivons :
T — T
uo(x) = vo(x) + wo(x) avec vg(z) :=Ta + %m Yz € [0, L]

(évidemment, wo(z) = ug(x) — vo(x) pour tout x € [0, L]). Noter que la fonction

v(x,t) = vo(x) V(z,t) € [0, L] x Rxq
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est une solution de ’équation de la chaleur, car :

v 0

— =0 et — = =0.

ot Ox? 0
(Il s’agit d’une solution stationnaire, qui représente un état d’équilibre thermique
de la barre.) La solution v(x,t) remplit les conditions (CB), et remplit la condition
initiale suivante :

(Cr) v(zx,0) = vo(z) YV € [0, L].
D’autre part, noter que vo(0) = T4 et vo(L) = T, de sorte que :
wp(0) = wo(L) = 0.
Soit alors w(x,t) une solution de I’équation de la chaleur, avec la condition initiale
et les conditions aux bords suivantes :
(C1") w(zx,0) = wo(x) vV € [0, L]
(CB") w(0,t) =w(L,t) =0  Vt € Rso.
Puisque ’équation de la chaleur est une équation linéaire aux dérivées partielles, il
s’ensuit que la somme des solutions
u(z, t) = v(z,t) + w(z,t)
sera encore une solution de (*). Aux bords, on trouve :
u(0,t) =v(0,t) + w(0,t) =T4
u(l(/, T; _ véL, t)) + w((L, i) _1y VR0
et u(z,t) remplit la condition initiale :
u(z,0) = v(z,0) + w(z,0) = vo(x) + wo(z) = up(z) Va € [0, L].
Donc, on est ramené a trouver une solution w(z,t) vérifiant (CI”) et (CB").
20m¢ étape : on cherche une solution de () a variables séparées :
w(z,t) = f(z)-g(t)  V(z,1) €[0,L] xRxg
vérifiant les conditions aux bords :
(CB) u(0,t) =u(L,t) =0 vt € Rxo
mais pour 'instant on n’impose pas la condition initiale (CI). Il vient :

u 2y
Pty = 1) o) T t) = (@) (1)
d’ou :
(@) _1g'()
flz)  ag(t)
pour tout (x,t) € [0,L] x Rxq avec u(x,t) # 0. Cela revient a dire que f”(z)/f(x)
et ¢'(t)/(ag(t)) sont égauzr ¢ une méme constante A € R, pour tous tels (x,t).
On arrive donc aux équations :

(er) (@) = M(x)
g'(t) = Mayg(t)

Noter que si ug(xz) = 0 pour tout « € [0, L], la fonction u avec u(x,t) = 0 pour
tout (x,t) € [0,L] x R>o est une solution de () vérifiant (CI) et (CB). On peut

Y(z,t) € [0, L] x Rso.
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donc supposer que ug ne soit pas identiquement nulle sur [0, L], et cela revient a
supposer que g(0) # 0, et que f(x) n’est pas identiquement nulle sur [0, L].

A <0.

En effet, supposons d’abord par I’absurde que A > 0. Alors les solutions de (xx)
sont de la forme :

flx) = CreVA 4 Chem Ve g(t) = Cyere?t
avec C1,C5,C3 € R. Puisque on suppose que g(0) # 0, on doit avoir C5 # 0, et
puisque u(0,t) = u(L,t) = 0 pour tout ¢ > 0, on doit avoir :
Ci+C=0 et CleﬁL + CQBﬁL =0
d’ou :
C’l(eﬁL - eiﬁL) =0.

Mais puisque la fonction e® est strictement croissante, on a eV — e=VAL >
d’ou C; = 0 et par suite Cy = 0, i.e. f(z) est identiquement nulle sur [0, L],
contradiction. De méme, si A = 0, les solutions de (xx) sont de la forme :
flx)=C1 4+ Cox et g(t) =Cs
avec C1,C5,C3 € R. On a encore C3 # 0, et en outre :
Ci=0 et Ci1+C3L=0
d’out C; = C5 =0, et cela conduit a nouveau & une contradiction.
: puisque A < 0, les solutions de (#x) s’écrivent sous la forme :

f(z) = Cysin(v/=Az) + Co cos(v—Az) et g(t) = Czeret
avec C1,Co,C3 € R et on sait déja que C3 # 0. En outre, comme u(0,t) = u(L,t) =
0 pour tout t > 0, il vient

Co=f(0)=0 et sin(v/=AL)=0
i.e. V=ML € 7Z, et cela revient a dire que :
A= f% avec n € N.

Dong, finalement :

u(z, t) = Ce ™ ™ ot/L? sin(%a:) avec n € N.

(CI) u(z,0) = ug(z) Vz € [0, L].

Les solutions obtenues & 1’étape précédente ne vérifient pas cette condition, mais
I'idée de Fourier est qu'une superposition de ces solutions devrait fournir une so-
lution remplissant (CI). Cette superposition n’est rien d’autre que la somme d’une
série :

+oo
u(z,t) = Z Cpe " ot/ L? sin(%x)

n=1

et il faudrait donc choisir la suite des coefficients réels (C, |n € N) de sorte que
u(zx,t) soit convergente, et que sa somme vérifie (CI). Puisque chaque terme de la
série est une solution de l’équation (%) de la chaleur, d’aprés le corollaire la
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somme u(x, t) sera encore une solution de (x), pourvu que la convergence de la série
soit normale, et assez rapide, de sorte que la somme soit au moins de classe €2 sur
[0, L] x]0, +o0].

Or, noter que :

+oo
. /nmw
uo(x) = u(z,0) = Z Cp 51n<fx> vV € [0, L].
n=1
Dong, les coefficients (C,, | n € N) sont précisément les coefficients trigonométriques

de la série de Fourier de la fonction 2L-périodique impaire qui coincide avec ug(z)
sur [0, L]. D’aprés notre cours, on sait alors qu’il faut prendre :

Cn= E/OL uo(x) Siﬂ(%m)dx Vn € N\ {0}.

Noter que :
2 L
ICl < [ Tu@lds  vnen\ (o)

(et en fait, C,, — 0 pour n — +o0, par le lemme de Riemann-Lebesgue). Posons
Up (2, 1) = Cpe™™ ™ ot/L? sin(%x) Vn € N\ {0}.

Noter aussi que :

O u,, B ( n?mla
otk L2
et on voit aisément que :

)kun(x, t) Vk,n € N\ {0}

+oo 2,2k
( % %) S (—" ; a) Cre~™mat/L* o oo Vp ke N,Vt > 0.
n=1

Avec le corollaire on déduit que les dérivées partielles d’ordre k de u(z,t) par
rapport a la variable ¢ existent pour tout k£ > 0 sur |0, 4+o00[, et en outre :

ok +oo 2,2

W(m,t) = Z(—T%)kCne_"%z“t/LZ) sin(%x) V(z,t) € [0, L] x Rsg.

En dernier lieu, toujours avec (x x *), et avec le corollaire on déduit que
OFu/Ot* (z,t) est aussi de classe €7 sur [0, L], pour tout ¢ > 0 et tout p,k € N, i.e.
u(z,t) est de classe € sur [0, L] x Rso.

5.6. Appendice : l’intégrale de Dirichlet. Cette appendice montre comment
appliquer le noyau de Dirichlet afin de calculer une célébre intégrale, qui sera utilisée
lors de la preuve du théoréme [6.13] au chapitre suivant.

La fonction :

sin(z) siz#0

1 sinon

sinc: R — R telle que sinc(x) :=

a des nombreuses applications dans ’analyse mathématique, la physique, et ’ana-
lyse des signaux. Elle est continue et paire sur R, mais elle n’est pas intégrable sur
R (cela revient a dire que f0+°o |sinc(z)|dx = +00). Toutefois, on a I'importante
identité suivante :
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Proposition 5.31. (Intégrale de Dirichlet) Avec la notation ci-dessus :

T

m
li i der = .
pHm ; sinc(x)dz 5

Démonstration. Pour tous réels T, a > 0, noter que :

T+ gin(z) T dge  a
[ ) g o [T
T €T T €T T

Donc il suffira de vérifier la convergence vers m/2 de la suite numérique :
(2n+1)m/2 sin(z
(an |n € N) telle que Qp = / Jdsrs Vn € N.
0 x

Noter en outre que, par le changement de variable v :=z/(2n+ 1), on a :

/2
0 u
Or, considérons la fonction
1 1 x40
—— = six
f:[0,7/2] = C telle que f(x):={ = sin(x)
0 sinon.
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Montrons d’abord que f est continue sur [0,7/2]. La continuité sur ]0,7/2] est
immeédiate ; pour vérifier la continuité de f en 0, rappelons le développement limité

du sinus :
23

sin(z) = x — 5 + o(z?)
Par suite :

sin(z) —a . —23/6 + o(z?)

T1—>H10 f@) = xl—% xsin(z) 250 7% — z4/6 4 o(z*)
d’ott 'assertion. Avec le lemme [5.13] de Riemann-Lebesgue on déduit :
/2 e
() = lim / f(z)sin(Az)dr = lim (bm(/\x) - bl,n(/\x) dz
A—+oo A—+o0 g x sin(z)

Rappelons d’autre part que pour tout p € N, le p-éme noyau de Dirichlet 27-

périodique (i.e. avec pulsation w = 1) est donné par

P .
; sin((2p 4+ 1)x/2)
D _ thx _ P \\2F T )R &) V. R
p(2) k;pe (/D) x €
(voir la section , et d’apreés le lemme on a :
/ D,(2z)d /D 2:17dx—— VpeN

car D, est une fonction paire. Avec (%), il S’ensuit que :

/2
lim sin((2p + 1)x)
p—+oo [ T

dr =

SR

d’ou l'identité souhaitée, compte tenu de (x).
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6. LA TRANSFORMEE DE FOURIER

La méthode des séries de Fourier nous permet d’effectuer I’analyse harmonique
des fonctions T-périodiques, pour toute période T' > 0 : c’est a dire, elle exprime,
sous certaines hypothéses assez générales, toute telle fonction f comme une super-
position de termes de la forme a,, cos(2rnz/T) et b, sin(2mnz/T) (avec ay, by, € C)
qui s’interprétent comme les composantes harmoniques simples de f. Noter que le
spectre des composantes harmoniques de f a un caractére discret : on ne trouve que
des sinus et cosinus dont les fréquences sont des multiples entiers de 1/T.

La transformée de Fourier tente, par contre, de fournir I’analyse harmonique des
fonctions de la variable réelle qui ne sont pas nécessairement périodiques. L'idée
est simplement de faire tendre la période T vers l'infini dans les formules qui ex-
priment les coefficients de Fourier des fonctions T-périodiques; mais alors que le
spectre d’une fonction périodique est discret, pour une fonction non-périodique on
doit s’attendre & trouver des composantes harmoniques de fréquence arbitraire.
Donc, plutoét que par des suites dénombrables (ay, b, |n € N) de coefficients, les
composantes harmoniques d’une fonction non-périodique seront codifiées par des
fonctions d’une variable réelle w; on arrive ainsi a I’expression :

—+oo

J?(W) = / f(z)e ™“dy Yw € R.

— 00

On appelle la fonction ]? ainsi définie la transformée de Fourier de f; pour tout
w € R, la valeur f(w) nous signale la présence (ou absence) d’une composante de

pulsation w dans le spectre harmonique de f, et la norme du nombre complexe f(w)
devrait nous permettre d’évaluer la taille relative de cette composante.

Noter que l'expression ci-dessus est bien définie dés que f est intégrable sur R,
car la fonction e7"* de la variable x est bornée sur R, pour tout w € R, et donc le
produit f(z)e "% est encore intégrable sur R, pour tout tel w.

Evidemment, on voudrait aussi un homologue du théoréme de Dirichlet, per-
mettent de récuperer la fonction f & partir de sa transformée f Un tel résul-
tat d’itnversion de Fourier est effectivement disponible, sous certaines conditions;
puisque le spectre de f n’est plus donné par une suite de coefficients, mais plu-
tot par une fonction de la variable réelle w, la série de Fourier — qui fournit cette
inversion pour les fonctions périodiques — devra étre remplacée par une intégrale.

6.1. Premiéres propriétés. On utilisera souvent la notation alternative :

Z(f)

pour désigner la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f. En outre pour
toute telle f posons :

/]

+o0
wwim [ @)l

Noter que, puisque f est intégrable, sa transformée fest bornée : en effet, puisque
| f(z)e=™*|| = || f(z)|| pour tout z,w € R, on a (notation de la remarque (1)) :

[ £lloor < I1f]l1,R-
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Exemple 6.1. Soient a > 0 un réel, et f: R — C la fonction telle que :

f(z) = {1 si|z] <a

0 sinon.

Calculons la transformée de Fourier fde f:pourw #0ona:

‘]/c\(w) _ /+oo f(x)e—iwxdx _ /a e~ o _i(e—iwa _ eiwa)

—00 —a w w

et pour w=0ona:

400
o) = [ fwyis =2
flx A
& Fp
' >
2a 4
4L
—— — - >
—c < X
Noter que :
lim 2 sin(wa) _ 9
w—0 w

donc f est une fonction continue sur R.

_ 2sin(wa)
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Remarque 6.2. (1) On voit aussi aussitot de la définition, que la transformée de
Fourier est un opérateur linéaire : pour tout couple de fonctions f,g : R — C

intégrables sur R, on a :
FAN +pg) =AF(f) +pnF(g) VApeC.

(ii) En outre, noter que :

+o0 +oo
/ flx)e—twrdy = / f(z)e™®dx Yw e R

(ou m désigne le conjugué complexe de f(z)), donc :
FZ(f)w)=F()(-w) VYweR.

Voici une autre propriété trés utile :

Proposition 6.3. (Translation et dilatation) Soit f : R — C une fonction inté-

grable sur R. Pour tout a € R et tout A € R\ {0} posons :
fa(@) == f(z +a) gr(x) == f(Ax) Vo € R.
Alors f, et gn sont intégrables sur R, et on a :
fa(w) = ™ f(w)
~ Yw e R.

P
B(w) = 5y fle/
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On dit que f, est la translation de f de vecteur a, et gy est la dilatation de f de
rapport .

Démonstration. L’intégrabilité de f, et gy est évidente. Pour calculer fa on intégre
par le changement de variable : u := x + a; il vient :

~ +w .
Fw) = [ fataeds
+oo
:/ f(u)efiw(ufa)du

= ¢iwa /+00 flu)e ™ dr = e f(w).

— 00

Esuite, si A > 0, on calcule g par le changement de variable : u := Az ; il vient :

+oo ) Foo ) 1 1~
B = [ sOwe e = [ fwe A Ldu= L Fw/).
SiA <0, on pose u := —Az, et le méme calcul montre que dans ce cas on a
r(w) = —1 f(w/A), comme souhaité. O

Théoréme 6.4. Soit f : R — C une fonction intégrable sur R. Alors f est une
fonction continue sur R, et on a :
lim f(w) = 0.
() Jim  f(w) =0
Démonstration. Puisque f est intégrable sur R, il existe une suite (f,|n € N) de
fonctions en escalier sur R, telle que :
lim ”f - fn”LR =0

n——+oo

d’ou :
lim_||f — fullooz = 0.

n—>+oo||f anOOJR
Cela revient a dire que la suite de fonctions (f, |n € N) converge uniformement
sur R vers f. Donc, si chaque f, est une fonction continue sur R, il en sera de
méme pour f (théoréme [3.16(i)). D’autre part, toute fonction en escalier est une
combinaison linéaire finie de fonctions g4 : R — C avec a < b, telles que :

1 six€la,b
gab(w) = { . [ ]
0 sinon.

Par la linéarité de la transformée de Fourier (remarque[6.2)(i)), on est ainsi 4 ramené
a vérifier la continuité de gqp, pour tout a < b. On voit aisément que guq(w) = 0
pour tout a,w € R, donc on peut supposer que a < b. Pour cela, quitte & remplacer
Jap par sa translation de vecteur (a+b)/2, on peut supposer, d’aprés la proposition
@ que b = —a > 0. Mais noter que g, —, est la fonction de I’exemple @, et la
continuité de g_, , a déja été remarquée.

Ensuite, pour tout 1" > 0, écrivons :

f(z) = gr(z) + hr(z) VreR
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ou gr : R — C dénote la fonction telle que :

gr(x) == {f(x) sifz| <T

0 sinon

(et évidemment hr(x) := f(z) — gr(z) pour tout x € R). Soit £ > 0; puisque f est
intégrable sur R, il existe T' > 0 tel que ||hr||1 g < €. Par suite :
1 = F7lloos = 1Az lloosk < Bzl e < e

Mais noter que :

T .
gr(w) = /_T f(zx)e™™%dz  VYw R,

D’aprés le lemme [5.13] de Riemann-Lebesgue, il existe alors R € R tel que :
w 2R = |gr(w)l <e.

Il vient :

~ ~

wlzR = (lfW < If(w) = grl + llgrw)ll < 2¢
d’ott (x). O

Proposition 6.5. Soit f : R — C une fonction dérivable sur R, telle que f et f’
sont intégrables sur R. Alors on a :

f’(w) = iwf(w) Yw € R.
Démonstration. Noter d’abord :

Affirmation 6.6. Sous les hypothéses de la proposition, on a : hrf (x) = 0.
r— L0

Preuve : On a :
F@) - £(0) = / F)dt VreR.
0

Comme [’ est intégrable, il s’ensuit que M := lir}rl f(z) existe, et M € C. Suppo-
Tr—r+00

sons par l'absurde que M # 0; alors il existe a € R tel que ||f(x)|| > ||M/2| pour
tout x > a, et par suite :

+o0 400
/’nﬂwﬁ>/ 1M/2]dt = 4o

contredisant 'intégrabilité de f sur R. De méme l'on vérifie que lim f(z) =0.0
Tr—r—00

Avec 'observation on peut alors calculer par intégration par partie :
“+o0

Fwy = [ fe=d

+o0
- (mgrf}m f(x)eiiwm N zkriloo f(m)eiiwx) + Zw f(x)eiiwzdx
= iwf(w)

comme souhaité. O
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Corollaire 6.7. Soit f : R — C une fonction de classe €% sur R, et supposons

que f et ses dérivées successives ', ..., f¥) soient intégrables sur R. Alors on a :
(+) [P @) = (i) flw)  WweR.

En particulier :

. k7 _
Démonstration. L’identité (%) découle aussitot de la proposition par récurrence
sur k. Pour la deuxiéme assertion, il suffit alors d’appliquer le théoréme [6.4] & la
fonction intégrable f(®), et ensuite d’utiliser (). 0

La morale du corollaire est que plus la fonction f est régulicre (c’est a dire,
dérivable en haut degré, avec dérivées intégrables), plus sa transformée de Fourier
décroit rapidement a linfini. Réciproquement, la proposition suivante montre que
plus f décroit rapidement & I'infini, plus sa transformée de Fourier est réguliére.
Proposition 6.8. Soit f : R — C une fonction intégrable sur R, et supposons que
la fonction

g:R—=C telle que g(z) =z f(x) Yz € R
soit aussi intégrable sur R. Alors on a :

F () =—iF(g).

Démonstration. Fixons w € R; on a :

o~ ~

) f(w + h) _ f(w) L +o0 e—i(w-‘rh)w _ e iwz
A e ANEACA h d
“+o0 ) efihz -1
=1 —1 T, dax.
iy, i@ e

Mais noter que :
e —1 1

lim -
y—0 2y
car cette limite calcule la dérivée en y = 0 de la fonction e?. Donc la fonction :

say- {52 41250

1 sinon

est continue et bornée sur R2. Posons alors :
M = sup(||p(h, z)|| | (h,z) € R?) et oy(x) := —ig(x)e “Tp(x,h) V(h,z)c R
Il vient :

[Ynllcr < Mllgllooe VR ER
donc 9y, est intégrable sur R pour tout A € R, car par hypothése g est intégrable
sur R. En outre :

lim 1y, = —ig(x)e”“*¢(z,0) = —ig(x)e “* Vo € R.
h—0

D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a alors :

“+o0o “+o0
lim Yy (x)de = / —ig(z)e " dr = —ig(w)

h—0 J_ o

comme souhaité. O



MATH POUR LA PHYSIQUE - NOTES DU COURS 102

Corollaire 6.9. Soit f : R — C une fonction, et k € N tel que la fonction z* f soit
intégrable sur R. Alors 7 (f) est une fonction de classe €% sur R, et on a :

F ()™ = (=)"F(@="f) Yn=0,...,k

Démonstration. Ici z¥ f désigne la fonction telle que = +— x* f(x) pour tout x € R.
Aussi, .Z(f)™ désigne la dérivée n-ieme de .Z (f) pour tout n =0, ..., k, de sorte
que Z(f)O = Z(f), Z(f)V) = .Z(f), et ainsi de suite.

Or, noter que si z*f est intégrable, il en est de méme pour z"f, pour tout
n =0,..., k. L'identité pour .Z(f)(™ découle alors aussitét de la proposition
par une simple récurrence sur n. Comme on sait en outre que % (xk f) est continue
sur R (théoréme , on déduit aussi que .7 (f) est de classe €% sur R. O

Exemple 6.10. (Fonction gaussienne) Soit f : R — C la fonction telle que :

fz):= T /2 vz € R.

Evidemment f est de classe €°° sur R. En outre, puisque f'(z) = —pe~/2

1 : |z]
O<f(1:)<1+w2/2+x4/24 |f(13)|<1+x2/2+x4/24

En particulier, f, xf et f’ sont intégrables sur R. D’aprés les propositions et
la transformeée de Fourier .7 (f) est alors dérivable sur R, et on a :

F(f) =—iF(@f)  F(-azf)=F(f') =iwF(f).
Autrement dit, f et .Z(f) sont solutions des équations différentielles :
fl+xf=0 et F(f) +wZ(f) =0.

,ona:

Vz € R.

Mais alors : R )
flwy=Ce™/?  vweR
pour une constante C' € C. On déterminera la constante C' dans la section suivante.

6.2. Formules de Poisson et de Plancherel, et inversion de Fourier.

Théoréme 6.11. (Formule sommatoire de Poisson) Soit f : R — C une fonction
de classe €2 sur R, telle que f, f' et f" soient intégrables sur R. On suppose en
outre qu’il existe un réel o > 1 tel que :

(%) lim |z|*-|f(z)| = 0.

r—too

Alors, pour tout a >0 et tout b€ R on a :

(3¢ Z F(b+an) = ff F(Zm)eorre

Démonstration. Posons :

27h
ci= et g(z) = ( ) Vr € R.
a
D’aprés la proposition [6.3] I'identité ( ) équivaut a :
+oo +oo a 1 +oo ‘
(%) Z g(c+2mn) = 2 2— =5 Z g(n)eme.

n=—oo - n=—oo

et la fonction g : R — C ainsi deﬁme verlﬁe encore les conditions du théoréme.
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Afin de montrer (x x %), pour tout € R posouns :

400 1 +oo )
hi(z) = Y gla+2mn)  hy(x) = S Gmen k(@) = [2] g (x).

Noter que M := ||k|lcog < +00, en vertu de (*); en outre, pour tout N € N\ {0}
et tout z € [-27N,27N] on a :

—+oo

[P (a) S gla+2m)| < Y (g +2mn)] + lg(a - 27m) )

n=—N n=N+1

+oo
M M
S Z (|x—|— 2mn|® - |z — 27rn|0‘)
n=N+1

et la série de fonctions

“+o0
M M
h = ( )
3(@) Z |z + 27| + |z — 27n|
n=N+1

converge normalement sur [—27 N, 27 N], car o > 1. Par suite, la série de fonctions
hi(x) converge normalement sur [—27 N, 27 N] pour tout N € N\ {0}; sa somme
est alors une fonction continue sur R (théoréme |3.16{(ii)), et par construction elle
est en outre 27-périodique. Ensuite, noter que

lim n?-g(n)=0

n—+oo

car g est de classe €2 sur R, avec g, ¢’ et g" intégrables sur R (corollaire [6.7)). Par
suite, la somme de la série exponentielle hg(x) est 2m-périodique et continue sur R
(proposition . Pour conclure, il suffira donc de vérifier que hy = ho, et puisque
il s’agit de deux fonctions 27-périodiques continues, I'exercice [5.29 nous rameéne a
montrer que les coefficients de Fourier exponentiels de hy et hy coincident.

Or, d’apres la proposition [5.8] les coefficients de Fourier exponentiels de ho sont
donnés par la suite (g(n)/(27m)|n € Z). Les coefficients (¢; |k € Z) de hy sont
donnés par :

2w +oo
1 )
L = % njioo x + 2wn)e kT gy Vn € 7.

Mais noter que la série anfoo g(x + 27n)e k% converge encore normalement sur

[0, 27], donc d’apres le théoréme on peut récrire :

00 2m
cp = 1 Z / (z + 2mn)e” *dy
27

1 00 27
= Z / (2 + 2mn)e k2 gy
T
1 +oo 27 (n+1) )
=5 Z / g(u)e *udy  ( u:=x+ 27mn)
™ n=—oo" 2TN
I

1
_ —iku _
= g(u)e™ ™ du = 5—g(k)

— 00
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comme souhaité. O

Exemple 6.12. On peut maintenant compléter ’exemple : posons f(z) :=
e—’/2 pour tout x € R: on voit aisément que la fonction f : R — R vérifie les
conditions du théoréme 6.11, et on a vu que f(w) = Cf(w) pour une constante

C € C a déterminer. Prenons alors a := /27 et b:= 0 il vient :
+00 1 +o00
2mn) = — C 2mn
n;oof(v ) or n:z_:oo f(v2mn)

d’ou C = +/27. Puisque on a aussi C' = f(O), on obtient donc la formule suivante
pour ['intégrale gaussienne :

+o0o 5
/ e % 2dy = \/2r.

Théoréme 6.13. (Inversion de Fourier) Soient f : R — C une fonction intégrable
sur R, et xg € R. On suppose que f satisfait les conditions ponctuelles de Dirichlet

en xo (voir la définition[5.17). Alors on a :

. 1
lim —
T—+o0 27

T ey, J@d) + f(ag)
[T flw)e*dw = —

Démonstration. Par le théoréme de Fubini, on a :

[ ewemao= [ ([ s
= /_ . /_ :O f(@)e "0~ duduw

T
_ /_ ) ( /_ i ¢ 4y ) da

o0
D’autre part, un calcul comme dans 'exemple [6.1] montre que :
2sin(T'(zg — x))

T
or(z) = / e @) gy = To— T
T 2T sinon.

six # xg

Donc il vient :
T N ) zo “+o0

| i = [ f@or@is+ [ f@pores

et on peut récrire :

| t@or(yis

Or, puisque f satisfait les conditions ponctuelles de Dirichlet en xg, ’observation
[5.19] entraine aisément que la fonction

[P @)~ f)

- 2sin(T'(xo — x))dz + f(zg) /zo or(x)dx.
ZTo X — o

— 00

7f($) — /(@) six <z
Yp:R—=C telle que P(zx) = _f,fgo__) o siz = 2

0 six > xg
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est intégrable sur [a,xo], pour tout a < xg; comme, en outre, f est intégrable
sur R, on déduit aussitét que 1 est intégrable sur R. Et en dernier lieu, puisque
2sin(T(zg — ) = —i(eT(@0=2) _ ¢=iT(@o=2)) "le théoréme entraine que :

“+o0

lim (2)2sin(T(zo — 2))dz = lim —i(eT%p(T) — e~ T%0(~T)) = 0.

T—+o00 o T—+o00

De l'autre coté, par le changement de variable u := T'(zg — ), on calcule :

To +o00 .
/ or(z)dz = / Zsin() o vrs o
— 00 0

u

avec la proposition [5.31} Donc, finalement :

i [ f@or)de = lim f(ag) [ or(e)ds = nfaq).

T—400

Un calcul analogue donne de méme :

+o0 +oo
Tl_i>1rer1OO ) f(x)pr(x)dx = lim f(xar)/T or(x)de = 7 f(zf)

o T—+o0 Zo
d’ou l'identité souhaitée. O

Corollaire 6.14. Soit f : R — C une fonction intégrable et continue sur R, et
supposons que F (f) soit également intégrable sur R. Alors on a :

1

f(m)z;yoy(f)(—x) Vo € R.
s

Démonstration. Posons g := f; au vu du théoréme il suffit de remarquer que :

s = [ fereseas e g = Ty g

— 00

car [ est continue. O

Remarque 6.15. Les conditions du corollaire sont notamment vérifiées, si f
est de classe €2 sur R avec f, f' et f” intégrables sur R, car alors, en vertu du
théoréme [6.4] et du corollaire [6.7] on a une majoration :

~

M
[ f(w)ll Sorl YweR

pour quelque réel M > 0, de sorte que fest intégrable sur R.

Le dernier résultat de cette section est ’homologue de l'identité de Parseval,
reliant les normes || - [|g,2 d’une fonction et de sa transformée de Fourier. Pour la
preuve, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 6.16. Soient f,g: R — C deux fonctions intégrables sur R. Alors f-q et
f - g sont également intégrables sur R, et on a :

+oo +oo
[ s@iaes= [ Fwgtad
Démonstration. Noter que la fonction

h:R?* = C telle que h(x,y) == f(x)g(y) Y(z,y) € R?
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est intégrable sur R2. D’aprés le théoréme de Fubini, on peut alors échanger ’ordre
d’intégration :

/+Oo (/ﬂo B, y)dz ) dy = /+OO (/+OO b, y)dy ) dz.

Mais on a :
“+o00 “+o00 —+00 R
/ (/ h(x,y)dw)dy =/ fWg(y)dy
“+o00 “+o00 —+o00 R
[ (] nepa)ae= [ @i
d’ou l'assertion. O

Théoréme 6.17. (i) Soient f,g: R — C deux fonctions intégrables, et supposons
que Uune de f ou g vérifie les conditions du corollaire[6.1]} Alors on a :

<f, 9>1R<,2 = <J?7 §>1R,2-

2

(ii) (Formule de Plancherel) En particulier, si f est continue et intégrable sur
R, et si f est aussi intégrable sur R, on a :

1~
I fllr2 = %IIfIIR,%

Démonstration. Disons que g vérifie les conditions du corollaire [6.14]; au vu de la
remarque ii), on a alors :

g(x) = = F2g)(—x) = —F(F(9))(z) VreR

d’ot, d’aprés le lemme [6.16] :

+o00 - 1 +00 = 1 +oo__ —
Fome=] f@@iz= o [ 1@ FF@)ar=5- [ Fiaii
comme souhaité. O

6.3. Transformée de Fourier des fonctions paires et impaires. Soit f : R —
C une fonction intégrable sur R, et posons :

g(x) == f(—x) Vo € R.

D’aprés la proposition [6.3] on a :

~

J(w) = f(—w) Yw € R.
En particulier :
e Si f est paire, alors g = f, et par suite fest paire.

e Si f est impaire, alors g = — f, et par suite fest impaire.
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6.3.1. Soit alors f : R — C intégrable et paire. On a, pour tout w € R :

o~ o~

Floy+ Fice) _ /+°° f e

flw) = 5

—00

= /+0<> f(z) cos(wz)dz = 2/0+°° f(z) cos(wz)dz.

— 00

Si en outre f est continue sur R et si f est intégrable sur R, alors on a aussi :

1 1
F@) = o= FA)(-2) = = (PP + P ()
1 +oo Twx —iwx 1 Foo
=5 - f(w)%dw = ;/0 f(w) cos(wz)dw
pour tout z € R, en vertu du corollaire ( F2=F o F).

Donc, pour les fonctions paires, il convient d’introduire une transformée de Fou-
rier mieux adaptée, qui parfois simplifie les calculs :

Définition 6.18. La transformée de Fourier en cosinus de la fonction f: R — C
paire et intégrable sur R est la fonction :

~

fe:R=C telle que fe(w) == / f(z) cos(wz)dx Yw € R.
0

Si f est en outre continue sur R, avec f. intégrable sur R, alors on a la formule
d’inversion de Fourier en cosinus :

flx) = 2 /+<>0 fc(w) cos(wzx)dw Vo € R.
0

™

6.3.2. De méme, si f: R — C est intégrable et impaire, on a, pour tout w € R :

—~ Aw Y —w o0 e—iww _ eiwm
floy = LTS [T g E 22

— 00

=—i /+OO f(x) sin(wz)dr = —2i /(;OO f(z) sin(wz)dz

— 00

et si f est en outre continue avec f intégrable, on a en outre :

i Foo e*iwz - eiwaz
(@) = = (F2(f)(—x) — F2()(@)) / Flo)

Ar T o) 2
i +oo i oo
=5 f(w) sin(wz)dw = —*/ f(w) sin(wz)dw
27T o s 0

et cela motive la définition suvante :

Définition 6.19. Soit f : R — C une fonction impaire et intégrable sur R. La
transformée de Fourier en sinus de f est la fonction :

~

fs  R=C telle que fs(w) == / f(z) sin(wz)dx Yw € R.
0
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Si f est en outre continue sur R, avec fs intégrable sur R, alors on a la formule
d’inversion de Fourier en sinus :

flx) = 2 /+0° ﬁ(w) sin(wx)dw Vo € R.
0

s

6.3.3. Noter que les transformées de Fourier en sinus ou cosinus d’une fonction f
ne font intervenir que la restriction de f & la démi-droite positive R>o. On peut
alors associer & toute fonction f : R>o — C intégrable sur R>( ses transformées en
cosinus f, et en sinus f,, définies par les expressions des définitions E et |6 -
ces opérations reviennent & prolonger f sur R en une fonction paire ou impaire,
et a calculer la transformée de Fourier du prolongement (& multiplication par 2 ou
respectivement par —2i prés).
On peut, d’autre part, aussi prolonger f en une fonction
fo:R—C  telleque  fo(z):= {f(f”) siz >0

0 sinon.

Noter que :
fow)= [ pee e = fw) —ifi@) e eR

car e "? = cos(wz) — i sin(wx). Puisque f, est paire et fs est impaire, on déduit :

Je(w) = 5 (Jo(w) + Jo(~w))
(%) ; Yw € R.

6.3.4. Supposons ensuite que f soit dérivable sur R, et que sa dérivée f soit
intégrable sur R, de sorte que l'on puisse aussi prolonger également f’ en une
fonction fj : R — C nulle pour tout reel négatif. Comme fy n’est pas forcément
continue en 0, la relation entre fo et fo exprimée par la proposition E doit étre
modifiée. Pour cela, on reprend la preuve de la proposition : le méme raisonnement
nous rameéne au cas ou f a support compact, i.e. f est nulle sur une démi-droite
la, +oo[ (pour quelque a > 0); dans ce cas, on calcule encore par intégration par
parties :

~ +o0 ) too '
fé(w) :/0 f/(x)e_lwwdx:( lim f( ) w_f(o)) +iw-/0 f(x)e_””;dx

r—+00

d’ou :

fi(w) = iwfo(w) — f(0)  VweR.

D’autre part, avec les relations () du paragraphe précédent, on peut exprimer fé
et f’ en termes de fo ; en résumant, on déduit les identités suivantes :

j;é(w) = wfs(w) = (0) Vo € R,

(W) = —wfelw)
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En dernier lieu, si f : Ryo — C est de classe 62 sur R, et si f, f/ et f” sont
intégrables sur R, alors les relations ci-dessus entrainent en outre :

FI(w) = —w? folw) — f(0)
Ji(w) = —w?fy(w) +wf(0)

Yw € R.
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