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I. Introduction.

L’étude des propriétés arithmétiques des matrices a coefficients dans un corps de
nombres algébrique a été commencée par Siegel dans les années 30, dans le contexte
des formes quadratiques et des fonctions modulaires de degré supérieur, cf [S1] et
[S2]. Les spécificités de cette arithmétique sont d’une part la non-commutativité,
I’existence de diviseurs de zéro et celle d’éléments non-inversibles et d’autre part la
décomposition par blocs qui est souvent un avantage.

Les matrices rectangulaires apparaissent naturellement lorsque ’on opere avec
des formes modulaires, précisément lorsque ’on souhaite utiliser une décomposition
par blocs. Le développement de Fourier d’'une forme modulaire de Siegel peut
Zy 74
7, Zy
plan hyperbolique H,,, (constitué des matrices m x m symétriques complexes de
partie imaginaire définie positive), Z5 est dans H,,_,,, et Z; dans Clmn=m) 1] yient

s’écrire a partir de la décomposition Z = ( ) ou Zy se situe dans le demi-

F(Z) =" o1,(Zo, Z1) expim tr(ToZs)
Ts

ol les ¢, sont des fonctions holomorphes appelées coefficients de Fourier-Jacobi et
qui sont données par

o1,(Zo, Z1) = > a(T) expim tr(Ty Zo + 2Ty Z1).
(&)
T T

Ceci nous amene directement a considerer aussi I’arithmétique des matrices rect-
angulaires si I’on souhaite tirer partie de la décomposition par blocs. A ce niveau
nous rencontrons les matrices “primitives” qui généralisent la notion de matrices
unimodulaires (voir [Fr| par exemple) et qui sont définies dans ce contexte comme
la troncature de matrices de GL,.(Z). De facon plus prosaique, Kohnen, Bocherer
ou Dabrowski ([Ko], [Bo| et [Da]) parmis d’autres, lorsqu’ils cherchent & calculer
les séries de Poincaré du groupe modulaire de Siegel Sp,,(Z), ont directement a
utiliser des matrices primitives et I'arithmétique afférante.

Les bases de cette arithmétique ont été établies par Siegel. Il a introduit les con-
cepts d’unités, d’équivalence unilatérale et bilatérale et de classes de congruence
pour des matrices rectangulaires. Maass [Ma] a continué cette étude et Kaplansky
[Ka] s’est intéressé a plusieurs propriétés arithmétiques. Plus récemment, Newmann
et Thompson ([Ne|, [T1-3]) ont travaillé sur les classes de matrices, étudié les no-
tions de pged et de ppem, ete (voir aussi Hua [H]). Koecher [Koe] dans le manuscript
non-publié de son livre examine les propriétés des matrices entieres d’un point de
vue plus algébrique. Nanda [N1-4] a travaillé & mettre les notions proprement
arithmétiques en place. Dans un livre en préparation [BN], nous systématisons
cette étude.

La notion de fonction arithmétique a été formellement introduite par Nanda [IN4]

comme étant des fonctions y a valeurs complexes des doubles classes d’équivalence

satisfaisant de plus a x ((1) ]\04) = x(M). Ces fonctions incluent notamment les

fonctions de diviseurs, la fonction de M6bius, les fonctions constantes et les fonctions
généralisées d’Euler et de Ramanujan. Cette derniere fonction apparait au niveau



des coefficients de Fourier des séries d’Eisenstein associées & Sp,,(Z). Des résultats
partiels concernant son évaluation ont été obtenus par Ramanathan & Subbarao
[RS], et I’évaluation complete par Nanda [N3]. Elles sont souvent multiplicatives,
ce par quoi nous entendons qu’elles vérifient x(MN) = x(M)x(N) des que M et N
ont des discriminants premiers entre eux. Muni du produit de convolution x défini
par

(X1 * x2)(M) = > X1 (My)xo (M7 M)

M7 une classe de diviseurs de M

I’ensemble des fonctions arithmétiques forme une algebre commutative.

Mes travaux ont pour but la compréhension de ce produit de convolution. A
partir de maintenant, nous opérons avec des matrices a coeflicients entiers bien que
presque tous les résultats restent vrais sur des anneaux principaux dont chaque idéal
a un anneau résiduel fini et peuvent de plus s’étendre aux anneaux de Dedekind.

Afin de comprendre ce produit de convolution, je me suis intéressée aux fonctions
pondérées de diviseurs définies par o, (M) =}, (det M1)® ott M; est une classe de
diviseurs de M, communément M; est en forme normale d’'Hermite (voir partie II).
Si les fonctions arithmétiques sont souvent difficiles a évaluer ponctuellement, les
fonctions de diviseurs se sont révélées particulierement résistantes. Ce n’est que
récemment que j’ai réussi cette évaluation, et ce en utilisant principalement une
formule de récurrence reliant trois valeurs de o,(M), a et M variant.

Parallelement et avec un co-auteur, nous avons exhibé une bijection naturelle
entre classes de diviseurs d’une matrices et diviseurs d’un réseau associé a cette
matrice, qui a son tour permet d’identifier une classe de diviseurs de M avec un
sous-groupe d’un groupe abélien fini associé a M : a l'écriture M = M7 M,, nous
pouvons associé une suite exacte

0 —>Cl<M2) — Cl(M) —>Cl<M1) — 0

ou C; (M) est le conoyau d’un endomorphisme de Z" dont la matrice est M. Cette
suite complete un résultat partiel de Thompson [T2]. La combinaison de ces
résultats donne alors une facon simple de compter le nombre de sous-groupes d’un
groupe abélien donné. Par ailleurs cette bijection nous a permis d’établir une bi-
jection entre l’algebre des fonctions arithmétiques et la complétion d’une algebre
de Hecke abstraite. Les avantages sont alors double : d’une part nous donnons une
définition naturelle du produit de Hecke et d’autre part la structure de I'algebre de
Hecke nous permet d’en déduire celle de I'algebre des fonctions arithmétiques.

La p-composante de cette algebre de Hecke est aussi connue en combinatoire
sous le nom d’algebre de Hall, algebre dont les polynomes de Hall g/i\,u@) sont les
constantes de multiplication. Le polynome gfL"V(p) donne le nombre de sous-groupes
de type p et cotype v d’un p-groupe abélien fini de type A (voir partie IV). Cet
objet combinatoire est difficile a évaluer et notre approche nous permet d’en donner
des propriétés via I’arithmétique matricielle. Dans ’autre sens, nous avons utilisé
cette correspondance pour calculer I'indice d’une matrice, i.e. le nombre de formes
normales d’Hermite équivalentes a une forme normale de Smith donnée, répondant
ainsi a une question de Koecher [Koe] (I’argument utilisé dans [Kr| permettrait de
montrer qu’il s’agit d’un polynéme en p, mais ne donne par exemple pas son degré).

Une autre facon d’aborder le sujet consiste a associer une série de Dirichlet a une
fonction arithmétique et a essayer d’analyser comment cette série réagit au produit



de convolution (voir partie VI, VII et IX). A I'heure actuelle, nous n’avons pas
élucidé ce comportement. Pour ce qui est de matrices 2 X 2, nous présentons une
étude complete. La fonction de diviseurs est justifiable d’un traitement particulier,
et il est raisonnable de penser que la compréhension de cette fonction devrait donner
acces a la compréhension d’un produit de convolution quelconque (au moins de
fonctions positives ou nulles). Avec plusieurs co-auteurs, nous avons traité de ce
sujet et nous donnons ici les fonctions zéta associées, a un facteur “plus convergent”
pres.

Ces résultats nous permettent de déterminer le nombre moyen de sous-groupes
des groupes abéliens finis de rang < r et de cardinal < z (voir partie VII). Nous
donnons des résultats fins pour les termes d’erreurs, résultats que nous obtenons en
utilisant des méthodes d’analyse réelle (sommes d’exponentielles) ou complexe. Par
ailleurs nous avons aussi étudié I’ordre normal de Log ¢ a I’aide d’une généralisation
de l'inégalité de Turan-Kubilius qui englobent plusieurs résultats précédents (cf
[Ell], [Hi] et [Ho]). Cet ordre normal ressemble a celui de la fonction de diviseurs
sur Z alors que 1’ordre moyen en est lui tres loin.

Afin de comprendre comment nos séries de Dirichlet se comportent vis-a-vis
du produit de convolution, nous avons émis 'hypothese que si les facteurs locaux
des séries associées a deux fonctions sont rationnels, alors il en est de méme du
facteur local du produit de convolution. Nous avons obtenu des résultats partiels
en dimension 2 et le premier exemple en dimension r est celui de la fonction de
diviseurs. Des questions similaires ont été abordées au niveau des sous-groupes de
groupes abéliens sans torsion (cf [Lu]). En utilisant le principe de dualité, nous
avons obtenue une seconde formule de récurrence (ce qui nous montre I'importance
de la non-commutativité dans ce contexte) et la conjugaison des deux formules
obtenues nous donne une troisieme récurrence qui est elle tres efficace, bien qu’elle
fasse intervenir des dénominateurs et des termes positifs et négatifs (voir partie
IX). A T'aide de ce nouvel outil, nous avons montré que la fonction zéta associée a
la fonction de diviseurs est rationnelle. Cet outil donne par ailleurs un moyen tres
efficace pour calculer numériquement le nombre de sous-groupes de cardinalité fixée
d’un groupe abélien fini, ce qui n’existait pas jusqu’a présent. A I’heure actuelle
nous n’avons pas d’interprétation du numérateur.

Signalons pour finir que les idées développées ici, interprétées sur des matrices a
coefficients dans un anneau de Dedekind doivent trouver un cadre naturel au niveau
des formes modulaires de Hilbert ou de Hilbert-Siegel.

Pour conclure, je remercie Jean-Claude Douai d’avoir accepté d’étre mon di-
recteur de recherches ; Paula Cohen, Aloys Krieg et Michel Waldschmidt d’avoir
accepté d’etre rapporteurs ; Hervé Queffelec, Marc Reversat et Thomas Laffey pour
leur participation au jury ; Olivier Ramaré pour le soutien mathématique, moral
et éditorial !

Lille, le 30 Aott 1997



II. Arithmétique matricielle.

Nous présentons ici les idées de base de I'arithmétique matricielle telle qu’elle a
été pensée initialement par Siegel [S1], par Maass [Ma] puis développée notamment
par Kaplansky [Ka]. Il n’existe a I’heure actuelle aucun livre reprenant de fagon
systématique ces notions ; il s’agit 1a de I'objet de [BN]. Nous ne considérons que
des matrices sur Z, mais toutes les notions introduites ici s’étendent au cas d’un
anneau principal (sauf éventuellement le caractere fini de certaines quantités). Plus
intéressant, ces notions et résultats ont des analogues sur les anneaux de Dedekind.
Le lecteur trouvera une introduction élémentaire dans les livres de Hua [H] et de
Newman [Ne].

Les unités.

En raison de la non-commutativité de la multiplication et de I’existence de ma-
trices singulieres, les unités pour la multiplication sont unilatérales et dépendent
du rang. Une matrice idempotente G de méme rang qu'une matrice donnée A et
qui satisfait la condition AG = A est appelée une unité a droite pour A. Si les
coefficients de G appartiennent a Q, nous dirons que G est une unité fractionnaire
a droite, mais si ces coeflicients appartiennent & Z, nous ’appellerons une unité
entiere a droite, souvent écourté en unité a droite. Comme exemple, nous consta-

1 0 8 9 1 3
tonsque G=| 0 1 —13 | est une unité a droite de la matrice A = .
00 o0 5 3 1

De facon similaire, si G** = G*, si rang(G*) = rang(A) et si G*A = A, nous dirons
que G* est une unité a gauche pour A. Elle est fractionnaire ou entiere selon que
ses coeflicients appartiennent a Q ou a Z.

En ce qui concerne les matrices non-singulieres, leurs seules unités sont ’identité

1 0
usuelle, c’est a dire F, = ou r est le nombre de lignes (ou de

colonnes).

Décomposition en produit.

Nous considérons une décomposition A = MN comme licite si le nombre de
colonnes de M égale le nombre de lignes de N et si il existe une unité (entiere) a
droite pour M qui soit aussi une unité a gauche pour N. Nous dirons alors que M et
N admettent une unité simultanée (attention cette notion n’est pas symétrique !).
Cette condition, qui n’apparait pas sur des anneaux integres, est nécessaire ici pour
tenir compte des diviseurs de 0. A partir des idées développées dans la partie IV,
il est possible de montrer que, si une unité simultanée existe, alors elle est unique.
Deux matrices de méme rang ayant une unité fractionnaire simultanée peuvent
ne pas avoir d'unité simultanée et la factorisation résultante n’est pas considérée

. .. (6 0\ (2 O 3 0\ )
comme étant licite. Par exemple, A = (0 O) = (O O) (1 0) = M N mais

il n’y a aucunes unités entieres simultanées entre M et N (Il est facile de voir que

TN . 1 . . . .
les unités a droite de M sont de la forme (:(: 8) ; si cette matrice doit aussi étre

une unité a gauche pour N, alors il faut prendre x = 1/3). Laffey a montré [Lal
que toute matrice singuliere s’écrit comme produit d’idempotents sur un anneau
euclidien, ce qui montre clairement qu’une condition est nécessaire pour que le
produit M N soit arithmétiquement intéressant. Remarquons finalement que dans



le cas de matrices non-singulieres, la condition d’existence d’une unité simultanée
est automatiquement satisfaite.

Inverses de Siegel et matrices primitives.

Nous nous tournons maintenant vers une notion assez courante en mathématiques,
qui est celle d’inverse généralisé. L’inverse généralisé de Moore-Penrose par exem-
ple est bien connu [Na]. Nous considérons un inverse bien adapté a notre situation :
I'inverse de Siegel. Cet inverse dépend d’un choix d’unités a droite et a gauche.
Plus précisément, supposons que les deux matrices entieres A et X aient une unité
simultanée G et que X et A aient une unité simultanée G*. Supposons en outre
que XA = G et que AX = G*. Alors nous appelons X l'inverse de Siegel de A
(relativement aux unités G et G*). Remarquons que la liste suivante d’égalités
est satisfaite : G2 = G, G** = G*, AG = A, G*A = A, XG* = X, GX = X,
AX =G* et XA =G. Si A admet un inverse de Siegel, A est dite primitive. Bien
que X dépende de G et de G*, son existence et le fait qu’elle soit entiere sont eux
indépendants des unités choisis. En ce qui concerne les matrices non-singulieres,
I'inverse de Siegel est I'inverse usuel et les matrices primitives sont les matrices
unimodulaires.

2 21

Voici deux exemples : la matrice A = < 5 1 1

) est primitive ; en prenant

0 0 O
G"=FEyet G= [0 1 0| quisont des unités respectivement a gauche et a
2 0 1
0 0
droite de A, la matrice X = 1 —1 ] est son inverse de Siegel. Par contre la
-1 2
2 0
matrice B = | 0 2 | n’est pas primitive car, étant données des unités G = Fo
0 0
1 0 0
et G*=10 1 0 ],iln’y aaucun inverse entier bien qu’un inverse fractionnaire
0 0 O
0 O

X = (1(/) 2 1/3 0) existe. Nous pouvons établir que les matrices primitives

ont un discriminant égal a 1 et que les matrices primitives de rang maximal sont
précisément celles qui peuvent étre complétées en des matrices unimodulaires, i.e.
P € Z(™™) de rang maximal est primitive si il existe une matrice M € Z(mm—n)

(ou dans Z(=™"™) selon que m > n ou que m < n) telle que la matrice (]\]2) (ou
(P M)) soit dans GL,,(Z) (resp. dans GL,(Z)). Dans les exemples précédents,

nous remarquons que avec M = (1 0 0) est unimodulaire, mais il n’y a

A
M
aucune matrice M entiere telle que (B M ) soit dans GL3(Z).

Souvent (voir par exemple [Fr], [Ko|, [Ma]), la condition de rang maximal n’est
pas signalée et les matrices primitives sont alors définies comme troncature de
matrices unimodulaires : un certain nombre de lignes ou de colonnes sont 6tées mais
pas des deux. Si cette définition suffit pour exprimer les coefficients de Fourier-
Jacobi de formes modulaires, elle a le défaut de ne pas préserver les propriétés
arithmétiques : par exemple le produit de deux matrices primitives en ce sens n’est
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0
B = (0 1). De plus les matrices idempotentes ne sont pas primitives en ce sens.

, . s . 1
plus nécessairement primitif en ce méme sens, comme c’est le cas pour A = ( et

Classes primitives unilatérales.

Nous disposons a présent de la notion de matrice primitive et nous nous tournons
vers les propriétés proprement arithmétiques des matrices entieres, propriétés qui
se doivent d’étre invariantes lorsque nous multiplions notre matrice par une matrice
primitive (moyennant l’existence d’une unité simultanée). La non-commutativité
du produit complique quelque peu les choses. Deux matrices A et B sont dites
équivalentes a droite si il existe deux matrices entieres M et N telles que AM = B
et BN = A. Si, en particulier, M et N sont primitives, nous disons que A et B
sont primitivement équivalentes a droite. Il se trouve que dans le cas des anneaux
de Dedekind, ’équivalence et 1’équivalence primitive sont synonymes. Dans le cas
de matrices non-singulieres, nous pouvons remplacer 1’équivalence primitive par
I’équivalence unimodulaire.

Comme représentant particulier d’une classe d’équivalence primitive unilatérale,
nous choisissons la forme normale d’Hermite. Un résultat classique de Hermite
(1851) dit que chaque matrice est primitivement équivalente a droite, et ce de
facon unique, a une matrice triangulaire H = (h; ;) caractérisée par les conditions :
hii > 0, hiyg; = 0 pour & > 0, et 0 < h; ;4 < h;;. En particulier, si A est
non-singuliere, alors h; ; > 0. La matrice H s’appelle la forme normale d’Hermite
de la classe considérée et nous notons H = FNH(M).

Classes primitives bilatérales.

Nous nous tournons ensuite vers 1’équivalence bilatérale. Deux matrices A et
B sont bilatéralement équivalentes si il existe quatre matrices entieres My, Mo,
Ny et Ny telles que M1 AMy = B et NyBNy = A. Si M7 et My sont primitives,
A et B sont dites primitivement équivalentes et nous définissons bien une relation
d’équivalence de cette facon. Comme représentant particulier d’une classe bilatérale
primitive, noux choisissons la célebre forme normale de Smith. En 1861, Smith a
établi que chaque matrice A est (unimodulairement et bilatéralement) équivalente,
et ce de fagon unique, & une matrice diagonale S = diag(s;) telle que s; > 0 et
s; divise s;41 pour tout i. La matrice S s’appelle aussi un diviseur élémentaire
et nous notons S = FNS(M). Pour une interpretation des invariants de Smith
en termes du conoyau de A, voir par exemple [LR]. Le calcul des invariants de
Smith repose en général sur la notion de “module discriminantaux” qui sont souvent
malaisés a manipuler, mais Gerstein a introduit dans [Ge| une approche locale tres
souple. Signalons que chaque classe bilatérale contient un nombre fini de classes
unilatérales. Koecher dans le manuscript de son livre [Koe| posait la question de
calculer ce nombre. Nous répondrons a cette question plus loin.

Décomposition en facteurs premiers.

Une facon d’obtenir une écriture unique pour la décomposition d’une matrice
consiste & utiliser les matrices P, de Z("") telles que P, = (Ej 0 ) ou p est
0 pEr—j
un nombre premier. Par pré- ou post-multiplication par des matrices primitives si
nécessaire, nous pouvons exprimer chaque matrice A, de facon unique, comme un
produit de matrices P,.. Par exemple nous avons

R S R R



ou U et V sont unimodulaires. Notons qu’il est difficile de lire la décomposition d’un
produit moyennant la connaissance de la décomposition de chacun des facteurs,
ce qui rend marginale 'utilité de cette factorisation. Obtenir la forme normale
de Smith de AB a partir de celles de A et de B est a priori impossible puisque
plusieurs possibilités existent. Il est toutefois possible d’obtenir des renseignements
sur la forme normale du produit (voir [Pr], [T1] et [T2]). Nous parlerons plus avant
de ce sujet dans la partie V.

Classes de congruence.

Nous nous tournons maintenant vers la notion de classes de congruence. Donnons-
nous une matrice non-singuliere N et une de ses unités a gauche G*. Deux matrices
de méme taille A et B vérifiant G*A = A et G*B = B sont dites congruentes
modulo N (relativement a G*) s’il existe une matrice D telle que A — B = ND.
Remarquons que, contrairement a ce qui a été notre habitude jusqu’a présent, nous
ne supposons pas qu’il y ait une unité simultanée entre N et D ; il s’agit la de I'un
des rares cas ou nous ne suivons pas cette convention. Nous écrivons A = B[N] et
nous notons C¢ (N, G*) le groupe additif formé a partir des classes de congruence de
matrices admettant ¢ colonnes. Nous remarquons tout d’abord que si G5 est une
autre unité a gauche de N les groupes Ci(N,G*) et C,(N, G3) sont égaux, ce qui
nous permet d’adopter la notation C¢(/N). En outre les groupes C¢(NN) et Ct(UNV')
sont naturellement isomorphes des que U et V sont unimodulaires. En prenant
alors N en forme normale de Smith, nous constatons qu’il s’agit d’un groupe fini
dont nous pouvons facilement déterminer la structure en fonction des invariants de
Smith.

Nous disposons d’un théoreéme chinois reliant C;(A) et Ci(B) des que A et B
sont de méme taille et ont des déterminants premiers entre eux. Ce théoreme dit
qu’étant donnés X et Y ayant ¢ colonnes, nous pouvons trouver Z satisfaisant a
Z=X[Alet Z=Y [B]. Si de plus A et B commutent, alors Z est déterminé de
facon unique modulo AB.

Définissons a présent le sous-ensemble R;(IN) des classes premieres a N. Deux
matrices M et N sont dites premieres entre elles si, des qu’un triplet (D, H, K)
vérifie M = DH et N = DK, alors D est primitive. Une classe est dite premiere a
N si il existe une matrice dans cette classe qui est premiere a N et nous vérifions
qu’alors toute matrice dans cette classe est premiere a N.

Classes de congruence symétriques.

Les définitions précédentes ont des équivalents “symétriques” qui apparaissent
au niveau des formes modulaires de Siegel (cf [Ma]). Pour ces définitions, il nous
faut une matrice non-singuliere NV et deux unités de IV, soit G une unité a droite
et G* une unité a gauche. Nous disons qu’une classe de congruence est symétrique
par rapport & N si il existe une matrice B dans cette classe telle que BN = N !B
et B'G = B. Notons que cette définition n’a de sens que si B est carrée et de
méme taille que N. Nous disons alors que B et N forment une paire symétrique.
Si r est le rang de N, nous dénotons par C(N) le sous-groupe de C,.(IN) constitué
des classes symétriques par rapport a N. Ce sous-groupe dépend a priori de G
et de G* mais nous montrons qu’il n’en est rien. Enfin nous dénotons par R(N)
I’ensemble des classes de congruence modulo N qui sont symétriques par rapport
a N et premieres avec N. Il s’agit la de notions naturelles lorsque 'on étudie le
groupe symplectique : dire que B forme une paire symétrique avec N et est premier
a N équivaut tout simplement & dire que (N B) est la moitié inférieure d’une
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matrice symplectique.

Diviseurs.

Une idée centrale en arithmétique est celle de diviseurs. Nous avons déja vu que,
pour qu'une décomposition soit licite, nous avions besoin de l'existence d’unités si-
multanées. De plus, afin d’avoir un nombre fini de diviseurs, nous nous restreignons
a compter les classes unilatérales de diviseurs. Par conséquent nous considérons des
décompositions A = BC ou B est un représentant d’une classe d’équivalence primi-
tive a droite. Communément nous prenons B en forme normale d’Hermite. Dans
ce cas, nous appelons la classe primitive a droite de B une classe de diviseurs de
A. Rappelons que cette definition tient bien compte des décompositions de A en

8§ 0 2
produits de matrices singulieres. Nous voyons par exempleque A= 5 2 3
19 6 10

4 0 1

L. yer
1 9 2) et vérifions qu’il existe

2 0
est le produit de M7 = | 1 1 | et de My = <
4 3
une unité simultanée entre ces deux facteurs. Mais nous avons aussi A = N1N; ou
Ny = MLT et No = X Ms ou T est une matrice primitive et X son inverse au sens
de Siegel. En prenant par exemple

1 -2
0 1
1 2 0 0 O
01 1 0 0 0 0
0O O
nous obtenons

2 —4 0
2 4 0 0 O 1 2 2
A=NNy=11 3 1 0 O 0O 0 O
4 11 3 0 O 0O 0 O
0O 0 O

Fonctions arithmétiques et produit de convolution.

Pour détecter les propriétés arithmétiques, nous introduisons, en suivant [N4], la
notion de fonction arithmétique. Une fonction y sur I’ensemble des matrices entieres
et a valeurs dans C est dite arithmétique si d’une part x(M) ne dépend que de la

classe primitive bilatérale de M et si d’autre part y ((1) ]\04) = x(M). Parmi

les exemples classiques, nous disposons de la fonction de diviseurs 7 qui compte le
nombre de classes diviseurs d’une matrice donnée, la fonction 1 constante égale a
1, son inverse la fonction de Mobius u, diverses fonctions d’Euler, etc.

Nous définissons le produit de Dirichlet * sur ’ensemble des fonctions arithmétiques
par

Ca*x2)(M) = > xa(My)xa(Ma)
M =M, M,

ou M; représente une classe de diviseurs de M, c’est a dire que nous le prenons
en forme normale d’Hermite. L’ensemble des fonctions arithmétiques muni de
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I’addition et du produit de convolution forme une algebre commutative dont le
groupe des inversibles est constitué des fonctions qui ne s’annulent pas sur FE.
L’identité pour le produit est bien sir la fonction n qui vaut 1 sur toute matrice
primitive et 0 ailleurs.

Les fonctions que 'on rencontrent naturellement sont presque toutes multiplica-
tives ce par quoi nous entendons qu’elles vérifient y(MN) = x(M)x(N) deés que
M et N sont multipliables et ont des discriminants premiers entre eux. L’ensemble
des fonctions multiplicatives muni de convolution est un groupe abelien.

Il nous faut mentionner que les fonctions que nous rencontrons s’expriment sou-
vent sous forme de produit de convolution. Par exempleon a7 = 1 et ux1l = n.

Pour évaluer une fonction arithmétique, il nous suffit de considérer sa valeur
sur les matrices en forme normale de Smith puisque cette valeur ne dépend que
de la classe d’équivalence primitive bilatérale. Nous pouvons ne considérer que des

matrices non-singulieres parce que les matrices <8 ]\04) et M sont primitivement

bilatéralement équivalentes. Lorsque nous opérons avec des fonctions multiplica-
tives, nous pouvons qui plus est nous restreindre aux formes normales de Smith
dont le déterminant est la puissance d’un nombre premier. Typiquement nous con-
sidérons les matrices F, = diag(p/t,...,ptT+/r) = (fi, .., fr)p ou fi,..., fs
sont des entiers positifs ou nuls et p un nombre premier.

Fonctions arithmétiques associées aux classes de congruence.

Parmi ces fonctions, nous avons les fonctions de norme, les fonctions d’Euler-
Jordan et les fonctions de Ramanujan. Nous donnons un apergu de ces fonctions.

La norme v; est tout simplement le cardinal de C;(N), et 'on découvre que
v (N) = (det N)*.

Sur Z, Jordan a introduit et évalué la fonction qui compte le nombre de t-uplets
qui sont incongruents modulo n et dont chaque composante est premiere a n. Le
cardinal ¢;(NN) de R¢(IN) en est une généralisation en dimension r. Pour t > r, la
valeur ponctuelle est donnée par

, 1 1 1
¢i(Fr) = | Fy | (1 — ?) (1 - pt_l) (1 - W)’

ce qui étend bien le résultat classique ¢t = r = 1. Remarquons que ¢; = v; * u.

Nous définissons la norme symétrique comme étant le cardinal de C(IV) et il est
possible d’en donner une expression satisfaisante & partir de v(pdE,) = p9s(s+1)/2,
La fonction d’Euler symétrique a été introduite par Siegel et évaluée par Christian
[Ch]. II s’agit bien str du cardinal de R(N) et nous avons encore ¢ = v x .

Jusqu’a présent nous n’avons évalué que des cardinaux et nous nous tournons a
présent vers des sommes oscillantes. La premiere de ces sommes apparait comme
coefficient de Fourier de séries d’Einsenstein (pour les formes modulaires de Siegel, cf
[Bo]) et il s’agit d'une généralisation de la somme de Ramanujan. Nous définissons,
pour M € Z(t7) et N € Z("") non-singuliere (avec ¢t > r) la fonction

p(M,N) = Z ezmtr(HMN—l)
HER(N)

et son t-analogue
pe(M,N) = Z o2 tr(HMN’l)‘
HeR(N)
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Dans le cas r = 2, Ramanathan et Subbarao [RS] ont évalué p(M, N) mais leur
méthode (traduction des conditions en termes des coefficients des matrices) ne
pouvaient s’étendre que difficilement au cas général. En utilisant les notions décrites
ici, Nanda [N3] a pu procéder a ’évaluation complete de ces deux fonctions et
comme pour les sommes de Ramanujan sur 7Z, il exprime p; en termes de la fonction
d’Euler ¢; et de la fonction de M6bius pour obtenir ce que 'on appelle parfois la
relation de Holder. Si M et N sont deux matrices, nous disons que la matrice L
est un pged a droite de M et N si il existe un triplet (L, H, K) tel que M = HL
et N = KL et si pour tout autre triplet (Lo, Ho, K3) vérifiant ces égalités, nous
pouvons déterminer une matrice J satisfaisant L = JL,. La classe primitive a
gauche de ce pged est unique. Avec ces notations, nous avons

pe(M,N) = p(NL™")¢e(N)/¢(NL™1).

Remarquons que les fonctions de Ramanujan sont des fonctions de deux variables
et que, a M fixé et N variable, la fonction obtenue n’est pas arithmétique au sens
que nous prenons ici. Nous avons aussi les formules classiques

po(M.N) =3 u(ND™ (D) et p(M,N) =3 u(ND~)u(D).
D|L D|L

Si nous nous intéressons aux coefficients de Fourier-Jacobi de séries de Poincaré
(pour les formes modulaires de Siegel, cf [Bo|, [Dal, [Ko]), nous obtenons des séries
beaucoup plus compliquées sur lesquelles nous n’avons que peu de résultats jusqu’a
présent. Pour en décrire un prototype, il nous faut définir I'inverse d’une classe de
R(N). Si B et N forment une paire symétrique avec B premier a N, alors il existe
X et Y telles que BX + NY = E. Nous définissons alors I'inverse de la classe
de B, soit B, comme étant la classe de *X. Nous constatons que cette définition
est cohérente et que nous définissons une involution sur R(N). Un exemple type
de sommes a évaluer pour appréhender ces coefficients de Fourier-Jacobi est alors
donné par

F(N) = Z o2 tr(N’l(H—i—H))‘
HeR(N)

Il s’agit la d’une extension des sommes de Kloosterman.
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III. Fonctions de diviseurs.

Pour comprendre et utiliser le produit de convolution, il est impératif de connaitre
la fonction 7 qui donne le nombre de classes de diviseurs d’une matrice donnée.
Depuis que 'étude systématique des fonctions arithmétiques a commencé, cette
fonction est I'une des plus simples a exprimer et des plus difficiles a évaluer. Elle
est simple & exprimer en termes de produit de convolution (7 = 1 1), mais la
difficulté est alors cachée dans le fait que 1’on ne sait pas controler ce produit de
convolution. En utilisant la multiplicativité de 7, une approche naive nous dit qu’il
s’agit de compter le nombre de solutions de 1’équation

ai

pfl 0 L 0 D mi2 ... Mip
fitf
0 p 1 2 B O M
prm— . 2
0 0 pf1+"'+f7' 0 0 paT

avec 0 < my ;41 < p*.

Dans le cas r = 2, Narang en 1979 a donné une formule explicite pour 7. Nanda
[N2] a aussi réussi en 1981 & évaluer 7 si f1 = 1 et fo =--- = f, = 0. Ces deux
formules sont relativement simples. Dans le cas r = 3, nous avons établi dans [B1]
une relation de récurrence entre 7(f1, f2, f3)p, 7(f1, f2, fs — 1)p et o1(f1, f2)p OU
0a(M) est le nombre pondéré de classes de diviseurs de M défini par

oo(M)= > (detM;)®

My Mo=M

pour a dans C. Cette relation permettait d’évaluer 7(F3), mais sa démonstration
était extrément longue. Deux ans plus tard, nous avons obtenu [B3] une preuve
beaucoup plus simple et plus générale basée sur la décomposition en blocs suivante :

F,_ . ..
F. = ( TO 1 ph +0 s ) La formule de récurrence obtenue s’écrit

Ua(fla"'afT)p :paaa<f17"'7fr - 1>p+0a+1<f17"'7fr—1>p~

Bien que cette formule nous a permis pour la premiere fois d’évaluer numériquement
la fonction 7 sur des matrices de rang 4, son utilisation récursive systématique
rencontre I’obstacle que voici : dans notre formule, il est possible d’avoir f,—1 = —1,
ce qui détruit la structure de forme normale de Smith nécessaire dans le membre
de gauche de notre relation ; pour pouvoir la réappliquer, il faut alors retrouver la
forme normale de Smith de la matrice correspondante. Il nous a fallu encore deux
ans pour obtenir une bonne représentation graphique de cette récurrence et pour
démontrer le résultat intermédiaire suivant :

k—1

k alk—
Ua(fla"'afr—k-i-laok—l)p:Z |:t:| b (k t)0a+t<f17~-~7fr—k+1_170k—t—1>p
t=0 p

+ Catk(f1s s frek)p

.|k L. .
ou { t} désigne le polynome de Gauss en p. Notons que dans cette formule, la
P

structure de forme normale de Smith n’est plus détruite puisque ’on peut supposer



14

fr—k+1 > 1. Ce résultat nous a permis dans [B5] de donner enfin une formule exacte
pour o, (F;.). Cette formule est assez compliquée bien qu’elle ne fasse intervenir que
des polynomes de Gauss. Si a est un entier > 0, 0,(F;.) est un polynéme entier en
p, dont les coefficients sont positifs ou nuls et dépendent de fi,..., f, et de a. A
titre d’exemple, nous avons

00(2,3,3,4)p =20p'7 + 58p ¢ + 118p15 + 154p* + 174p'3 + 190p'? 4 184p*t + 192p1°
+176p° 4+ 176p% + 150p” + 142p° + 106p° + 90p* + 72p> + 50p% + 26p + 28

et

o2(1,1,1,1)p =2p?! + 6p%° + 7p'° + 10p'® + 10p17 4 11p'6 + 10p'® + 11p1* 4 8p'3
+9p'2 + 7ptt + 6pt0 4+ 5p° + 5p% + 3p7 + 3p° 4 2p° + 2p* +p® +p? + 1

Remarquons que la suite des coefficients de o, n’est pas unimodale. Bien que qu’il
soit difficile de donner une formule explicite pour chaque terme de ce polynome,
nous déterminons dans [BW2] son terme principal lorsque a est un entier. Plus
précisément, le terme principal de o, (F},) s’écrit a(a,)p?(@") avec

[(r—a)/2]
Oé(CL, T) = H (fr—a—Qk + 1)

k=0
et

r—a—1 9 r—1
sar= Y | e ¥ -0

k=0 k=r—a

ou [n] représente la partie entiere de n et ou f; = 0 si ¢ < 0 (De plus la somme vide
vaut 0 et le produit vide 1).

Nous connaissons aussi la somme des coefficients du polynéme o, (F,). Cette
somme, tres simple, est égale a (f1 +1)(fi+ fo+1)...(fi+---+ fr +1), somme
a laquelle nous nous réfererons en parlant de la valeur en p = 1.

Ce sont ces deux renseignements (associés au fait que o,(F;) n’a pas de coef-
ficients négatifs) qui nous permettent de construire une fonction zéta associée a
0a(Fy) et d’en déterminer I’abscisse de convergence. (En fait dans [BR1], nous ne
disposions que de résultats moins précis mais qui suffirent). Nous reviendrons sur
ce point plus loin.
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IV. Diviseurs de réseaux et classes de diviseurs de matrices.

Jusqu’a présent, tous les résultats obtenus sur la fonction de diviseurs provi-
ennent de la relation de récurrence. Avant d’en obtenir une formule complete,
nous avions élaboré avec Ramaré une approche différente qui s’est révélée tres
fructueuse. Son point de départ consiste & étudier 'action de Z(™™) sur Z". 1 con-
vient de signaler ici ’approche de Hua [H| qui consiste aussi a associer un module
a une matrice ; si cette approche est duale de la notre, la différence est bien plus
importante dans la mesure ou toutes les constructions qui apparaissent naturelles
ici (& commencer par l'invariance du module associé quand notre matrice parcourt
une classe unilatérale) ne le sont plus lorsque 1'on dualise.

Soit B une base de Z" et soit ¢; ’endomorphisme de Z" dont la matrice dans la
base B soit M que nous supposons non-singuliere. Nous remarquons tout d’abord
que V(M) = ¢p(Z7) ne dépend que de la classe unimodulaire a droite de M, i.e.
de sa forme normale d’Hermite. L’objet qui nous intéresse plus particulierement est
le conoyau de ¢ soit Z"/V (M) dont nous constatons qu’il est déja apparu sous le
nom de C;(M). Il s’agit d’un groupe abélien fini, qui ne dépend pas du choix de B
et dont les facteurs invariants sont précisément ceux de M. Remarquons ici que, si
M était singuliere, le groupe qui nous intéresserait serait alors la partie de torsion
du conoyau.

Donnons-nous a présent deux sous-réseaux (i.e. sous-module de rang maximal)
W1 et Wo de Z" et, en suivant [BR2], disons que W est un diviseur a droite de Wy
si et seulement si W7 D W5. Nous remarquons que, bien que Wi soit un diviseur
de Wy, W7 est plus grand au sens ensembliste que W5. Considérons alors d’une
part ’ensemble RD (W) des diviseurs a droite du réseau W, qui est ordonné par
'inclusion, et d’autre part I’ensemble RD(M) des classes de diviseurs a droite de
M, ordonné par la division. Nous montrons dans [BR2] que I'application naturelle

©® : RD(M) — RD(V(M))
M1GL7"(Z> = ¢M1(ZT)

est une bijection (et ou GL,(Z) désigne le groupe unimodulaire) d’ensembles or-
donnés. Construire ©~! n’est d’ailleurs pas tres difficile : tout réseau W s’écrit sous
la forme ¢ (Z), et un petit calcul montre que W O V(M) se traduit effectivement
par N|M.

Il est possible de décrire un peu plus précisément cette situation. Si Wy et Ws
sont deux sous-réseaux de Z", nous appelons GL,.(Z)-W; un diviseur complémentaire
de Wj si il existe un épimorphisme de Wi dans Ws. En notant CD(W) I’ensemble
des diviseurs complémentaires de W, nous pouvons construire une surjection ¥ de
RD(M) sur CD(V(M)) telle que ¥(M; - GL,(Z)) = GL,.(Z) - ¢M;1M(ZT). A ter-
mes, cela nous permet a partir d’'une décomposition licite M = M;Ms; d’obtenir
une suite exacte

0 —>Cl(M2) — Cl(M) —>Cl(M1) — 0.

Nous établissons ainsi une bijection entre le nombre de classes de diviseurs M; de
M telles que FNS(M;) = S; et FNS(M; *M) = S5 et le nombre de sous-groupes
I' de C1(M) tels que I' ~ C1(S1) et C1(M)/T" ~ C1(S2). Nous avons découvert
plus tard que Thompson avait déja tenté une telle approche en 1985 (cf [T2]).
Avec nos notations, il montre que si il existe une décomposition M = M; My avec
FNS(M;) = S; et FNS(M['M) = Ss, alors il existe un sous-groupe I' de C; (M)
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tel que I' ~ C1(S1) et C1(M)/T" ~ C1(S2). Notre résultat est donc plus complet
dans la mesure ou nous établissons une condition nécessaire et suffisante et o nous
sommes de plus capables de le quantifier.

Nous détaillons un petit exemple. Considérons M = (2(; 2) Nous avons
Ci(M) ~Z/pZ & Z/pZ et

won={(3 93 2)-(5 D)oz <n s D}

En prenant B = {ej, e2}, nous obtenons
RD(V(M))={Z?7 e, ®Z-pes,Z - (pe1 +xe3) DZ-ey (0 < x < p), V(M)}.

Nous vérifions alors que le nombre de classes de diviseurs de (1, 0), est 3+p et qu’il
s’agit du nombre de sous-groupes de Z/pZ & Z/pZ.

Notre évaluation de o((F;.) donne donc une autre méthode, relativement simple,
de compter le nombre de sous-groupes de

Z/pflz ® Z/pf1+fzz DB Z/pf1+f2“‘+f1‘Z_

Nous détaillerons ce point plus avant dans les parties V et I1X.

Notons que sur le treillis des réseaux, les notions de pged et de ppcm sont simples
a décrire : il s’agit respectivement de la somme et de l'intersection, ce qui permet
de retrouver des résultats de Thompson et de Nanda ([T3] et [N1]).

Cette interprétation est aussi efficace au niveau des matrices singulieres et les
notions d’unité et d’unité simultanée se comprennent particulierement bien dans ce
contexte : une unité a gauche est la matrice d’un projecteur sur (¢ (Z") @ Q) NZ"
(ce module admet un supplémentaire), une unité a droite celle d’un projecteur sur
un supplémentaire de Ker ¢,;. Pour qu’il y ait une unité simultanée entre A et B,
il faut en conséquence avoir

(pA(Z") @ Q) NZ") & Ker pp = Z7.

Notre but & présent est de donner une preuve de la formule de récurrence (cf
partie IIT) en termes de groupes abéliens. Cette réécriture de la preuve dans le
contexte des groupes n’est pas du tout immédiate, mais 'effort fait nous permettra
plus loin d’obtenir des résultats tres intéressants.

Donnons-nous un p-groupe abélien fini F, d’exposant (le maximum de 'ordre de
ses éléments) p?. Il existe alors un élément e, d’ordre p’ dans F, et un sous-groupe
F,_1 de F. tels que

F.=F._1®Zey.

Considérons alors G, = F,._1 @ Zpey. Soit maintenant H un sous-groupe de F,.. Ou
bien H C G, et alors H est un sous-groupe de G,.. Nous avons donc triviallement

Y IE/HI =p" Y |G /H
HCF, HCG,
HCG,
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Ou bien H ¢ G, et dans ce cas H contient un élément de la forme e;+y ouy € F,._1.
Pour dénombrer convenablement le nombre de sous-groupes ainsi obtenus, nous
nous donnons un sous-groupe K de F,_; et considérons la fonction

{H¢GT,HQFT_1=K} — 7n_1/I(
H — y mod K.

Nous vérifions qu’il s’agit d’une bijection, ce qui nous donne

E |F./H|* = E |F—1 /K| - |Fr—1/K|*.
HCF, KCF,_1
HZG,

En additionnant les deux formules obtenues, nous retrouvons notre relation de
récurrence.
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V. Algebre de Hecke et algebre de Hall

L’algébre des fonctions arithmétiques en tant que complétée d’une algébre de Hecke...

Jusqu’ici, nous avons surtout rencontré des formes modulaires de Siegel. Il se
trouve que le cadre algébrique naturel du produit de convolution a vu naissance au
niveau de ’algebre de Hecke qui agit sur les formes modulaires usuelles. La théorie
de ces algebres va nous permettre de décrire plus avant la structure algébrique liée
au produit de convolution. Par exemple, Cashwell & Everett ont montré en 1959
que 'algebre des fonctions arithmétiques sur Z (i.e. en dimension r = 1), le produit
étant celui de convolution, est factoriel. Dans [BR2], nous étendons ce résultat au
cas r > 2. De fagon inverse, la définition (tres naturelle) du produit de convolution
permet de comprendre la définition (trés technique) du produit dans une algebre
de Hecke.

En utilisant le fait que la valeur d’une fonction arithmétique est la méme sur

0 A
mitivement équivalente a A, nous constatons que pour connaitre une fonction
arithmétique sur toutes les matrices de rang < r, il nous suffit d’étudier sa re-
striction au sous-ensemble Znv, de Z("") constitué des matrices non-singulieres.
Considérons donc H, ensemble des fonctions sur Znv, qui ne dépendent que de la
forme normale de Smith d’une matrice, i.e.

1 . . o .
(0 0 ), sur A et sur ( 0 Sl)’ ainsi que sur toute matrice bilatéralement pri-

H, = {f : GL,(Z)\Znv, /GL,(Z) — C}.

Nous pouvons écrire le produit de convolution de deux fonctions f et g en fonctions
de leurs valeurs sur des matrices en forme normale de Smith si nous ajoutons un
poids qui “convertisse” les formes normales d’Hermite en formes normales de Smith.
Plus précisément, soit S une matrice en forme normale de Smith (non-singuliere)
et H un représentant d’'une classe de diviseurs, i.e. S = H(H~'S). Soit S et
Sy les formes normales de Smith respectivement de H et de H~1S. Définissons
a(S1,S2;S) comme étant le nombre de H satisfaisant a ces conditions. Alors

(fxa)(S) = D fH)gHTS)= > f(51)g(S2)c(S1, 52 5).

S:H(Hils) 51752

Muni de ce produit nous avons déja remarqué que (’F(T,—f—,*) est une C-algebre
commutative.

Nous retrouvons ce produit au niveau de ’algebre de Hecke H,. associée a GL,.(Z)
et Znw, (voir [Kr]). Nous avons tout simplement

H, ={f € H,, f(S) =0 sauf sur un ensemble fini}.

La définition du produit de Hecke sur H,. est rendue opaque par la technique, mais
nous vérifions qu’il s’agit effectivement du produit défini plus haut, i.e.

(GL(Z) - 51 - GL,(Z)) - (GL(Z) - S2 - GL(Z)) =
> a(S1, 82; 8)(GL,(Z) - S - GL,(Z))

S€GL,(Z)\S1-GL(Z)-S2 /GL(Z)

Si ’associativité n’est par exemple pas du tout naturelle sur cette définition, elle
est évidente en termes de matrices. Nous savons alors que H, est un anneau de
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polyndmes en un nombre dénombrable d’indéterminées (algébriquement indépen-
dantes). Toutefois sa structure peut-étre précisée. Pour un nombre premier p,
considérons Znv,., l'ensemble des matrices de Znv, dont le déterminant est une
puissance de p et la composante primaire

H,p ={f:GL.(Z)\Inv, ,/GL,(Z) — C, f(S) = 0 sauf sur un ensemble fini}.

Alors H, est isomorphe au produit tensoriel des (H, ), et chaque H,. , est isomor-
phe a C[X7,..., X,]. Il est alors facile de constater que

H,p = {f : CL.(Z)\Znv,,/GL,(Z) — C}

est une algebre de séries formelles en r indéterminées (algébriquement indépendantes)
et que H, est une algebre de séries formelles en un nombre dénombrable d’indéterminées
(algébriquement indépendantes). Un tel anneau est factoriel d’apres un résultat de
Cashwell & Everett [CE]. Notons que les identités polynomiales décrites dans [N2]

et [B1] trouvent ici leur cadre naturel.

Nous introduisons a présent la fonction indice qui est un homorphisme classique
d’une algebre de Hecke vers C. La valeur de ind(GL,.(Z) - S - GL,(Z)) est tout sim-
plement le nombre de simples classes (a droite ou a gauche grace a I’anti-involution
transposition) qui forment GL,.(Z) - S - GL,(Z). En termes de matrices, il s’agit du
nombre de FNH équivalents a la forme normale de Smith S.

Remarquons que nous aurions pu considérer I’ensemble des combinaisons linéaires
formelles de doubles classes de I'ensemble de toutes les matrices a coefficients dans
Z (de n’importe quelle taille et méme rectangulaires) divisé a droite et a gauche
par les matrices primitives. Il faut de plus ajouter le fait que nous ne considérons
PAQ que si il existe une unité simultanée entre P et A et entre A et (). Nous ne
connaissons pas a [’heure actuelle la structure de cette algebre.

...0u de ’algebre de Hall.

L’algebre de Hecke H,., ci-dessus est bien connue en combinatoire sous le nom
d’algebre de Hall. Notre équivalence entre classes de diviseurs d’une matrice M
et diviseurs du réseau V(M) nous permet de lire directement beaucoup de nos
résultats (et de nos problémes) en termes d’algebre de Hall.

Nous définissons (voir [G] et [Md]) le type d’un p-groupe abélien fini

G~Z/phzeZ/p iz e/t Tty

comme étant la partition (f; +---+ fr, f1 + -+ fr—1,--., f1). Ce méme type
est parfois aussi connu sous le nom de caractéristique de Segre [Z]. Etant donné
un sous-groupe H de G, nous disposons de son type en tant que groupe abstrait
et du type de G/H que nous appelons son cotype. Répondant & une conjecture
de Hall, Klein en 1967 [K] a montré que le nombre de sous-groupes de type p et
cotype v d'un p-groupe de type A est un polynome. Nous dénotons cette quantité
par g, ,(p) : il s’agit des célebres polynomes de Hall.

Nous remarquons alors que la suite exacte écrite partie IV nous garantit, via les
fonctions arithmétiques de matrices, 1’égalité a(S1, S2;5) = gﬁ’y(p) ol

S = diag(p™,p™,...) , A=A, Na,...)
Sl:dia’g(pulap'uzw") ) :u:(:ulhu%"')
Sy = diag(p”™,p?,...) , v=(v1,v2,...).
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Notre évaluation des fonctions de classes de diviseurs nous donne en fait la possi-
bilité d’évaluer ZH’V g/i",/(p) pour A fixé. Nous signalons qu’il y avait déja des
résultats dans cette direction. Birkhoff par exemple a donné une expression pour
> g5, (p) A v et X fixés en 1933 [B]. Sa formulation et sa démonstration sont assez
compliquées. Butler en 1987 [Bu] redonne ce résultat sous la forme

A vl (M=) A — Vz{—i—l
Zgﬂ,lj(p) = Hp e / /
7 p

i>1 Vi = Vit

ou X et v/ sont les partitions conjuguées des partitions A et v. En faisant la somme
sur tous les v, nous obtenons par conséquent une seconde expression pour 7.

Nous avons vu sur les exemples de la partie III que la suite des coefficients de
0q(F}), en tant que polynome en p, n’est pas unimodale. Mais si nous regardons
04(F;) comme un polynéme en p%, i.e.

Ua(Fr) = Zpaka)\<k;p)

k>0

ou A est le type du groupe abélien associé a F. et ou «ay(k;p) est le nombre de
ses sous-groupes d’ordre p*, alors Butler [Bu] a montré que la suite de coefficients
(an(k;p))g est elle unimodale. En fait, a partir des outils donnés & la partie III, nous
pouvons donner une preuve tres simple de ce résultat, preuve qui évite notamment
tout recours au profond théoreme de Lascoux & Schiitzenberger utilisé par Butler.

Nous avons déja introduit le concept d’indice, une fonction tres utilisée en algebre
de Hecke. En utilisant les idées de types et cotypes avec les diviseurs de réseaux,
nous pouvons (cf [BR2]) obtenir une évaluation précise de ind(S), nommément

ind(S) = NURYEY i ) / pZLH Aiga(r=27)

1 27 72 R EAY O] P
ou A= (fi+-+fr, 1+ -+ fre1,..-, f1), N est sa partition conjuguée et [ |,
sont les multinomes de Gauss en p.

L’argument de Krieg dans [Kr| peut étre étendu pour montrer que I'indice est un
polynome en p. Notre argument donne qui plus est que son degré vaut Z;Zl(r +
1= = 1)f;

Nous nous sommes intéressés aussi aux conditions pour qu’étant donnés trois
groupes GG, H et K abéliens finis, K soit un sous-groupe de G tel que G/K ~ H.
Une condition nécessaire et suffisante est que le polynome de Hall associé soit non-
nul. Thompson [T2] a donné des conditions nécessaires pour cette divisibilité en
termes des facteurs invariants. Ces résultats utilisent des suites de Littlewood-
Richardson que nous ne voulons pas détaillées ici.
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VI. Fonctions Zéta associées.

Pour mieux comprendre le produit de convolution, nous avons décidé d’étudier la
fonction zéta associée a un produit de convolution de deux fonctions arithmétiques
X1 et x2. Bien que ces fonctions restent tres mal connues, nous disposons a présent
de bons renseignements dans le cas ol xy; = x2 = 1. Comme conséquence nous
pouvons obtenir par exemple ’ordre moyen du nombre de sous-groupes d’un groupe
abélien fini et méme avoir une version localisée de ce résultat.

La série de Dirichlet associée au produit de convolution de deux fonctions arith-
métiques sur 7Z satisfait la propriété d’étre égale au produit des séries de Dirichlet
de chaque fonction. Ceci n’est plus vrai en dimension r > 2.

Définissons tout d’abord, en suivant [BR1], la série de Dirichlet formelle de sim-
ples classes associée a y par

H
Dy(xist-80)= Y HX(7)
H FNH

_ Z X(H)
HNE my(H)® ...m,.(H)"
ou my(H) est le kieme invariant de Smith de H. Cette définition a le désavantage
de faire intervenir les valeurs de x sur toutes les classes a droite alors que cette
valeur ne dépend que de la double classe de la matrice considérée et il y a donc
surdétermination. Par ailleurs, sauf sous “la condition de déterminant”, i.e. s; =
rSp, S2 = (r—1)8p, ..., 8.—1 = 28,, nous n’avons pas en général Dy (x1%x2; $1,--.,Sr) =
Dy (x1;81,---,8)Du(x2;s1,--.,5:). Le fait que cette relation aie lieu sous la con-
dition de déterminant est en fait une conséquence de ce que I'indice (défini dans la
partie précédente) induise un homorphisme d’algebre de H,. dans C. Remarquons
que si nous nous restreignons a cette condition, nous réduisons nos r variables a
une seule, ce qui réduit notablement le champs d’intéret.
Pour lever la surdétermination, nous considérons la série de Dirichlet formelle
de doubles classes associée a Y, i.e.

x(S
DS(X;Sl""’ST) - 551(,...,)57«
S FNS
Pour passer de Dg & Dy, nous avons besoin de la fonction indice : Dy (x; S1,--.,8,) =
Dg(ind x; s1, ..., ). Rappelons que la p-composante de cet indice est un polynéme

assez compliqué et que donc la transformation de FNH a F'NS n’est certainement
pas immédiate. Notons finalement que si x est multiplicative, alors Dg (et D)
s’expriment en produit eulérien.

Nous nous tournons a présent vers la série associée a un produit de convolution
et nous restreignons a la condition de déterminant par simplicité. Nous avons

R I D M WA

S FNS |5]° S, FNS Sy FNS |Sa/* 5

ou « est la quantité définie dans la partie précédente. Nous constatons que pour
décrire Dg(x1 * x2) en termes de Dg(x1) et de Dg(x2), il nous faut évaluer
Y g a(S1,52;5). Jusqu'a présent, nous n’avons pas réussi a déterminer une ex-
pression suffisamment simple pour cette quantité (au moins pour ce qui est de la
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p-composante, nous disposons d’expressions pour les polynoémes de Hall et pouvons
ajouter ces expressions... Le résultat est si compliqué qu’il est difficile de dire si
nous avons augmenté 'information.).

Dans le cas 7 = 2, nous avons calculé de fagon tres explicite dans [BR1] les
coefficients (51, S2;.5). Soit S1 = (k,m)p, So=({,n), et S=(k+{+n—1,2t+
m —n),. Nous avons alors

p"(1 + 1/p) sit=0,m=mn,

) . pn Sit:Oym#Tlﬁ
a(S1,89; 5) = Pt 1—1/p) si0O<t<n-—m,
pm Slt:n—m#o,

Ceci nous a permis d’exprimer, dans le cas r = 2, la p-composante de la série
Dg(x1 * x2; 81, S2) en fonction de séries associées & x1 et a y2. Les parametres s;
et so peuvent ici étre oubliés. Nous donnons une expression pour

ST (e (i, o) XY

J1,f220

Nous reviendrons sur ceci lorsque nous aborderons les questions de rationalité.
Notons que les expressions obtenues ne nous ont jusqu’a présent donné aucune
indication quant a une formule générale valable pour r quelconque.

Si y1 et x2 sont multiplicatives, ceci nous permet bien entendu de retrouver la
série de Dirichlet complete. Par exemple nous avons

Ds(r52s,8) = (*(s)¢*(25)¢(2s — 1) [[{1 +p~° — 2p77°}

ol ( est la fonction zéta de Riemann.

Maintenant nous allons traiter le cas de la série de Dirichlet des fonctions de
diviseurs o, plus explicitement. Bien qu’a I’heure actuelle I’expression explicite de
04(F,) donnée dans [B5] ne permette pas de calculer Dg(0,), la connaissance du
terme principal de o,(F;) (voir partie III) et le fait qu’il s’agisse d’un polynéme
a coefficients positifs ou nuls induisent des propriétés intéressantes de cette série.
Nous introduisons, comme dans [BW1] et [BW2], la fonction de niveau pour N

dans Z("") comme étant
()= Y (N,
|IN|=n

ce qui nous permet d’écrire

oo ,H(r) 00
Z(r) (7_, S) _ Z 67’ (n) _ H Zgg_r) (pu)p—l/s.
n=1

nS
p v=0

Le calcul du terme principal de o,(F;.) nous donne

T{(fioos fodp = a(r)p? + Ry(fr,. ., fr)

ou a(r) et §(r) sont définis a la partie III (ici a = 0) et R,(f1,...,fr) est un
polynoéme en p a coefficients > 0 et de degré 0(r) — 1. En rappelant que nous
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connaissons R, (f1,..., fr) pour p = 1, cela nous donne une borne inférieure et une
borne supérieure précises pour 7, ce qui & son tour nous permet d’écrire Z( (7, s)
sous la forme d’un produit de fonctions zéta de Riemann et d’une série de Dirichlet
absolument convergente. Notons ici que le terme principal de 7(F;.) est sensible &
la parité de r, et qu’il en est donc de méme pour la fonction zéta associée. Dans
[BW2], nous démontrons ’expression

Z(r) (1, 5) H < 2/4])1+6JC( )

1<j<r

ol 0; = 1si j est impair et 0 sinon, et ol C(s) est une série de Dirichlet absolument
convergente pour s > [r?/4]/r. Dans ces expressions, [z] désigne la partie entiere
de z. Ce résultat peut se développer en

Z3)(r,5) = (*(5)¢(2s — 1)Ga(s),
Z®) (7, 5) = (*(s)¢(25s — 1)(*(3s — 2)Gs (),
Z(Qk)(T, s) = C2(2k:s — k:Q)ng(s),

(k> 2)
Z@H (7 5y = (2((2k + 1)s — (K2 + k))Gaps1(5)

ou Gy(s) = > ,519-(n)n"° est une série absolument convergente pour s >

[r2 /4] /r.
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VII. Ordre moyens.

La suite des valeurs prises par une fonction arithmétique f est souvent erratique.
Toutefois le comportement statistique de ces valeurs offre souvent une régularité
surprenante. Le premier de ces renseignements statistiques est la valeur moyenne,
soit %anx f(n).

En ce qui concerne les fonctions matricielles, les idées développées dans la partie
précédente nous donnent acces a de tels renseignements. En 1993, nous avons
introduit une série de Dirichlet associée aux formes normales de Smith [B4]. Sia,(n)
est le nombre de matrices de Z("") en forme normale de Smith et de déterminant
égal & n, nous avons D(a,,s) = > ar(n)n=% = [[;_, ((ts). Il s’agit aussi de la
fonction associée a l'espace de doubles classes H(GL,(Z),Znv,) ou encore, via le
théoreme de structure des groupes abéliens finis, la fonction associée au nombre de
groupes abéliens non-isomorphes de rang < r,i.e. G ~ Z/b1ZSZL/bsZ&- - -BZL /b, 7.
Il est facile de montrer que

Sr(x) = Z ar(n) = Ly ,.x + L27T$1/2 + L37T$1/3 + O (z*1°)

n<x

ot les L; ;- sont des constantes calculables non nulles (en fait L; » = [[, <<, ;; C(¢/7))
et ou « est I’exposant du terme d’erreur pour la valeur moyenne de la fonction de
diviseur en dimension 3 sur Z. La meilleure borne connue est o < 0.2512 [Liu].

Nous remarquons aussi que la série de Dirichlet associée a 1’espace de classes
unilatérales de H(GL,.(Z),Znv,) est donnée par H:;Ol ((s—t) et compte le nombre
de formes normales d’Hermite de déterminant fixé ou de sous-modules de Z" d’indice
donné. Cette derniere fonction est appelée la fonction zéta de Koecher [Te] ou la
fonction zéta de Solomon. Nous montrons facilement que le nombre de matrices de
Z("") en forme normale d’Hermite est équivalent & H::_g ¢(r—t)-z" /r. Remarquons
ici que les fonctions de ce genre sont beaucoup étudiées, voir par exemple [Kn].

En ce qui concerne les diviseurs de groupes abéliens finis, Cohen en 1960 [Co] a
introduit I'idée de compter les facteurs directs de ces groupes. Cette décomposition
n’est que formelle et en conséquence ne tient pas compte de la structure de groupe.
Par exemple, les seuls facteurs directs de Z/pZ & Z/pZ sont Z/7, 7./ pZ et Z]pZ &
7] pZ.

Nous avons décidé d’étudier I’ordre moyen du nombre de classes de diviseurs au
début des années 90. A I'heure actuelle, nous savons qu’en moyenne, une matrice
de déterminant < x et de rang < r admet Aix([rz/ 4+1)/r—1 Log”" z diviseurs (ou
A% > 0 est un réel et ou ~, est un entier > 0 que nous ne souhaitons pas détailler).
De fagon équivalente, il s’agit aussi du nombre moyen de sous-groupes d’un groupe
abélien fini de cardinal < z et de rang < r. Plus précisément [BW2], nous avons

1 _
? E T(S) ~ Ai.’EﬂT 1 LOg’yT xr
det S<z
det S<z =
SeTnov, SeInv,

-~ Y @

dre(G)<z
dre(@)<z F =
G =y rang(G)<r

ot B, = ([r*/4] + 1)/r.
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Ceci est un résultat assez étonnant car il montre que le nombre de diviseurs
augmente énormément quand r devient grand. Historiquement, en 1991 et par
des méthodes élementaires, nous avons prouvé que le nombre moyen de classes
de diviseurs de matrices de déterminants < z et de rang < 2 était équivalent a
A3 Log® z [B4]. Plus tard en introduisant

ZP(r,s) = (*(s)¢(2s = ) (2s) [ [{1 = 2p7% = p7* + 2077}

p

et en utilisant une fonction de diviseurs de dimension 5 (nommément d(1,1,2,2;n) =
Zn:nlmngni 1), nous avons montré [BM] que

Tr(x) = Z (;(n) = Az Log? z + Asx Logx + Asx + A(x),

n<x

ott les A; sont des constantes effectives, et ot A(z) < 2072098+ 1a borne triviale
donnée par le principe de Dirichlet étant z7°+¢. Notons que, traduit en termes
d’ordre moyen, ce résultat nous assure que le nombre moyen de diviseurs d’une
matrice M dont le déterminant est compris entre x et x + x0-72998+¢ et de rang
< 2 est égal a 'ordre moyen sur U'interval [1,z]. Rappelons ici le résultat pour la
fonction de diviseurs classique [Hu] :

LY 7(n) = Loga + C + O(a'/*72)

n<x

ou C' et o > 0 sont des constantes effectives.

Menzer a ensuite amélioré cette borne pour A(z) en utilisant deux nouveaux
résultats pour la fonction de diviseurs en trois dimensions et montré que A(z) <
20642854 ] g aussi conjecturé que A(z) = Q(z'/2 Log® z) [Me].

Nous avons montré en 1996 que A(z) < 2°/8%¢ (5/8 = 0.625). Pour cette
démonstration, I'un des ingrédients consiste en une estimation pour une fonction de
diviseurs pondérée en dimension trois sur Z, soit anmng <, N3, estimation obtenue
par la technique des sommes d’exponentielles de types monomiales [BW1].

Grace a un résultat oméga obtenu simultanément, nous savons que notre esti-
mation de A(z) n’est pas trop loin du meilleur résultat possible. En fait, nous
avons

A(z) = Q_ (22 Log? z)

confirmant ainsi la conjecture de Menzer.
Récemment, Ivic [Iv] a donné une autre preuve de cette conjecture en étudiant
A(x) en moyenne quadratique et en montrant que

x
/ A?(z)dx = Q(2* Log x).
1
Il obtient dans ce méme article une borne supérieure en moyenne de A?(x), soit

/ A?(z)dz < 2%(Log 2)3'/3(Log Log 2)?%/3.
1
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Pour déterminer une bonne borne pour le terme d’erreur en dimension r = 3,
nous avons besoin d’une estimation pour une fonction de diviseurs pondérée de
dimension 5 sur Z. En utilisant les résultats de sommes d’exponentielles de Wu

. . 2
[Wu], nous pouvons donner une bonne approximation pour men%ninggx n3n4nz,

et montrer [BW2| que
Ts(z) = 2Py(Log ) + O(z'*/*" Log® z)
ou P; désigne un polynome de degré t.
Pour r > 4, les singularités de la fonction Z() (7, s) sont plus simples. Par contre,

I’abscisse de convergence absolue est plus large, comme nous ’avions déja montré
dans [BR1]. A I’heure actuelle, nous savons que, pour k > 2,

TQk(l‘) — Aka(k:2_|_1)/2k: —f—Og’k(l’k/Q—’_E)
et
Topsr(z) = A2k+1x(k2+k+1)/(2k+1)P1(Log ) + Ok(x(k2+k+a)/(2k+1) Logﬂ z)

ol Aok, a (< 1) et 3 sont des constantes strictement positives déterminables. Nous
espérons améliorer ces deux derniers termes d’erreur.

Nous mentionnons ici un probleme ouvert dont la résolution permettrait une

compréhension bien meilleure du domaine : étant données deux fonctions arithmétiques

X1 et x2 positives ou nulles, déterminer I'ordre moyen de 1 * Y2 a partir de ceux
de 1 et de xo.
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VIII. Ordres normaux.

Nous abordons ici la question de savoir si la valeur moyenne (essentiellement
2P ~1) de T est bien représentative, ou si une minorité de valeurs de 7 perturbe cet
ordre moyen. Comme dans le cas des entiers mais de fagon bien plus spectaculaire,
c’est la seconde interprétation qui est valable. Qui plus est, nous décrirons un
ensemble assez dense ou 7 prend des valeurs exceptionnellement grandes.

Récemment nous avons donné une version de I'inégalité de Turan-Kubilius adapté
a ce probleme [BR3]. Remarquons que le cadre dans lequel nous opérons pour
établir cette inégalité est assez large pour fonctionner aussi sur les entiers généralisés
de Beurling (retrouvant un résultat de 1968 de Horadam [Ho]) ou sur les ideaux
entiers des corps de nombres (retrouvant un résultat de Hinz de 1993 [Hi]).

L’inégalité originelle de Turan-Kubilius (voir [Ell] par exemple) porte sur les
fonctions additives de Z et dit qu’il existe une fonction e(x) qui tend vers 0 quand
x tend vers 'infini et qui a la propriété suivante. Pour chaque fonction additive f,
nous avons

— Y () = M@)P < (2 +e(@)D()*  (¢=2)

n<x

ol
Mz)= > f)p"A-p ") et D@)?= > [f(")p "
pv<z pv<z
Si nous avons D(x) = o(M(x)) quand z tends vers infini, alors M (x) est un

ordre normal pour f. Pour ce qui est de la fonction de diviseurs sur Z, i.e. 7(n),
nous pouvons ainsi avoir acces a 1’ordre normal de Log 7. Cela nous donne 7(n) =
(Log n)tes 2+o(1) presque partout. Nous constatons qu’il y a donc une disparité
entre ’ordre moyen qui est Logn et 'ordre “normal” qui est (Logmn)%°82.

Nous avons adapté une telle approche a la situation matricielle. Une fonction
arithmétique y est dite additive si x(AB) = x(A) + x(B) des que (|A4]|,|B|) = 1.
Nous désignons par P une matrice générique dont le déterminant est une puissance
du nombre premier p. Pour une telle fonction nous disposons de I'inégalité

1

= Y x(8) = M(x,z)? < D(x.2)*  (z>2)

xr
S en FNS
det S<z

ou la constante impliquée dans le symbole < est indépendante de x et ou

et

D(X,l’) — Z ‘X(P)P (1 _p—k)‘

det P<zx

Le probleme ici est essentiellement d’exprimer y (M) en fonction de x(P). Si il existe
N € Inv, telle que FNS(N) = FNS(M), S = N(N~1S) et si les déterminants de
N et N~1S sont premiers entre eux, nous utilisons la notation N — S. Grace a la
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bijection entre groupes abéliens et matrices détaillée partie IV, nous avons montré
que

Log7(M)= Y Log7(P).
P—M

Une évaluation du nombre de matrices M en FNS telles que P — M fournit alors
I'inégalité précédente. Nous calculons ensuite la moyenne et la variance de Log 7 et
obtenons

1
— Z | Log 7(S) — Log 2 Log Log z|*> < Log Log = (x >2)

s
S en FNS
det S<z

ce qui généralise le célebre théoreme de Hardy-Ramanujan de 1917 [HR].

11y a donc une discrépance notoire entre I’ordre moyen de 7 (qui est une puissance
de Log |S|) et son ordre normal (qui est une puissance de |S|). Nous identifions dans
la suite une collection de matrices ou 7 prend des valeurs tres grandes. Notons que
dans le cas r = 2 et en utilisant la technique de Selberg-Delange, nous avons déja
apporté dans [BW1] une réponse a cette question. Dans le cas r > 3, nous ne
connaissons pas encore la fonction zéta associée suffisamment précisément pour
qu’une telle approche fonctionne. Au lieu de cela, nous avons utilisé notre inégalité
de Turan-Kubilius générale dans un autre contexte. Nous nous sommes restreints
aux matrices de “rang total r” (qui correspondent aux groupes abéliens finis de
rang r et pas moins). Soit Y. une somme portant sur de telles matrices. Alors
nous avons montré que

g /A+/r Z ' 7(9) < Z 7(5) < g1+ /7 Log™ x

|S|<z |S|<z

ou les v, sont les constantes déja apparues au cours de la partie VII, alors que
I’ordre normal de 7 sur I’ensemble des matrices de rang total r est aussi son ordre
moyen.
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IX. Rationalités des fonctions Zéta.

Jusqu’a présent, notre compréhension de la fonction de diviseurs a reposé énormément
sur la formule de récurrence. Lorsque nous avons cherché une démonstration de
cette formule via les groupes abéliens, nous avons bien retrouvé la formule ini-
tiale, mais aussi une seconde formule. La conjonction des deux va nous donner une
formule fermée pour o, (F;.).

Nous suivons les notations de la fin de la partie IV. Grace a la dualité entre G
et son groupe de caracteres, nous pouvons écrire

ou(F)= ) |H*+ > [|H

HCF, HCF,
HCG, HZG,

au lieu d’utiliser le quotient F,./H comme précédemment. Nous suivons alors
largument comme auparavant. La premiere somme nous donne o,(G,) et, quant
a la seconde, elle vaut

D KW E /K = Ea] Y KT = M Fe|oa (Froa).
KCFrfl KCF,-,]_

En additionnant ces deux contributions, nous obtenons

0a(Fy) = 0a(Gr) + p™|Fraloa1(Fror), (U= fi+fot-+ fr)
Une comparaison avec la premiere formule de récurrence nous permet éliminer
04(G,) et d’aboutir a

(p* — Voo (F,) = p*tog1(Fro1) — 0ar1(Fro1) ot t= Z fila+r—1).
i=1

Cette formule est algébrique en ¢ = p® et maintenant, son application ne détruit
plus la structure de forme normale de Smith tout en réduisant le rang !

En dévidant cette récursion, nous obtenons une formule qui est ’analogue de
I’expression classique sur les entiers

pa(fl+1) — 1
oa(f1) = —F——
p* —1
qui exprime o, comme une fraction rationnelle de (p, p®, p/*, ..., p/r, p®/1, ... pa/r),

fraction rationnelle qui ne dépend donc que de r. D’un point de vue numérique,
cette formule est beaucoup plus efficace que la précédente et les valeurs données
en partie IV demandent quelques secondes, quand il fallait plusieurs minutes aupa-
ravant. La complexité est par ailleurs peu sensible a la taille des f; et il nous est
possible de calculer maintenant la fonction 7 sur des exemples de dimension 10 en
quelques minutes seulement.

En utilisant la formule explicite de [BR1], nous avons montré dans le cas r = 2
que, si la p-composante de la fonction zéta associée a x était rationnelle, il en
était de méme de celle de 1 x x. Il en est probablement de méme si I'on prend le
produit de convolution de deux fonctions dont les facteurs locaux sont rationnels,
mais nous n’avons pas encore complété cette preuve. Le cas r général semble hors
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de notre portée a I'heure actuelle, mais la formule précédente permet de démontrer
la rationalité des facteurs locaux de Z(")(og,s), et méme de donner une formule
fermée pour ces facteurs. Dénotons par @, o(X1, ..., X,) un tel facteur, i.e.

Qra(X1,.... X)) = > ooF)XXP X
flv'”7f’l‘20

le parametre p restant sous-entendu. La relation de récurrence ci-dessus diminue
directement le nombre de variables d’une unité, ce qui nous donne

(pa - 1)Qr,a(X17 ceey Xr) =
paQr—l,a—l(pa+r_1X17pa+r_2X27 cee 7pa+1Xr—1) Z (anr)fT

- Qr—l,a—i—l(Xla ey Xr—l) Z XTfT
fr>0

que nous réécrivons en
Qr,a(Xh ) Xr) =
pa
(p* = (1 —p°Xy)

B (pa _ 1)(1 . Xr) Qr—l,a—i—l(Xl, .. '7XT—1)-

Qr—l,a—l(pa—i—r_le,pa+r_2X2, . ,pa—HXT_l)

—_

Nous pouvons bien entendu poursuivre ce procédé et obtenir en un nombre fini
d’étapes une fraction rationnelle.

Chaque fois que nous utilisons la formule ci-dessus, nous changeons la variable r
de Q,q parr—1, a par a+e¢, ou € = £1, et les X; par p¢ (@ =) X, ot " = (1—¢€)/2.
De plus nous devons ajouter un facteur

pe*a 1
pa -1 1 _pe*aXT

—€

que nous appelons w,(p®, X,.). Avec ces notations, notre relation s’écrit

Qr,a(Xla ceey Xr) - Z we(paa Xr)Qr—l,a—l—e(pE*((H_r_i)Xi, 1<i<r— 1)
€
En poursuivant ce chemin, nous aboutissons a
T
ST we, <pa+zif;f e piisi € (ath—1430 (e =) +1) ,
(Ek:) ICZI

ce qui en définitive nous donne

Qr,a(Xla s 7Xr) -
pek(a-i-Z?:_ll €e) 1

(Z> IH(_ek> (ptZisie —1) (1 — pTict G atk—1+ T L (en-D) X,
€k =

—k+1)
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A titre d’exemple simple, nous avons

1+ X5 —2X1X5
(1—X1)%2(1 - X2)%(1 — pXo)

QQ,O =

En prenant X; = p~® et Xy = p~2°, nous retrouvons Z) (7, s). Par contre

_ N(X1, X2, X3, X4)
(1-X1)2(1 - p3X1)2(1 = p*X1)(1 — X2)2(1 — p2X2)(1 — X3)?(1 — pX3)(1 — X4)

Q4,1

ou N(Xy, Xy, X3, X,) est un polynome tres compliqué.

Les dénominateurs des expressions obtenues sont assez naturels mais nous n’avons
pas encore compris la signification du numérateur.

Signalons que, via la correspondance avec l'algebre de Hall, notre résultat nous
dit aussi que la fonction

Qe X Xo) = 33 g o) [ 2577
JTRZEEDY

Jj=1

est rationnelle.

Remarquons aussi que ce résultat de rationalité de la fonction zéta de sous-
groupes de groupes abéliens (pour a = 0) trouve un paralléle parmis les travaux de
rationalité de fonctions zéta associées aux sous-groupes de divers groupes, comme
la famille des groupes nilpotents, mais qui sont tous sans torsion (voir par exemple
les travaux de Griinewald, Segal et Smith [GSS] ou de Lubotzky [L]).
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