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Résumé vii

Non annulation simultanée de fonctions L sur GL(3)

Résumé

L’objectif principal de cette these est de calculer le premier moment des fonctions L associées a des formes
de Maaf3 sur SL(3, Z) tordues par des caracteres de Dirichlet. En utilisant des méthodes standards faisant
appel aux équations fonctionnelles approximées, nous démontrons le théoréme suivant.

Théoreme. Soit ¢ une forme cuspidale de Hecke-Maafl sur SL(3,Z) satisfaisant la conjecture de
Ramanujan—Petersson. Soit g un nombre premier et a € C tel que 0 < Re(a) < % Alors, pour tout
e>0

2 * 1 —2a+e —d4e
— Li-+a,¢® ) =1+0|(q +q 7 )
@) 2 (3+esex ( )

2 * 1 1 = D¢+5 7%4»6
@Xz[q:] L<§+a,¢®x)L(§+oz,x>—L(1+2a¢)+0( +q )

ot l’étoile indique que la somme porte sur les caracteres de Dirichlet x primitifs et pairs.

Si on compare cela & des résultats similaires pour SL(2,Z), ce théoréme n’est pas vraiment satisfaisant
car il ne couvre pas le cas ot @ = 0. Dans le cas de SL(3,%Z), la difficulté principale est d’effectuer la
moyenne sur les coefficients de Fourier des formes de Maaf} tordus par un caractere additif. De plus les
sommes que nous devons borner sont aussi plus longues.

Les résultats ci-dessus peuvent étre améliorés en effectuant une moyenne supplémentaire sur les modules
de congruence gq. Cette méthode permet de choisir une constante o ayant une partie réelle plus petite
que précédemment, ce qui n’est toujours pas suffisant pour obtenir un résultat pour a = 0. Pour faire
cela, nous avons besoin de supposer la conjecture folklorique suivante

Conjecture. Si A(m,1) sont les coefficients Fourier d’une forme de Maaf$ ¢ pour SL(3,Z) et a € R,
alors, on a

Z A(m, 1e(am) < Mzt

m leqM
qui est uniforme en a.
Cela nous conduit & notre résultat principal :
Théoreme. Soit ¢ une forme de Hecke-Maaf sur SL(3,Z), 6 > 0, Q,Q1,Q2, € Z, tels que Q1Q2 = Q
et Q1 < Q%H. De plus, définissons
Q ={q€N,q=qig2,q: premier, Q; < ¢; < 2Q;}.

Si on suppose en outre la conjecture ci-dessus, alors nous avons

Y s t(peex)p(gx) = e oo E)

\QI 2’ X

qGQ x[q]

ot la somme porte sur les caractéres primitifs et pairs.

La somme ci-dessus étant alors non nulle, au moins un de ses termes ’est également. Nous déduisons
donc que pour une infinité de caracteres de Dirichlet, le produit des deux fonctions L que nous avons
considéré ci dessus est aussi non nul.

Mots clés : Fonctions L, Non annulation, Moments, Formes de Maaf

Laboratoire Paul Painlevé
Cité scientifique — Batiment M2 — CNRS U.M.R. 8524 — 59 655 Villeneuve d’Ascq Cedex —
France



viii Résumé

Simultaneous nonvanishing of GL(3) L-functions
Abstract

The main goal of this thesis is to compute the first moment of L-functions associated with Maaf} forms
and twists by Dirichlet characters on SL(3,Z). Using standard methods involving the approximate
functional equation, we prove that

Theorem. Let ¢ be a Hecke-Maaf form on SL(3,7Z) satisfying the Ramanujan—Petersson conjecture.
Let q be a prime number and o € C such that 0 < Re(a) < % Then, for all e >0

%Z*L<%+a,¢®x) —110. (q—2a+e+q—$+e)7

x[q]

2 - (1 1 s
—Y L{z+a¢®x])L(s+a,x)=L1+2a,¢)+O. Fate y g it
2 L (armeen) L5 o) sz o (ot i )

where a star indicates that the sum is taken over primitive and even Dirichlet characters x.

If we compare it to similar known results for SL(2,Z) this theorem is not really satisfactory in the sense
that it does not cover the case @ = 0. In the SL(3,Z) case, the main difficulty is the averaging of the
Fourier coefficients twisted by additive characters. The sums that we need to bound are also longer.
Results of the above kind can sometimes be improved by performing an additional average over the
congruence moduli. This technique does allows us to take a constant o« with a smaller real part than in
the above theorem which is still not enough to arrive at a = 0. In order to do so, we have to assume the
following folkroric conjecture

Conjecture. If A(m,1) are the Fourier coefficients of a Maaf form ¢ and a € R, then we have

Z A(m,1)e(am) < Mate,

m leqgM
which is uniform in a.
This leads to our main result:

Theorem. Let ¢ be an Hecke—Maafl form on SL(3,Z), 6 > 0, @, Q1,Q2, € Z, such that Q1Q2 = Q and
Q1 = Q%+6. Moreover, define

Q= {q € N,q¢ = q1g2,¢; prime, Q; < ¢; < 2Qi}.
If we assume above conjecture, then we have
Z PR 5:60x) L(5.%) = L0,¢)+0 (¢ F7)
\Q\ =% o) o 2’ 2’ ’

where the star indicates that the sum is taken over the characters x = x1x2 where x; is an even non
primitive character modulo q;.

The above sum being non zero, at least one of its terms is also non-zero. Thus we deduce that for an
infinite number of Dirichlet characters the product of the two L functions considered above is non zero.

Keywords: L-functions, Nonvanishing, Moments, Maaf} forms
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Introduction

En théorie analytique des nombres, ’étude des fonctions L joue une role central. Le premier
exemple historique de telles fonctions est celui des fonctions L de Dirichlet. Etant donné un
caractere de Dirichlet, c’est-a-dire un morphisme

x: (Z/qZ)" — C*,

pour un certain ¢ € N, il est possible de définir la fonction L suivante pour Re(s) > 1 :

L(s,x) =Y X,(:) = ]I (1 a ngf))

n>1 p premzier

Ces fonctions ont ét¢ introduites en 1837 par Dirichlet (|Dir37]) afin de démontrer son théoreéme
de la progression arithmétique :

Théoréme 0.0.1 (Dirichlet). Etant donné deuz entiers m et n premiers entre eux, alors il existe
une infinité de nombres premiers p congrus ¢ m modulo n.

Ce résultat fut démontré dans un premier temps dans le cas out n est un nombre premier, puis
I’année suivante dans le cas général. La démonstration de ce résultat repose en grande partie sur
le fait que nous pouvons caractériser les classes de congruences grace aux caracteres y a l'aide
de la transformée de Fourier discrete. Un autre ingrédient primordial de la démonstration est la
non annulation des fonctions L de Dirichlet en la valeur 1, ainsi que ’existence du pole en 1 de
la fonction (. Cela permet encore de constater 'importance du role des zéros et des poles des
fonctions L dans des applications arithmétiques.

Parmi ces foncions, la plus célebre est probablement la fonction ¢ de Riemann. Elle s’obtient
en prenant x constant égal a 1. Elle est définie pour Re(s) > 1 par

C(s)=2%: 11 (1—;5)_1.

n>1 p premier

Comme nous pouvons le constater dans les deux expressions de ces fonctions, il est possible
de relier les objets purement arithmétiques que sont les nombres premiers avec une fonction
méromorphe. Bien entendu, ces fonctions possedent des propriétés supplémentaires telles qu’une
équation fonctionnelle reliant leurs valeurs en s et celles en 1 — s. Cette symétrie permet de
prolonger les fonctions L de Dirichlet et la fonction ¢ de Riemann en des fonctions méromorphes
sur tout le plan complexe ayant au plus 1 pour unique pole (lorsque le caractére est trivial). Le
centre de cette symétrie est 1/2 et la droite laissée invariante est celle de partie réelle égale a 1/2.
Comme nous le verrons quand nous rencontrerons d’autres fonctions L, une conjecture folklorique
veut que les centres d’intéréts des fonctions L se situe sur cette droite. Dans le cas de la fonction
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¢, il s’agit de la tres célebre hypotheése de Riemann, formulée en 1859 par Bernhard Riemann
stipulant que les zéros non triviaux de la fonction ( se situent sur cette droite. La fonction ¢
ayant de forts liens avec les nombres premiers, la connaissance de ses zéros apporterait une grande
précision sur la répartition des nombres premiers.

Les fonctions L précédentes s’obtiennent & partir des transformées de Mellin des fonctions
0 et I’équation fonctionnelle s’obtient grace a ’analyse de Fourier. Une généralisation naturelle
de ce probleme est d’étudier les formes propres du Laplacien sur une variété hyperbolique : par
exemple le demi-plan de Poincaré sur lequel agit un sous groupe discret de SL(2,R) muni de
laction par homographie. Cela donne lieu & I’étude des formes modulaires (holomorphes) et des
formes de Maafl. Dans cette these nous ne considérerons des formes que de poids 0 et de niveau 1,
c’est-a-dire les formes invariantes par 'action de SL(2,Z). Nous définirons ces derniéres dans le
premier chapitre. Puisque ces objets possedent des développements de Fourier, il est possible de
définir des fonctions L a ’aide de leurs coefficients de Fourier qui partagent des propriétés avec
les fonctions L de Dirichlet telles que la multiplicativité. Elles sont de plus entieres et satisfont
une équation fonctionnelle ainsi qu’un produit eulérien. Si f est une forme de Hecke-Maaf}, de
coefficients de Fourier a,, définissons la fonction L associée & f de la maniére suivante pour
Re(s) > 1:

an

L(s, f) = v
n>1
Il est également possible de généraliser le demi-plan de Poincaré & GL(3) avec une action de
SL(3,Z) pour obtenir de nouvelles formes Maafl pour ce nouveau quotient. L’objet de cette thése
est ’étude de la non annulation des fonctions L associées aux formes de Maafi pour SL(3,7Z).
Enfin, il est possible de multiplier les coefficients des fonctions L par un caractére de Dirichlet.
Cela revient a regarder des formes de Maafl pour un sous-groupe de SL(2,Z) ou SL(3,Z). Re-
marquons que la généralisation & GL(n) se fait de maniere similaire & celle de GL(2) a GL(3).
Ce saut théorique est traité en détail dans le livre de Goldfeld [Gol06].

Les principaux problemes liés a ces fonctions L est I’étude de leur annulation éventuelle ainsi
qu’a leur comportement asymptotique en la partie imaginaire ou en le conducteur du caractere
(problemes de sous-convexité) lorsque la partie réelle est fixée a 1/2. Dans le second probleme,
nous parlons ici de sous-convexité car la borne triviale de convexité s’obtient directement avec
I’équation fonctionnelle et le principe de Phragmén—Lindelhof. Citons quelques résultats célebres
de sous-convexité connus pour les fonctions L considérées. Dans le cas de GL(1) (pour les ca-
racteres de Dirichlet), nous avons la borne historique de Burgess [Bur63]

L (; n it,x) < giote
ol g est le module du caractere de Dirichlet. Elle a été améliorée récemment par Petrow et Young
([PY19]) pour obtenir l'exposant de Weyl 1/6. Le cas des fonctions L pour GL(2) a été traité
de maniere tres générale par Michel et Vankatesh dans [MV10]. Enfin, un résultat similaire pour
les formes pour GL(3) a récemment été démontré par Munshi dans [Munl5]. Remarquons que
la sous convexité en t s’obtient en générale de maniere similaire en constatant que la translation
par it revient & tordre les fonctions L par la fonction multiplicative n — n=%.

Nous allons dorénavant nous préoccuper des problemes d’annulation. Une conjecture folklo-
rique veut que si toutes les fonctions L d’une famille donnée s’annulent en un point, par exemple
en 1/2; cela impliquera de fortes propriétés arithmétiques sur les coefficients. Il est donc raison-
nable de penser qu’en considérant certaines familles, il est possible de montrer qu’au moins une,
voire une proportion positive de fonctions L de ces familles ne s’annulent pas en un point donné.
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Un des premiers résultats de ce type est le suivant ([BM92]).

Théoréme 0.0.2 (Balasubramanian, Murty). Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour q

assez grand,
%q) I{X[q],L <;x) # OH > (c—¢)

ot ¢ > 0.04.

Ce résultat a ensuite été amélioré jusqu’a atteindre ¢ = 5/13 ([JKMN21]). La méthode utilisée
pour démontrer ce type résultat est ’évaluation des moments (mollifiés) des familles de fonctions
L considérées, ainsi que ’application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Dans le cas des caracteres
quadratiques (tels que x? = 1), la proportion de non annulation est beaucoup plus élevée : 7/8
([Sou00]). 11 est également possible de considérer une non-annulation simultanée de plusieurs
fonctions L. Par exemple, le résultat motivant 1’écriture de cette theése est le suivant ([DK15]).

Théoréme 0.0.3 (Das, Khan). Soit f une forme de Hecke—Maafl paire pour SL(2,7Z) et q¢ un
nombre premier, alors

@ZL (;,f@ox) L <;x> —L(1, /) + 0 (a7 7).

xla]

Remarquons en particulier que ce résultat implique ’existence d’un caractere de Dirichlet tel
que I'un des termes de la somme soit non nul. En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwartz et
le calcul du second moment, [BEK™17],

g | (302)

il est possible de déduire une proportion positive de non annulation pour les produits de fonctions
L du résultat de Das et Khan. Cela a été fait par Zacharias dans [Zac19]. Remarquons qu’il est
également possible d’obtenir des résultats en faisant une moyenne directement sur les formes
considérées. Par exemple, il a récemment été démontré que les formes modulaires de poids 4k et
de niveau 1 ne s’annulent pas en 1/2 avec une proportion de 1/5 ([BE21]).

2
< In(q),

Ces résultats de non annulation donnent lieu & des applications concretes. Par exemple,
Iwaniec et Sarnak ont démontré qu'une proportion supérieure a 1/2 d’élément de la famille
suivante

{L(s, f)L(s, f ® xp), f modulaire},

ou xp est le caractere quadratique modulo D, est minorée en la valeur centrale implique qu’il
n’existe pas de zéros de Landau-Siegel ([IS00]). Une autre application concerne la conjecture
de Birch-Swinnerton-Dyer. Dans [KMV00], les auteurs démontrent que si un certain produit de
trois fonctions L ne s’annule pas dans une certaine proportion positive, alors des quotients de
certaines Jacobiennes satisfont a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

L’objectif de cette these est de démontrer un résultat de non annulation simultanée pour les
formes de Hecke-Maafl pour SL(3,Z). Nous souhaitons démontrer que pour une forme de Maaf}
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¢ et un nombre premier ¢, nous avons

Z L(toex)r(ix)£0
B% X 2aX .

X[’I]

Comme nous pourrons le constater, pour obtenir un tel résultat, il faudra utiliser des hypotheses
simplificatrices telles qu'une moyenne supplémentaire sur les modules ¢ et une conjecture sur
les moyennes des coefficients de Fourier des formes de Maaf3 considérées. Nous démontrons le
résultat suivant :

Théoréme 0.0.4. (F.) Soit ¢ une forme de Hecke—-Maaf cuspidale sur SL(3,Z),6 > 0, Q,Q1,Q2, €
Z, tels que Q1Q2 = Q et Q1 < Q%+5, Posons de plus

Q = {q € N,q = q1q2,¢; est premier, Q; < ¢; < 2Q;}.
En supposant la conjecture vraie, nous avons
> o L(509x) (5%) = L) +0 (4 )
|Q| qu xla] 2 2

ot l’étoile signifie que la somme est prise sur les caractéres x primitifs et pairs. Si nous rem-
plagons Q par

Q' ={q € N,q=qiq2,q; est premier, Q; < ¢; < 2Q;, 1 = 2[3]},

nous pouvons prendre n’importe quel § > —i.



Chapitre

Préliminaires : caracteres de Dirichlet,
formes de Hecke-Maaf} et fonctions L

L’objectif de ce chapitre est de compiler les définitions et les propriétés concernant les formes
de Maaf} nécessaires dans la these. La plupart de ces résultats, développés au cours du dernier
siecle, sont désormais classiques et sont démontrés en grande partie dans le livre de Goldfeld
[Gol06]. Ces démonstrations étant souvent techniques et longues, particulierement celles pour
rapport a SL(3,Z), nous ne les écrirons pas toutes.

La section [1.5{énonce quant a elle des résultats beaucoup plus récents, dont les démonstrations
sortent du sujet de cette these, et ne seront que cités et utilisés plus tard dans des calculs.

1.1 Caracteres de Dirichlet

Dans cette premiere section, nous allons définir les caracteres de Dirichlet et nous allons
énoncer quelques propriétés utiles.

Définition 1.1.1. Soit ¢ un entier. Appelons caractére de Dirichlet modulo q tout morphisme
de groupe

X :(Z/qZ)" — C*.
On appelle conducteur de x le plus petit entier ¢'|q tel que x se factorise a travers la projection
(Z/aZ)" — (Z/q'Z)".
Si x est un caractere de Dirichlet modulo q, il sera dit primitif si son conducteur est q.

Finalement, tout caractére de Dirichlet se prolonge & Z en posant x(m) =0 si (m,q) # 1. Nous
ne ferons pas de distinction entre x et son prolongement a Z.

A tout caractere de Dirichlet, nous pouvons associer la somme de Gauss

€)= =% e () \(@) (1.11)

ot
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ou e(x) := exp(2i7rx) est 1’exponentielle complexe normalisée de sorte & avoir une période 1.
Notons également ¢(q) := ‘ (Z/q7) ’ la fonction indicatrice d’Euler.

Dans les théoremes que nous cherchons cherche a démontrer, des moyennes de caracteres de
Dirichlet interviennent. Nous avons les formules suivantes.

Proposition 1.1.2 (Orthogonalité des caracteéres de Dirichlet). Soit ¢ un nombre premier et n
un entier tel que (g,n) = 1. Alors

ZX = On=1(q] (1.1.2)

x[q

0 sinon.

1sin=1[q,
677,21[(1] = { .

Démonstration. Soit n € (Z/qZ)" et q un nombre premier. Pour la premiere égalité, si n = 1,
nous avons x(1) = 1 pour tout x et donc I'égalité recherchée. Si n # 1 et a est un générateur
de (Z/qZ)" qui est cyclique car q est premier. Il existe 1 < t < ¢ — 2 tel que n = a’. Soit Yo
le caractére de Dirichlet modulo ¢ tel que yo(a*) = C,’; ol (, est une racine g — 1 prlmltlve de
I’unité. Nous avons

(1= xo(n Z x(n) =Y x(n) = > (xox)(n) = 0.
x[a] xla]

En effet, ’ensemble des caracteres de Dirichlet forme un groupe abélien et la multiplication par
Xo est bijective. Puisque xo(n) # 1, cela montre le résultat. O

Nous pouvons maintenant utiliser cette identité fondamentale pour démontrer d’autres résultats
dont nous aurons besoin pour la suite. Commengons par définir pour la suite les caracteres ad-
ditifs que nous considérerons ainsi que des sommes exponentielles qui interviendront dans nos

problemes. Posons pour k > 2
e (n) = exp <2i7rn> ,
q q

1
Klp(niq) = ——= Y. eql@m1+ ... +zx).

eq(n) :

2
q T1,82,...,2k[q]
L1...Tp="N

Les derniéres sommes s’appellent sommes de Kloosterman généralisées (normalisées) et inter-
viennent naturellement dans nos problemes a travers les identitées suivantes.
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Lemme 1.1.3. Reprenons les notations ci-dessus, nous avons alors pour (n,q) =1

%Z = Om= il[q]—ﬁ’ (1.1.3)

1 2
d)(q XX: j(eq(n)+eq(_”))+¢(q)\/§, (1.1.4)
éiﬁe \;@(Klz(n q) + Kla(—n;q)) - % (1.1.5)
LZ*G L (Kly(niq) + Kls(~niq)) + — : (1.1.6)

N T Va o(q)q

ou [’étoile désigne que la somme est prise sur les caractéres primitifs pairs.

Démonstration. Nous ne démontrerons que la quatrieme formule, les autres étant similaires.
L’idée générale est d’utiliser 'identité suivante. Soit x un caractere de Dirichlet modulo g. Nous
avons

x(1) + x(=1) ] 1six est pair,
2 ] 0 sinon.

Il vient alors

Y 0’x(n) = ()’ (x(n) + x(-n))

= 3 Y eylo+ b o) (x(@en) + x(~aben)

> eqla+ b+ o) (x(aben) + y(—aben))

La somme de droite est le produit de trois sommes de Ramanujan et vaut —1. En effet, nous
avons

%*eq(a)qzole(z> —1=—1

en rajoutant le cas ou @ = 0. En appliquant le lemme nous devons avoir abc = £nlq|, ce
qui fournit la somme de Kloosterman attendue. O

Finissons cette section par énoncer la borne de Weyl (k = 2) et de Deligne (k > 3) pour
les sommes de Kloosterman rencontrées (nous pourrons par exemple nous référer & [FKMIF],
théoréme 4.1).

Lemme 1.1.4. Soit n tel que (n,q) = 1. Nous avons alors pour tout k > 2,

Kl (n; q) < In(q). (1.1.7)
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1.2 Formes de Hecke-Maafl pour SL(2,7Z)

Commencons par définir et rappeler les propriétés des formes de Maafl pour SL(2,Z).

1.2.1 Demi-plan de Poincaré généralisé

Dans le cas classique de GL(2) nous pouvons définir le demi-plan de Poincaré de la maniére
suivante :

b2 :={z +iy € C,y > 0}.

Il existe une action naturelle continue de SL(2,R) sur hZ.

Soit v = (Z Z) € SL(2,R) et z € h?, définissons alors I’action par homographie

v-z=(az+b)(cz+d) " .

Nous noterons I'(1) = SL(2,Z). Le sous-groupe I'(1) agit de facon discréte sur h? et a pour
domaine fondamental

L(1)\b? = {z € h?, —1/2 < Re(z) < 1/2,|2| > 1}.

La structure hyperbolique de h? passe au quotient et nous pouvons munir I'(1)\h? de la mesure de Haar

%. L’ensemble I'(1)\h? est alors de mesure finie %.

Notons finalement que ensemble £2(T'(1)\h?) des fonctions de carré intégrable sur le quotient
peut étre muni du produit de Petersson défini par :

Goa)= [ fee EY
r'\h2 Y

1.2.2 Formes de Maaf

Nous pouvons maintenant définir les formes de Maaf} .

Définition 1.2.1. On appelle forme de Maaf$ de type v pour T'(1) toute fonction lisse et non
constante f : h2 — C telle que :

(i) pour tout v = (Z Z) e I'(1), nous avons f(v-z) = g(2),

(ii) la fonction f est propre pour l'opérateur Laplacien A := —y? <86;2 + g—;) CAf=v(l-v)f,
(iii) la fonction f doit étre de carré intégrable : f € L> (I‘(l)\bz).
De plus nous dirons que f est cuspidale si lim,_, f(iy) = 0.

Remarque 1.2.2. Grdce a la positivité de {f, ) = fr(l)\hQ |f(z)|2d§j§y

que v(1 —v) > 0 (voir la proposition[1.5.7).

, il est possible de montrer
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Pour une forme de Maafl f, nous avons alors f(z+1) = f(z). Les formes de Maaf} posseédent
donc un développement de Fourier de la forme

F(2) =Y An(ye(ma)

m#0
oll Nous avons encore posé
e(x) = exp(2imz).

En utilisant la partie (i4) de la définition et la liberté de la famille {z — e(maz), m € Z}, nous
obtenons que les coefficients A,,, doivent vérifier I’équation différentielle

A (y) = (2mm)* —y 2 v(1 = v)) An(y).

Les uniques solutions de cette équation différentielle qui sont de carré intégrable sont de la forme
(pour m # 0)

Am(y) = Am(9)V/ 2y K, _1 (2m|m|y)

ou

est la fonction de Bessel modifiée. Finalement, nous avons la propriété suivante :

Proposition 1.2.3. [Décomposition de Fourier- Whittaker] Soit f une forme de Maafl cuspidale
de type v pour I'. Alors, nous avons pour z € h? la décomposition suivante :

F(2) =Y Ap(m)\2myK, 1 (2n[mly)e(mz). (1.2.1)
m##0
1.2.3 Opérateurs de Hecke

Nous ne rentrerons pas ici dans les détails de la théorie des opérateurs de Hecke. nous pourrons
par exemple trouver les détails dans [DS05] ou [Gol06]. Cependant, il est important d’énoncer
les résultats que nous obtenons pour SL(2,7).

Définition 1.2.4. Les opérateurs de Hecke agissant sur L2(T'(1)\b?) sont définis par (n >1) :

T./() = = 3 (“i}”’) .

0<b<d

Définissons de plus
T_1f(x+iy) = f(—z +iy).
Les opérateurs de Hecke satisfont aux propriétés suivantes :

Proposition 1.2.5 (Propriétés de opérateurs de Hecke).

(i) Les opérateurs de Hecke commutent entre eux et avec le Laplacien A.
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(it) Si f et g sont dans L2 (T'(1)\b?), nous avons (T, f,g) = (f, Tpng).

(iii) Sim et n sont des entiers premiers entre eux, nous avons alors T, T, = T, Ty, = Tmn.
Démonstration. La démonstration du premier point est essentiellement un calcul direct ([Gol06],
théoréme 3.12.6). Le deuxiéme point ([Gol06], théoréme 3.12.4) utilise une version plus générale

des opérateurs de Hecke. Nous pourrons se référer au chapitre 5 du livre de Diamond et Shurman
[DS05] pour un contexte plus général. O

En particulier, si f est une forme de Maa$, T;,(f) en est aussi une. Nous pouvons maintenant
définir les formes de Hecke-Maaf3 :

Définition 1.2.6. On dit que f € L2(T'(1)\b?) est une forme de Hecke—Maafs si f est une forme
de Maaf et, pour tout n > 1, T,,(f) = Anf. De plus, nous dirons que [ est paire (resp. impaire)
siT_1f=f (resp. T-1f = —f).

Nous avons alors les faits suivants qui se trouvent dans [Gol06] (théoréme 3.12.8) :

Proposition 1.2.7 (Multiplicativité des coefficients de Fourier). Soit f une forme de Hecke-
Maap normalisée telle que A\;(1) = 1. Alors nous avons A, = Ay(n). De plus, ces coefficients
sont réels et vérifient

Af(m)Ag(n) = Ap(mn) st (m,n) =1, (1.2.2)

MA@ = >0 A (M), (1.2.3)
0<j<min(k,l)

Remarque 1.2.8. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons A(n) pour les coefficients de f.

1.2.4 formes tordues par un caractere de Dirichlet

Si x est un caractere de Dirichlet primitif modulo ¢, il est possible de définir les formes
de Hecke-Maafl tordues par ce caractere. Soit f une forme de Hecke-Maafl qui possede la
décomposition de Fourier-Whittaker (1.2.1)), nous pouvons alors définir

fx(z) = Z Ar(m)x(m)/2myK, 1 (2w|mly)e(mz).
m##0

Cette fonction est alors invariante par le groupe

grace aux relation suivantes

f(-2) = ot

q?z

Ces équations peuvent se démontrer directement en utilisant ’automorphie de f et en exprimant
fx en fonction de f grace a l'identité

q—1

~—

e(x
\/a a=1

x(n) = X(a)eq(an).
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1.3 Formes de Hecke-Maaf} pour SL(3,7Z)

Dans cette section, nous généralisons toutes les notions nécessaires a la définition des formes
de Hecke-Maafl pour SL(3,7Z). Notons qu’il est possible de remplacer 3 par n > 2 dans ce qui
suit sans perte de généralité.

1.3.1 Demi-plan de Poincaré généralisé

Nous pouvons définir le demi-plan de Poincaré généralisé de la maniére suivante :

Définition 1.3.1.

1 =z 3 iy 0 0
B$3=Lz-yeGLB,R), z=(0 1 2 |,y=| 0 w1 0|, z€R, 4 >0
0 0 1 0 0 1

Nous pouvons remarquer qu’il est aussi possible de définir h? de maniere matricielle de la
méme fagon. En effet, si nous posons

h2:{<y ‘f),xeR,y>o},

cet ensemble s’identifie avec le demi-plan de Poincaré défini précédemment. Il est alors possible
de retrouver 'action de SL(2,R) par multiplication matricielle. Cela se démontre en utilisant la
décomposition d’Iwasawa afin d’écrire le demi plan de Poincaré comme un groupe de matrices.
Nous I’énongons dans le cas de h? (voir la proposition 1.2.6 de [Gol06]).

Proposition 1.3.2 (Décomposition d'Twasawa). Nous avons les isomorphismes suivants
GL(3,R) ~ b x O(3,R) x R,
h® ~ GL(3,R)/(O(3,R), R)
ot nous avons identifié le centre de GL(3,R) avec R.

Il existe donc, comme pour le cas de h?, une action de SL(3,R) sur h* par multiplication &
gauche.
L’action de SL(3,Z) est discrete et la mesure invariante pour cette action est

o dmldacgdxgdyldyg

d*z
y3s

Le domaine fondamental de I’action, identifié & SL(3,7Z)\h?, est de volume fini. Nous pouvons &
nouveau définir le produit de Petersson : pour f et g deux fonctions de £2(SL(3,Z)\h?), posons

(f.g) = /F WCrois

1.3.2 Opérateurs de Casimir

Pour définir les formes de Maaf} pour SL(3,Z), nous aurons besoin de généraliser le Laplacien
qui est défini naturellement sur les fonctions lisses h> — C. Nous devrons pour cela définir des
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opérateurs différentiels sur les fonctions f : GL(3,R) — C qui se comportent bien par passage
au quotient sur SL(3,Z)\b>.

Définition 1.3.3. Notons gl(3,R) l'algébre de Lie de GL(3,R). Soit f : GL(3,R) — C une
fonction lisse et « € gl(3,R). Nous pouvons définir
0
Df(g) = o(f-esplta))| .
t=0

pour g € GL(3,R).

L’ensemble D3 des opérateurs différentiels D,, (o € gl(3,R)) est une algebre de Lie, isomorphe
a Dalgebre universelle enveloppante de GL(3,R). Notons D3 le centre de D3. Il est possible
d’expliciter D3 :

Proposition 1.3.4. Définissons les opérateurs de Casimir Ao et Az de la maniére suivante
(voir les propositions 2.3.8 et 2.3.5 de [Gol06])

Ay

3
Z DEilﬂé °© DEizvil’

i1,ia=1

3

Z DE’il’i2 © DEiz,m © DEi;wd ’

11,12,i3=1

Az

ou E; ; sont les matrices élémentaires de GL(3,R). Nous avons alors
D3 = R[Ay, As]
qui est le sous-anneau des opérateurs différentiels engendré par les opérateurs de Casimir.

Nous avons alors la propriété fondamentale suivante :

Proposition 1.3.5. Soit D € D3 et f : GL(3,R) — C une fonction lisse. Pour tout v € T,
g € GL(3,R), k € O(3,R) et z € R* (ou R* est vu comme le centre de GL(3,R)), nous avons

Df(y-g-k-z)=Df(g).
En particulier, D est bien défini sur SL(3,Z)\b>.
Finissons par définir une fonction qui sera utile dans I’étude des formes de Maaf} .

Définition 1.3.6. Soit v = (v1,15) € C2. Posons I, : b — C définie par

_ A4 v14+2vs 14201 41
L,(S) =y 1 2y2 1Tv2

Nous avons alors (voir proposition 2.4.3 de [Gol06]).

Proposition 1.3.7. La fonction I,, est propre pour tous les opérateurs D € D3. Nous noterons
A (D) la valeur propre associée.

1.3.3 Formes de Maaf} pour SL(3,Z)

Nous pouvons enfin donner la définition d’une forme de MaaB§ pour SL(3,Z) :
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Définition 1.3.8. On appelle forme de Maaf cuspidale pour SL(3,7Z) de type v = (v1,v2) toute
fonction lisse ¢ € L2(SL(3,Z)\b>) vérifiant

(i) pour tout D € D3, nous avons D¢ = A, (D).

(ii) ¢ est cuspidale : fUﬂF\U d(uz)du = 0 pour U = Uy, Uy avec

1 0
U1: 7UQZ 0 1
0 0

o O =
O = %
_— O ¥
— % %

Comme avec SL(2,7Z), les formes de MaaBl pour SL(3,Z) ont une décomposition de Fourier-
Whittaker. Cependant, le groupe

1
Us(R) ={ |0
0

S = ¥
= % %

n’est pas abélien, contrairement a Us(R) ~ R et Cela rend le probleme plus compliqué.
Définissons les fonctions de Jacquet—Whittaker.

Définition 1.3.9 (Fonctions de Jacquet-Whittaker). Soit m = (my,mg) € Z? et

1 U2 U3
u = 0 1 wu c U3(Z)
0 0 1

Définissons le caractére 1, de Us(Z) par
VYm(u) = e(miuy + mauz).

Nous pouvons alors définir la fonction de Jacquet-Whittaker de type v et de caractere 1, par

WJacquet(Z; v, z/]m) = / Iu(w3 U Z)wm(u)duldUQdUS
Us(R)

00 -1

otzE€R etws=(0 1 0

1 0 O
Ces fonctions sont propres pour As et Az et vérifient la condition de cuspidalité (i) de la
définition Nous pouvons montrer que ce sont les seuls fonctions vérifiant ces propriétés

ainsi que des propriétés d’intégrabilité (théoreme (6.1.6) de [Gol06]). Nous pouvons alors écrire
la décomposition de Jacquet-Whittaker.

Théoréme 1.3.10 (Décomposition de Jacquet-Whittaker ([Gol06], formule (6.2.1)). Soit ¢ une
forme de Maaf3 cuspidale pour SL(3,7Z) de type v. Nous avons alors pour z € b>

d(z)= > >y W (1.3.1)

NEU2(Z)\SL(2,Z) ma#0 m1>1

> [ma]

[mams| y
X WJacquet my < 1> Z3V, 1/}1 m2
0
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Pour la démonstration, il s’agit de ’expression (6.2.1) de [Gol06].
A toute forme de Maafl pour SL(3,Z), nous pouvons associer sa forme duale (proposition
6.3.1 de [Gol06]).

Proposition 1.3.11. Soit ¢ une forme de Maaf pour SL(3,Z) de type (v1,v2) et w la matrice

0 0 1
w=|[0 -1 0
1 0 O

On appelle alors forme duale la fonction

() = d(w- ()7 -w).

Cette fonction est encore une forme de Maafl de type (v2,v1). De plus, si les coefficients de
Fourier de ¢ sont A(my,ma), ceux de ¢ sont A(ma,mq).

1.3.4 Opérateurs de Hecke

Nous n’allons encore une fois ne faire que définir les opérateurs de Hecke agissant sur
L2(SL(3,Z)\b?) et n’en citer que les propriétés essentielles.

On définit les opérateurs de Hecke pour SL(3,7Z) de la maniére suivante :
Définition 1.3.12. Soitn > 1 et ¢ € L? (SL(S,Z)\!)?’). Définissons alors lopérateur de Hecke
T, par

1 a bl C1
Tod(z)=— > ¢[00 b -2
" abc=n 0 0 C
0<cy,c2<c
0<b1<b

Tout comme dans le cas de SL(2,Z), les opérateurs de Hecke possedent des propriétés de
commutativité et de multiplicativité.

Proposition 1.3.13. Les opérateurs de Hecke pour SL(3,Z) sont normauz pour le produit de
Petersson, commutent entre eux et avec les opérateurs de Casimir Ao et Ag.

Pour la démonstration, nous pouvons se référer au théoréme 6.4.6 de [Gol06]. et la remarque
qui suit la démonstration.

Les formes de Maafl pour SL(3,Z) qui sont propres pour les opérateurs de Hecke sont dites
de Hecke-Maa8B.

Proposition 1.3.14 (Multiplicativité des coeflicient de Fourier). Soit ¢ une forme de cuspidale
de Hecke—Maaf pour SL(3,Z) qui a la décomposition de Fourier (1.3.1) normalisée telle que
A(1,1) = 1. Nous avons alors

T = A(n,1)6.

De plus, les coefficients de ¢ vérifient les regles de multiplicativité suivantes :

A(mimy,mamb) = A(my, ma)A(my,mb), si (mimg, mim}) = 1
fl(pk7 1)A(pk17pk2) — Z A <pk1+do—d1 )pk2+d1—d2) )
do+dy+d2=k
0<dy <k1

0<d2<ko
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Pour la démonstration, voir le théoreme 6.4.11 de [Gol06].

Remarque 1.3.15. Nous pouvons remarquer que les deux relations données sont suffisantes. En
effet la derniére égalité appliquée a ky = 0 permet d’exprimer tous les A(p*,p*?) sous forme de
combinaisons linéaires de termes de la forme A(p*,1)A(1,p?) a Uaide d’une inversion de Mdbius.

Remarque 1.3.16. Comme pour les formes sur SL(2,7), nous pourrions définir les opérateurs
T., e, avec ¢; € {£1} par

€1€2 0 €1€2 0
Teye,0(2) = ¢ 0 e 0] -2- 0 ¢ O
0 1 0 0 1

1l est cependant aisé de voir que nous avons toujours Te, ., f = f. Cela signifie que toutes les
formes de Maaf pour SL(3,Z) sont paires. Nous pouvons traduire cela par des relations sur les
coefficients de Fourier : A(my,mg) = A(my, —ma).

1.4 Fonctions L

Apres avoir défini les formes de Maaf3, nous pouvons leur associer des séries de Dirichlet que
nous prolongerons analytiquement en des fonctions appelées fonctions L. Afin d’en comprendre
les propriétés, il est bon de rappeler le cas de la fonction ¢ de Riemann et ses propriétés classiques.

1.4.1 Fonction ( de Riemann

On définit la fonction ¢ de Riemann pour tout nombre complexe s de partie réelle Re(s) > 1
par la série de Dirichlet suivante :

Cette fonction a les propriétés suivantes :

Proposition 1.4.1. La fonction ¢ de Riemann posséde un prolongement méromorphe a C tout
entier avec un unique pole simple en s = 1 de résidu 1. De plus, elle posséde le produit eulérien
(pour Re(s) > 1)

=TI @-»"

En outre, elle satisfait I’équation fonctionnelle suivante :

§s) =m0 (5) () =€ —9)

ou I' est la fonction Gamma d’Fuler.

Il est important pour la suite de comprendre 1'origine de ces propriétés. Le produit eulérien
provient de la multiplicativité (triviale) des coefficients de la série de Dirichlet qui sont tous
égaux a 1. Le prolongement analytique provient de 'identité

)= [ vt (o) - 5) Y
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ou la fonction théta est définie par

a(y) — % Z 677!‘7742:'4.

n

On utilise alors le fait que 6 est & décroissance rapide pour prolonger jusqu’'a Re(s) > 0. Fi-
nalement, nous obtenons I’équation fonctionnelle grace aux propriétés d’automorphie de 6 :
O(y~') = y~/20(y). Cette identité provient de la formule de poisson et du fait que la fonc-
tion de Gauss est invariante par la transformée de Fourier.

1.4.2 Fonctions L tordues par un caractere de Dirichlet

Puisque les formes de Hecke-Maaf} définies précédemment possedent les propriétés d’automor-
phie et de multiplicativité de coefficients, nous pouvons construire des fonctions L aux propriétés
similaires a celles de la fonction ¢ de Riemann. Il s’agit ici des fonctions L de Dirichlet et des
fonctions L associées a une forme de Maaf} tordues par un caractere de Dirichlet.

Définition 1.4.2. Soit x un caractére de Dirichlet, f une forme de Maaf cuspidale sur SL(2,Z)
ayant pour décomposition (1.2.1) et ¢ une forme de Maafi cuspidale sur SL(3,7Z) ayant pour
décomposition (L.3.1)). Définissons alors pour Re(s) > 3

L(SaX) = Z Xr(L"Z)’

n>1

M&f®x%=§:§@2ﬁi

nS
n>1
Ls, 6@ = Y AN,
n>1

Dans les deux derniers cas, nous pouvons aussi prendre x = 1, le caractere trivial. Nous noterons
alors L(s, f) et L(s, @) les fonctions L usuelles associées aux formes de Maap.

Tout comme pour la fonction ¢ de Riemann, la multiplicativité des coefficients des formes de
Hecke-Maafl donnent un produit eulérien pour les fonctions L ci-dessus.

De plus, 'automorphie des formes de Maafl permettent d’obtenir des équations fonctionnelles
et le prolongement analytique des fonctions L.

Proposition 1.4.3. Soit x un caractere de Dirichlet primitif modulo q,f une forme cuspidale
de Hecke—Maaf pour SL(2,7) de type v' paire et ¢ une forme cuspidale de Hecke—Maafl pour
SL(3,Z) de type v. Les fonctions L(s,x), L(s, f ® x) possédent un prolongement holomorphe a
C et satisfont les équations fonctionnelles suivantes :

o= (2)° (5 e

= ®e()A(L 5, X);

A(s, f@x) == q¢°G/(s +0)L(s, f @ X)
=i?%e(x)’A(Ll =5, f ®X),
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ainst que

As, 0@ %) = q% Gy(s+0)L(p, f @ X)
= i%e(x)*A(l - 5,0 @ X),

1 Y _1 /
Gf,/(s)::w_SF(QJrZ V)F( 2+28+V>,

Gt n-r (LA p (Tt p (e,

2 2

Nous avons de plus les produits eulériens suivants (pour Re(s) > 3/2) :

L(S,x)=H(1—X(p))_1,

s
» p

L foy =]] (1 _ARX@) | x(p‘)>_ ,

p

Lis,62x) =[] (1 AR XD | ALDXED) X(p3)>1 |

. ps p28 p35

Remarque 1.4.4. Si nous prenons x trivial, nous retrouvons dans le premier cas la fonction
qui a un pole en 1. Dans les deux cas suivants, nous retrouvons aussi les fonctions L usuelles
pour [ et ¢ qui possédent un prolongement holomorphe sur C.

Démonstration. Nous allons présenter ici la démonstration de I’équation fonctionnelle et le pro-
duit eulérien dans le cas de SL(2, Z). En effet, le cas des fonctions L de Dirichlet est plus classique.
Une démonstration directe du cas de SL(3,Z) est bien plus long et technique, mais 'idée globale
ne change pas. Nous pouvons trouver la démonstration de ’équation fonctionnelle pour SL(3,7Z)
dans [Gol06], lemme 7.1.14. 11 est également utile de noter la remarque 10.8.7 du méme livre
qui permet de retrouver plus simplement I’équation fonctionnelle a ’aide de 1’expression de la
fonction L associée série d’Eisenstein pour le sous groupe parabolique minimal.

Soit f une forme de Hecke-Maaf} paire pour SL(2,Z) possédant la décomposition de Fourier
(1.2.1) et x un caractere de Dirichlet primitif pair modulo ¢, le cas impair se traite de maniere
similaire.

Posons

Fe(2) = 37 Ap(m)x(m)y/2my K, (2m(mly)e(ma).

m#0

Nous verrons dans le chapitre suivant que
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Nous avons alors d’une part

sdy
/ Feliy)y’ = =V2r > Ap(m / K, 1 (2n|mly)y? ==
m#0 Yy
)\ d
=2(2m)"" 2s(m)x(m) / K, syt
2+S 2 y
m>1

1 1
:2_%7T_SGL <s+2>L(2+s,f®x>.

Nous avons d’autre part

/ fx(iy)y

T (Fuliny + (02 fx (i) (qu)_s)%

[ (rame () o)
[o

= ¢ 2 —2s i 2 \s8 67272‘ —sdﬁ
=e(x)%q /l(fx(y)(qy)+(x)fx(y)y )y

q

1 1
= e(x)%q >27 %G, <—s + 2) L (2 —s5,f® x) :

Cela démontre 1’équation fonctionnelle. Pour le produit Eulérien, nous avons par multiplicativité

des coefficients,

ou

Nous avons donc

Ls,fox)= [ @

p premier

s k+1)s
v e pEHD)
o QAT+ A" )X (p)F
- p(k+1)s
k>0
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1.4.3 Equations fonctionnelles approchées

Nous allons démontrer ici les équations fonctionnelles approchées satisfaites par les fonctions
L. Puisque la démonstration ne repose que sur de ’analyse complexe, nous démontrerons ces
formules dans un cas général. Nous pouvons par exemple trouver ce résultat dans [IK04] (chapitre
5) Soit

Qn, ~ anp,
L(s,m) = Z vt L(s,m) = Z vt
n>1 n>1
qui sont définies pour Re(s) > o¢ € R. Supposons alors que nous avions I’équation fonctionnelle
A(s,m): = Q%G(S)L(S,TF)

d(1—s)

=e(m)g 2 G —s)L(1—s,7)
=e(m)A(1 —s,7)

ou « est un complexe de module 1 et G est un produit de fonction I'. Si nous supposons de plus
que les fonctions A(s, ) et A(s,7) sont entiéres, nous avons alors :

Proposition 1.4.5. Soit L une fonction comme ci-dessus. Supposons de plus que A est une
fonction entiére. Nous avons alors pour |Re()| < %

1 a, n —d an, nX
L (2 +a,7r) = Z n%“"VG (X (21) +e(m)g™ Z %—aVG ( 7 ) (1.4.1)

n>1 q n>1

pour X >0, ou

1 LG +a+s)ds
= — R L 1.4.2
Voly) = 5— /(Uoﬂ)y G+a) s (1.4.2)

Démonstration. La démonstration repose sur le principe de Phragmén—Lindel6f. Commencgons
par appliquer le théoreme des résidus sur un rectangle :

1 1 1 ds
A= — [ xoa(: @
<2+a> 2Z7T OR, <2+a+87ﬂ-> S
ol R; est le rectangle |Re(s)| < oo + 1, [Im(s)| < t. De plus, si Re(s) = o¢ + 1, alors

A (; +a+8> < ¢33 tots)

G(;+a+s>L<§+Re(a)+ao,w)‘.

Puisque G(s) est & décroissance rapide, en Im(s), il en est de méme pour A (3 +a +s,7) sur
cette droite. En appliquant I’équation fonctionnelle de A, il en est de méme pour la droite
Re(s) = —op — 1. Enfin, le principe de Phragmén—Lindelhdf permet de conclure que la fonction
A(1/2 + a + s) est & décroissance rapide uniforme sur la bande |Re(s)| < o¢ + 1. 1l est donc
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possible de faire tendre t vers l'infini :

1 1 1 d 1 1 d
A<+a> — XSA(+04+S,7T)S—_ XSA(—i—a—&—sm‘)s
2 24 (c0+1) 2 S 27 (—oo—1) 2 S
1 1 d 1 1 d
= — XSA<+()¢+S,7T>S—6(7T)‘/ X_SA<—oz+s,7T) @
27 J(go41) 2 ] 27 J(go+41) 2 S

Dans la deuxieme intégrale, nous avons fait le changement de variable s — —s et nous avons ap-
pliqué 'équation fonctionnelle. Enfin, nous pouvons expliciter la premiere intégrale (la deuxiéme
se fait de maniere identique) :

d(1
1 1 ds  q2(3t) . 1 n d
s [ (e B g (Lras) 3
27 J(go+1) 2 s 2¢m (c0+1) 2 = nitats s

_ 4(3+a) 1 an_y, n
qz\z G(2+a)zn§+a (e Xq% .

n>1

Il ne reste qu’a diviser I'identité obtenue par

q%(%Jra)G (; + a)

pour obtenir le résultat voulu. O

Nous pouvons également établir des bornes sur V. Supposons que nous avons

d
G(s) = % HI‘ (s—;ul>
i=1

avec —1/2 < pup < ... < pg < 1/2. On dispose alors du résultat suivant

1 + OE (y%'f‘lh—e) ,

(1.4.3)
O4 (y‘A) .

Va(y) =

Afin d’obtenir ces résultats, il suffit d’écrire la définition de Vi :

1 G(i+a+s)ds
V - —s 2 bl
() 2m /(5 Y G (% + a) s

L’intégrande est holomorphe et est a décroissance rapide en Im(s) uniformément sur les bandes
verticales {s € C,a < Re(s) < b}. Nous pouvons donc, comme dans la démonstration de
I’équation fonctionnelle approchée, déplacer la droite d’intégration en traversant potentiellement

le pole en 0 dont le résidu vaut 1. En déplacant la courbe d’intégration a droite, nous avons pour
tout A >0

ds
— <4y
B

G(5+a+s)
G(3+0)

Va(y) < / ly~*
(4)

En déplagant la droite d’intégration en —1/2 — p11 + €, nous ne rencontrons que le pole en 0 par
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hypothese sur les poles de G. Il vient donc

1 G(3+a+s)
Vi =1+ 7/ P LS
c() 2 J—12—py) Y G (% + a) %

=1+0. (y%“”) :

1.4.4 Formule de Voronoi

Nous énongons ici la formule de Voronoi pour les formes de Maaf3 sur SL(3,Z). Il s’agit d’une
formule sommatoire, similaire & I’équation fonctionnelle approchée, qui s’applique principalement
dans le cas ou la forme de Maaf} est tordue par un caractere additif.

Proposition 1.4.6 (Formule de Voronoi). Soit ¢ une forme de Hecke—-Maaf sur SL(3,Z) et q
un nombre premier. Soit de plus W une fonction lisse & support dans [1/2,2]. Nous avons alors
pour (a,q) =1
m
3 A(m, 1) (eq(ma) + eg(—ma)W (M)
meN
3 A(l,m mM

= (g) DY %(Klz(am;fﬁ + Kla(—am; q)) ¥ ()

3
s
m>0 q

+2r 3y A(i’lm)\lf (mM)

m>0 q

ou

1 _G(1+59)
U(y) 50 /(2) Y Gl=s) MW (—s)ds.

Cette formule a été obtenue par Miller et Schimd [MS06]. Nous avons également une démonstration
directe par Goldfeld et Li dans [GLO8]| qui la généralise pour GL(n). Cependant, leur démonstration
repose essentiellement sur des lemmes permettant de démontrer I’équation fonctionnelle des fonc-
tions L considérées. Nous pouvons alors remarquer que nous pouvons écrire ’exponentielle dans
la somme de gauche comme une somme sur les caracteres de Dirichlet et appliquer directement
I’équation fonctionnelle apres avoir effectué une inversion de Mellin sur W. Cela revient a la
méme preuve que celle de I’équation fonctionnelle approchée.

1.5 Coefficients des formes de Maaf3

L’étude des coefficients des formes de Maaf} est intéressant en elle-méme. Ici, nous n’expose-
rons ces résultats que comme des outils servant a mener des calculs. Dans toute la section, nous
fixons une forme de Hecke-Maa$ f (resp. ¢) pour SL(2, Z) (resp. SL(3,Z)) ayant la décomposition

de Fourier (1.2.1)) (resp. (1.3.1))).

1.5.1 Bornes triviales

En utilisant les convolutions de Rankin—Selberg, nous pouvons obtenir que nous avons les
bornes simples suivantes.
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Proposition 1.5.1. Nous avons les bornes suivantes :

> AP < Nt (1.5.1)
n<N
> 1AM, 1)]F < N1 (1.5.2)
n<N

Cela donne également les bornes ponctuelles [A\(n)| < n2 et [A(n,1)| < n2. Ces bornes
sont loin d’étre optimales. La conjecture de Ramanujan—Petersson exprime que le comportement
moyen des coefficients (qui se comportent en moyenne comme une constante) est vérifié ponctuel-
lement. Cette conjecture a d’abord été formulée dans les années 1930 pour les formes modulaires :
les coefficients de telles formes doivent se comporter essentiellement comme la fonction diviseur.

Conjecture 1.5.2 (Ramanujan—Petersson). Nous avons pour tout n et e > 0 les bornes |A\(n)| <
nt et |A(n,1)| < n.

1.5.2 Meilleures bornes ponctuelles

Il est extrémement difficile de s’approcher des bornes optimales. Cependant nous avons les
résultats suivants dus & Kim et Sarnak [Kim03].

Théoreme 1.5.3 (Kim-Sarnak). Nous avons

A(n)| < neite
|A(n, 1)] < niTte

Nous remarquons que si ¢ est auto-adjointe, nous pouvons améliorer le deuxiéme exposant
en 7/32. En effet, dans ce cas, ¢ correspond au carré symétrique d’une forme de Maafi pour
SL(2,Z), ce qui implique que ses parametres de Sataké sont des carrés de parametres de la forme
sur SL(2,Z) sous-jacente (nous pourrons par exemple trouver ce résultat dans [Shi75]).

1.5.3 Bornes moyennes

Les bornes et sont optimales dans le sens ol nous ne pouvons pas espérer mieux
que la conjecture de Ramanujan—Petersson en moyenne. Cependant, en retirant le module de la
somme, il peut y avoir des annulations entre les coefficients de Fourier. De ’analyse de Fourier
permet d’obtenir une telle annulation pour SL(2,Z).

Proposition 1.5.4. Soit a € R, Nous avons la borne suivante, uniforme en « :

> An)e(an) < N=*<.
n<N

Démonstration. Nous avons
1
V2myA(n) Ky, (2mny)e(an) = / flz+iy)e(n(a — z))dz
0

:/0 flz+ a+iy)e(—nx)dz.
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En intégrant par rapport & y~'dy, nous obtenons

OA\(/%) e(an) = /01 (/OOO fe+a+ zy)dyy) e(—na)dz.

L’intégrale sur y & droite est convergente et est bornée indépendamment de = et « (voir [Twa(2]
borne (8.3%)). De plus, C' est une constante qui ne dépend que de f. En sommant sur n, nous
obtenons

dzr

Z e(—nx)

n<N

A(n) !
Z NG e(an) <</0

n<N

< N°&.
Pour conclure, il reste a effectuer une sommation par partie :

Z A(n)e(an) < Z % Z A\(f];)e(ak)

n<N n<N k<n
< Nzte,

O

Un analogue pour SL(3,7Z) n’est pas aussi aisé & démontrer car le groupe Us(R) n’est pas
commutatif, ce qui empéche d’accéder aux coefficients de Fourier facilement. Cependant, nous
avons le résultat suivant du a Miller [Mil06].

Théoreme 1.5.5 (Miller). Avec les notations précédentes et o € R, nous avons la borne :

> A(m, De(am) < Mite, (1.5.3)
m<M

qui est uniforme en «.

Cette borne améliore la borne triviale par un facteur de M 1. Cela n'est pas suffisant pour
notre derniere application. Nous utiliserons la conjecture folklorique suivante qui assure la non
corrélation optimale des coefficients et des caracteres additifs.

Conjecture 1.5.6. Avec les notations précédentes et o € R, nous avons la borne :

Z A(m, 1l)e(am) < M3t

m<M

qui est uniforme en «.

1.5.4 Bornes pour les parameétres archimédiens

Soit g une forme de Maafl pour SL(2,7Z) de type v. Il est intéressant de connaitre la partie
réelle de v qui intervient dans les facteurs gamma de ’équation fonctionnelle.

Proposition 1.5.7. Soit f une forme de Maaf$ pour SL(2,Z) de type v non nulle. Nous avons
alors Re(v) =1/2.
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Démonstration. Nous avons

V(17V)< > <Af7f>:<faAf>:V(17V)<faf>
(L= V)2 {f. f) = (Af,Af) >0

En effet, si nous avions A f = 0 dans la deuxiéme ligne, f serait une fonction harmonique bornée
et g serait alors constante. Nous en déduisons que v(1 —v) € R. Comme 0 = Im(v(1 — v)) =
Im(v)(1 — 2Re(v)), nous avons le résultat souhaité. O

Dans le cas de SL(3,Z), cela n’est pas évident. Il est attendu que si ¢ est une forme de Maafl
pour SL(3,Z) de type (v1,v2), alors nous avons encore Re(r;) = 1. Cependant, nous avons le
résultat suivant di & Kim et Sarnak dans [Kim03].

Théoreme 1.5.8 (Kim—Sarnak). Soit ¢ est une forme de Maafl pour SL(3,Z) de type (v1,v2).
Nous avons alors,

5
|Re(1/1 + 1/2) — 1‘ < ﬁ,

)
[Re(ry —12)| < — e

1.6 Bornes sur des sommes exponentielles

Terminons ce chapitre en donnant deux bornes sur des sommes exponentielles qui nous seront
utiles par la suite.
Nous avons les bornes suivantes :

Lemme 1.6.1. Soit ¢ un nombre premier et (a,b) # (0,1) mod q. Nous avons alors

3 Kly(asq)Kla(bos g)eg(aa) < g, (1.6.1)
a mod g
Z Klg(a;q)Klg(—ba;q)eq(aa)<<q%+6. (1.6.2)

a mod g

Nous ne démontrerons ici que la borne ([1.6.1]), la deuxiéme est plus technique et est, par
exemple, démontrée dans [BB85], [FKM15], [MS15]...

Démonstration. En explicitant les sommes de Kloosterman, nous avons

1 4zt oa!
Z Kls(a; ) Kla(ba; q)eq(ar) = fzz (z+y+a@+by+a)).
a mod g q y=1 a=0
Dans le cas ou a = 0, effectuer la somme sur o donne la congruence y = —x mod ¢q. La

somme restante est alors

qg—1
> eqla(1 b))

. . . . . . .
Puisque que dans ce cas, nous avons supposé que b # 1, il s’agit d’'une somme de Ramanujan qui
vaut —1.
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Dans le cas ot @ # 0 mod g, la somme sur o impose la congruence y = —a — bZ[q] qui n’est
possible uniquement si x # —ab. La somme devient donc

Z eq(r —a+b7) = Z eq(r — z(xa +0)).
z mod ¢q r mod q
x#0,—ab z#0,—ab
En posant z = xza + b, nous obtenons
Y eg(@lz—b)(1-%2) =eg(—a(1+0b) Y ey(az+abz)
z mod q z mod q

z#0,b z#0,b

Le terme z = b est de module 1. En le rajoutant et en le soustrayant, la somme est alors bornée
par

|VaKly(@b; q)| + 1 < g2+,
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Chapitre

Résultats pour un module ¢q fixé

L’objectif de ce chapitre est de calculer les premiers moments des fonctions L associées a
des formes de Hecke-Maafl sur SL(3,Z) tordues par des caracteres de Dirichlet. Ce travail a été
étudié par Das et Khan dans [DKI5] pour les formes de Hecke-Maaf sur SL(2,Z). Le résultat
est le suivant.

Théoréme 2.0.1 (Das, Khan (2014)). Soit g un nombre premier et f une forme de Hecke—Maaj$
pair pour SL(2,Z). Nous avons alors pour tout € > 0

2 * 1 1
N Z L (af®X) L (aX) = L(17f) + 0 (q—6—14+e)
¢(q) 2 2
xlal
ou [’étoile signifie que nous sommons sur les caractéres de Dirichlet pairs et primitifs modulo q.
Cela implique en particulier un résultat de non annulation :

Corollaire 2.0.2. Pour g un nombre premier assez grand et f une forme de Hecke—Maaf pair
pour SL(2,Z). Il existe alors un caractére x modulo q non trivial tel que

L(Lren) (1) 40

Il est possible de démontrer de maniere similaire le résultat suivant.

Proposition 2.0.3. Avec les notations du théoréme[2.0.1, nous avons

2 * 1 25
25 (Lren)-1vofy ).
#a) o 2 ( )

Si nous supposons vraie la conjecture de Ramanujan—Petersson, ’exposant du terme d’erreur
devient alors —1/4.

Le passage aux formes sur SL(3, Z) pose trois problémes majeurs. Premiérement, le degré de la
fonction L (ou du produit de fonctions L) augmente de 1 ce qui donne des sommes plus longues
a borner dans les équations fonctionnelles approchées ainsi que dans la formule de Voronoi.
Deuxiemement, la borne de Miller n’est pas optimale pour les formes sur SL(3,Z) et

27
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la borne ([1.5.4]) est un outil crucial de la preuve du Théoréeme Finalement, la meilleure
constante connue pour la conjecture de Ramanujan—Petersson est bien plus grande pour les
formes sur SL(3,Z) que sur SL(2,Z).

La premiere contrainte est intrinséque au probléme et ne peut étre contournée. Afin de faciliter
I’évaluation du moment nous supposerons la conjecture de Ramanujan—Petersson. Comme nous
le verrons, cela n’est pas suffisant pour trouver un résultat similaire a celui de Das et Khan.

Nous démontrons dans ce chapitre le théoréeme suivant.

Théoreme 2.0.4. Soit ¢ une forme cuspidale de Hecke—Maafi sur SL(3,Z) satisfaisant d la
conjecture de Ramanujan—Petersson et ¢ un nombre premier. Soit a € C tel que 0 < Re(a) < %
Nous avons alors pour tout € > 0

2 * 1 1 1_5 9
—Z L <2 +a,¢>®x> L <2 +a,x) = L(1 +2a,¢) + O, (qrio“rE +q7ﬁ+€) .
xld]

#(q)

ou l’étoile signifie que nous sommons sur les caractéres de Dirichlet pairs et primitifs modulo q.

Nous pouvons remarquer que la premiere identité n’est pertinente que pour a > 0 et la
deuxieme pour « > %0'

Nous pouvons remarquer que la premiere partie de ce théoreme ressemble au résultat principal
de [HKT0], ot la moyenne porte sur les caractéres quadratiques. Ici, une difficulté supplémentaire
vient de 'apparition de sommes de Gauss dans ’équation fonctionnelle, ce qui empéche d’obtenir

une résultat pour o = 0.

2.1 Preuve de la premiere partie du théoreme 2.0.4

Commencons par démontrer la premiére partie du théoréme. Soit o € C, 0 < Re(a), ¢ un
nombre premier et

9 !
So=——=N"r(= .
I ¢(q)xz[q:] (2+a’¢®x>

ou I’étoile signifie que la somme porte sur les caractéres modulo ¢ primitifs pairs.
En appliquant les équations fonctionnelles approchée pour L(s,¢ ® x), nous obtenons

_ 2 Ny Almy Dx(m) o (m Ssa 2 N 3 § AL m)x(m) m
S”7¢(q)zz 3+ V(Q")w <15(q)Z 00" 2 o V<q3‘")

1 1
x[g] m=1 me xld] m>1 m=

= 51(q) + S2(q)

oun>0et

o L[ et
S 2mle Gu(y+a) s

Ici, S1(q) et S2(q) désignent respectivement la premiere et la deuxieme somme. En effectuant les
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sommes sur les caractéres de Dirichlet (en appliquant le lemme [1.1.3)), nous obtenons

- T Av(z)- s ¥ e (z)

m>1 m>1
m=1[q (mg)=1
_1_3, A(l,m m
Sl = 3 20 (tatmi )+ K v ()
me1 M e
(m,(;):l
-3 3«
q 2 A(1,m) ( m >
- v
#(q) mZ;l mz— >
(m1q_):1

2.1.1 Terme principal

Commencons par calculer la somme S1(q) qui va nous donner le terme général. Bornons
d’abord le terme d’erreur :

2 A(m, 1) m . |A(m, 1) m
= vi(Z 0 Dy (2]
(m,q)=1 (m,q)=1

En utilisant la deuxiéme borne de (1.4.3), nous pouvons borner la contribution des termes tels
que m > ¢" ¢ en O, (q—1000) en prenant A arbitrairement grand dans la borne. Par exemple,
pour A =1000/¢ et y > ¢°,

1 Gy (% +a+ S) @ 1000 1000

V(y) = == y~° <y e <q
2im J(1000/¢) G,(3+a) s

Pour les autres termes, nous avons V(m/q") < ¢¢. En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz
et en appliquant la deuxiéme borne de la proposition [[.5.1] cette somme est bornée par

1 1
2 2

—1+4€ |A(m’ 1)|2 1 n(é—a)—l—i—e
q )l B WD Dier ) I -

m<gqnte m<gnte

En effet, nous avons grace a une sommation par partie

m 2
> BRSSP <;ml+1>+qnl+ 2 lA(m 1P

m<qnte m<gnte \k<m m<gnte
-1
< E mE 4 g
quW+E

< ¢°.
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Pour la premiére somme de S1(q), le terme m = 1 contribue a

G, (%
A<1,1>V<1>: L[ guCelatots)ds

q" 2im J ) Gy(3+a) s
L pGeliratsas
201 J(—140) G, (3+a) s

=1+0 (q_%"“) .

Le coefficient 1/7 vient du fait que les parametres archimédiens des formes de Hecke-Maaf} sur
SL(3,Z) sont de partie réels bornées par 5/14 d’apres le résultat de Kim et Sarnak (théoréme
Il est donc possible de déplacer le chemin d’intégration qu’a droite de la droite de partie
réelle 1/7 afin d’éviter les poles des fonctions I'. Dans la premiére somme, il ne reste que les
terme ou m = +1+ kq avec k # 0. Nous avons

A(m,1 m A(m,1
S Al (Y o A
ma T q" L. mzte
m>1 1<m<q"t*
m=+1[q] m==1[q]

A(kg+£1,1
> |A(kgq )|

<< €
1 (kq+1)z+e

1<k gnte—t

S TEED D

sta—e
1<k<gnte=1 V2

< ¢(3—e)—1+e,

Nous avons ici borné |A(m, 1)| ponctuellement car nous avons supposée vraie la conjecture
de Ramanujan—Petersson.
Nous avons finalement

Si(g) =1+0 (q”(%’a)’”e + q‘%"“) :

2.1.2 Le terme d’erreur S;(q)

Nous bornons directement la somme Sz (q) grace a la borne de Deligne (|1.1.7]). Nous obtenons,
en utilisant & nouveau la borne ((1.4.3)) sur V' et I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

1_

. AL, m)| _ m
Sa(q) < q 27 Y oL Kla(msq) + Kls(—m;q) + 47 |V | 5=
m>1 m2=¢ q
< q7%73a+6 |A(];j;’/)|
1<mgd-nte T2
1 1
3 3
& q 3 Bete S Aam))? S mote
1<m<g-nte 1<m<gd—nte
< q7%73a+6q%7g+eq3a7an+e
_ gon(3a)ee,
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Cette borne est assez brutale car nous ne tirons pas partie des résultats sur sommes de fonc-
tions traces puisqu’elles ne s’appliquent pas dans le cas d’une somme trop courte. Par exemple,
nous avons le résultat suivant [KLMS20] (théoréme 1.4) :

m

ZA(m, DKl3(m; )W (X) <w X%q%

ou W est une fonction & support compact dans [1,2]. Cependant, cette borne n’est valable que
pour X > q% (sinon, la borne triviale est meilleure). Pour pouvoir améliorer la borne sur S3(g), il
faudrait une borne similaire qui reste valable pour X > ¢*~%. Nous pouvons finalement conclure
que

Sq =14+0 (qn(%—a)—l—i-e —+ q_%n+5 —+ ql_n(%+a)+€) .
En choisissant 17 = 2, nous obtenons

Sy=1+0 (q‘2“+€ + q‘%“) :

Cela démontre alors la deuxieme identité du théoreme 2.0.4]

2.2 Preuve de la deuxieme partie du théoreme [2.0.4

Nous procédons ici de maniere similaire. Posons
2 * 1 1
S'a) = —— L<+a,¢®x)L<+a,x) :
ZEE :

En appliquant 1’équation fonctionnelle approchée pour le produit L(s, ¢ ® x)L(s,X), nous avons
cette fois

f_ 2 N A(m, DX(n)x(m) ., (mn
Sq _¢(Q) Z Z (mn)%""a 4 ( q" )

xlg] m.n>1
—4do 2 * 2 A(Lm)X(n)Y(m) ( mn )
- € - 1%
+4q ¢(q) XX[q:] (X) m%l (mn)§+a gt-n

=S1(q) + S3(q)

oin>0et

v y_r(l/”;‘*) Gy (5 +a+3) g
- 2im S r(43=)6, (+a)  *
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En effectuant les sommes sur les caracteres, nous obtenons

s- Y Anly(m, by Amby (),

m,n>1 m,n>1 q77
m=+nlg) (mn.g)=1
(mn,q)=1
1 A(1,m) 1 mn
SL(q) = q 24 Bkt Sk R A (Kl mn; q) + Klo(—mn : q) — )V( )
2( ) mg;l (mn)%_a 2( ) 2( ) \/@S(q) q47n
(mn,q)=1)

2.2.1 Terme principal

Le terme principal sera & nouveau donné par I’évaluation de S7(g). Comme précédemment, la
deuxieme somme de S} (q) est bornée en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz et une sommation
par parties de la maniere suivante :

N
N

1 A(m,1 mn 1 1 A(1,m)|? 1
0 v ()< S| X ) X
q m,n>1 (mn) 2 q q n<qnte nz m<qnten—1 m<qgnten—1
< grEmemire N ol
n<qn+e

— qn(%—a)—l—&-e.

Pour la somme restante, nous avons les termes diagonaux m = n des autres cas. Pour calculer
la contribution des termes diagonaux, explicitons la fonction V et calculons le pole en 0 :

Z A(m,l)V (m2> _ Z A(m71)i/ qnsm—QsG(%"_Ol‘f'S)@
m>1 mit2e q77 m>1 mit2e 2im (2) G (% + O() S
(m,q)=1 (m,q)=1

:L/ o (1_ Agl) | Alg 1 )
2% 2) q1+2(x+28 q2+4a+4s q3+6(l+63
G(3+a+s)ds

G(i+a) s

X L(1 4+ 2a + 2s, )

En effet, nous avons pour s > 1

Z A(m, 1) _ <1 3 A(g, 1) N A(l,q) 1

ms qs q23 q35

m>1
(m,q)=1

grace au produit eulérien.

Comme précédemment, nous pouvons déplacer la droite d’intégration jusqu’a Re(s) = —% +e€

afin de récupérer le résidu en 0 qui vaut L(1+2a, ¢)+O (q_%+e). L’intégrale restante est quant
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a elle bornée en O (q*%”“). La somme vaut donc

L(1+2a,¢) + O (q*%’”f + q*%“) .

Pour le reste de la somme, distinguons les cas suivants si m > n ou m < n. Dans le premier
cas, Ecrivons m = kg +n ot k > max(1,Fn/q). Dans autre cas, écrivons n = k'q £ m ou
k' > max(1,Fm/q). Calculons alors la contribution des termes du premier cas, le deuxieme
étant similaire. Nous utilisons a nouveaux les bornes sur V et I'hypothese de Ramanujan—
Petersson.

A(m, 1) mn . 1 |A(kq £ n,1)]
2 Wv<w)<<q 2. T 2 (kg £ n)3te

myn>1 1<n<grte M7 max(1,3n/q)<k<gn-tten1
m==£nlq]
(mn,q)=1
m>n
e ¥ > :
2 —_—
<q nito k3t
1<n<qnte max(1l,Fn/q)<k<gn—lten—1

= qn(%_a)_1+€
On en déduit donc que

51(0) = L1+ 20,6) +0 (g3 )15 v g et

2.2.2 Terme d’erreur S,(q)

Tout comme dans la section précédente, nous allons borner la somme S%(q) directement avec
la borne de Weyl :

Kly(m;q) < ¢°.

En effet, les bornes sur les sommes bilinéaires de sommes de Kloosterman (comme par exemple
le théoreme 1.15) n’apportent rien dans notre plage de sommation.
Nous avons

s <ot S 2 (i) 4 Ki(-mms ) -~ ) v ()

(mn)z7

m,n>1
(mn,q)=1)

< q7%74a Z

m,n>1
mn<q4—n+e

< q—%—4aq(4—n)(%+a)+e

[A(L,m)|

—Q

1
(mn)z
_ ginlira)e
Nous pouvons conclure qu’en choisissant 7 = 5/2, nous avons

Sy =L(1,f)+0 (q%*%a+6 + q7%+6) .
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Chapitre

Moyenne additionnelle sur les modules

Ce chapitre a pour but d’obtenir un résultat similaire & celui de Munshi et Sengupta ([MS15])
dans le cas d’un produit de fonctions L. Ils démontrent dans leur article le résultat suivant.

Théoréme 3.0.1 (Munshi, Sengupta). Avec les notations du (voir plus loin), nous avons

1 2 * 1 — 1 e
Sy Hpee) s1ro o)

qeQ x[a

Remarquons que dans leur article, les auteurs ne cherchent pas a optimiser I'exposant du
terme d’erreur.

Nous utiliserons essentiellement la méme méthode mais nous aurons besoin de supposer la
conjecture[1.5.6 vraie qui affirme ’annulation en racine carré des coefficients des formes de Hecke
Maaf} pour SL(3,Z).

Nous pouvons de plus remarquer que I'idée de faire une moyenne additionnelle sur les modules
de congruences provient de [Luo05] ot Luo démontre un résultat de non annulation pour les
représentations cuspidales de GL(n,.Ag). La principale différence entre la méthode de Munshi et
Sengupta et celle de Luo est le fait de calculer initialement ou non les sommes sur les caracteres.

3.1 Preuve du résultat conditionnel

Dans cette section nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit ¢ une forme de Hecke—Maaf§ sur SL(3,Z), 6 > 0, Q,Q1,Q2, € Z, tels
que Q1Q2 = Q et Qy =< Q119. Posons de plus

Q ={qeN,q=qiq2,q est premier, Q; < ¢; < 2Q;}.

En supposant la conjecture vraie, nous avons alors
1 2 * 1 1
—3 =3 (,¢® x) L (x) = L(1,6) + O (g~ #+4+)
[l 22 ola) &=~ \2 2

35
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ou I’étoile signifie que la somme est prise sur les caractéres x primitifs et pairs. Si nous rem-
plagons Q par

Q' ={q €N,q = qigo,q; est premier, Q; < ¢; <2Q;,q1 = 23]},
nous pouvons alors prendre n’importe quel § > —%.

Remarque 3.1.2. Remplacer Q par Q' revient a imposer qu’il n’existe pas de racine cubique
de l'unité non triviale modulo q1 lorsque ¢ = q1q2 avec q1 < Q1. En effet, si a est un générateur

de Fy et al une racine cubique de l'unité, nous obtenons a® = 1 et donc 3l = k(q; — 1) pour
un certain k € Z. Si q1 = 2[3], et alors nécessairement 3|k et | = k'(¢1 — 1). Nous avons donc
[q1]-

Corollaire 3.1.3. Si nous supposons la conjecture [1.5.0] vraie, il existe une infinité de caractéres

de Dirichlet x tels que
L 71 P L 71 ;é 0
2 ) X 2 ? X *

3.1.1 Application des équations fonctionnelles approchées

Commengons par poser
1 1 _
Q x[d]

Les équations fonctionnelles approchées pour les deux fonctions L sont les suivantes :

H(pren) - A (;’%>+e<x>32 AR (),

m>1 m

)5 5 (3) e

n>1

ou

Rappelons que les sommes de Gauss intervenant dans les équations fonctionnelles sont définies
par

g—1
e(x) =Y eqla)x(a)
a=0

comme dans le cas ol ¢ est premier. Remarquons tout de méme que, puisque q; et g2 sont
premiers entre eux, il existe deux caracteres de Dirichlet x; modulo ¢; tels que x = x1x2. Nous
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avons dans ce cas €(x) = x1(¢2)x2(q1)e(x1)e(x2). Notons aussi que, puisque nous supposons
que ¢ est primitif, les caracteres x; ne sont pas triviaux. En effectuant le produit de ces deux
équations fonctionnelles, nous obtenons

S=T1+To+T5+T,

ou

hi= |Q\Z g2 X A (v ()

el Cln R ™ "
B g L g X W e () v ()
B = g S 2 X () v ()
o i o S S () % ()

Les sommes T3 et T5 se pourront étre évaluées comme dans [MS15]. Commencons par calculer
les sommes T3 et T, qui nécessitent I'utilisation de la conjecture[1.5.6

3.1.2 Calcul de 75 et Ty

En calculant la somme sur y, nous obtenons

3
|Q \/>7’L77L>1

<> ()

En effet, nous avons

1 . —L o )
S 2 Xl = 51 % ®x(@)(1+ x(~1))

X primitif

ooy Z S em)ena(ag)xa(ag)(1 + xixa(-1))

X1[q1] x2[q2]
X1 primitif x2 primitif

:m Z Z e(X1)e(X2)x1(ag2)x2(aq) (1 + x1x2(—1))

x1lq1] x2(g2]

1
 dla)

1
?(q1)

+ 1.

Z e(X1)xa(ag2)(1 + x1(-1))

x1[q1]

Y e(Xa)xz(aan)(L+ x2(-1))

X2[q2]
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En utilisant les bornes pour Vi et de V5, nous pouvons sommer jusqu'a m < g™t et
n < 7€ avec un terme d’erreur en O(g~1%%°). Pour simplifier les notations, nous ne traiterons
que le cas ou + est +. L’autre cas se traite de maniere identique. En utilisant une sommation
par parties, nous obtenons que la somme sur m est bornée par

i) ()
A €q (qan) _ €qz (qﬂm) 1 ) q . q
mz>1 ;,sz k 1 <GQ1 qQka)eqz (Chkn) ¢(q2) ¢(Q1) + ¢(q) \/m |

En utilisant la conjecture la somme sur k est bornée par m2+¢. Nous avons de plus

Vl(ﬁ)f‘/l(n;xl) <</1 - V(m+x>+ ! V’<m+x)dx
vm vm+1 o 2m+a) \ qf gn(m+a)r L\ gm

<m”EF4mTigm

donc la somme sur m est bornée par

Nous avons donc

Q° 1 ( n
ey Ly Ly
|Q| qeQ \[nzl \/ﬁ "

< QEFte

Remarquons que si nous n’utilisons pas la conjecture [1.5.6] vraie, la borne ci dessus devient
n n . . . . o . .

QT_TQ*‘E, ce qui ne convient pas car I'objectif est de choisir 7, petit et 77 grand. Pour la somme

Ty, prenons une partition dyadique de I'unité sur m. Il suffit alors de borner des sommes de la

forme

9 A(1,m)x(m)x(n) m n
T |Q|Z Z )2 \/%X W(M)Xé(ql_m).

qEQ xld] n,m

Considérons la somme sur m :

vy * oA, m)x(m) o om
(M) ._d)(q)xz[q:] e(x) ;TW(M).

En utilisant 'inversion de Mellin sur W et en appliquant 1’équation fonctionnelle de L(s, ¢ ® x),
nous obtenons

, 7L *E 9 A(l,m)%(m)i % s $)ds
T = S Y e AT /(2) <m) MW (s)d

xl[a] m

_i *6 2L s 1 S~ Y s)ds

xlq] (
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En utilisant successivement 1’équation fonctionnelle de la fonction L, le changement de variable
s — —s et le décalage de la droite d’intégration de Re(s) = —2 & Re(s) = 2, nous avons

Ty (M) = @Z e(x);ﬂ/@) (Z;)s gg‘zfi;L @ +s,¢®x) MW (s)ds

x[d]
R (v A(m, 1)x(m) mM
~ ¢(q) Xz[q:] (X)%: Vm \II( @ )

ou

—_

—

1 JG(s+3)
xp(y)—%/(z)y e D 77)MW( s)ds.

™)

Remarquons que cela est possible car MW est une fonction & décroissance rapide en Im(s)
puisque W est a support compact. Nous pouvons remarquer que nous avons directement démontré
une formule équivalente a la formule de Voronoi énoncée au chapitre 1. Nous obtenons alors

= S g X @A () v ()

n,m

Cette somme se borne alors comme T3 par Q’%z*ﬁ. Nous avons en effet vu dans le calcul de
T3 que la conjecture [1.5.6] implique que ce type de somme ne dépend pas de la longueur de la
somme sur m.

3.1.3 Terme principal : T}

Comme dans la plupart des problemes de ce type, nous obtenons le terme principal comme
étant composé des termes diagonaux m = n. Nous supposerons dorénavant que ¢¢ < ¢ <
. 1 .
min(@Q1, Q2)2. Procédons comme dans [MS15]. Nous avons

)Y(n) m n
g 2 v
qGQ m,n>1
En effectuant la somme sur xy comme pour 75, nous obtenons

= IQIZ 2 F <qﬁ>v2<q7;2>

q€Q m=+n[q|

s, & S ) ()
)

q€Q m=+n[qs]

A(m, 1) m
|Q|¢>q2 2 2 mvl <qm

qEQ m= in[ql]

qgeEQ m,n
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" nitmn2 o1s . . 2 <2
La derniére somme se borne par ¢— z ~ ' en utilisant encore une fois 'inégalité de Cauchy—

Schwarz et une sommation par parties. Les termes diagonaux m = n des autres sommes sont

R @) ()

qgeEQ M

(1+O Q2 / / - G, (%—i—sl)F(QQ )d51d82
— 151 2S2L 1_|_ _|_ ,
G2 oo Urnt= 070 T s

Nous pouvons alors déplacer les droites d’intégration en Re(s1) = —1/7+¢€ et Re(s2) = —1/2+¢
successivement, la contribution des termes diagonaux devient

(1+0(Q5")

(1+0(Qy")

B » 5
L(1,¢) (1 + O(Q2 )) + (2im)? /(_1/2+6) q"%2 L(1 + s9, ) T (i) S

(1+0(Q5h) / . Gy (3 + 1) dsy
181 252L 1 -
- (2im) (—1/7+¢€) ¢ 1+ 51,9) Gy (%) S1

(1—|—O Qz

* / / qmItE2 L1+ 51 + 52, 9)
(2im)? (—1/24¢) J(=1/74¢) G, (%) I (

soit une contribution de
L) +0 (@ #H 1@ %+ 4 Qp),

Les termes non diagonaux de la premiere somme correspondent a

Loy A vy (),
\/ n n
|Q| m,n>1m#n mn g€ Q,qlmEn an ar
En effet, si m = +nlg], alors cela implique que ¢|m F n. De plus, puisque nous avons déja écarté
les termes tels que m = n, la quantité m F n posseéde au plus In(10 + |m F n|) diviseurs. Puisque
les sommes sur m et n sont de longueurs respectives QM 1€ et Q7€ grace aux bornes (1.4.3)

pour un cout négligeable, nous obtenons que la somme sur ¢ est bornée par Q¢. La contribution
des termes restant est alors, en utilisant encore une fois l'inégalité de Cauchy—Schwarz, une

sommation par parties et la borne (L.5.1]),

Q—1+e Z [A(m, 1)] < Q71+72—1+e
m<Qmte, n<Qn2Tte \/ﬁ
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3.1.4 Terme restant : 7,

Il ne nous reste plus qu’a calculer la somme restante en effectuant la somme sur x. Cela se
fait exactement comme dans le cas de T3, et nous obtenons

L. = IQI 2 i > sttt (o )V ()

Va2 mon
(mn,q) 1
1 1 A(1,m) 3 ( m > ( n )
+ a0 — =3 L Kls(mng; )V | —— |V | ——
<] qlz:m (q1)47 /@2 ﬂ;; ) Vmn ol 1) (q1g2)*~™m (q1q2)"

1 1 A(1,m) _3 < m > ( n )
Ol — 3 ———KI )V | ———— |V [ ————
+ Q| quLD ¢(q2)q§\/q7 ;;)l vmn 3(mngy; q1) (q1g2)?—m (Qq2)™

*ig 2 S v (<q1q$3-m> v ((gf))

41,92 ?(q192) Q1Q2) m,r)z

™
=
35

+ 15,

ou T, est composée de somme identiques aux quatre premieres avec un signe — dans toutes
les sommes de Kloosterman. Le calcul de cette somme est identique a celui des premieres, et
nous ne ’écrirons pas. Remarquons aussi que les sommes sur q; et g2 ont des parametres variant
respectivement dans Q; et Qs. Cela revient exactement a sommer sur ¢ € Q.

Nous pouvons borner trivialement les trois dernieres sommes. Par exemple, en utilisant la
borne de Deligne (1.1.7) ainsi que les bornes (1.4.3) et 'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous

pouvons borner la deuxiéme somme par

Q7 Y Z >, M(l\/;»;n)HKls(mW‘;’;%H

n<Qn2te qwn m<Q3—mte
1 1
2 2
P — _
<Q IR Y A m)P >, m!
m<Q3—Mte m<Q3-nte
<<Q 1+f7f+6Q 2

3 3N , _1,m2 M
Rappelons que Q; = Qi7°. La deuxiéme somme est donc bornée en O (Q s F -3 H204e) L

troisieme somme se borne de la méme maniere en échangeant les roles de q; et go : elle est bornée
1,m2 ™M 1_ .
en O (Q2+ 372 25+5>. En effet, nous avons Q:Q2 = @ et donc Qo = Qi %. Finalement, la

derniere est négligeable devant les deux premieres : elle est bornée en O (Q H***) Au total

les trois sommes contribuent a
0 (Q§+25—”71+%2+e) .

Il ne reste qu’a borner la premiére somme, ce qui est évidemment le plus difficile. Afin de prendre
une partition dyadique de 'unité, il faut prendre quelques précautions. Nous pouvons se ramener



42 CHAPITRE 3. Moyenne additionnelle sur les modules

aux sommes suivantes :

1 1 A(1,m ~ _
Ty(M,N) =—: > > \(/m)Kls(mnqS;ql)Klg(man{’;qz)

e (yw () (e ()

ou M en N sont des réels et W une fonction lisse & support compact dans [1,2]. Puisque nous
avons les bornes , nous pouvons négliger les contributions des termes ott M > Q3= %€ ou
N > Qmt¢ En developpant les fonctions V; et Vo, nous avons

G (5 +5) T (F52) dsa d
fMLN) = (27/ / Rt (o1, 52) 652(1)) g(l))fff
2 4

@M\ g\ A(l,m)
Rarn(s1,82) = @ zq: TCJQZ( > <n> —

x Kls(mniy; 1) Kls(mngs; g2) W (%) W <%)

En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous obtenons que Ry n(s1,52)? est borné par

e | X POy (2w (1)

q1E€Q1
m,n>1
qum 2e q" ? m n
X X:q ( - > ; (n) 72Kl3(mnq2,ql)Klg(mnql,qg) w (M) w (N)
n,m,qi 2

<

(QMN)* Z 1
2 / 7
<l mon,q1,ga.gy V 1292

- —3 m n
x Kls(mngy; q1) Kls(mngy; g2) Kls(—mngh; q1) Kls(—mng?; ¢y) W (*) w (*) :

Nous pouvons alors appliquer la formule de Poisson a la derniére somme :

Ml“‘E —~ ( mM n
RM,N(SDSQ) Z C(manvqlaq%qé)w () w <7>

|Q\2 g 01920 N
n>1
q1,92,9%
ol
1 » .
Clm,m,q1,02,05) == ——— > Kls(ang}; a1 Kls(ani; o)

q1(q2¢5)

a  mod q19295

—3 N
x Kls(—ang} s q1) Kls(—ony; gh)eq, guq (m).
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En intégrant par parties la transformée de Fourier de W, nous obtenons que la contribution

1
des termes m > QQ3 M ~1Q° est négligeable. Puisque (g1, ¢2q5) = 1, nous pouvons écrire a de
maniere unique comme

o = 01424520 + 217, -

Nous pouvons alors écrire

C(m,n;q1,q2,45) = A(m,n;q1,q2,95)B(m, n; q1, 42, ¢5)

1 _ —3 _
A(m,ni 01, 42, 65) = Y. Kis(angs; 1) Kls(—cund s a1)eq, (c1msgs),

a1 mod q1

1 _ _ _
B(m,n;q1, 02, 3) == ———5 > Kls(aangy; q2) Kls(—0angy; 4b)eq,q (0, ).
q2q2) az mod ga2q)

o

Nous déterminerons dans la suite des bornes pour A et B selon certains cas.

Bornes pour B

Commencons par borner B. Si g2 = ¢4, la borne de Weil donne

B(m) n;qi,qz, QQ) < 622_14_E

Sinon, nous avons (gz, g5) = 1 et nous pouvons écrire ap = ahqaqs + a4 ghqs de maniere a séparer
a nouveau la somme :

1 _ _ _ _
B(m,n:q1,42,05) = ——— > Kls(agngi; a2)eq (a5 ma,dy) Y Kls(ahngi: 45)eq (ahmdas).
(9205)* o7igs) ajlgh]

N

Nous avons affaire a un produit de deux sommes identiques. Supposons que m = 0. Nous avons
alors pour (k,q2) =1,

g2—1

1 _
Z Klis(agk; q2) = — Z Z €q, (@ + b+ askab) =0
az(ge] © az[gz] a,b=1
Sinon, si m # 0, nous avons
1 g2—1 -
> Kis(aangl; go)eq, (aam@y@y) = — Y eq,(a+ b+ az(ngi’ab + maigh))
az(gz] 42 a,b=1
g2—1
=Y eg(a+nmgigha)
a=1

= V@Kl (nmaqiqy; go)
< V.
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A la derniere ligne, nous avons utilisé la borne de Weyl pour borner la somme de Kloosterman
Nous avons donc finalement, dans le cas ot1 m # 0,

B(m,n; q1q205) < Q3>

Bornes pour A

Commencons par traiter le cas ot gi|m. Nous pouvons effectuer dans ce cas les sommes
successives apres avoir développé les sommes de Kloosterman :

1 —3
A(m,n;q1, 42, 43) = " > Kis(arngs; g) Kls(—aangg ;1)
aiq]

1 * —3
=— Z Z €q, (a1 +ag + by + by + nal(a1a2q23 — blbgqé ))

a1,a2,b1,b2[q1] a1[q1]

1 * 7 3773
== Z eq (@1 +azs + b1 + alazblqi’qé )

q1a1 ,a2,b1(q1]
—3 1 1
= ? Z eq (a1 +a1q5¢5 ) — . + Z
! a1(q1] ! !

< QTN (a1, ¢ — d).

En effet, la derniere somme vaut —1 si g3¢5° # —1]q1] et ¢ — 1 sinon. Dans le cas ot (g1, m) = 1,
nous pouvons utiliser la borne (1.6.2)) pour obtenir

1
,§+6

1
-3+
Am,niqr,ge.¢h) < g 2 < Q"

Il ne reste alors qu’a mettre en commun les bornes obtenues pour A et B pour conclure.

Borne sur C et To(M)

En utilisant les résultats sur A et B, nous obtenons
Q' sim=0, g = b,
0sim=0,qs # gb,
qi,m )Slm#oa@:%»

Q1 Qa2 sim#0, g2 # db.

C(?’L qlaq27q2) < Q Ql 1Q2 (

En effet, puisque ¢2,q5 < ql'% e (car Nous avons supposé 6 > 0), ¢3 = q2 si et seulement si
q2 = ¢b, et donc q1|q3 — q23 si et seulement si g = ¢5. Dans le cas ol il n ex1ste pas de racine
cublque de I'unité modulo ¢;, nous avons automatiquement que G = q2 si et seulement si
g2 = ¢4. 1l suffit alors de supposer que 2Q2 < Q1 (et donc § > —1 + €) pour avoir g3 = ¢4. En
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utilisant ce résultat, il ne reste plus qu’a calculer Rys n(s1,52) :

—~ M n
Cn,qu, ,/W<m )W i
(701,42, 42) 010245 (N)

M1+e
RM,N(Sl, 52)2 <<W

mEeZ
n>1

q1,92,95

QeMl-i-e =
< Q2 Z o
n<N
q1,92

QEMl—i-e _ B
+W Z Q1'Qy (m,q1)
0<|m|<QQaM ™!

n<N
q1,92

QeMl-',-e
>

_|_

0<|m|<QQaM ™!
n<N
q1,92,95

1
<<M1+€N1+EQ—1+EQ51 + N1+5Q—1+6Q2 4 Q€N1+6Q1 2
En utilisant que M < Q3~™m+e, N < Qmte, Q; < Q%” et Q1Q2 = Q, nous avons
Rarn(s1,52) < QFFE -3 H3%e 4 gmi-s+4+e
En prenant 7, suffisamment petit, nous obtenons
Rarn(s1,82) < Q3+ E 3 H5+e,

Finalement, il reste

N[

Th(M,N) < 1 //‘R (s s)|G”( +31)F(5282)@@
o @i S Jo TG () TGR) s w

< QFTF T Hste
3.1.5 Optimisation

En rassemblant tous les résultats précédents, nous obtenons

nitne
5 1

n1
2

$=L(1,f)+Q0(Q +QE 4 Qi EIE).

Nous avons 1’égalité dans les deux premieres bornes si

m + 12 1= 72
2 2’
donc si
ﬂ:17772
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Nous avons alors I'égalité dans les deuxieme et troisieme bornes si

1 3 1) T2
LAY

et donc si

1 6

2 = 6 1

Nous pouvons alors prendre n’importe quel § > 0, ce qui donne la premiere partie du théoreme
BIT

Si pour tout ¢; € Q, il n’existe pas de racine cubique modulo @; (ce qui est le cas en
restreignant la somme sur les ¢ = 2[3]) nous n’utilisons que le fait que QH6 > (2. Nous
pouvons alors prendre § > —i. Nous obtenons donc le résultat souhaité :

S=L(1,6)+0 (Q—s%+%+€) .

3.2 Un résultat non conditionnel

Il est intéressant de mener le calcul sans supposer la conjecture [1.5.6| vraie afin d’obtenir un
résultat améliorant le théoréme 2.0.4l Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1. Soit ¢ une forme de Hecke-Maafl sur SL(3,Z), § > 0, Q,Q1,Q2,€ Z tels
que Q1Qa = Q et Q1 =< Q=1°. Posons

Q ={q € N,q = qiq2,¢; est premier, Q; < ¢; < 2Q;,q1 = 2[3]}.

Nous avons alors

\QIZ Z <+O"¢®X> <;+0‘7X)_L(1+204,¢)+O(q§ZaJFngE)

qEQ x[dq]
ou [’étoile signifie que la somme est prise sur les caractéres x pair et mon primitifs modulo q.

En prenant § = €, nous constatons que le terme d’erreur est bien négligeable pour o >
1/18, alors que le théoreme n’était valide que pour a > 1/10. Nous procéderons comme
précédemment.

Il faut remarquer que si nous remplagons L(s,X) par L(s,x) dans le calcul du moment, il
est possible d’obtenir o > 0. Ce cas est en fait traité dans [Luo05] pour le cas n = 4. Ici le fait
d’avoir une conjugaison complexe ne permet pas de se ramener directement dans le cas d’une
représentation de GL(4). Il est raisonnable de penser qu’avec plus de travail, il serait possible
d’appliquer la méthode de Luo. Son principal avantage est de retirer la nécessité d’avoir Q2 < Q1.
Cela pourrait potentiellement améliorer les parties réelles o admissibles et nous étudierons ce
probleme dans un article résumant cette these.

3.2.1 Equation fonctionnelle approchée et terme principal

Ici, nous appliquons I'équation fonctionnelle approchée du produit, et non des fonctions L
indépendamment, comme nous l’avions fait dans la section n 2[ du chapitre 2. Si nous posons S
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la somme du théoreme [3.2.1} nous avons

g = T1 + T2
ou
oLy Ly s Al (o)
T = — — . Vi—],
! |9 o ?(q) % m,;zl (mn)zte q"
~ 1 4 e Alm, Dx(m)x(n) ( m )
Ty = — > V
2 | |qu #(q) lal <) mzm (mn)z2~« g
avec

1/24a+s 1

L (R G Gra) g
. Y —.

2im J3) r(e)G, (3+a) °

Apres avoir effectué la somme sur y, la somme Tl se calcule de manieére entierement similaire

a Ty, ce qui permet d’obtenir le méme résultat que pour Sj, sans recourir & I'’hypothese de
Ramanujan—Petersson. La somme sur y donne

fg R T G () E

+a
4€Q m=+nlq] (mn)2
(mn,q)=1
Gr T (gf)
qEQ(mnq

‘Q|Z Z <7Z”>+ET( )

q€Q m==n| q]
(mn,q)=1
m#n

ou le terme d’erreur ET'(n) correspond aux trois derniéres sommes du calcul de T7, et sont aussi
bornées par O (Q; 1+5). En développant V et en déplagant la droite d’intégration, la premiere
somme contenant les termes diagonaux devient comme dans la section précédente,

PO G s LA Rt X
\QIZ/ L+ 2a+25) 2ta i 5
qeQ r 2 GV(2+O‘)

= (1+0(Q;"))L(1 4 2a)

(14+0(Qyh)

1
IQIQEZQ

= L(1+2a,¢) + O(Q5 '+ Q~77).

M>Gu(%+a+s)§
S

| -
q"L(1 4 2 + 29)
o F(E% 6 v
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La somme des termes non diagonaux se borne comme dans la section précédente par

> ( +aQ S 1< QT

mn<Qnte glmFn

Nous obtenons finalement
Ty = L(1+20,6) + 0 (QUam0)71re . @hute 4 @-dtdee).

Cela nous fournit le terme principal.

3.2.2 Calcul de fg

Le probleme restant est d’appliquer la méthode précédente a T,. Nous avons

oy A (g 2 )
b= |Q| qlzq:z n2)” nzm (mn)z =% 2 man,ql) V@i o(qr)
(mn,q)=1

. (Kb(iman; @) - @2(@)) v ((‘hZJZ;ZW) '

Commencgons par remarquer que nous pouvons écrire

_1l_4q A(m,l)
T = Q1QQ 2 1 4
19] quqz ( nZ,,)L ) (mn)2
mn,q)=

x Klo(£mng3; q1) Klo(£mng?; g2)V (m)

(q1g2)*—"
+0 (Q%*n(%+a)+%6+e) )

En effet, puisque nous supposons que ()2 < @1, le pire terme d’erreur est

A(m, 1) — m
2 Kly(£mng?; 1)V <>
19 qlz:@ qa o 1+40‘¢(q2) ;7:1 (mn)2~¢ 2 2 0) (qrg2)*—m

(ql q2 ) (477])(%‘1’0‘)“"5

—1+e€
<Q E 1
st4a o44a
q1,92 qi g2

< Q%*n(%+0&)+6Q;%
< Q%*U(%%*a)%»%(ﬂre.

C 1_ . I

Nous avons en effet choisi ici Q2 =< Q2 ~°. Nous avons également utilisé la borne de Weyl pour

borner la somme de Kloosterman. En pratique, nous aurons n > 2 et § = €, ce qui nous assure
. 21

que ce terme d’erreur est borné par Q" 1F€,

Pour la somme restante, nous I’évaluons en prenant des partitions dyadiques de I'unité. Soit
W une fonction lisse & support dans le segment [1/2,2]. Nous avons & évaluer O(In @)) sommes
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de la forme

- 1 s A(m, 1 — —
T5(M, N, s) := al > () 2t Y (mn()é_(irsKh(imnqg;Q1>K52(imnﬁ;Q2)
q1,92 n,m
(mn,q)=1

ol MN <« Q* "¢ puisque nous avons dans ce cas

P (M25) Gy (3 +ats) g

~ 1 - )
Ty = 7/ T5(M, N; ~Z1+0 —zte)
B ey A T (C ENTH I @)

1 ~ s 1
Nous allons étudier la somme les sommes T>(M, N;s) de deux manieéres selon que N < Q=
ou non.

3.2.3 Calcul de T5(M, N) pour N < Q2

Dans ce cas nous procédons de maniére similaire a la borne pour 75 de la section précédente.
Apres avoir appliqué I'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous avons pour Re(s) =€ :

I ! A, m)[? my -
To(M,N;s)* <= w (MY g (T
|<f* qlezél g TR (1) 1- 20+ Re(25) (M) ( N)

m,n>1

1 —_ —
< | D0 1D e Kle(mn@s; ) Kla(mnds; gs)

2
; W ()" (%)
nm,q | g2 43

Q¢(M N )2ote 1 (m)W(n>

QQQEIE(X (q2qé)%+4o¢+Re(s) M N

<

’
m,n,q1,92,95

—2
x Kly(mnis; 1) Kla(mngs; q2) Klo(—mngly 5 q1) Klo(—mnigs; ).

Nous appliquons alors la formule de Poisson pour la somme sur m de sorte & obtenir

. Qe(MN)Qa—i-e 1
T>(M,N;s)? <
ST or vt
41,492,495
x> A(mnsqn,q2,45) B (myni g1, go, gh) W (mM> W (E)
ot 9 1y 9 y Y2 9 1y 9 y Y2 qquq/2 N
(mn,q)=1

ou

1 — —2 _
A'(m,n;q1, 42, 4h) = o > Kl(aing; ) Klo(—aings®; qi)eq, (c1m@sdh),
a1 mod q1

1

B'(m,n;q1,q2,q3) == Kly(aongd; q2) Klao(—aangd; gh)eq,q, (aom,).

lw

(qulz) az  mod qa2q)



50 CHAPITRE 3. Moyenne additionnelle sur les modules

Il est possible de borner ces quantités de maniere entierement similaire a celles de la section
précédente. Pour A’; utilisons (1.6.1) & la place de (1.6.2)) si (¢1,m) = 1. Sinon, si ¢1|m, un

calcul direct donne encore A’ < @, 2. Pour borner B’, utilisons encore la borne de Weyl dans
le cas olt g2 = ¢4 pour obtenir B’ <« Q5 ! Dans le cas ol go # ¢5, nous pouvons décomposer les
congruences modulo ¢; et g5 de la méme maniére que dans le calcul de B. Nous obtenons encore
dans ce cas B’ < Q2—2 + € et B’ =0 si m = 0. Nous avons,

To(M, N3 5) < (MN)EHeteQs-tebeQyt 4 (MN)*N3Q 1o+, .

. 1
Ici, nous pouvons prendre Q; = Q212 avec § > 0.
Nous avons finalement

To(M, N:s) < Q3 nto)tdte 4 gon—i+c

puisque nous supposons que MN < Q47+¢ et N < Q2.

3.2.4 Calcul de T3(M, N) pour N > Q2

Pour se ramener au cas précédent, nous devons prendre un peu plus de précautions. Com-
mencgons par appliquer la formule de Poisson & la somme sur n :

1

- Nzt 34,
B0 Nes) = VS gy e 3

|Q| 41,92 n,m
(mn.q)=1
* A(m, 1 — —
X %K lo(£ma’q3; q1) Kla(£ma'q?; g2)eq, ¢, (a'n)
I,
a’[q1q2]

(G (5e)

ou

W(y) = / LW (@)e(—ay)da.

1
T2 ¢

En décomposant o modulo g1 et g9, nous obtenons

. N3+o e
T5(M,N) = Z(qwz) -

|Q| q1,92
A(m, 1) — — my\ — ( nN
S S Ky (mingd; 1) Kl (£mngd: W(—)W vy
A b (Emnags o) Kls(Emndis a2)W {37 7142
(mn.q)=1

Nous constatons ici que nous retrouvons la méme somme que celle de Ty, avec pour différence
principale que la somme sur n est de longueur N/Q et qu'il y a potentiellement le terme constant
n = 0. Le terme constant contribue au plus a

1

(NM)zte 1
Q Z (q1q2)2H1

q192

< Q ate)te,
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Nous pouvons donc supposer que N < Q'¢. Pour le reste, nous avons comme pour T» une
borne en

1 1

(MN)a M\z 1 Q 2 -1 2—n(i4a)tenr—1 -3 I —na+ —1—3

O () @'+ (y) @) <@t poimrravigr
< Qinta)tste | g-an—gte,

Nous avons utilisé que MN < Q*~ "+, N > Q% et Qo < Q%";. Remarquons encore une fois que

nous sommes dans le cas ou il n’y a pas de racine cubique modulo g, ce qui permet de prendre

n’importe quel § > 0. Nous obtenons ainsi la méme borne que précédemment.
Finalement, en prenant 6 = €, n = 9/4, nous avons

S=L(1+2a,¢)+ 0O (Q%*%a“) .

ce qui conclue la preuve du théoreme |3.2.1
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Conclusion

Nous avons donc pu répondre partiellement dans cette these au probleme initial : existe-t-il
des caracteres de Dirichlet x tels que

H(peo)s(l

ol ¢ est une forme de Hecke-Maafl sur SL(3,Z) ? La réponse s’avere étre positive si nous rem-
plagons 1/2 par 1/2 + « ot «r est de partie réelle assez grande.

Plusieurs pistes de recherche s’offrent & nous quant & amélioration de ces résultats. Tout
d’abord, il serait intéressant d’améliorer la borne de Miller du Théoreme m [Mil06] pour se
rapprocher de la borne optimale de la conjecture folklorique La méthode actuelle peut étre
aisément améliorée si nous arrivons a obtenir de meilleures bornes sur les moyennes de sommes
de Kloosterman.

L’amélioration de telles bornes, comme par exemple le théoreme 1.3 de [KLMS20] dans
notre cas peuvent s’avérer utiles non seulement dans I’amélioration de la borne de Miller, mais
également dans le calcul directe des sommes qui nous concernent.

Une autre piste intéressante que nous avons étudiée et choisie de ne pas faire figurer dans
cette these est I’étude du cas ou la forme de Maaf} est auto-adjointe. D’apreés Gelbart—Jacquet
[GJ78] ou Shimura [Shi75], le produit de fonctions L est alors une fonction L de Rankin-Selberg
de forme de Maafl sur SL(2,Z). L’intérét principal est de pouvoir écrire les fonctions L comme
une intégrale :

1 1 1 15\, .
A <27¢®X> A <2ax> = A (2,fx X f> = A(13X2) //]TO(qQ)\hQ fX(Z)f(Z)E (Zv 23X2) dZ

oll E est la série d’Eisenstein sur le groupe considéré de caractere x2. Cela permet de se ramener
directement a l’évaluation de somme faisant intervenir des coeflicients de Fourier de formes
de Maafl sur SL(2,Z). De plus, I'utilisation des équations fonctionnelles de f et f, rendent plus
souple le choix des sommes exponentielles considérées. L’inconvénient principal de cette méthode
est ’étude a la pointe 0 qui donne des sommes tres longues a borner. Nous envisageons par la
suite de revenir sur cette méthode afin de voir I'impact d’'une moyenne additionnelle sur les
modules comme nous avons fait au chapitre 3.

Enfin, le probleme (plus difficile) venant naturellement & l'esprit est celui de I’évaluation du
second moment des fonctions L pour SL(3,Z). Cela permettrait en effet d’obtenir une proportion
positive de caractéres donnant une non annulation comme cela & été fait dans [ZacI9] ou bien
dans [BFK™17|. Pour I'instant, cela semble hors de portée des méthodes considérées ici.
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