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2 Introduction

En physique quantique, on vulgarise souvent le principe d’incertitude d’Heisenberg en
affirmant qu’il est impossible de connaitre simultanément et avec exactitude la vitesse et la

position d’une particule. En effet, ces quantités sont liées par I'inégalité :

040y > o

ou o, et g, représentent respectivement l'incertitude sur la position et sur la vitesse. Plus la
position d’une particule est connue avec certitude, plus la quantité o, se rapproche de 0 et
donc plus o, 'incertitude sur la vitesse, augmente. Du fait de la dualité onde-corpuscule, ces
propriétés physiques des particules peuvent étre représentées par des fonctions d’ondes qui
sont la transformée de Fourier I'une de ’autre. Ainsi, quand on parle de principe d’incertitude
en mathématiques, on fait référence au fait qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne

peuvent étre toutes deux concentrées en un endroit. Nous nous intéressons dans ce rapport a



une catégorie tres particuliére de principe d’incertitude : celle issue de la théorie de Fourier
discréte. En effet, de maniére analogue au cas continu, nous définissons une transformée
de Fourier sur un groupe abélien fini, et plus loin dans le rapport nous généraliserons sa
définition pour un groupe fini non abélien. Historiquement, Donoho et Stark [3] découvrirent
un des premiers principes d’incertitude pour une fonction f : Z/nZ — C, avec n est un entier

naturel non nul :

-~

lsupp(f)||supp(f)| > n,

et ou supp(f) désigne les éléments de Z/nZ ou f est non nulle. Tao a montré dans [15] une
amélioration significative dans le cas ou le groupe est Z/pZ avec p premier. En effet, dans ce

cas, Tao montre un principe d’incertitude non pas multiplicatif mais additif :

~

[supp(f)| + [supp(f)| > p+1,

pour toute fonction f : Z/pZ — C. La clef de la démonstration de Tao est le théoréme de
Chebotarev. Ce dernier affirme que tous les mineurs de (w”); jez/,z sont non nuls, pour p
premier et w une racine p-iéme de I'unité, cette matrice étant la matrice de la transformation
de Fourier dans certaines bases. Par la suite, Ram Murty et Peter Whang [10] démontrent
une généralisation de ce théoréme permettant une amélioration du principe d’incertitude pour
certaines fonctions définies sur Z/mZ, pour un m quelconque. D’autres principes d’incertitude
ont également vu le jour, comme par exemple la généralisation du principe d’incertitude de

Tao & un groupe abélien fini quelconque par Meshulam [9].

Les principes d’incertitudes dans la théorie de Fourier discrétes connaissent des applica-
tions en combinatoire additive. Nous détaillerons dans ce rapport la nouvelle démonstration
de Tao du théoréeme de Cauchy-Davenport, mais également comment l'analyse de Fourier
discréte a permis & Meshulam [7] de donner une autre preuve d’une certaine majoration de
la constante de Davenport. Cette derniére majoration a notamment permis de montrer qu’il

existe une infinité de nombres de Carmichael [1].

Enfin, nous verrons une généralisation aux groupes non abéliens du principe d’incerti-

tude de Donoho et Stark, la démonstration étant bien plus fastidieuse et complexe que dans



le cas ot le groupe est abélien. Meshulam [8] donne également un exemple d’un autre principe
d’incertitude pour le groupe non abélien & pg éléments, ou p et ¢ sont des nombres premiers

vérifiant que p divise ¢ — 1.

3 Principe d’incertitude de Donoho et Stark et principe

d’incertitude linéaire

3.1 Transformée de Fourier sur les groupes abéliens finis

3.1.1 Premiéres définitions et principe d’incertitude de Donoho et Stark

Soit G un groupe abélien fini. Afin de définir la transformée de Fourier d’une fonction
de GG dans C, commencons par quelques rappels sur les caractéres d’un groupe abélien fini. En
effet, ces derniers forment une base orthonormale des fonctions de G dans C pour un certain
produit scalaire, permettant d’avoir, comme dans le cas continu, une formule d’inversion de

Fourier.

Définition 3.1.1.1 (Caractére). On appelle caractére de G un morphisme x : G — C*. On

note G Uensemble des caractéres de G. Cet ensemble forme un groupe pour la multiplication.
La proposition suivante donne une description des caractéres d’un groupe cyclique.
Proposition 3.1.1.2 (Description des caractéres d’un groupe cyclique).

— Soit n > 2 un entier. Le groupe des caractéres de Z/nZ est isomorphe au groupe

U, des racines n-ieme de ['unité via Uapplication x — x(1). Autrement dit :

V¢ € Uy Yy € Z/nZ, Ak € [0,p — 1], x(-) = ¢~

— De plus, si m € N*, (Z/nZ)™ est isomorphisme & (Z/nZ)™. Autrement dit :

V¢ € Uy, Vx € (Z/nZ)™, Ik € [0,n — 1], x(-) = ¢*,

3



ot . désigne le produit scalaire usuel de (Z/nZ)™.
— Soit p premier. Les groupes Z/pZ et U, sont isomorphes de maniére canonique par

le morphisme qui envoie 1 sur e*™/?, et donc Z/pZ est également isomorphe de

maniére canonique o Z/pZ. Autrement dit :

Yy € Z/pZ, k€ [0,p — 1], x(-) = e2m/p

Définition 3.1.1.3 (Transformée de Fourier). Soit f : G — C. On appelle transformée de

Fourier discréte de f la fonction :

J?: G—C
v 3 f)x(—a)

zeG

Remarque. Cette définition est a mettre en paralléle avec celle de la transformée de Fourier
continue. En effet, pour f : R — R intégrable sur R, on définit la transformée de Fourier de

f comme la fonction :

Cependant, contrairement au cas continu, la définition de la transformée de Fourier discréte,
le théoreme d’inversion de Fourier et la formule de Plancherel ne nécessitent pas d’hypothese
dintégrabilité.

Comme dans le cas continu, les formules d’inversion de Fourier, Plancherel et Parseval

sont vérifiées :

Proposition 3.1.1.4 (Inversion de Fourier et formule de Plancherel). La famille (x). .z est

xX€G



une base orthonormale de {f : G — C} pour le produit hermitien
1 _
<fig>=15) flo)g(), oi f.g: G —C.
’ ‘ zeG
On peut alors définir la norme de f : G — C comme étant :
. 1/2
Ifll=v</f[f>= <|_(;|Z|f(x)|2> -
€@
On a la formule d’inversion de Fourier :
~ 1 ~
Vi:G—C f=<fx>= l—G,Zﬂx)x.
xea
On a également la formule de Plancherel :
1 — 1 ~ = 1 ~_.
¥f.g:G—C, < fg>= @Zf(x)g(w) = —PZ (0300 = = < [,3>,

zeG x€G

et la formule de Parseval :

ViiGC.|If|F = |—(1;|Z|f(:v)|2 - @wa - ﬁnﬂ\?.

zeG xea

On pourra trouver une preuve de ces formules dans [10].

Définition 3.1.1.5 (Support). Soit f: G — C. On appelle support de f l’ensemble

supp(f) = {z € G, f(z) # 0}.

Définition 3.1.1.6. Soit H un sous-groupe de G. On appelle orthogonal de H, le sous-groupe
H* de G défini par :
H* = {y e G, H Ckery}.



En particulier |H*| = |G : H] et donc (H+)* = H.

Proposition 3.1.1.7. Soit H un sous-groupe de G. On a : 1 = |H |1t

Démonstration. Soit y € G.Ona:

Tn(0) =) lu(x)x(-2)

zeG

= x(-a).

zeH

Siy e HY alors 1y(x) = Y,cp 1 = [H| = |H|1y: (x).

Si x ¢ H*, alors il existe h € H tel que x(h) # 1. Alors en effectuant le changement

de variable 2’ =z + h :

Ta(0) =Y x(—@' = h)

r'eH

= x(h) Y x(~=)
reH
= x(M)1u(x).
D’ot comme x(h) # 1, J/.;I(X) =0=|H|1z.(x). O
Proposition 3.1.1.8. Soit H un sous-groupe de GG. Posons le morphisme de restriction :
q:G—H

X,

On a:
vn e H,3j e G, q(i) =1,

ce 11 n’est pas nécessairement unique pour chaque 1, mais on en fixe un pour chaque n. On a



alors la décomposition suivante :
G={i\necH\eH"Y,
et cette décomposition est unique.

Démonstration. Soit n € H. On peut retrouver une preuve classique de l'existence d'un

prolongement de  a G dans [13].

Montrons tout d’abord que ¢~1(n) = {#i\, \ € H*}. Soit x € ¢ *(n), donc par définition

deq,ona:x|H:n.SoithEH,ona:

donc x5t € H+, autrement dit on a bien y € {fi\, A € H*}. Réciproquement, soit A € H+.
Soit h € H, on a :
q(A)(h) = q(m)(h)q(A)(h) = n(h).

Nous pouvons maintenant montrer que G= {n\,n € f{\, A€ HL}. Soit y € @, on a de
maniére évidente que y € ¢+ (X|H>’ et donc par ce qui précede y € {7\, n € ILI\, A€ HL}

Enfin, montrons que cette décomposition est unique. Soit 1,1y € 2] A, Ay € HE tels
que M A; = Mg, Alors pour tout h € H, 1y(h)A1(h) = 12(h)A2(h) donc ny(h) = n2(h). Alors
71 = 12 (comme 7 est fixé pour tout 1), et donc A\; = As. O

Proposition 3.1.1.9. L’application suivante est un isomorphisme :

o: H* —>E/E
G/H —C*
A— N ,
g =AW

ou 7 est l'image dans G/H dey € G.



Démonstration. Tout d’abord, N est bien défini car A € H+ donc ne dépend que de la classe
de y dans G/H, pour tout y € G. On peut vérifier immédiatement que ¢ est un morphisme.
Montrons que ¢ est injective. Soit A € H* tel que ¢(\) = 1. Donc pour tout 5 € G/H,
N(y) =1, d’ou pour tout y € G, A(y) = N (y) = 1, et donc on a A = 1. Enfin, montrons que
@ est surjective. Posons m = [G : H|, et soit x € E/E On partitionne G selon ses classes,
en notant yi, ..., Y, des représentants de ces classes : G = | |I*,(y; + H).Comme pour tout

g € G, il existe un unique i € [1,m], et un unique h € H tels que g = y; + h, on pose
A: g x(%). Enfin A € H+ car pour tout h € H, A\(h) = x(0) = 1. O

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le premier principe d’incertitude. Ce
dernier a été montré en premier lieu par Donoho et Stark [3] dans le cas d’un groupe cyclique,
mais a pu rapidement étre étendu aux groupes abéliens finis en général. La preuve proposée

ici est issue de [15].

Proposition 3.1.1.10 (Principe d’incertitude de Donoho et Stark [3]).

Pour toute f : G — C non nulle, on a :

|supp(f)||supp(f)] > |G-

Démonstration. Soit f : G — C non nulle. On a :

SUp|f )| < Z|f )| = Z|f Lsupp(s (@).

XGG zeG z€G

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que :

1/2 1/2 |Supp |1/2 1/2
Sup|f | < <Z|f ) (Z 1supp(f)<x)> - |G|1/2 <|G| Z |f ) .

XGG z€G z€G ze€G



En appliquant la formule de Plancherel, on obtient :

1/2
= |supp(f)["/?
supl ) < D (5717
xX€G xEG
1/2
supp(H)I'?
XEG el
Au final, on a :
- supp(f)|"/2[supp(F)|> =
x€G x€G

Comme f # 0, par le théoréme d’inversion de Fourier on a fA# 0, d’ou

|G| < |supp(f)|[supp(f)].

]

~

En d’autres termes, ce principe d’incertitude (Proposition 3.1.1.10) affirme que |supp(f)]

G|

ne peut étre qu’'au dessus de I’hyperbole définit par upp()] -

A

Gt 4 G|
yz—

|supp(f)

A J

1 G
Gl lsupp(f)|



3.1.2 Principe d’incertitude sur Z/pZ

Le but de cette section est de montrer un raffinement de la proposition 3.1.1.10 dans le
cas ou G = Z/pZ avec p premier. Grace a la proposition 3.1.1.2; on peut écrire la transformée

-~

de Fourier de f : G — C comme suit : f(§) = Y. f(x)e ?7¢/? pour tout & € Z/pZ.
z€Z/pZ

L’idée initiale de Tao dans [15] est de remarquer que les indicatrices de sous-groupe sont des
fonctions qui vérifient ’égalité dans le principe d’incertitude de Donoho et Stark 3.1.1.10 (voir
proposition 3.1.1.7), nous verrons au lemme 5.2.0.1 dans un cadre plus général des groupes
non abéliens que ce sont "essentiellement" les seules. Si le groupe considéré est Z/pZ, étant
donné que ce dernier n’a que des sous-groupes triviaux, il parait raisonnable de pouvoir

améliorer le principe d’incertitude en utilisant ce qui précede.

Théoréme 3.1.2.1 (Principe d’incertitude sur Z/pZ [15]).

~

1. Soit f: Z/pZ — C non nulle. On a : |supp(f)| + |supp(f)| > p+ 1.

2. Réciproquement, soit A, B C Z/pZ non vides. Si |A| + |B| > p + 1 alors il existe

-~

f:2Z/pZ — C telle que supp(f) = A et supp(f) = B.

En reprenant une vision "graphique" du principe d’incertitude, ce raffinement montre

que pour les fonctions définies sur Z/pZ, |supp(f)| ne peut étre qu’au dessus de la droite
p+1—|supp(f)]:

|supp(f)]
|G|

10



Pour montrer ce théoreme, Tao utilise le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2.2 (Théoréme de Chebotarev). Soit p premier et w € C une racine primitive

p-ieme de Uunité. Tous les mineurs de (wY); jez/pz sont non nuls.

L’intérét du théoréeme de Chebotarev dans notre cas est de montrer I'inversibilité de la
transformée de Fourier pour des fonctions dont le support et celui de leurs transformées de

Fourier sont restreints.

En effet, les mineurs de la matrice précédente sont exactement dans des bases adap-
tées les matrices des applications suivantes (Proposition 3.1.2.3). Ces déterminants non nuls
donnent alors 'inversibilité de ces applications. Nous proposons en annexe trois preuves dif-

férentes du théoréme de Chebotarev.

Proposition 3.1.2.3. Soit p premier. Soient A, A C Z/pZ non vides tels que |A| = |A.

L’application suivante est inversible :

ot I*(A) = {f : G = C,supp(f) C A}.

Démonstration. Posons n = |A| = |A| et on écrit A = {zy,...,2,}, A= {&,...,&}. En
particulier B = (1(z,},--.,1{,}) est une base de I?(A) et de méme B’ = (g3, ..., 1ie})

est une base de [*(A). Comme pour tout ¢ € [1,n] :

Tlgay = 1y

A

= 2 Lua@e ™),

xeZ/pZ

=€

A

J=1

722'7rx¢-/p|

11



en posant w = e 2"/?_ la matrice de T dans les bases B & B’ est alors :

wrhs o ytné

MCLt&BIT =

wxlfn L wxnfn

qui est de déterminant non nul par le théoréme de Chebotarev (Théoréme 3.1.2.2).

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme 3.1.2.1.
Démonstration du théoreme 3.1.2.1.

1. Supposons par 'absurde qu’il existe f : Z/pZ — C non nulle telle que

~

[supp(f)| + [supp(f)| < p.

o~ ~

Posons A = supp(f), et on a donc |A| < p — [supp(f)| = |Z/pZ \ supp(f)|. Alors il
existe A C Z/pZ tel que A Nsupp(f) = 0 et |A| = |A|. En effet, il suffit de prendre
AcC (Z/pZ \ supp(f)) tel que |A| = |A]. Donc pour ce A et A, ona Tf =0, ce qui
est absurde car f # 0 et T bijective par le lemme 3.1.2.3.

2. La preuve de la réciproque se fait en deux étapes, en fonction de la valeur de |A|+|B].

On en déduira I'étape 2 de I'étape 1.
Etape 1 : Soient A, B C Z/pZ, non vides, tels que |A| + |B| = p+ 1. Montrons qu'il

existe f : Z/pZ — C telle que supp(f) = A et supp(f) = B.
Il existe A C Z/pZ tel que |[A| = |A] et |[AN B| = 1. En effet, posons

k=|ANB|=|Al+|B|-|AUB|=p+1—-]|AUB| > 1,

et notons AN B = {x1,...,2;}. Posons A = A\ {xs,...,2;}, de telle sorte que
|ANB| = 1. Cependant |A| = |A|—(k—1), on cherche alors a rajouter k— 1 éléments

12



qui ne sont pas dans B a A pour former A tout en gardant ]121 N B| = 1 mais que
|A|=]A]. Ork—1=p—|AUB| = |(AU B)°|, donc au final A = AU (AU B)°
convient.

Notons A N B = {¢}. Par la proposition 3.1.2.3, il existe f € I?(A) non nulle telle

que T'f = 1¢. Par définition on a supp(f) C A et de plus,
|AUB|=|A|+ |B|-|AnB|=|A|+|B| - |AnB| =p.

On en déduit que AUB = Z/pZ, et donc on peut décomposer Z/pZ = (A\{¢})UB.
Comme J/C\’A, F est nulle sur A \ {¢} donc supp(f) C B. Enfin, si par I'absurde
[supp(f)| < |A] ou [supp(f)| < |B] alors |supp(f)|+[supp(f)| < |A|+|B| = p+1, ce

-~

qui est impossible par le sens direct du théoréme, d’ott supp(f) = A et supp(f) = B.
Etape 2 : Soit A, B C Z/pZ, non vides, tels que |A| + |B| > p + 1. Posons

S={(A,B) € (P(Z/p2))", A CA B CB, |A|+|B|=p+1},

ou P (Z/pZ) est 'ensemble des parties de Z/pZ. S est fini, nous notons s son cardinal
et (A1, By),..., (A, By) ses élements. Par I'étape 1, il existe fi,...,fs : Z/pZ —
C telles que supp(f;) = A; et supp(ﬁ) = B; pour tout i € [1,s]. On cherche
A1, ..., As € C tels que supp(f) = A et Supp(]/‘:) = B ou l'on pose f =7 | \fi.
Or pour tout Ag,...,As € C,supp(f) C A et supp(fA) C B. En effet, si x ¢ A alors
pour tout i € [1,s] = ¢ A; donc fi(z) = 0 et f(x) = 0. On applique le méme
raisonnement pour ]?

Au final, on cherche A\, ..., \; € C tels que

Ve e A0  Nifi(x) #0

Ve € B, Y0 Mifi(€) £0.

Posons pour tout x € A, V, = {(A\1,...,As) € C5, >0 \ifi(x) = 0}, qui est sous-
espace vectoriel de C® de dimension au plus s — 1. De méme, posons pour tout

£ € BWe ={(M,....Ns) € C, >0, )\iﬁ-(ﬁ) = 0}, qui est aussi un sous-espace

13



. s : .
vectoriel de C* de dimension au plus s — 1. Comme J,c Ve U Ugcp We est une
union finie de sous-espace vectoriels de dimensions strictement inférieures a s, on

obtient que :

UwvulJwece,

€A ¢ebB

autrement dit il existe (Aq, ..., As) € (Nea V&N Neen WE. Pour ces \;, on a bien :

Ve e A, f(x) #0

-~

V¢ € B, f(§) # 0.

]

Corollaire 3.1.2.4. Soit d € N, P = zd: c;z" € Clz], ot chaque ¢cj € C* et 0 < ng < ny <
.. < ng <p. Alors P admet au plus dj;c(t)cmes parmi les racines p-iémes de ['unité.
L’élément central dans la démonstration de Tao est le théoréme de Chebotarev, qui
s’applique lorsque la taille de la matrice est un nombre premier. Ainsi, si I’on dispose d’une
généralisation du théoréme de Chebotarev au cas ol la taille m de la matrice n’est pas un
nombre premier, il sera possible d’adapter cette démonstration pour prouver un principe

d’incertitude linéaire sur Z/mZ. C’est suivant cette idée que Ram Murty et Peter Whang

[10] ont montré en utilisant la théorie des groupes de Lie sur le groupe unitaire la proposition

suivante :
Proposition 3.1.2.5. Soient py,...,p, les diviseurs premiers de m, wy,...,w, des racines
m-iemes de l'unité deuxr a deux distinctes, et ki,...,k, des entiers deux a deux distincts

modulo m. Si

[T |ri— 5l

1<i<j<n

I G—-1)

1<i<j<n

%Npl—l—...—i-NpT

alors det ((wfj)lgi’jgn) 7é 0.

14



En posant P(A) la condition sur A = {k1,...,k,} CZ/mZ :

[T |mi =l

1<i<j<n

II (G—1)

1<i<j<n

§£Np1+...+Npr,

ils en ont déduit le théoréme :

Théoréme 3.1.2.6. Soit f : Z/mZ — C non nulle. Si P(supp(f)) ou P(supp(]/”\)), alors

~

|supp(f)| + [supp(f)| = m + 1.

3.2 Le théoréme de Cauchy-Davenport

Cette section est consacrée a une application du principe d’incertitude 3.1.2.1 & une
autre démonstration du théoréme de Cauchy-Davenport 3.2.0.1. Cette nouvelle preuve est

issue de [15] et nous proposons une preuve plus classique en annexe.

Théoréme 3.2.0.1 (Cauchy-Davenport).
Soient A, B C Z/pZ, non vides. Posons A+ B ={a+b,a € A,b € B}. Alors :

A+ B| = min(|A| + |B| - 1,p).

Démonstration. Soient A, B C Z/pZ, non vides.

Il existe X, Y C Z/pZ tels que | X| =p+1—|A, |Y|=p+1—|Blet | XNY| =
maz(|X|+ Y| —p,1). En effet, comme A # (), il existe X C Z/pZ tel que | X| =p+1—|A|.
Donc | X¢| = |A| — 1. On distingue deux cas :

Cas1: Si|X|+1 > |B| il existe Y/ C X tel que |Y’| = |X|+ 1 — |B|. En posant
——

<0

Y =Y'UX% onabien |X|=|X|+1—|B|+|A|—1=p+1—|B|.

Cas2: Si [X[+1 < [B|, alors p — [X| > p+1— [B|. De plus, il existe Y" C X
singleton, et Y” C X tel que |Y'| = p — |B|. En posant Y = Y’ LU Y”, on a bien
Y=+ " =1+p—IB|
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Dans tous les cas, [ X NY| = |Y'| = max(|X|+1—|B|,1) = max(|X|+|Y]|—p, 1).

Par (ii) du théoréme 3.1.2.1, il existe f : Z/pZ — C telle que supp(f) = A et supp(]?) =
X. De méme, il existe g : Z/pZ — C telle que supp(g) = B et supp(g) = Y. Alors la fonction

z— fxgx Z f gl‘— Zf

hezZ/pZ ;AO sihe A 750 si x€h+B z€A

vérifie supp(f*g) C A+ B. Eneffet,six ¢ A+ B,onaVhe A,x ¢ h+ Bie glx—h)=0.
Donc f * g(x) = 0.

De plus, f/>|<\g = fﬁ, donc supp(f/>|<\g) = X NY # (). En particulier, par inversion de
Fourier, f % g # 0.

Par le sens direct du théoréme 3.1.2.1, on a :

Isupp(f * g)[ + |[supp(f * )| = p +1,

S (.

<|A+B| —|XnY|
donc [ X NY|<p+1—|A+ B|. On en conclut que :
|JA+B|>p+1—max(|X|+|Y]—p,1)

=p+1—mazx(p+2—|A|—|B|,1)

> min(|A[ + B[ —1,p).

4 Des principes d’incertitudes sur un groupe abélien fini

4.1 Un principe d’incertitude linéaire sur les groupes abéliens finis

Comme nous avons pu 'observer pour le principe d’incertitude sur Z/pZ, I'idée que les
indicatrices sont essentiellement les seules applications qui réalisent I’égalité dans le premier

principe d’incertitude nous invite a améliorer ce dernier entre chaque diviseur du cardinal
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du groupe. En effet, le groupe étant abélien, ces diviseurs correspondent exactement a un
sous-groupe, par la réciproque au théoréme de Lagrange. Nous ne pouvons pas espérer en
général une droite, comme vu pour le principe d’incertitude sur Z/pZ, car Z/pZ constitue un
cas trés particulier ot il n’y a que des sous-groupes triviaux. Cependant, nous allons montrer
qu’entre chaque paire de diviseurs successifs du cardinal du groupe, nous pourrons reproduire
ce qu’il se passe pour Z/pZ. Cela nous donnera graphiquement un aspect de ligne brisée, ou

les sommets correspondent aux diviseurs du cardinal du groupe, comme illustré ici :

lsupp(Hl 4
G| T % |G|

|supp(f)|

Définition 4.1.0.1. Soit n € N*, k € [1,n]. On pose :
— dy(n, k) = max{d|n, d < k}, do(n, k) = min{d|n, d > k}. Ces quantités sont les
diviseurs successifs (ou égaux) de n tels que k € [dy, do].
— u(n, k) = ;-(di +d2 — k), ot dy = di(n, k) et dy = da(n, k). Si k € [di,do], u(n, k)

correspond au segment reliant (dl, d%) et <d2, %)

~

— Vk € [1,n],0(n, k) = min{|supp(f)|, f : G — C non nulle, |supp(f)| < k}.
L’objectif de cette section est de montrer le théoréme de Meshulam [9] :

Théoréme 4.1.0.2 (Principe d’incertitude linéaire sur un groupe abélien fini).
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Posons n = |G|. Soit f : G — C non nulle. Alors :

~

|supp(f)| = u(n, [supp(f)]).

Ce théoréme nous donne une meilleure minoration que celle du théoréme 3.1.1.10, mais

elle n’est stirement pas optimale, au vu par exemple du théoréme 3.1.2.6.

Pour montrer ce théoréme, nous allons le montrer par récurrence sur le cardinal de G.
Voyons d’abord comment se comporte la fonction © (resp. u) en fonction d’un sous-groupe

de G (resp. le cardinal d’un sous-groupe de G).

Remarque. Donner des encadrements de © est un sujet encore étudié. Bonami et Ghobber
ont donné dans [2], pour certains groupes, une description des fonctions dont le support vaut
un certain k et celui de leur transformée de Fourier vaut ©(n, k). Cela étend la description

des cas d’égalités quand le groupe est Z/pZ, car dans ce cas O(n, k) = |G| — k + 1.
4.1.1 Lemmes intermédiaires
Posons n = |G].

Proposition 4.1.1.1. Soit H un sous-groupe de G, k € [1,n].
Il existe s € [1,|H|] et t € [1,|G/H|] tels que st < k et O(G,k) > O(H,s)O(G/H,t).

Dans la preuve de la proposition 4.1.1.1, nous allons vouloir qu’il est intéressant de

poser les fonctions suivantes au vu de la définition de ©(H, s) et de O(G/H, t).

Définition 4.1.1.2. Soit f : G — C, et H un sous-groupe de G. On pose pour tout y € G :

fy: H—2C

h— f(h+y),
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et pour tout n € o:
F,:G/H—C

g f,()i(—y).

Lemme 4.1.1.3. Soit f : G — C, et H un sous-groupe de G. On a :
Vi€ HyA € H J(iA) = Fy(V),

ou N est défini a la proposition 3.1.1.9.

Démonstration. Soit n € H et A € H-. Posons m = |G : H], et on partitionne le groupe
selon ses classes G = | | (y; + H). On a :

FN) =" f@) (A (—z)

Montrons maintenant la proposition 4.1.1.1.
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Démonstration de la proposition 4.1.1.1.

Etape 1 : Montrons que Vf : G — C,f # 0,3s € [1,|H|],3t € [1,|G/H]|],st =
[supp(f)| et [supp(f)| > O(H,s)O(G/H, ).
Soit f : G — C non nulle. Posons k = |supp(f)|. On écrit encore G = | |\, (v; + H),
oum = |G/H]|.
Regardons les classes sur lesquelles f n’est pas nulle : on pose I = {i € [1, m], supp(f)N
(y; + H) # 0}, et t = |I|. Par définition, on a bien que ¢t € [1,|G/H]|]. De plus,
pour tout € H, |supp(F,)| < t (en effet, si j ¢ I, f,, = 0 donc par définition
F,(y;) = 0). Donc pour tout n € ILI\, si F,, # 0, alors par définition de © on a
[supp(F,)| > ©(G/H,1).
Posons s = %. Comme [supp(f)| = k < |H|t, on a bien s € [1,]H|]. Montrons qu’il
existe ¢ € I tel que 0 < |supp(f,,)] < s. Par 'absurde, supposons que pour tout
i € 1, |supp(f,)| > % ou |supp(f,,)| = 0. On peut alors séparer les classes selon si

f est nulle dessus ou pas :

supp(f) = |_|(wi + H) nsupp(f)| || |(wi + H) N supp(f),

iel ¢l

J/ [\ S

TV v
de cardinal >|I|s=k =0

et donc [supp(f)| > k ce qui est absurde. D'ou il existe ¢ € [ tel que 0 <
> O(H,s).

|supp(fy,)| < s. Par définition de ©, on a \supp(]/f;)
Aussi remarquons que si n € supp(f;), F,(g:;) = fyl( )7(—y;) # 0 donc F), est non
nulle.

Enfin, la proposition 3.1.1.8 nous permet avec le lemme 4.1.1.3 de compter les
X € supp(f) en les décomposant (de maniére unique) en N\ avec n € HetAe H,
et en regardant pour chaque n € Hsi)Ne supp(ﬁ;).
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Tout cela mis bout & bout nous permet d’écrire :

supp(f)] = > [supp(F,)|

neH
> Y |supp(F,)|
nesupp(ﬁ\i)

> |supp(F,)|©(G/H, 1)
> O(H, s)O(G/H,t).

Etape 2 : montrons que Yk € [1,n],3s € [1,|H|],3t € [1,|G/H]|], st < k et O(G, k) >
©(H,s)O(G/H,t). La différence avec 'étape 1 est que cette derniére nous donne
Pexistence de s et t & f fixée, on cherche maintenant s et k indépendants de f.
Soit k € [1,n]. Posons F' = {f : G — C non nulle, [supp(f)| < k}, qui est fini, de
cardinal noté [. Ecrivons fi, ..., f; ses éléments. En appliquant I'étape 1 a chacune
des ces fonctions, on obtient que pour tout i € [1,[], il existe s; € [1,|H]|| et
t: € [1,|G/H|| tels que s;t; = |supp(f:)| et [supp(f;)| > O(H, s;)O(G/H.,1;). Posons
(s,t) € {(s5,t;),1 € [1,1]} tel que (s,t) réalise le minep ;y ©(H, s;,)O(G/H, t;). Alors

st < k et pour tout f € F, |supp(f)| > ©(H,s)O(G/H,t). On en conclut que
O(G,k) > O(H,s)O(G/H,t).

Proposition 4.1.1.4. Soitd|n, s € [1,d] et t € [1,%]. On a : u(d, s)u(5,t) > u(n, st).

Démonstration. La preuve de la proposition 4.1.1.4 repose uniquement sur des inégalités de
convexité. Posons k = st, a; = dy(d, s), b = di(%,t) et ¢; = di(n, k) pour i = 1,2. Par
définition de u, on a I’équivalence :

(a1+a2—s)(b1+b2—t) > 01+C2—l{5
a1a2b162 B C1C2 .

u(d, s)u(%,t) > u(n, st) <=

Comme la derniére expression est symétrique en aq,as, by, bs, on peut supposer sans perte

de généralités que a1b; < a1by < ash; < agby. Or remarquons que comme a; < s et by < t
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alors a1b; < k, et de méme comme s < ay et t < by alors k < asby. Nous allons donc

faire une disjonction de cas en fonctions de ol se situe k par rapport a aiby et asbl. Posons

k

my = max(ay, %) et my = min(ag, ;-). Par définition on a :

my < s < mo,

cela va nous servir dans un instant car nous allons vérifier des inégalités sur les valeurs

extrémes de s et conclure avec un argument de convexité. Supposons que a1b; < k < a1bs

Or a1bi|d x &2 =n et de méme a1b2|n, on a :
d 9

aiby <c1 <k <er < agbs.

arbi+aibo—k > c1tco—k On a:

Montrons que bt = ae

a1b1+a1b2—k‘>cl+02—k 1 1 k >]_ 1 k

(a1by)(arby) — C1Co 9151 arby  aibiaiby T o C1C2

-~

(%)

Ecrivons k& comme barycentre des autres points : k = (1 — t1)aib; + t1a1bs et k =

(1 —t3)c1 + tacy, pour un certain ty,ty € [0, 1]. Alors :

() 1 n 1 <1—t1+ t1>>1+1 (1—t2+t2>
a1by  aiby a1be arby/ — Cy c1
1—t1+ t1 >1—t2+t_2

arby amby T Co

Or la fonction x +— % est convexe sur R’ , donc la derniére assertion est vraie, comme l'illustre

le graphique suivant :
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v

(a1taz—s)(bitba—t) ~ aibitajbo—k .
ajazbibs - (albl)(a1b2) ' Or ’

I1 suffit donc de montrer que

(a1 + as — 8)(b1 + bQ - t) > a1b1 + a1b2 —k
ayazb1by — (a1b1)(a1by)

= f(s) > d,

ot on a posé f(s) = ay(a; +as —s)(by + by — %) et d = asa by + asa by — kay. On doit vérifier
'assertion précédente pour tout s € [my, ms]. Cependant, f est concave, pour montrer que
f(s) > d, il suffit de montrer que la corde reliant my, f(my)) et (mq, f(ms)) est au dessus de
la droite y = d. Cependant, comme le minimum de la corde est atteint en une des ces deux
extrémités, il suffit de montrer que f(my) > d et f(mg) >. Or ici m; = a; et mg = %, de
simples calculs donnent :

flar) =d,

et
/ (bﬁ) >d <= (azhy — aiby)(k — arby) > 0,

1

ce qui est vrai. D’ou le résultat.

On raisonne exactement de la méme maniére pour les autres cas (si a1bs < k < asb; ou

si asby < k < asbs), que nous ne détaillerons pas. O

Enfin, terminons par une dernier lemme sur la décroissance de la fonction u suivant la

variable k :
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Lemme 4.1.1.5. Soit k, k' € [1,n]. Si k' <k alors u(n, k") > u(n, k).

Démonstration. Posons d; = d;(n, k) et d; = d;(n, k") pour i = 1,2. Par définition : d} < d; <
dy et d] < d, < dy. Nous allons donc faire une disjonction de cas en fonction de si dy < ds

ou non.

Cas 1 : si d] < dy Comme u(n, k') est la droite reliant ( . dﬂ,1> et ( 5, dﬂ,z) en fonction
de k' € [d}, d}], et de méme pour u(n, k) pour k € [dy,ds], on a u(n, k') > u(n, k).

Cas2:sid) <d, <d; <dy Comme d) et dj sont des diviseurs consécutifs ou égaux
de n et de méme pour d; et do, alors : (dy = dj ou dy = dj) et (dy = dy ou dy = ds).

Dans chacun de ces quatre cas, on a u(n, k') > u(n, k).

4.1.2 Preuve du principe d’incertitude linéaire sur un groupe abélien fini

Démonstration du théoréme 4.1.0.2. On montre par récurrence sur n = |G| que :
vk € [17 n]a @(G7 k) > u(”? k)?

car ceci implique le théoréme. En effet, supposons que Vk € [1,n], (G, k) > u(n, k) et soit f :

~

G — C non nulle. Par définition de ©, on a : |supp(f)| > ©(G, |supp(f)]) > u(n, [supp(f)])-

D’abord, supposons que n = p premier et montrons que et montrons que Vk €

o~

[1,p],0(G, k) > u(p, k) . Soit k € [1,p], et f : G — C non nulle telle que |[supp(f)| < k.

Comme p est premier, on a :

1 sik<p
dl(p7k):

P sik=p

(

1 sik=1
d2(p7k):

p sik>1
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Si k=1, alors |[supp(f)| = 1 d’ou par le théoréme 3.1.2.1 :

~ p
>p+l—1=—"(14+1-1).
lsupp(f)| > p + 1><1( + )

Si k €]1,p|, alors 1 < |[supp(f)| < k < p, d’ou par le théoréme 3.1.2.1 :

supp(f)| > p+1 — |supp(f)| = %(1 +p = |supp(f)]) > 5 i 5

(14+p—k).

Si k = p, alors 1 < |supp(f)| < p, d’ou par le théoréme 3.1.2.1 :

. - _p B
lsupp(f)| > p+1—[supp(f)| > 1 pxp(pﬂ’) p)-

D'ou Vk € [1,p], (G, k) > u(p, k).

Supposons maintenant que n n’est pas premier et que pour tout groupe G’ de cardinal
|G'l = n' < non a queVk € [1,n], O(G k) > u(n',k'). Soit k € [1,n]. Comme n
n’est pas premier, il existe d un diviseur de n tel que d # 1,n. Comme G est abélien,
par la réciproque au théoréme de Lagrange il existe H un sous-groupe de G de cardinal
|H| = d. En appliquant la proposition 4.1.1.1, il existe s € [1,d] et t € [1,5] tels que
st < ket O(G, k) > O(H,s)O(G/H,t). Or par hypothése de récurrence, ©O(H, s) > u(d, s) et
O(G/H,t) > u(%,t). On en conclut que :

O(G. k) > u(d, s)u(, 1)
> u(n, st) par la proposition 4.1.1.4

> u(n, k) par le lemme 4.1.1.5.

4.2 Un principe d’incertitude sur (Z/kZ)"

Dans cette section, nous allons voir un nouveau principe d’incertitude découvert par

Meshulam [7] sur (Z/kZ)"™ pour un type de fonction particulier. Nous appliquerons ce principe
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d’incertitude restreint a I'indicatrice d’un certain sous-groupe, nous donnant une autre preuve

d’une estimation de la constante de Davenport.

Soit k > 2 un entier. Grace a la proposition 3.1.1.2, en fixant ( € Uy, la transformée

de Fourier sur (Z/kZ)" peut s’écrire :

fi(z/kz)" —C
pe— Y fy)rT

ye(Z/kZ)n

4.2.1 Le principe d’incertitude

alk,0) =1

Définition 4.2.1.1. Posons par récurrence :

alk,s) =lalk,s—1)5] sise N
Théoréme 4.2.1.2. Soit f : (Z/kZ)" — C telle que f(0) =1 et Ve € {0,1}"\ {0}, f(e) =0.
On a :

-~

|supp(f)| > a(k,n).

Commencons d’abord par deux petits lemmes qui nous serviront pour prouver le théo-

réme 4.2.1.2.

o~

Lemme 4.2.1.3. f : Z/kZ — C telle que |supp(f)| < 1. Alors il existe xy € Z/kZ tel que
f(0) = f(1)¢.

Démonstration. Comme |supp(f)| < 1, il existe 29 € Z/kZ et C € C tels que f= Cliyy. Or

par la formule d’inversion de Fourier (3.1.1.4), on peut écrire :

1 C
g() = E Z Cl{ro}(')(y.' = ECIO.'-

yeZ/kZ

En évaluant en 0 et en 1, on en déduit que g(0) = g(1)¢~*. ]

Lemme 4.2.1.4. Soient X un ensemble Ay,..., A C X, et u € N tels que |A;| > u pour
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touti € [1,k]. On a :

k k .
|UAi|+|ﬂAi| > 1
i=1 i=1
Démonstration. Posons v = | (i, A;| et pour tout i € [1,k], B; = A; \ (N, As), de sorte
que N, B; = 0.

D’une part
{(2,9) € X x [1,k],z € B} > min{|Bi|,i € [1,k]}k > (u— 0k,
~—
>u—v

et d’autre part si un z € B; pour un certain ¢, alors il ne peut appartenir au maximum a

k—1 Bj car (), Bi =0, donc

k
{(z,7) € X x [1,k],w € B} < [ JBil(k - 1),
i=1
ce qui nous permet d’écrire :
k k k
JAl+ 1Al =1 Bil +2v
i=1 i=1 i=1
(u—v)k
>— 42
< T + 2v
ku v(k —2) u
_k—1+ - _—k_lparlelemme4.2.1.4

On peut maintenant prouver le principe d’incertitude.

Démonstration du théoreme 4.2.1.2. Montrons le théoréme par récurrence sur n € N*.

Soit f : Z/kZ — C telle que f(0) = 1 et f(1) = 0. Par le lemme 4.2.1.3, on a que

|supp(f)| > 2. De plus, a(k,1) = [a(k,0)-55] = [£] = 2, ce qui donne bien [supp(f)| >



a(k,1).
Soit n > 2 un entier. Supposons que :
Vg (Z/KZ)" = €, (9(0) = 1 et ¥e € {0, 1)\ {0} g(c) = 0) —> [supp(3)] = a(k,n—1).

Soit f: (Z/kZ)" — C telle que f(0) =1 et Ve € {0,1}"\ {0}, f(g) = 0. On pose pour tout
y€Z/kZ

fy: (Z/kZ)" ' — C

z— f(x,y),
et pour tout a € (Z/kZ)"!

Ga: Z/kZ — C

y— fyla),

de sorte que :

Y(a,b) € (Z/kZ)" ' x Z/KZ, fla,b)= > > fla,y)¢ @

ze(Z/kZ)n—1 yeZ/kZ

5 (e
)

yeZ/kZ \ ze(Z/kZ)"~1

= Y fla)

yezZ/kZ

= 9a(b)

On en déduit que [supp(f)| = D .c(z/mzyn-1 |supp(ga)|-
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Posons pour tout i € [0,k — 1] :

hi: (Z/kZ)" ' — C
x> fo(z) — ¢ fi(z).

Par hypothése sur f, on a pour tout i € [0,k—1] : 2;(0) = 1 et Ve € {0,1}" 1\ {0} h;(¢) = 0,
et donc

Or par linéarité de la transformée de Fourier, on a :

Vi € [0,k — 1] supp(hs) = {a € (Z/kZ)"™", 9 (0) # C'ga(1)}.

On remarque que pour un a € (Z/kZ)"1, ¢'il existe i € [0,k — 1] tel que a € supp(h ) alors

ga # 0 et donc par la formule d’inversion de Fourier |supp(g,)| > 1.

Egalement, pour un a € (Z/kZ)", si a € N}, 0 supp(h ) alors g, n’est pas de la forme
C¢~% pour un C € C et yp € Z/kZ. En effet, si c’était le cas, on aurait g,(0) = (¥ g,(0) et

donc a ¢ supp(f/zy\o). Par le lemme 4.2.1.3, on a donc [supp(g,)| > 2.

Au final :

supp(f)l = > [supp(ga)l

a€(Z/kZ)n—1

> > supp(da)|+ D> |supp(ga)|
ae(UiZg supp(h)\(NEZg supp(hs))  >1 acMiZgsupp(hs) 2
k—1 . k—1 k—1
> [(| supp(ha)) \ ([ supp (k)| + 2| () supp(hs)|
=0 =0 =0
>!Usupp |+|ﬂsupp
S ka(k‘, n— 1)7
= k-1
et on en conclut que [supp(f)| > a(k,n). O
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On termine avec un corollaire de ce principe d’incertitude.

Corollaire 4.2.1.5. Soit f : (Z/kZ)* — C. Supposons que n > k — 1 et que f(0) = 1 et
Ve € {0,1}"\ {0}, f(e)=0. Ona :

anP) > £ ()

~

Démonstration. Par le théoréme 4.2.1.2 on a que : [supp(f)| > a(k,n). Or par définition de

a, comme n > k — 1, une rapide récurrence donne :

Lk n—(k—1)

Montrons que a(k,k — 1) = k. Par définition, on a :

atii=1y =[] [t ] ] A 5],

ouily a k—2 [-] dans lexpression précédente. Or a l'intérieur du crochet j € [1,k — 2], on

. . , , + 1 :
a par récurrence {%W =j+2car % =j+1+ 2—1 Au final, on obtient que
<1

. n—(k—1)
supp(F)l 2 k()

1 1 K\
et comme In <1 + E) < ;=5 et donc <H) < e, on conclut que

(Pl 2 £ (55)

4.2.2 Une application pour la constante de Davenport

Définition 4.2.2.1 (Constante de Davenport). Posons s(G) le plus grand entier non nul tel

qu’il existe une famille (ay,...,a5) € G* vérifiant que toutes les sous-sommes de la famille
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soient non nulles, autrement dit :

s(G) = max{s € N*,3(ay,...,as) € G*,VI C [1,s] non vide, Zai # 0}
iel
=min{s € N*,¥(ay,...,as) € G*,3I C [1,s] non m’de,Zai =0} —1,

icl

cette constante est appelée constante de Davenport.

Cette constante est connu dans certains cas particuliers. Par exemple, si G est un
p—groupe, ol ses invariants sont notés p, ..., p, Olson [12] a montré que s(G) = i(pei —-1).
Ici, nous donnons une majoration de s(G) en utilisant la transformation de Fourize:rl, pour GG
un groupe abélien fini quelconque. L’intérét de cette preuve de la majoration suivante est la

méthode utilisée, pour sa potentielle adaptabilité pour trouver une autre majoration de la

constante de Davenport.

Théoréme 4.2.2.2. Posons m = max{ord(x),x € G} = exp(G). On a la majoration :

w@ <m(1om(9))

Cette estimation déja obtenue en 1969 a permis notamment & Alford, Granville et
Pomerance [1] de montrer qu'il existe une infinité de nombres de Carmichael, c’est-a-dire des

entiers n non premiers vérifiant la propriété du petit théoréme de Fermat : pour tout a € N,

Démonstration. L’idée est d’appliquer le corollaire 4.2.1.5 du principe d’incertitude a I'indica-

trice de I'orthogonal d’un sous-groupe bien choisi (de cardinal inférieur a |G|) de (Z/mZ)*.

L’inégalité du corollaire 4.2.1.5 nous donnera le résultat.

Posons s = s(G) pour simplifier les notations. Comme G est un groupe abélien fini, il

existe n € N* et mq,...,m, > 2 des entiers tels que :
G~Z/mZx...xZ/myZ,
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avec m;41|m; pour tout ¢ € [1,n — 1], et my = m. En particulier, pour tout i € [1, n] m;|m.

Par définition de s, il existe (aq,...,as) € G* tel que :

Y(er,...,es) € {0,1}°\ {0} Zeiai £0.

On écrit pour chaque ¢ € [1,s] a; = (ai,...,an), ot pour tout j € [1,n] a;; €

[0, m; —1].

Pour tout j € [1,n], on pose b; = mﬂj(alj, ..., 0s5) € (Z/mZ)*. Posons H =< by,...,b, >
le sous-groupe de (Z/mZ)® engendré par les b;. Par définition, pour tout j € [1,n], ord(b;) <

m;, et donc |H| < my...m, =|G|.

Décrivons les éléments de 1'orthogonal de H :
H ={(e1,...,e5) € (Z/mZ)* ¥(ha,... hs) € H Zhi@ =0}
= {(e1,...,&5) € (Z/mZ)*¥j € [1,n] Z e 0}

={(e1,...,&5) € (Z/mZ)*,Vj € [1,n] Zaijgi =0}

i=1

:{(517---, ) Z/mZ Zagz_ ,

ce qui nous donne par choix de (ay,...,as) que H+ N {0,1}* = {0}. On en conclut que
1. : (Z/mZ)® — C vérifie bien les hypothéses du théoréme 4.2.1.2.

Cependant pour appliquer le corollaire 4.2.1.5, il reste & vérifier que s > m — 1. Comme
m = exp(Q), il existe a € G d’ordre I'exposant de G. L’élément de (a,...,a) € G™™! vérifie
que pour tout I C [1,m — 1] non vide, } . .;a = [Ila#0car 1 < [I| <m — 1= ord(a) —

On a donc bien que m — 1 < s.
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On peut alors appliquer le corollaire 4.2.1.5 & 151, ce qui donne :

m

— m $
o= ()
|supp(15.) > e \Um—1

Or la proposition 3.1.1.7 et le fait H++ = H (3.1.1.6) impliquent que

lsupp(1y2)| = [H| < |G

On en déduit que = (%)S < |G|, et donc en réarrangeant que :

Enfin, on a 'inégalité de convexité Vo > 0, z < In(1 + z)(1 + z), ce qui donne en z =

1

que In (1 + ﬁ) > % et donc (=) < m. On en conclut finalement que

m—1

cem(om(10)).

1

m—1

5 Généralisation du premier principe d’incertitude pour

les groupes non abéliens, cas du groupe non abélien a

pq €éléments

5.1 Deéfinitions généralisées

Soit GG un groupe fini, potentiellement non abélien. Rappelons que la définition 3.1.1.3

de la transformée de Fourier d’une fonction définie sur un groupe abélien fait intervenir les ca-

ractéres de ce groupe. Dans le cas d’un groupe abélien, les seules représentations irréductibles

étant celles de degré 1, c’est-a-dire les caractéres, une généralisation naturelle de la définition

de la transformée de Fourier serait de définir cette derniére sur I’ensemble des représentations
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complexes irréductibles (& isomorphisme prés), noté Irr(G). Le but de cette section est de
voir comment Meshulam a montré dans [8] un équivalent du principe d’incertitude de Donoho

et Stark 3.1.1.10 pour les groupes non abéliens.

Définition 5.1.0.1. Soit f : G — C. On définit la transformée de Fourier de [ pour toute
représentation complexe irréductible p : G — GL(V'), ou V est l’espace vectoriel associé a la

représentation, par :

Flp) =>_ fla)p(x) € L(V).

zeG

Définition 5.1.0.2. Soit f : G — C. On définit de la méme maniéere que dans le cas abélien

3.1.1.5, le support de J?par :

supp(f) = {p € Irr(G), f(p) # 0}.

A la différence du cas abélien, nous n’utiliserons par le cardinal du support de la
transformée de Fourier comme mesure sur le support de la transformée de Fourier, mais les

quantités suivantes :

Définition 5.1.0.3. Soit f: G — C. On pose :

uf)=>_ dim(V)g(f(p).

(p,V)eIrr(G)

= 3 dm(V)L 00

(p,V)elIrr(Q)

Pour plus d’explications sur cette nouvelle notion de support, on peut lire 'article de
Wigderson et Wigderson [17]|. Ces derniers montrent également le raffinement suivant du

théoréme 5.2.0.1 :
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Théoréme 5.1.0.4. Pour toute fonction f : G — C non nulle, on a :

|Gl

|supp(f)|u(f) = R

Remarque. Supposons G abélien. Dans ce cas, pour toute fonction f : G — C, on a

|suppf| = u(f) = a(f).

Soit f: G — C. En effet, comme toute représentation irréductible de G est de degré 1,

on a .
p(fy=Y_ dm(V) g(f(p) = Isuppfl,
(p,V)GITr(G’)T S———
J1siflp) #0
0 si f(p) =0

et de la méme maniére, fi(f) = |suppf|.
Nous pouvons d’abord constater qu’on a I’encadrement suivant :

Lemme 5.1.0.5. Pour toute f : G — C, on a : a(f) < u(f) < (a(f))?.

Démonstration. Soit f : G — C. D’une part,

alf) = Z dim (V) 1supp(f) (p)
rgf(p) si f(p) #0
< Y dm(WVig(fn)

(p,V)eIrr(G)

= u(f),
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et d’autre part,

IN

Z dim(v)lsupp(f) (p)
(p,V)eIrr(G)
= (a(f)*.
[

Une maniére alternative de comprendre p(f) pour f : G — C est de voir cette quantité
comme le rang de I'application de multiplication par I'élément > f(x)z € C[G], la C-algébre
zeG
de G.

Définition 5.1.0.6. Pour toute f : G — C, posons u = > f(x)x € C[G]. On définit
zelG
l'application :

Ty: C[G] — C[G]

v = Zv(m)x — uv = Z Z u(s)v(t) |z

zeG zeG s,teG
st=x

Proposition 5.1.0.7. Pour toute f : G — C, on a u(f) = rg(Ty).

Démonstration. Soit f : G — C. Notons (p1, V1), ..., (pm, Vim) les éléments de Irr(G).
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Posons

et

S LVA) X X L(Vin) — L(V1) X x L(Vin)

(A1, A) — (f(pr) 0 Avs oo, f(pm) © An).

D’aprés [14], ¢ est un isomorphisme. En montrant que S o ¢ = ¢ o Ty, on en déduira
que rg(S) = rg(Ty). Enfin, nous verrons que rg(S) = p(f), ce qui nous permettra de conclure

la proposition.

Montrons que S o = ¢ o Tf. Soit h = Y h(z)x € C[G]. On a d'un coté p(h) =

€@
(/f;(pl), . h ), donc S(p(h) p1 o h(pl) , A(pm) oﬁ(pm)). De l'autre coté, on a :
Ty(h) =2 | X f(s) ) h)(x)z, donc :
ze€G stG mEG

— -~

P(Ty (1) = (Fh(pr), -, Txhlpm)) = (Flpr) 0 lpr), -, Fpm) © hlpm)) = S(p(h)).

Comme ¢ est un isomorphisme, on en déduit que rg(S) = rg(7%).
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Enfin, il reste a voir que rg(S) = p(f). On a :

rg(S) = dim I'm(S)

~ -~

=dim{(f(p1) o A1, ..., f(pm) o Am), (A1,..., An) € LI(V}) X ... x L(V;,)}

— Zdim {f(pl) o A, Ai € L(V;)}
i=1 CWiIm(Fp)))

m
~

=" ws(Flp) dim(V)

Au final, on a bien montré que rg(7y) = u(f).

5.2 Généralisation du premier principe d’incertitude

Nous pouvons maintenant voir une généralisation du premier principe d’incertitude

3.1.1.10 & un groupe non abélien.

Théoréme 5.2.0.1 ([8]). Pour toute f : G — C non nulle, on a |supp(f)|u(f) > |G|. Si de

plus on suppose f(1) = 1, alors sont équivalentes :

— |supp(f)|u(f) = |G|
— supp(f) est un sous-groupe de G et il existe x un caractére de supp(f) tel que

f= 1suz>p(f)X'

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons A = supp(f).

Montrons d’abord que u(f)|A| > |G|. Posons t le plus grand entier tel qu'il existe un

t-uplet (g1, ..., ;) d’éléments de G vérifiant que chaque Ag; n’est pas inclus dans I'union des
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Ag; précédents, c’est-a-dire :

t= max{s € [L,|G]],3(g1,---,9s) € G°, Vi€ [2,s],Ag; £ UAg]} )

j<i
Par définition, il existe (g1,...,g:) € G* tel que pour tout ¢ € [2,t] Ag; € U Ag;.
j<i

Montrons que (7¢(g1),-..,T¢(g:)) est libre dans C[G]. On a :

Vie [Li].Tr(g) =Y | D f(8)lgat) | 2= flzg M.

zeG s,teG zelG
st=x

t

Soient Ay, ..., A\ € C et supposons que > N\Tf(g;) = 0. On a donc > (A1 f(xgi™) + ... +
=1 zeG

Mef(zg: ™))z = 0, autrement dit pour tout z € G A\ f(zgi™") + ... + A\ f(zg:™') = 0. Or

comme Ag; Z |J Agj, il existe x; € Ag: tel que z ¢ |J Ag,;. Par définition A = supp(f),

j<t 1<i<t

donc on a f(z,g; ") # 0 et pour tout i € [1,¢— 1] f(x.g; ") = 0. Au final, on obtient que :

A1 f(l"tgl_l) oo N f(ege ) A flmeg ) =0,
-0 =0 #0

d’ott Ay = 0, et donc pour tout * € G avec A\ f(zg;™') + ... + A1 f(xg_17) = 0. On

réitére le processus en utilisant le fait Ag, 1 € |J Ag;, ce qui implique que A\;_; = 0. Par
1<i<t—1
récurrence, on obtient que \; = ... = Ay = 0. Enfin, comme A = supp(f) # 0 alors Ag; # ()

et donc A\ = 0. Au final, \y = _... = X\; = 0.

La famille (T(¢1),...,T¢(g:)) étant libre dans C[G], on en déduit que rg(Ty) > ¢, d’ou
d’aprés la proposition 5.1.0.7, u(f) =rg(Ty) > t.

t

Montrons maintenant que |J Ag; = G.
i=1

t
Cas 1 : si t < |G|. Supposons par l'absurde qu’il existe g € G tel que g ¢ |J Agi. On

=1

t
cherche un g;,1 € G tel que Ag, 11 € |J Agi, de sorte de contredire la maximalité de
i=1

t. Comme A # (), il existe x € A, et donc en posant g, = x~ g, on a bien zg;.; =
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g ¢ U Ag;. La famille (g1,..., gt g1+1) vérifie alors que pour tout ¢ € [2,t + 1]
Ag; g U Ag;, ce qui contredit la maximalité de ¢.

Cas 2 : 51jt< Z— |G|. Premiérement, comme A est non vide, on a |Ag;| > 1. Or comme
Aga € Agi, on voit que |Ag; U Aga| > |Agi| + 1 > 2. De la méme maniére, comme
Ags € Aga U Agy, on a |Agi U Aga U Ags| > |Agy U Age| + 1 > 3. Par récurrence,

¢
comme Agy € Agy U...U Ag;_1, on en conclut que | |J Agi;| >t = |G|. Or comme
i=1

t t
U Ag; € G, on en conclut par cardinalité que |J Ag; = G.
i=1 i=1

¢
Dans tous les cas | Ag; = G.
i=1

t
Enfin, |G| = | U Ag| < 30_,|Agi| = |AJt, et donc en combinant avec le fait que
i=1

p(f) > t, on en conclut que u(f) > %, autrement dit u(f)[supp(f)| > |G].

Supposons maintenant que f(1) = 1.

Dans un sens, posons H = supp(f) puis supposons que H est un sous-groupe de |G|
et qu’il existe x € o tel que f = 1px. Posons | = [G : H], et écrivons G = |_|é:1 Hg;, avec
(91,---,q1) € G'. 1l suffit de montrer que (T(g1),...,Ts(g:)) forme une base de Im(T}) C
C[G]. En effet, on aura alors par la proposition 5.1.0.7, u(f) = rg(Ty) =1 = G don

=’
lsupp(f)|u(f) = |G|.

Montrons que (Tf(g1),...,Tf(g)) est libre. Comme G = |_|i:1 Hg;, en particulier on a

pour tout i € [2,{] Hg; Z U Hy;, et donc par le méme raisonnement que précédemment, on
j<i
conclut que la famille est libre.

Montrons que (Tf(g1), - .., Tf(g:)) est une famille génératrice Im(Ty). Soit v = Y . v(z)x €
Im(Ty) C C[G]. On cherche Ay, ..., \ € C tels que v = Y2t A Ty(gi) i.e. tels que

Vo e G,v(x) = ZAif(xgi_l)‘

On raisonne par analyse-synthése pour trouver Ay, ..., \;.
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Analyse : Supposons qu'il existe de tels Ay, ..., A, Soit ¢ € [1,]]. Comme 1 € H, on a
gi € Hg;, et donc :

l
(9:) =>_Niflgig; ") = )+ Z Aif(gig; ")
j=1

J#Z

Comme f(1) =1 et que pour tout j # 1, f(gigj_l) = 1H(9¢9j_1)X(9i9j_1) =0 (car les
classes sont disjointes), on obtient que v(g;) = ;.

Synthése : Montrons que Vr € G,v(z) = 22:1 v(g:) f(zg; "), Soit * € G. Comme
G = |_|§:1 Hg;, il existe un unique ¢ € [1,[] tel que x € Hg;, et donc il existe h € H
tel que = s’écrive comme x = hg;. Or comme v € Im(7%), il existe vy € C[G] tel que

v =uvy. On a :

7=1
Pour montrer le résultat, il suffit donc de montrer que v(hg;) = v(g;)x(h). Or comme

v=uvg,onav(z)= > f(s)v(t)= > 1u(s)x(s)vo(t). Il suffit alors de montrer
steG

s,teG
st=x st=x
que Y. 1y(s)x(s)vo(t) = > 1u(s)x(s)ve(t) x x(h). Et effectivement, on a :
i, pras
> Lu(s)x(s)vo(t) =D Lu(s)x(s)vo(s ™ hg:)
s,teG seG

st=hg;

—Z 1H hs)  x(hs)vo(s™'g;)

s€G hseH — scH

= Z Lu(s)x(h)x(s)vo(s™ gi)

seG

Z 1u(s o(t) x x(h).

s,teG
st=g;
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On a bien montré que (T¢(¢g1),...,T¢(g;)) est une famille génératrice Im(T7y).

|G|

= A Montrons que A

Réciproquement, posons A = supp(f) et supposons que p(f)
est un sous-groupe de G et que pour tous z,y € A, f(zy) = f(x)f(y).

Reposons comme précédemment

t = max{s e [1,1G|],3(g1,-..,9s) € G°, Vi € [2,5],Ag; UAgj} :

j<i

On a montré que u(f) >t > %, et donc combiné avec notre hypothése on en déduit que
— lal
t= A

Montrons d’abord que pour tout g € G, ou bien Ag = A ou bien AgNA = (). Supposons
par I'absurde qu'il existe g € G tel que AgNA # () et tel que Ag # A. Onaalors 0 < [AgNA| <

A. Posons

r= maX{S € [2,|GI],3(g1,---.9) € G g1 = 1,g5 = g,Vi € [2,5], Ag; £ UAQQ} :
j<i
L’ensemble sous-jacent est bien non vide car (1, g) vérifie Ag Z A (en effet sinon AgNA = Ag
d’ou |[Ag N A| = |A] ce qui serait absurde). Par définition de 7, on a t > r et r > 2. Posons
(91;---,9;) € G" tel que gy =1, g5 = g et pour tout i € [2,7], Ag; £ U,.,; Ag;. Par la méme

T
preuve qu’on a fait précédemment, on a |J Ag, = G. On en déduit que :
i=1

Gl< [Audgl  +lJAdgl
—|Al+|4g] - AnAg]

< 2|A] - |[AN Agl + (r — 2)|A]
= r|A] = |AN Ag|

<r|A| car 0 < |Ag N Al.

On en conclut que t > r > %, ce qui est absurde.

Déduisons-en que A est un sous-groupe de G. Soient a,b € A. On a a € Ab~la N A,
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donc par ce qui précede Ab'a = A. Or 1 € A (car f(1) = 1), donc b~'a € A, ce qui prouve

que A est bien un sous-groupe de G.

Montrons maintenant la deuxiéme partie de I'assertion. Comme on a montré que A est
un sous-groupe de G, il existe (g1 = 1,¢s,...,q1) € G tel que G = |_|é:1 Ag;. Posons pour
tout ¢ € [1,1] :

U; = C[A].g; = {ug;,u = Zu(m)x € C[A]}.
z€A

Vérifions d’abord que pour tout ¢ € [1,l] U; est stable sous Ty. Soit ¢ € [1,1] et
v € C[A]. On a

(g (zf )(z ) 3| S s | as.

zeG z€A zeG s,teG
st:z
N

Orsiz ¢ A h(z) =3 f(zt™") v(t) =0, et on a bien que Ty(vg;) € Ui.
rea =0 car At=A

Montrons maintenant que C[G] = @'_, U;. Soit v € C[G]. D’une part, on a :

v=>Y ov(r)r= Z (Z v(agi)a) g; € U;.
—_——

ecl4]

D’autre part, supposons qu'il existe vy,...,v,v],...,v; € C[4] tels que v = 22:1 Vg =
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S vlg;. On a donc :

(2

Vi[1,1],Va € A,v(ag;) = vi(a).

De méme, on a :

Vi[1,1],Va € A,v(ag;) = vi(a).

On en conclut que pour tout ¢ € [1,1] v; = v;.

Montrons que pour tout i € [1,(], rg(Tf)|u_ = 1. On sait que [ = % = p(f) = rg(Ty)
et par les deux points qui précédent rg(7y) = Zézl rg(Tf‘u.). On en déduit que si pour tout
i e [1, l]],rg(Tﬂu‘) > 1 alors pour tout i € [1, l]],rg(Tf|uv) = 1. Supposons donc par ’absurde

qu’il existe i € [1,1] tel que rg(Tf|u_) = 0. Alors on a : Vv € C[A],uvg; = 0. Or :

Vv € ClA],uvg; = Z (Z f(s)v(slq;)lA(slx)> Tg;

z€G \s€A
= Z (Z f(s)v(s_lxgi_l)lA(xgi_l)> x,
z€G \s€A

ce qui donne :

Vv € C[A],Vx € G,Zf(s)v(s_lxgi_l)lA(xgi_l) = 0.
s€A

En particulier, on a

Vv € C[A],Va € A,Z f(s)v(s™a) = 0.

sEA
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En prenant en particulier v = ) 1y (2)z = 1, on obtient :
€A

Va € A f(s)lpy(s ') =0,

seA

d’ou : Va € A, f(a) =0, ce qui est absurde car A = supp(f) # 0.

En particulier, on vient de montrer que rg (Tf‘u ) = 1, et comme par définition U; =
1
C[A], on a :
Yy € A, Elhy S C,Tf(y) = hny(l),

autrement dit :

Vye A fla)ry =Ty(y) = hTr(1) =h, Y _ fl@)z=>_ hyf(z)z.

T€EA €A €A

On a donc :

Vy € AVr € A, f(ay™") = h, f(2),

ce qui donne :

Vy € A,Vx € A, f(zy) = hy— f(x) = f(y) f(2).

A —=C ~
Au final, en posant y : ,onabien y € Aet f=1,%. m

a +— f(a)

5.3 Cas du groupe non abélien a pg éléments

Aprés avoir généralisé le premier principe d’incertitude a des groupes non abéliens, nous
allons maintenant exposer comment Meshulam [8] a découvert un principe d’incertitude pour

un groupe non abélien particulier, qui est D, 4, le groupe non abélien a pqg éléments tel que

plg —1.

Commengons par rappeler sa définition.
Définition 5.3.0.1. Soient p, q des premiers tels que p|g—1. Soit { un générateur de (Z/qZ)*.
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_ g—1

Posons r et o = (". Notons C, =< a > le groupe cyclique d’ordre p et C; =< b > le

groupe cyclique d’ordre q. On a une action ¢ non triviale de C,, sur C, donnée par :

w:Cp, x Cy— C

(@™, b™) = ™"

On pose le produit semi-direct Dy, , = Cq X, Cp, qui est bien non-abélien. Ce dernier

est donc défini par :

(an’ bm>.(ajn’7 bm’) _ (anJrn/7 berm’a”)
Si on pose la multiplication ba donnée par : ba = (a,1).(1,b), on :

ba = (a,b") = (1,0%).(a,1) = ab”

Au final, D, , peut étre défini par :

D,,=<{a,btq d=0b"=1ceta 'ba=0b"}>

Définition 5.3.0.2. On pose pour x = a*V' € D, ,, w(z) = a".

Définition 5.3.0.3. Pour k = (ky,...,ky) € (Z/pZ)N, 1 = (ly,...,ly) € (Z/qZ)", on pose

N
akbt = T aibh.
i=1

Nous allons maintenant donner les représentations complexes irréductibles de degré 1

et p de D, ,, dont nous pouvons trouver une preuve dans pour cadre plus général dans [6].

Proposition 5.3.0.4.

— D, 4 a p représentations complexes de degré 1, notées o, ..., pp—1, oU pour chaque
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je[0,p—1], on a :

gpj : Dp,q — C*

avt — ep(Jk),

ou e, = e2im/p,
-1 . R L . . N
D, , a = représentations complexes irréductibles de degré p. Premiérement, Cy a q
? p
représentations complexes irréductibles de degré 1, notées 1y, . .., 1V,—1 définies pour

chaque j € [0,q — 1] par : ;(b)) = e,(jl). Ensuite en posant
W = Vectc({wy, t € Z/pZ}),
qui est de dimension p, on définit pour chaque j € [0,q — 1] :

pj: Dpg— GL(W)

att! (wt = eq(jla’)wiy = wj(blat)wt+k> '

Les p;, j € (Z/qZ)* sont irréductibles et p; est isomorphe a pj st j' = a”j pour un
certain n. Au final, 'ensemble des représentations irréductibles de degré p de D,

est :

, m g—1
A={p;,7=¢ ,mE[[O,T—l]]}.

Ce sont les seules représentations irréductibles de D, .

Pour énoncer le nouveau principe d’incertitude que nous allons montrer pour D, ,, nous

avons besoin des définitions suivantes.

Définition 5.3.0.5. Soit G un groupe fini. On pose pour c € G, N € N* [’ensemble suivant :

An(Gc) ={(zy,...,on) €GN 2y ... xN = c}.
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On pose de plus :
NG, N) = min{u(f), f : GN = C, f #0,3c € G, supp(f) C An(G,¢)}.
On définit de la méme maniére S\(G, N), en remplacant j par fi. On a donc

MG, N) < XG,N) < X(G,N).

Remarque. Si G est abélien, \(G, N) = |G|. En effet, posons H = An(G, 1), qui est un
sous-groupe de GV . Soit ¢ € G, et posons K = Ax(G,1). Alors K est une classe a gauche de
GN suivant H car K =yH, ouy = (1,...,1,¢). Or 1g(1) = 1 donc par le théoréme 5.2.0.1

on a
_ 6N

L et un calcul

Orlg =1yg = 1y oty,, oty est la translation a gauche sur GN par y~
donne que pour p € Irr(GVN) : L?(p) = p(y)oly. On obtient alors que rg(@(p)) = rg(Tn(p)),

et donc u(lx) = u(ly) = |G|. En particulier, N\(G, N) < |G]|.

Or par le théoréeme 5.2.0.1, pour toute fonction f : G — C non nulle telle qu’il existe

¢ € G vérifiant supp(f) € Ay(G.c), on ap(f) > G > |G| car |supp(f)| < [H| =GN,

On en déduit que A\(G, N) > |G|, et donc que \(G,N) = |G]|.
Le théoréme suivant nous donne un encadrement de (D, 4, N), pour N € N*.

Théoréme 5.3.0.6. Soit N € N*. On a :

q1/2p(N 1)/2 < )\(D N) < X(Dpg4, N) < qu.

p,a»

Démonstration. (Début) La deuxiéme inégalité est vraie comme on l'a vu a la définition

5.3.0.5.

Montrons la troisieme. Posons H = {(b",...,b'¥) € D) |

z l; = 0[¢]}. On a de maniére

évidente que H C An(D, 4, 1) et H est un sous-groupe de DN Par le théoréeme 5.2.0.1 on
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obtient :

1Dyl (pg)™
M Dypgs N) < p(1y) = |I§r =N ="

Pour montrer la premiére inégalité du théoréme, nous allons avoir besoin de deux

propositions.

Proposition 5.3.0.7. Soit f : D), — C non nulle. Supposons que :

— supp(f) € An(Dpq,1)

— Y(aMok, ... a"NbN) e DYt H akibki =1, f(a®bkr, .. afNBEN) = f(ak) Lo atY)
alors w(f) > (g — Dp™ et filf) > (g — 1p-

Démonstration. Premiérement, on peut montrer par récurrence sur N € N* en utilisant la

relation définissant D, , (5.3.0.1), que pour tout k = (ky,...,ky) € (Z/pZ)N et (Iy,...,ly) €
N

N N> ks
=1 i=1

Posons K = {(kq, .. kN) (Z/pZ)¥ Z k; = 0}, et pour tout k € K posons également

L(k) = {l € (Z/qZ)",a*b' = 1}. On a alors pour ke Ketle (Z/qgZ)N, les équivalences
suivantes :
N-1 % &
leL(k) < 'V =1 = o’ =1 = V=1 = Iy=-> Lo~H

=1

- N
L’idée de la démonstration est de trouver une minoration du rang de (f) <® p), pour
des représentations complexes irréductibles p particuliéres (celles de dimension p), ce qui nous

permettra de minorer u(f) et fi(f) en utilisant leurs définitions.

Posons pour p; € A :

=Y R p(t") € LWEN).

leL(k) =1
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Soit tq,...,tx € Z/pZ et k € K. On a :

N N N
Fj(k) <® wu) = ®pj(bli> (® wti)
i=1 leL(k) i=1 i=1
N
= ) p; (0w,
leL(k) i=1
N
= ® eq(glia wy,
leL(k) i=1
N N
= Heq(jliati) ®wtl
leL(k) i=1 1=1
N N
— eq (] Zliati) ®th
leL(k) i=1 i=1

N
Or comme )  k; =0,on a:
i=1

S (Se) 3w (S (B )

leL(k) hezZ/qZ IN-1€2Z/qZ

N—1 i
= Z Z €q (] lz <Oéti — atN—S§1k3>>

l1€Z/qZ IN—1€Z/qZ

N-1 ' ) -
= H Z eglili | —a =1 .
i=1 1,€Z/qZ

Donc si pour tout @ € [[1, N], t; =ty — > ks (I'égalité pour i = N est toujours vraie),

alors : -
N N-1 N N
F;(k) <®wti> = H Z 1 ®wti :qN_1®wti.
i=1 i=1 1,€Z/qZ i=1 i=1
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10
Au contraire, s'il existe ig € [1, N] tel que t;, #ty — Y ks, on a :

s=1
iQ
. . tN— Z k's .
E eq jlzo Oét’o — = _ § 6217rjl1,0z/q — 07
liy€Z/qZ lig€Z/qZ
A g
vV
=z7#0

et donc

F’J(k) <® wti) =

i=1
En isolant les k;, on obtient ’équivalence des deux conditions suivantes :
1. Vie[1,N],t; =t, — > ks

s=1
2. k?l = tN — tl et Vi € |I2,N]]7k?l = ti—l — tl

N
Maintenant, calculons f(@Q) p,) pour p; € A. On a :
i=1

@)= 3 10 @nio

zeD}, 1=

N
= Z Z f(aklbll,...,akolN)®pj(akibli)_
=1

(k1,-,kN)EZ/PZ)N (I1,..,IN)E(Z/qZ)N

Or comme supp(f) € An(D,4,1), on en déduit que :

N N
! <® m-) D D S ) Q) i)
i=1 =1

kEK leL(k)
N
=2 Z Fla™,. . am) &) pylakivh)
keK leL =1
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Exprimons cela en fonction de Fj(k) :

Z ®p] Ibl = Z ®p] ) o pi( bl)

leL(k leL(k) i=1
=) (®m<a’%>) o <®pj<bli>)
leL(k) \i=1 i=1

= <®/}j(aki)> o Fy(k),

f(@ﬂj) = flah,... ™) (@Pj(ak")> o Fj(k).

keK

En combinant tout ce qui précede, on obtient alors le résultat suivant :

7(®0) (@0) - T (@) 00 (@)

N
" Quy, si (1)
i=1

0 sinon

En utilisant la définition 5.3.0.4 des p; et la condition 1, on en déduit que :
N N
f <® Pj) <® wti> =gV @ TR a N T (wy @ wy @ @ wy )
i=1 i=1

Comme supp(f) # 0, il existe (a™b,... a*¥o'v) € supp(f) C An(Dpy,1). On a
alors f((a™bh, ... a*¥pv)) = f(a*, ... ") #£0, dou (a*,... ,a*V) € Ax(D, 4, 1), et donc
S k=0, ie. (k... ky) € K.
=1

/N
En reprenant le calcul de f <® ,0]), on obtient que pour tout k € Z/pZ :
i=1
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N N
f <® pj> <® wk—i k) = V(AP dY Y @ W, © ... ® wk_ka .
=1 N s

i=1 =

=

s=1

N

Enfin, nous allons pouvoir montrer que f(@ pj> est injective sur
i=1

£l

i=1

N
V =Vect <®wk &  k EZ/pZ) )

s=1

Pour montrer cela, il faut et il suffit de montrer que

N N
(f(@m) <®“’k » ,keZ/pZ>>
i=1 o ke kez/pZ

est libre, c’est-a-dire grace au calcul que nous venon de faire il faut et il suffit de mon-

trer que (wk R Wp—ppy @ ... QW N1 ) est libre. Or par définition de W, (w)iez/pz

est une base de W donc (wy, ® ... ® Wy ), .iy)ez/pz)¥ €St une base de W®N_ Donc

N
N . . : .
Ri_,w ) est libre et V' est de dimension p. De méme, (@w -1 ) est
T k=Y ks =1 k=3 ks
( Z keZ/pZ i=1 k=2

s=1

/N
libre et on a bien montré que f < p]) est injective sur V.
i=1
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N
< j>>) > p, et donc on obtient une minoration de pu(f) :

Qp

i=1

Ainsi, rg <]/C\

Y des(p)re (f(p)

pElrr(DY,)

p(f) =

1
> pN LTS V(g — 1),
P

On obtient de la méme maniére une minoration de f(f) :

a=1_1
3 N
ﬂ(f) Z Z pN lsupp(f) <® p)\m> Z pN71<q - 1)
m=0 =1

~~
=1

Définition 5.3.0.8. Pour tout f : D:f)\fq — C, z,y € D, 4, on pose :

. N—-2
Jey: Dpy~ —C

(xlv s 7$N—2) = f(xh s 7xN—27x7y)'

Proposition 5.3.0.9. Soit f : D), — C.
Supposons qu’il existe ¢ € D, , tel que supp(f) C An(D,4,c). Supposons de plus qu’il

existe uy, Uz, v1,v2 € Dy, tels que :

1. ujug = vyvy et Vi = 1,2 w(u;) = w(v;)

2. fu1,u2 7é fvhvz
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Alors ji(f) > pMDpq, N — 2).
Démonstration. Posons

g:ng_z—>C

(xla s 7$N—2) — fu1,u2<m1a s >ZEN—2) - fv1,7)2(1717 s 7:EN—2)7

et B =supp(g) = {77 € Irr(D);?),4(7) # 0}. Posons également ¢’ = uyuy = v10;.

Montrons tout d’abord que
supp(g) C AN—Q(DWJ» C(C/)_l)-
Soit (1,...,2n-2) & Ay_2(Dp,,c(c)71). Alors par définition
T1...TN_oUUy = T1...TN_oC F#C,

donc (z1,...,2n_2,u1,u3) ¢ An(D,,, c) et donc par supposition (z,
supp(f). On en déduit que fi, u, (21, ..., 2n—2) = 0 et de méme f,, ,, (21,

g(x1,...,xn_9) = 0.

De plus, g # 0 par hypothése donc :

i(f)(g) = deg(n) > MDyq. N —2).

neE

Soit 77 : D)\, — GL(U) tel que 7j € E. 1l existe alors 7y, ..., 7my—2

. ,$N—2,U1,U2) ¢

c. ,JZ'N,Q) = 0, d’ou

des représentations

complexes irréductibles de D, , telles qu’on puisse écrire j = 71 ® ... ® ny_2. Posons :

h - ijjq — L(U)

(2,y) = fuy (7).
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On a donc pour tout ny_1 ® ny € [rr(D;q) :

N N
f(@im) = Z Z f(xl,...,xN_g,x,y)®m(x1,...,xN_g,x,y)

T,y€Dp g X1,...,aN—2€Dp 4 i=1
N-2
= Z Z f(xh-‘-7$N—2,$ay)®7h'($z‘)®7]N—1(I)®77N(y)
T,y€Dp g X1,...,aN—2€EDp 4 i=1
o N-2
= Z foy <® Th‘) ® nn-1(z) @ ()
z,y€Dyp ¢ =1

En posant h : (z,y) = fuy ( X m), et en étendant la définition de la transformée de
i=1
Fourier aux fonctions a : G — L(U), ou U est un C-espace vectoriel, de la maniére suivante :

Vp € Irr(G),d(p) = Y _a(z)® p(z) € LU V),

zeG

ou V est 'espace vectoriel associé a la représentation, p, on obtient que :

f(@ m) = h(nv—1 @ ).

i=1

Maintenant nous allons montrer qu’il existe ny_1 @ Ny € ]TT(DEMI) tel que deg(ny_1 ®

ny) > pet ﬁ(nN,l ® nn) # 0. Pour cela, supposons par 'absurde que :

Vin-1 @y € Irr(D2 ), deg(ny-1 @ ny) < p ou E(nN,l ®@ny) = 0.

On a alors :

Vin_1 @ nx € supp(h), deg(ny_1) deg(ny) = deg(ny—1 @ y) < p.

Or par la description des représentations complexes irréductibles de D, , (5.3.0.4), cela nous

donne que :

o~

supp(h) C {¢; ® ;,0 < i,j <p—1}.
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Par le théoréme d’inversion de Fourier, il existe alors pour tout i, € [0,p — 1], 4, ; €

L(U) tel que pour tout z,y € D, :
p—1
h(z,y) = Z pi(x) 0 p;(y) o Ay

1,7=0

Par définition, pour tout ¢ = 1,2 et pour tout j € [0,p — 1],

wi(ui) = ep(Jm(us)) = ep(im(vi)) = @j(vi).

On a alors :

et donc g(77) = 0 ce qui est absurde car 7 € F = supp(g).

Au final, il existe donc ny_; @ ny € Irr(Dg’q) tel que deg(ny_1 ®@ny) > p et ﬁ(nN,l ®

nn) # 0, et cela nous permet de donner la minoration de fi suivante :

a(f) = Z deg <® 77;) 1supp(f) <® 772)

773 """ n;VGITT(DP,Q)

>y " deg(1) deg(nn—1 @ v) L7 (M@ Mv-1 © 1),
nek
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Comme deg(ny—1 ® ny) = p et f(71® ny_1 @ ny) = h(ny—1 @ nx) # 0, on conclut que :

i(f) = deg()p > pAM(Dypg, N - 2).

ek

Nous pouvons, maintenant munis des deux propositions précédentes, terminer la preuve

du théoréme 5.3.0.6.

Démonstration. (Fin)

Il reste & montrer que

q1/2p(N71)/2 < 5\<D N)

P9

On raisonne par récurrence sur N € N*.

Pour montrer que I'assertion est vraie au rang 1 et 2, nous allons utiliser le théoréme
5.3.0.6. Soit N € N*. Par définition de A(D, 4, V), il existe f : ng — C non nulle telle qu’il
existe ¢ € D, , vérifiant supp(f) € An(Dpq, ¢) et pu(f) = AN(Dpq, N). Comme [An (D, 4, ¢)| =
(pq)N~1, on a alors :

DN

A(Dypg: N) = p(f) = Dy > (rg
supp(f)| ~ |An(Dpg, )]

)N

= pg,

ce qui implique que S\(DM, N) > \/A(D,4, N) > /pq. En particulier, on a donc

ANDypgs 1) > /pg > pt= D212,

et

)\(Dp’q, 1) > \/m — q1/2p(2_1)/2.

Soit N > 3. Supposons que pour tout N’ < N, A\(D,,, N') > ¢"/*p™N' =172 Soit f :

D, , — C non nulle telle qu’il existe ¢ € D, , vérifiant supp(f) C An(D,.4, c). Montrons que
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i(f) > ¢?pWN-br2,

Déja montrons qu’il suffit de supposer que ¢ = 1. Posons

g: ng —C
(l’l, R ,J,‘N) — f(l‘l, c ,ZEN_l,I‘NC),
on a alors supp(f) € An(D,4,1). De plus, comme pour tout p € Irr(D,,), 9(p) = f(p) o

~ ~

f((1,...;1,¢™Y), p € supp(f), on obtient que supp(f) = supp(g), et donc par définition
a(f) = i(g)-

On peut donc supposer que supp(f) € An(D,4,1). Raisonnons par disjonction de cas.

Cas 1 : Supposons que pour tout j € [1, N — 1] et pour tout uy,us, v1,v9 € D, 4, si
uyuy = vy et w(u;) = m(v;) pour i € {1,2}, alors pour tout (z;)1<i<y € D}V;?
i#5.J+1 ’

f(xl, e ,ZL‘j_l,U1,U2,$j+2, e ,[L‘N) = f(l‘l, Ce ,l’j_l,vl,vg,l‘j+2, ce ,Z'N).

Cherchons maintenant & appliquer la proposition 5.3.0.7, vérifions donc les hypo-

théses en question. Soit (a¥1d", ... afvbFy) € D;,Yq tel que Hf\il abbl" = 1. Comme

afbh x ak2blz = aky x a*2bhe™? 2 on a par supposition :
fla® o, a*2bf2, o a™ YY) = f(aM, ak2bl1ak2+l2, atvls o afv iy,
En réitérant, le processus, on obtient
fla™ v ak2bf2, "Ny = f(a®, L af e aFv e,

N
ou l'on a posé e = > liaZiV:m s Or on a vu au début de la preuve de la propo-
i=1

.. N 11 A N
sition 5.3.0.7, que comme [[,_, akibt = 1, alors e = 0. Nous avons donc grace a la

proposition 5.3.0.7 :

af) = (g —1)p"
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Enfin un calcul nous donne que (g —1)pN =1 > ¢'/2pN=1/2 car p0N-1/2 > 1 et ¢ > 3,
et donc on conclut que :

ﬂ(f) 2 q1/2p(N—1)/2‘

Cas 2 : Supposons qu’il existe j € [1, N—1] et uy, us, v1,v9 € D, , tels que uyvy = ugvs,
et vérifiant pour tout i € {1,2}, m(u;) = m(v;). Supposons de plus qu'il existe

(i) 1<i<n € D;X(f tel que :
i#J,j+1
f(xl, R ,ZL‘j_l, Uy, U2,$j+2, e ,[L‘N) 7é f(l‘l, Ce ,[L'j_l,’l}l,vg, ZL‘j+2, Ce ,Z'N).

Appliquons la proposition 5.3.0.9 a la fonction suivante :

N
g.Dpvq—>C

(215 oy 2n) = f(BN—jy oy N 215 oy EN—jm1)-
On a par supposition sur f que supp(g) € Ay(D,4, 1) et que
g(ZL'j+2, ey NSy ,[Ej_l,UhUQ) 7é g($j+2, ey TNy L1y ,Ij_l, U1, Ug),

ce qui donne en particulier que gu, u, 7# G, 0,- Par la proposition 5.3.0.9 appliquée

a g, nous obtenons donc la minoration suivante :

ﬂ(g) > pS\(me N — 2)-

Or par hypothése de récurrence, A(D,., N—2) > ¢"/pN=3)/2 donc ji(g) > ¢'/>pN-1/2,

Enfin, un changement de variable nous donne que fi(g) = fi(f), et au final

Aalf) = ¢ 2o,
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Annexe A Différentes démonstrations du théoréme de

Chebotarev

A.1 La preuve de Tao

Cette preuve est issue de [15].

Lemme A.1.1. Soit p premier, n € N*. Soit P(z1,...,2,) € Z[z1,...,2,). S’il existe n

racines p-ieme de [unité wy, ..., w, telles que P(wy,...,w,) =0, alors P(1,...,1) € pZ.
Démonstration. Soit P(z1,...,2,) € Z|z1,. .., 2z,]. Supposons qu'il existe wy, ..., w, des ra-
cines p-iéme de I'unité telles que P(wy, . . .,w,) = 0. En posant w = ¢*™/?, pour tout j € [1,n],

il existe k; € [1,p — 1] t.q. w; = Wh.

Posons Q(z) = P(z*,... zF) mod 2 — 1, on a donc Q € Z[Z]/(Zp —1) Par définition
Qw) = 0 et Q(1) = P(1,...,1). Or le polyndbme minimal de w est le p-iéme polyndme
cyclotomique ¢,(z) = 14+ 2+ ...+ 227! et deg(Q) < p — 1, donc il existe a € Z t.q.

() = ap, mod 2P —1 . Donc P(1,...,1) =ap € pZ. O

Démonstration du théoreme 3.1.2.2. Soit n € [1,p] la taille d'un mineur de la matrice en
question. Soient w1, ...,x, € Z/pZ deux a deux distincts, et &, ..., &, € Z/pZ deux a deux
distincts. On cherche donc & montrer que det ((e*™%/P),; . <,,) # 0. Posons Vj € [1,n],w; =
e?mi/P Montrons que det ((wf-’“/p)lgj’kgn) # 0. Posons D(zy,...,z,) = det <(z§’“/p)1gj7k§n> €

Z|zy,...,2,]. Sion avait D(1,...,1) ¢ pZ alors par le lemme A.1.1, D(wy,...,w,) # 0. Le

probléme est que D(1,...,1) = det ((1)1<jk<n) = 0 € pZ. Or on remarque que si z; = z;; pour

j # 7 €[1,n] alors D(z,...,2,) = 0. L'idée est donc de factoriser D par les facteurs linéaires
(zj — zj) il existe P € Z[z1,...,2,) t.q. D(21,...,2,) = P(21,..., %) H (zj —25). 1l
1<j<j’<n

J/

-~

% facteurs

suffit donc de montrer que P(1,...,1) ¢ pZ, car par le lemme A.1.1 P(wy,...,w,) # 0.

Comme les w; sont deux a deux distincts, on en conclut que D(wy, ..., wy) # 0.
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On considére ’expression suivante :

- >0 < : )1 ( ’ )nl
E o = — — ) ... — D . )
(217 ; Zn) (21 le Z9 d22 Zn dZn (Zla ) zn)

(& J/

-~

—1) qae .
%derlvatlons

Par la régle de Leibniz, quand on applique un zjdi, soit on élimine un facteur linéaire z; — zj
zj

et on le remplace par z;, soit on dérive d’autres termes. Quand on évalue E(z, ..., 2,) en des
21 =...= 2z, # 0, les seuls termes qui ne s’annulent pas sont ceux pour lesquels chaque zj%
J

d

a €éliminé et remplacé par z; un facteur z; — z;.. Les n — 1 opérateurs z,-"— ne peuvent donc

dzn
qu’éliminer les n — 1 facteurs z; — z,,j € [1,n— 1], et chaque zn% doit éliminer exactement
un z; — 2,. IL'y (n—1)! maniéres de le faire. On raisonne de la méme maniére pour les autres
zjdizj. Au final :

EQ1,...,1)= (n—1)!(n—2)!...0£P(1,...,1).

A
-~
¢pZ

Enfin, il suffit donc de montrer que E(1,...,1) ¢ pZ. Or Vj € [1,n], (zj%)j_l 25 = gi18

J J?

donc par multilinéarité du déterminant :

EQ,...,1)=det <(§£_1)1§j,k§n> .

On reconnait un déterminant de Vandermonde, d’ou :

EQ,....0)= ] &-&).

1<, k<n
=hE= &pZ

D'ou E(1,...,1) ¢ pZ. O

A.2 La preuve de Frenkel

Cette preuve est issue de [4].
Soit I, J C Z/pZ de méme cardinal. Nous allons montrer que det((w”);er jes) # 0.

Le lemme 3.1.2.2 est équivalent au fait que les colonnes de la matrice (qui sont des
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éléments de (Q(w))!') soient libres, autrement dit :

V(aj)jes € Q) (Viel, Y aw? =0) = Vj € J,a; =0.

jed

On verra qu’on pourra remplacer Q(w) par Z|w| dans l'assertion précédente.

En remarquant (lemme A.2.1) que Z[w]/(1 —w) = F,, on va montrer que le polynéme
9(X) =3 e, a;X7 a pour image dans Z[w]/(1 —w) un polynoéme dont la multiplicité de 1 est
supérieure & |I]. D’ou vient la question : est-ce qu'il existe un lien entre la multiplicité d’une
racine non nulle d'un polynoéme non nul a coefficients dans F,, et son nombre de coefficients
non nuls ? La réponse est oui, voir lemme A.2.2. On en déduira que g est nul dans F,[X], et

donc par un argument d’itération que g = 0.

Lemme A.2.1. On a : Z[w]/(1 —w) ~ F,.

Démonstration. Notons ®,(X) =1+ X +...+ XP~! le p-iéme polynome cyclotomique, qui

est le polynéme minimal de w. Posons :

pr: ZIX] — Z[X] /(9 (X)) = Z[w]

X —w

pa: Z[X] — Z[X]/(1 - X,p) = F,

X +— 1,

qui sont toutes deux surjectives.

De plus, ker(p1) C ker(ps). En effet, soit P € ker(yp;) C Z[X]. Alors il existe () € Z[X]
tel que P = ®,Q. En évaluant en 1 on obtient que : P(1) = ®,(1) Q(1) = 0 mod p. D’on
~——

=p

P € ker p,.
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Par le théoréme de factorisation, on peut factoriser ps comme suit :

Z[X] ———Z[X]/(1 - X,p) = F,

ol o vérifie o = Py o 7.
Enfin, montrons que ker(gs) = (1 — w).

Tout d’abord, vérifions que ker(ps) = (1 — X, p)/(®,(X)). Soit P € ker(ps),0u P =
7(P) avec P € Z[X]. Par définition @q(P) = @s(7(P)) = p2(P) = 0 donc P € (1- X, p), d'ott
P c (1-X,p)/(®,(X)). Réciproquement, soit (P) € (1—X,p)/(®,(X)), ot P € (1-X,p) C

Z[X] et P = x(P). Donc ¢x(P) = & (r(P)) = ¢a(P) = 0.

Or
(1= X,p)/(®(X)) = (1 = X/®,(X),p)
= (1 - va)
=(l-w)carp=9,(1) = P,(w) mod 1 —w
=0 mod 1 — w.
D'ou Z[w]/(1 —w) =F, O

Lemme A.2.2. Soit g(X) = Y7 a;X* € F,[X] non nul. Soit a € F,\ {0} une racine de g.
Notons my(a) la multiplicité de a. Alors : my(a) < |{i € [0,p — 1], a; # 0}].

Démonstration. Montrons par récurrence sur k € [0,p — 1], H(k) : Vg(X) = Zf:o a; X' €
F,[X],Va € F,\ {0}, 9(a) =0 = my(a) < |{i € [0,k],a; # 0}].

Soit ¢ € F,[X] non nul tel que deg(g) < 0. Donc g n’a pas de racine non nulle, la

propriété est donc vraie.
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Soit k € [1,p — 1]. Supposons que V&' € [0,k — 1], H(K') est vraie. Soit g(X) =
Ef:o a; X" € F,[X]. Soit a € F, \ {0} tel que g(a) = 0. Distinguons deux cas.
Cas 1 : si g(0) =0.
Alors %X) = S ¥ a1 XP. Alors dune part [{i € [0,k],a; # 0} = |{i € [0,k —
1], aiy1 # 0}]. D’autre part, en écrivant g(X) = (X — a)™@§(X), ou §(a) # 0, et
comme X|g(X) et X { (X —a), on a que X|§(X). D'on LX) = (X — q)ms(@ LX)

avec @ # 0, donc my(a) =m 900) (a). Par hypothése de récurrence sur % :

M g(x) ((l) < |{Z c [[O,k — 1]]7(li+1 7& O}|,

X

d’ou
mg(a) < |{Z € [[Oa k]]aai 7é 0}|

Cas 2 : si g(0) # 0.
Comme ¢'(X) = 2% ia; X", on a que ¢’ # 0. En effet, g # 0 et deg(g) > 1 donc
il existe j € [1, k] tel que a; # 0 donc ja; # 0.
D’une part [{i € [0, k], a; # 0} = |{i € [1,k],ia; # 0}| + 1.
D’autre part, en écrivant g(X) = (X — a)™@§(X) avec j(a) # 0, on a que

J(X) = (X — )" (my(a)g(X) + (X —a)g'(X)),

~
évaluation en a : mgy(a)g(a)#0 car 1<mgy(a)<k et 0<k<p

donc,

my(a) = my(a) — 1.

Par hypothése de récurrence sur ¢ :

mg’(a) < |{2 € [[1>k]]>iai 7é 0}|7

d’ou :

mg(a) < |{i € [0,k],a; # 0}|.
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Démonstration du théoreme 3.1.2.2. Notons C}, j € J les colonnes de (w”);cr, jes, qui sont

donc des éléments de (Q(w))!’!. On a donc les équivalences suivantes :

det((wij)ig, j€J> 7& = (Cj)je] est libre
= Y(a;)jes € QW) a;C5=0 = Vj € Ja;=0

jed

— Y(a;)jes € (Q)), <Vi €LY aw’ = ) = Vj€Ja =0

jeJ
= Y(a;)jes € (Z[w), <Vi el, Zajwif = ) = VjeJa =0
jeJ

Justifions la derniére équivalence. Un sens est évident. Pour lautre, soit (a;)jcs € (Q(w))!.

Posons d € Z|w] le produit des dénominateurs des a;,j € J. En particulier d # 0. Supposons
que Vi€ I,y a;w? =0.Alors Vi€ 1,37, ; daj w? = 0. On en conclut que Vj € J, da; =
~~

€Z[w]
0, et donc que Vj € J, a; = 0.

Pour montrer le théoréme, nous allons donc montrer la derniére assertion. Soit (a;),ec; €
(Z[w])], et supposons que Vi € ]ijeJ a;w” = 0. On va montrer que Vj € J¥n € N, (1 —

w)n|aja ce qlll lmpllque que VJ cJ a; = 0.

Posons g(X) = ..., a;X’/ € Z[w][X]. Par supposition on a que Vi € I, (w') = 0,

autrement dit il existe f € Z[w][X] tel que g(X) = [[;c;(X — ') f(X).

Posons

p: Zlw] — Z[w]/(1 —w) = F,

X —1,

définie au lemme A.2.1, qui est un morphisme d’anneau. On peut donc étendre ¢ de la

maniére suivante :
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o VP, Q € ZIW|[X], #(PQ) = F(P)3(Q).
Posons g(X) = ¢(g) € F,[X]. Par ce qui précede :
g(X) = [ [ o(x — ") g(f(X)) = (X = DVIg(F(X)),
j{_l_/

d’ou my(1) > |I|.

Or g a par définition |J| coefficients non nuls (car g aussi). Si par I'absurde g # 0, on
aurait par le lemme A.2.2 |I| < my(1) < |{7 € J,¢(a;) # 0} < |J|, ce qui est absurde. On

en déduit que Vj € J, 1 — wla;.

On peut réitérer I'argument sur le polynome h(X) = >°.; 1= X/. Par récurrence :

Vje JVneN, (1—-w)"aj,

ce qui est possible que si Vj € J a; = 0. O

A.3 La preuve de Chebotarev

Cette preuve est issue de [5].

Soit n € [[1, p] la taille d’'un mineur M de la matrice. L’idée pour cette derniére preuve
est non plus de voir les entrées de la matrice comme éléments de Q(w) mais comme ¢éléments
de Q,(w), ou Q, est la complétion de Q pour la valuation p-adique. Ce dernier corps, muni
de sa valuation, est non-archimédien, et a pour uniformisante 7 = w — 1. Nous noterons v,

sa valuation. A I'image du lemme de Hensel, nous allons pouvoir développer chaque entrée
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de la matrice en sommes suivant 7. On aura donc

—_ ki+...+kn
M = g Dy, ! ,

ki,....kn20

ou I'on explicitera Dy, ., faisant de la somme précédente en fait une somme finie.

Nous montrerons alors ces trois faits sur les Dy, i, :

— Si k1+—|—]€n <0+1—|—+(n—1), alors Dkl,...,kn = 0.
— Siki+...+k, =0+1+.. . +(n—1),alors (Dy,, k, #0 = {k1,... .k} ={0,...,n —1}).
— Si{ky,...,ky} ={0,...,n—1}, alors Dy, ., est premier a p, donc v (Dy, . x,) = 0.

Gréce a cela, nous on concluront que v, (M) = @ # —oo, d'ou M # 0.

Démonstration du théoréeme 3.1.2.2. Tout d’abord, vérifions que w — 1 est une uniformisante

de Q,(w) pour I'unique valeur absolue |Ng, () /Qp(-)|}0/ =1 1.4 norme vaut -
-1 0 0 1
1 -1 0 0
No,wyo,(w—1=]0 1 -1 .- 0]|=(-1".
0 0 0 .

Donc |Ng,(w)/q,(w — 1)|, = 0, d’'ott w — 1 est de valuation égale & 1. Notons 7 = w — 1 cette

uniformisante et v, la valuation de Q,(w).

Développons chaque entrée de la matrice en 'uniformisante :

3
Va, & [0,p = 1], w™ = (x+1)" =) (f) .

k=0

Soit M = det(w™® )1<; j<, un mineur la matrice (w"); jeqo,p—17 OU 24, &; € [0,p— 1] pour tout
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i,j € [1,n]. Par multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes, développons M :

oo (i) ERS ()
M =
il e BT D G Ea
(w8
= Z : b [kt
k1,...kn>0
G e G
-
=Dpy,....kn,

Ces derniéres sommes étant en fait finies.
Nous allons maintenant estimer la valeur des Dy, ..

Premiérement, supposons qu'il existe d € [1,n—1] tel que d+1 entiers parmi {k1, ..., k,}

sont strictement inférieurs a d et montrons que Dy, 1, = 0. Posons

125 (65X — 5)

Vjel,n],P(X) = ] € Q[X]
4!
qui est de degré k;, de telle sorte que :
Pl(ZL‘l) PQ(ZL‘l) Pn(ZL‘l)
Dy, ...k = : :
Pi(z,) Pa(xn) -+ Pu(xn)

Or d + 1 polynémes de degrés strictement inférieurs a d sont linéairement dépendants, donc
par supposition P, ..., P, sont linéairement dépendants. On en conclut que les colonnes sont

liées et Dy, . 1, = 0.

Deuxiémement, montrons grace a ce qui précéde que si ky+...+k, <0+...+(n—1)

alors Dy, 1, = 0. Il suffit alors de montrer que :

kit .tk < 04.. +(n—1) = (3d € [1,n—1],3A C {ky, ..., ko} |A| > d+1,Vk € A,k < d).
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Trions sans perte de généralités les ky,...,k, de telle sorte que k1 < ... < k, (ce tri ne
change rien a la nullité du déterminant ni a la somme des ky < ... < k,). Par contraposée,
supposons que : Vd € [1,n — 1],VA C {ky,...,k,} |A] > d+ 1,3k € Ak > d. Appliqué en
d = 1, cela donne que parmi les ki, ..., k,, tous sauf au plus un sont supérieurs ou égaux a
1. Comme ils sont triés, on a que k; > 1 pour tout ¢« > 2. On peut répéter ce raisonnement

pour tout les d € [1,n — 1], ce que donne :

Vi>d k; >d— 1.

En sommant les k;, et comme k; > 0, on obtient que :

ki +...+k,>04+1+...n—1.

Troisiéemement, supposons que k1 + ...+ k, = 04+ 1+ ...n — 1 et montrons que si
Dy, .k, # 0 alors {ki,...,k,} ={0,...,n— 1}. Supposons encore les ki, ..., k, encore triés

et que Dy, .k, # 0, ce qui implique par le premier point que :

Vd e [1,n—1],YAC {ki,... .k} |A| >d+1,3k € A,k > d.

Avec le raisonnement donné au point précédent, on obtient que Vi € [1,n],k; > i — 1 et
ki+...4+k, >0+14...n—1. Or si par Pabsurde il existe i € [1,n],k; > ¢ — 1, alors
ki+...4+k,>0+14...n—1 ce qui est absurde. D’on Vi € [1,n], k; =i — 1. Enfin si les

ki, ..., k, ne sont plus supposés triés, on conclut que {ki,...,k,} ={0,...,n —1}.

Quatriémement, supposons que {kq, ..., k,} = {0,...,n—1} et calculons Dy, ., . Pour

simplifier, distinguons deux cas :
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Cas1:siVie[l,n], ki =i—1,alors:
(%) () - (G5)

(") () G

(n—1)—1

1 l'1£2 e s=0 (n_(lm)}gn_s)
(n—1)—1 Tnn—s
1 .Tn§2 T L=y (n,(l)gg )
c 12 (&) —m& - [ (@i& —9)
. 2 . . .
S0 (n—1)!
1 Tp (-%153)2 - xn&’) T H:;g(xnfn - S)
evetel 1 o ai&—a - HZ;g(xlﬁn —5)
_ 16253
0n2t...(n—1)!
1z, 1}2153 —Tp H;:g(xngn - 3)
I [T (2180 = 9)
. 16263 . . . .
o2 (n—1)! ‘ '
I R
o 16263 . . .
o2 (n—1)!
) 0¢l¢2 n—1 Lo xf x?il
recugence 152 53 t gn
ont2l...(n—1)!
1 =z, 22 !

Vv
on reconnait un déterminant de Vandermonde

geies.. et
:0!11!22!.3..(71—1)' II (-

T 1<i<j<n

Cas 2 : si{ky,...,k,} ={0,...,n—1} alors il y a autant de maniére pour les kq, ..., k,

d’avoir {ki,...,k,} ={0,...,n—1} que de permutations de {0,...,n—1}. Notons
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S/ les permutations de {0, ...,n—1}, et ¢’ la signature d’un élément de &/,. Alors :

o' (0) 40’ (1) £0'(2) o'(n—1)
_ 1ot él 52 53 - -&n
Dyt = Y €1(0) 011121 .. (n—1)!

o’'e6y,

H (; — ;).

1<i<j<n

Or en effectuant le changement de variable
o' = o elln] = o) =0/ (—1)+1),

on obtient :

I, &
_ J=
Dion = 2 =) gt (n—1)! II (-,

c€G, T 1<i<j<n

On reconnait de nouveau un déterminant de Vandermonde :

1 & & - ?—1
Zg(o_)Hg;(j)—lz : S

L& & - &

d’ou :

D _ Hlﬁi<j§n(£j — &) H1§i<j§n(l'j — ;)
Froentin 011121 (n—1)! :

Notons C' cette derniére constante.

Au final, en combinant toutes ces informations on obtient que :

n(n—1 n(n—1)

M=Cr™ T pae (L) .

Or on remarque que C' € N* (car c’est un déterminant d’une matrice & entrées entiéres), et

que C est premier & p car p ne divise pas HlSKan(ﬁ'j —&) ngkjgn(xj — ;) et

T @-¢ I (z—=)=cowa. (-1,

1<i<j<n 1<i<j<n
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donc p ne divise pas C. D’ou v,(C) = v,(C) = 0, et donc :

n(n—1) n(n—1)

vr (M) = min : +14+v(..) | =——= # —00.
2 2 —— 2
>0
En particulier, M est non nul. O

Annexe B Preuve du théoréme de Cauchy-Davenport par
la transformée de Dyson
Cette preuve est issue du livre [11].

Lemme B.0.0.1. Soit G un groupe abélien fini, et A,B C G. S’il existe t € N tel que
|A| 4+ |B| > |G| +t, alors :
\V/g € GarA,B(g) 2 t7

ot l'on a posé rap(g) = [{(a,b) € Ax B,g=a+b}|.
Démonstration. Soit g € G. Notons g — B=¢g—b,b€ B. On a :

|G| > |AU (9 — B)|
=|A|+|g—B|-|An(g — B)|

=[Al+|B| = |An(g - B)|

D'ou |[AN (g — B)| > |A| + |B| — |G| > t. Autrement dit, il existe a;,...,a; € AN (g — B)
distincts. Donc il existe by,...,b € B distincts tels que a; = g — b;Vi € [1,t]. D’ou g =
a; +b; Vi € [1,t], et donc ra (g) > t. O

Définition B.0.0.2 (Transformée de Dyson). Soit G un groupe abélien et A,B C G non

vides. Soit e € G. Posons :

Ale) = AU (B +e)
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B(e)=BnN(A—e)
La paire (A(e), B(e)) est appelée la transformée de Dyson en e de (A, B).
Voyons quelques propriétés des transformées de Dyson.

Lemme B.0.0.3. Soit G un groupe abélien et A, B C G non vides. Soit e € G. On a :
(i) Ale)+ B(e) C A+ B
(i) Ale)\ A= e+ (B\ B(e))
(111) Si A et B sont finis, alors |A(e)| + |B(e)| = |A| + | B
(iv) Siec Aet0e B alorse € Ale) et 0 € B(e)

Démonstration. (i) Soit z € A(e) = AU (B+e¢) ety € B(e) = BN(A—e). Il existe
a€Atelquey=a—e. Siz e Ajalorsz+y € A+ B. Six € (B+e), il existe
be Btellquex=b+e. Alorsz+y=b+e+a—e=a+be A+ B.

(i)
Ale)\A=(B+e)\ A
={b+ebeBb+e¢ A}
=e+{beBb¢ A—e}
=e+{be B,b¢ Ble)}
=e+(B\ B(e))

(iii) Comme A C A(e) et B(e) C B, on a :

[A(e)] = [A] = |A(e) \ Al = |B\ B(e)| = [B| = |B(e)| par (ii).

(iv) Supposons que e € A(e) et 0 € B. Alors e € A(e) et 0 =e—e € A—e. D'on
0€e BN(A—e)= Ble).

]

Lemme B.0.0.4. Soit m > 2 un entier, et A,B C Z/mZ. Si 0 € B et pged(b,m) =1 pour
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tout b € B\ {0}, alors :
|A+ B| > min(m, |A| + |B|] — 1).

Démonstration. Supposons que 0 € B et pged(b,m) = 1 pour tout b € B\ {0}.

Si |A|+|B| > m+1, par le lemme B.0.0.1 appliqué at = 1, on aVa € Z/mZ, rap(z) >
1. Donc A+ B=2Z/mZ, d'ou |A+ B| =m > min(m, |A| + |B| — 1).

Supposons donc que |A|+|B| < m. Alors min(m, |A|+|B|—1) = |A|+|B|—-1 <m—1.

Distinguons deux cas.

Cas1:si|Al=1ou |B|=1.Alors:

|A| si|Bl=1
|A+ B| =
|B| silA|=1
=[A[+[B[ -1

Cas2:si|A|>2et |B| > 2.

Supposons par I'absurde qu'il existe A, B C Z/mZ tels que :

Al, |B| >2, 0€ BetVbe B\ {0}, pged(b,m) = 1

mais vérifiant :

|A+ B| <min(m, |A| +|B| —1) = |A| +|B| — 1.

Prenons (A, B) tel que B soit de cardinal minimal pour cette propriéteé.

L’idée est de montrer qu'il existe e € Z/mZ tel que la transformée de Dyson en e
(A(e), B(e)) vérifie également la propriété mais |B(e)| < |B|.

Montrons tout d’abord que A # Z/mZ. En effet par 'absurde si A = Z/mZ alors
AC A+ B (car 0 € B) d’ou m < |A+ BJ ce qui est absurde car

A+ B| < |A|+|B|—1<m—1.
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Comme |B| > 2, il existe b* € B\{0}. Montrons qu’il existe e € A tel que e+b* ¢ A.

Supposons par ’absurde que : Ve € A, e+ b* € A. Alors par récurrence :
Vee A, Vje[0,m—1], e+ jb" € A.

Comme A est non vide, il existe e € A. On a donc {e+jb*,j € [0,m—1]} C Z/mZ.
Or comme pged(b*, m) = 1, b* est inversible dans Z/mZ, et donc si e+ jb* = e+ j'b*
pour j, 7’ € [0,m — 1], alors j = j'. D’ou |[{e + jb*,7 € [0,m — 1]}| = m et

Z/mZ = {e+ jb*,j € [0,m — 1] }.

Or :
{e+jb*,j€[0,m—-1]} CACZ/mZ,

donc A =Z/mZ, ce qui est absurde. D’ou il existe e € A tel que e + b* ¢ A.

Par le lemme B.0.0.3, on a :

A(©) + B(e)| S |4+ B
<|Al+|B| -1
=A@+ 1B(e)] - 1.

De plus, comme e € A et 0 € B, par (iv) du lemme B.0.0.3, on a que 0 € B(e).

Comme B(e) € B,on a: Vbe B(e) \ {0}, pged(b,m) = 1.

Par l'absurde si |[A(e)] < 1 ou |B(e) < 1], alors par le cas 1 |A(e) + B(e)| =

[Ae)] + [B(e)| — 1.

Enfin, comme b* € B et b* ¢ B(e) (car b* ¢ A — e) on obtient |B(e)| < B.

D’ou (A(e), B(e)) vérifie aussi la proposition, ce qui est absurde par minimalité du

cardinal de B.

Démonstration de théoréeme de Cauchy-Davenport 3.2.0.1. On aimerait appliquer lemme B.0.0.4,
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mais 0 n’appartient pas forcément a B. On va alors translater B pour qu’il contienne 0.
Comme B # (), il existe by € B, et posons B’ = B — by. Ce dernier vérifie donc |B'| = |B| et

|A+ B'| =|A+ BJ|. Maintenant 0 € B’, et on a encore : Vb € B"\ {0}, pged(b,p) = 1. Le
lemme B.0.0.4 appliqué a (A, B’) donne :

|A+ B| =|A+ B'| > min(p,|A| + |B'| — 1) = min(p, |A| + |B| — 1).
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