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Chapitre 1

Introduction

1.1 Notations

Notation. Soit A, B des ensembles. On notera l'inclusion large A C B (ce que certains auteurs notent
A C B), et linclusion stricte A C B.

Notation. Soit A un ensemble, et B C A un sous ensemble de A, on notera B¢ = A\B.
On note |A| € NU {+o0} le cardinal de A.

Notation. On notera par une lettre en gras pour désigner les multi-indices de la forme x = (24)aca € C4

avec A un ensemble fini. Soit B C A, on notera |X||p = Zzb. Si B = A, on notera directement
beB
x| := |x]ja-

Notation. Soit 1 < k < n des entiers. On notera ey, = (0,...,0,1,0,...,0) € C" le vecteur avec un 1 d la
k—iéme composante, et des 0 ailleurs.

Notation. Soit A et B des ensembles finis, et X = (X4)aca € (NB)A, avec x4 = (zap)pep pour tout
a € A. On pose pour tout b € B,
x(b) := Z Tab-
a€A

Remarque 1.1.1. Soit A et B des ensembles finis, et x = (X4)aca € (NP)A. Le muti-indice x correspond
a une application x : A x B — N, (a,b) — xq,. En particulier, si A ou B est vide, x correspond a
Uapplication vide. Dans ce cas, on a alors pour tout sous ensemble A C A,

Ix|j4 =0,

et pour tout b € B,
x(b) = 0.

Notation. Soit s € C un nombre complexe. On note s = o + it avec o et T respectivement la partie
réelle et la partie imaginaire de s.

Notation. Soit x € R un réel. On note H, le demi-plan complexe ouvert d’abscisse x, et H, son
adhérence :

H, :={s e Clo >z},
H, :={s € Clo > z}.

Notation. Soit a € C, r € Ry. On note Dy(r) le disque fermé de centre a et de rayon r :
Dy(r):={z €Cl|lz —a| <r}.

1
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Notation. Soit s € C un nombre compleze, et k € N. On note say, == (s,...,s) € C*. Lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité, on notera simplement sa .

Notation. Soit n € N un entier. On appelle n-iéme nombre harmonique le nombre rationnel suivant

avec la convention hg = 0.
On notera v = 0.5772156649... la constante d’Euler [OEI234).

Définition-Propriété 1.1.2. [EMOTS81, Chap.1] On note T la fonction gamma d’Euler définie sur Hy
par lintégrale

“+ o0
Vs € Hy, TI'(s)= / ¥ e dx.
0

La fonction I' est holomorphe sur Hy, et admet un prolongement méromorphe sur C avec des poles simples
auzx entiers négatifs. On note T' son prolongement. On mote également 1 la fonction digamma définie
sur Hy par la relation

I'(s)

I'(s)

Vs € HOa 1/’(5) =

La fonction v est holomorphe sur Hy, et admet un prolongement méromorphe sur C, avec des poles
simples aux entiers négatifs.

Rappelons que I' admet I’équation fonctionnelle suivante :
I'(s+1)=sT'(s) (s¢—-N),

et au voisinage de s = 0, on a le développement asymptotique suivant

1 1 w2
I(s) = gf’y+§ <72+6> s+ 0(s?).

Aux entiers positifs, on a
I'(N+1)=NL.

1
Rappelons également que la fonction T est holomorphe sur C, qu’elle s’annule en les entiers négatifs.

Notation. On pose les coefficients binomiaux et multinomiaux de la maniére suivante :
Pour tout k € 7Z, et s € C, on pose

s(s=1)..(s—k+1)

<s> _ u sik >0,
& 0

sinon.

Pour tout entiers k = (ki,...,kp) tels que n = ki + ... + kp, on considere le coefficient multinomial :

|
n o si ky, > 0 pour tout p € [1, P],
={ k. kp!

0 sinon.

Dans ce manuscrit, on utilisera la détermination principale du logarithme, et on écrira pour tout
complexe z € C, z = |2[e?28(*) avec arg(z) €] — 7, 7.

Par convention, on dira qu’une somme sur I’ensemble vide est nulle, et quun produit sur ’ensemble
vide vaut 1.
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1.2 Tour d’horizon sur les fonctions zéta et multizéta

On s’intéressera dans cette these a une classe de fonctions multizéta définie par la série de Dirichlet

ZHnP—i—d U (n+4d))

neNP p=1 =

avec P> 1,Q >1,d € H, et l, des formes linéaires de rang P, dépendants de chaque variable n,
pour 1 < p < P. On étudiera en particulier un domaine de convergence, son prolongement méromorphe,
puis on établira des relations entre les valeurs directionnelles aux entiers négatifs de Z et aussi les valeurs
spéciales de sa dérivée selon cette méme direction.

Notons que des travaux de Komori [Kom10] permettent d’obtenir une expression des valeurs directionnelles
en fonction de nombres de Bernoulli généralisés pour une classe plus large de fonctions multizéta. En
revanche, ces nombres de Bernoulli généralisés sont parfois difficilement calculables. Les travaux exposés
ici permettent d’obtenir des relations explicites en fonction de polynémes de Bernoulli classiques pour les
valeurs directionnelles aux entiers négatifs de Z(s,s’). De plus, on obtient également des valeurs explicites
pour la dérivée directionnelle en les entiers négatifs de Z(s,s’). On obtient ces expressions & ’aide d’une
expansion de Crandall (c.f. [Cral2, §9.2]). Dans [BD18], cette stratégie a déja fourni des approximations
pour ¢4V (=N) et 9,¢*V (—N), avec ¢*V la fonction zéta de type Apostol-Vu sur la diagonale :

1

ning(ny + ng)s’

¢M(s) =

ni,n2>1

Dans [BD18], Borwein et Tomkins étudient une fonction zéta de type Tornheim :

1
Tioy .
Cp(s): Z ny..np(ng + ...+ np)s’

ni,..,np>1

et calculent les valeurs aux entiers négatifs de (% (s), et de la dérivée 9s¢%(s). Dans [Ono21], Onodera
étudie également cette classe de fonction zéta, et calcule également les valeurs de la dérivée seconde en s
de ¢L(s) en les entiers négatifs.

On pourra déduire de nos travaux des formules pour les valeurs spéciales des deux fonctions zéta de
Witten suivantes, ainsi que de leurs dérivées :

+o0
1
s) :=6°
C50(5)( ) nl%; ) ’I’Ll?’l2(7’l1 —|—7’l2) (nl +2TL2)
+o00 1
Cor(5) =120°

nins(ny + na2)s(n1 + 2n2)%(n1 + 3n2)*(2n1 + 3ng)*

ni,ne=1

De méme, on pourra en déduire des formules pour les valeurs spéciales de certaines fonctions zéta de type
Shintani, ainsi que de leurs dérivées

¢t (s, d|ey, .y co Z H (d +Zcqpnp> ,

neNP g=1

avec P, () > 1 des entiers, et d, € Hg et ¢4 € Hg pour tout 1 <p< Petl<g<Q.

1.2.1 Quelques résultats sur les valeurs spéciales de certaines fonctions zéta

On souhaite donner ici un bref récapitulatif des résultats sur les valeurs spéciales de la fonction zéta de
Riemann, sur la fonction zéta de Hurwitz, sur les fonctions zéta de Barnes, sur les fonctions zéta d’Euler-
Zagier, sur certaines fonctions zéta de Witten et sur les fonctions zéta de Shintani. On mentionnera
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également leur domaine d’holomorphie et de méromorphie. On donnera en particulier des résultats sur
les valeurs aux entiers négatifs pour certaines de ces fonctions.

Toutes les fonctions zéta mentionnées dans le paragraphe précédent ont un domaine de convergence
de la forme H,, = {s = o +it € Clo > 09} avec 0g € R, et elles sont holomorphes sur leur demi-plan de
convergence. Pour donner un sens aux valeurs aux entiers s = N € Z ne se situant pas dans le demi-plan
de convergence de ces fonctions, on doit au préalable discuter de leur prolongement méromorphe, et de
montrer que ce prolongement est régulier en 'entier que 1'on considere.

On se propose tout d’abord de rappeler la formule d’Euler-Mac Laurin.

Théoréme 1.2.1 (Formule d’Euler Mac-Laurin). [Tenld] Soit k € N un entier, et f : [a,b+1] — C une
fonction de classe C*+1 sur [a,b]. Alors, on a

b—1

b ko yn+1
> g = [ swar+ Y L 0 - )
a n=0 :

_ (=D*

b
+ M/ bk+1(z)f(k+1)(x)d$a

ot B, désigne le n-iéme nombre de Bernoulli, et b, (t) désigne le n-iéme polynéme de Bernoulli periodisé.
On rappelle également ’expression de la fonction zéta de Riemann.
Définition 1.2.2. Soit s € C. On appelle fonction zéta de Riemann la fonction suivante
+00 1
Vs e Hy, ((s)= —.
nS
n=1

On verra dans la proposition suivante que I’on peut prolonger cette fonction sur C :

Proposition 1.2.3. La fonction zéta de Riemann est holomorphe sur Hy, elle se prolonge méromorphiquement
sur C avec un seul péle en s = 1, qui est simple, de résidu 1.

On peut démontrer le prolongement méromorphe a 'aide de la formule d’Euler Mac-Laurin [1.2.1] et
cette formule donne au passage les valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers négatifs en fonction
des nombres de Bernoulli :

B
VN eN, ((-N)= (—1)NNN++1.

En particulier, on en déduit que {((—2N) = 0 pour tout entier N € N*.
A Taide de I’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann, on peut également relier les valeurs
de ¢ aux entiers positifs avec les valeurs de sa dérivée aux entiers négatifs.

Théoreme 1.2.4. Soit s € C\{0, 1}, on a la relation fonctionnelle

¢(s) = 2°m* tsin (%) I'(1—s)¢(1—s).
On en déduit en particulier que, pour tout n € N*|

(*1)N(2N)!g(21v+ 1).

!
COE2N) = ey

Pour des petites valeurs, on a également ces résultats-ci :

¢'(0) =~ 5 In(2m),
¢(~1) =55 — In(A),

avec A = 1.28242712... la constante de Glaisher-Kinkelin définie dans [OEI23Db].
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Définition 1.2.5. Soit d € Hy un complexe, on appelle fonction zéta d’Hurwitz la fonction zéta
00 1
Vs € Hy, ,d) = —_—.
S 0 C(S ) Z (TL + d)é

n=0

Observons qu’en d = 1, on retrouve la fonction zéta de Riemann. Cette fonction zéta admet un
prolongement méromorphe sur C.

Proposition 1.2.6. La fonction zéta de Hurwitz se prolonge méromorphiquement sur C, avec un unique
péle en s = 1, qui est simple. De plus, le résidu en ce pole vaut 1.

Démonstration. Soit n € N* un entier. Via la formule de Mac-Laurin, on obtient pour o > 1 que

dl s i —S (—l)iBH_l :
+ E — a7
1—s =0 ( ) ) 1+ 1

+ (- 7° +Oobn+1(x)(x+d)_s_"_ldx. (1.1)
(i) ]

n+1

C(S,d) =

L’intégrale présente dans la formule précédente converge absolument pour tout ¢ > —n. Ainsi, cette
formule permet de prolonger méromorphiquement la fonction zéta de Hurwitz pour ¢ > —n, avec un pole
unique en s = 1, d’ordre 1, et de résidu 1. O

On a également des résultats sur les valeurs aux entiers négatifs de la fonction zéta de Hurwitz (voir
[Apo706], Théoreme 12.13)) :
by (@)

UNEN, ((-N.z)=-="t

)

avec byy1(z) le N 4 1-iéme polynéme de Bernoulli. De méme, il était connu par Hurwitz (voir [Ber85]
Formule (3)]) que

(0:C(s,d)) ;=g = (T'(d)) + ¢'(0) = n(T'(d)) — %m(%). (1.2)

Observons également que, pour tout s # 1, et tout d € Hy, on a ((s,d) = d~* + ((s,d +1). En
dérivant selon s, on trouve alors

85((87 d)\s:—N =—dV ln(d) + 854(37 d+ 1)\3:—N- (13)

1 1
Par un jeu de réecriture de la série de Dirichlet ¢ (s, 2)7 on obtient que ¢ (s, 2) =(2°=1){(s).

Ainsi, en dérivant des deux cotés par rapport a s, on trouve

D¢ <s ;) T —lnéz) _ %g’(_n. (1.4)

Des travaux de Miller et Adamchik (voir [MA98]) ont établi des relations explicites entre les valeurs
des dérivées de la fonction zéta d’Hurwitz suivant s, en les entiers négatifs, avec un coefficient rationnel
d, et des valeurs spéciales de logarithme, de fonctions polygamma, et de la fonction zéta de Riemann.

La fonction zéta d’Hurwitz admet une relation fonctionnelle appelée formule d’'Hurwitz. Avant de
I’exprimer, on a besoin d’introduire la fonction zéta de Lerch :

Définition 1.2.7. Soit s € C tel que o0 > 1, d € Hy, et z € C tel que |z| < 1. On pose
B(z, 8,d) := Z =
T (n+d)s

n>0

Cette fonction zéta admet un prolongement méromorphe sur C. Elle est méme holomorphe pour tout
z # 1, et elle admet un unique péle, qui est simple, en s = 1 lorsque z = 1 [EMOT81], §1.11].
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Théoréeme 1.2.8 (Formule d’Hurwitz). [Apo76, §12.7] Soit d €]0,1] un réel, et s € C un complexe tel

que, soit d €]0,1[ et Re(s) > 0, soit d =1 et Re(s) > 1. Alors,

I(s)

@)
Remarquons au passage que le cas d = 1 de la formule précédente correspond a ’équation fonctionnelle

de la fonction zéta de Riemann.

On mentionne maintenant quelques résultats sur les fonctions zéta de Barnes. On utilisera certains
de ces résultats plus tard dans le manuscrit.

C(1—s,d) =

(e—iﬂs/2¢(e2i‘ﬂ'd’ s, 1) + eiﬂs/2¢(e—2iwd7 s, 1)) .

Définition 1.2.9. Soit P € N un entier, et (c1,...,cp) une famille de complexes dans Hy, et d € Hy.
On appelle fonction zéta de Barnes la fonction zéta de la forme

1
Vs € Hp, (B(s,d|ci,...,cp) = .
ngp (25:1 cpnp + d)*

Cette fonction zéta admet un prolongement méromorphe sur C. Plus précisemment, on a

Proposition 1.2.10. [Rui00] La fonction zéta de Barnes s — (P (s,d|cy,...,cp) admet un prolongement
méromorphe sur C, avec comme seules singularités des poles simples en les s =1, ..., P.

Quelques-uns de nos résultats s’exprimera en fonction de valeurs spéciales de ces fonctions la. On
aura en particulier besoin d’un résultat démontré par Sakane et Aoki dans [SA22]. On pose tout d’abord

Cpa(t)==t—z+P—-1)(t—ax+P—-2)..(t—xz+1) e (Z[z)[t] (P>2),
et C1,,(t) = 1. Remarquons au passage que Ca 5 (t) =t —z + 1.
Théoréme 1.2.11. [SA22, Théoréme 4] Soit d € Hy, et ¢ = (c1,...,cp) € QF des rationnels. On

a
écrit ¢; = b—l, vee, CPp = AP svee ap,bp, > 1 des entiers premiers entre eux pour tout p. On pose
1 P
ppem(ay, ..., ap) (C) z(c)
z(c) = ———"—= et By :=——=, ..., Bp = —=, alors on a
pged(by, ..., bp) e cp

CB(S7d|clv "'7CP) =

_s B1—1 pp—1P-1
° k) d+civ1 + ... + cpup
l Z Z Z C( ‘Hcll’lJr +cpvp (O)C (5 — k, x<c) >

v1=0 vp=0 k=0

On démontrera une généralisation du théoreme précédent dans le Théoreme en utilisant une
stratégie similaire & celle utilisée par Aoki et Sakane dans [SA22].

Exemple 1.2.12. On trouve
CB(Sa d‘la 1) :(1 - d)C(svd) + C(S -1 d)a

CB(s,d1,2)=2_s[(1—3)((8,3)—1—(1—d;1>4(8,d—;1>+C(8 g)#—((s—l,(l;l)y
s d+2 d+2 d+1 d+1 d d

CB(s,d|1,3) =3 Kl ! )g( ! ) (13><<3,3>+<13>4(5,3)
feor 8ot )]

(O T N N N
() () (-5 e [+ 552) + (-6) < ()
(BT e ) () oo ) (22

d

+C<31,6>}
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5 11 19
On obtient au passage les valeurs spéciales (B(0,2|1,1) = ITL ¢B(0,3]1,2) = %’ ¢B(0,4]1,3) = 367 et

31
¢B(0,5)2,3) = " On peut également dériver les formules obtenues précédemment pour (B (s, d|cy,cz).

On obtient alors

(¢?)(0,211,1) == ¢'(0,2) + ¢'(-1,2),
1In(2) 1 3

030,29 =~ 252 - 20 (0.3)

24 —¢
_24<
<(

191n(3)
36

C/

(0.2 +<’(
(CB)/(0ﬂ4|173) == Py

< i)
) 502,3) =~ 2O ;) -

1
3 3
2 1
3 2
/ ! 5 / 3 !/
en notant (CB) = 0,CB, et ('(s,d) = 0s¢(s,d).

Shintani a introduit des fonctions zéta lui permettant d’étudier des fonctions zéta de Dedekind
rattachées & un corps de nombre totalement réel (voir [Shi76b] [Shi76a)], [Shi77a], [Shi77b], [ShiTTd],
[Shi&0]). Ces fonctions généralisent en particulier les fonctions zéta de Barnes :

0,2)
0,2) —

ISP 1>4>

complexes dans Hy. On appelle fonction zéta de Shintam la fonction zéta suwante

CSh(57d|C) = Z H Cq, 1M1 R Cq, PN P + d )

Observons que, pour Q = 1, on retrouve la définition de la fonction zéta de Barnes. Cette fonction
zéta est holomorphe sur Hp,q, et admet un prolongement méromorphe sur C. Shintani a prouvé que cette
L(Ps— Q)

I'(s)
formules aux entiers négatifs de ces fonctions. Une partie de notre travail permet en particulier d’étudier
les valeurs de certaines de ces fonctions aux entiers négatifs, ainsi que les valeurs de leurs dérivées.

On déduit de ce qui précede que les fonctions zéta de Barnes et de Shintani sont réguliéres en les entiers
négatifs. La valeur de leurs dérivées par rapport a la variable s en s = 0 permettent de définir des fonctions
multigamma, introduites par Barnes dans [Bar(04], puis généralisées par Friedmann et Ruijsenaars.

fonction possede les mémes poles que ceux de la fonction . Il a également prouvé certaines

Définition 1.2.14. Soit P € N* un entier, et (c1,...,cp) une famille de complexes dans Hy, et d € Hy.
On appelle fonction multigamma de Barnes la fonction

Po(dler, o) = exp((0:C (5. der, - cp))joo):

Exemple 1.2.15. Soit d € Hy, on a
To(d)) =
[y(dl1) =

SO

1

ou I' désigne la fonction gamma d’Euler.

Barnes obtient aussi une relation fonctionnelle
Fp(d|017 ceey Cp) == Fp,]_(d|cl, ceey Cp,l)Fp(d + Cp|Cl, ceny CP),

qui généralise la relation fonctionnelle de la fonction gamma d’Euler.
Via les fonctions zéta de type Shintani, Friedman et Ruijsenaars ont introduit dans [FR04] des
fonctions multigamma de type Shintani, via une construction similaire a celle utilisée par Barnes.
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complexes dans Hy. On appelle fonction multigamma de Shintani la fonction :
FP(d|Cla sy CP) = exp((aSCSh(Sv d|c17 ] Cq))\szo)v
en notant ¢q = (Cq,p)pe[1,P]-

Dans [FR04], Friedman et Ruijsenaars étudient ces fonctions multigamma de Shintani pour en déduire
des formules de type Raabe, généralisant la formule de Raabe suivante :

1
/ In(T'(z))dz = In(v2m).
0

On discutera a présent d’une classe de fonctions zéta rattachées a des algebres de Lie. Witten a

introduit dans [Wit91] la série
1
Z 3 29’
~ dim(p)

ou g est un entier positif, et p parcourt les représentations irréductibles, a isomorphisme pres, d’une
algebre de Lie g, et g € N*. Witten démontre en particulier que

1 2
;Weﬂ' Q

Zagier introduira par la suite les fonctions zéta de Witten :

Définition 1.2.17. [Zag9j] Soit g une algébre de Lie semisimple. On appelle fonction zéta de Witten
rattachée a g la fonction zéta

Gols) ==Y dim(p) ™",

ot p parcourt les classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de g.

On introduit ensuite rg(n) le nombre de classes d’isomorphismes parmi les représentations de dimension
n.

Définition 1.2.18. Soit g une algébre de Lie semi-simple. Notons rq(n) le nombre de représentations
de dimension n de g, 4 isomorphisme pres.

Il est bien connu qu’une représentation d’une algebre de Lie semi-simple se décompose de maniere
unique en somme directe de représentations irréductibles. Ainsi pour une représentation p de g, on a en
particulier qu’il existe des entiers kq, ..., k,, et des représentations irréductibles ¢q, ..., ¢.,, tels que

dim(p) =Y k; dim(g;).
=1

Plus précisemment, pour les algebres de Lie s0(5) et go, on a :
Exemple 1.2.19. [Hum72, §24.3]

1) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de sl(3) est de la forme
(¢i,5)i,j>1, avec
) 1j(i+7
dlm(¢i7j) = %

On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de sl(3) est

)

H(i,j) e N*? 5
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et on obtient une expression du nombre de représentations rqs)(n) de sl(3) :

*2
roi3)(n) = |} (Kij)ig>1 € (NN

Z ki,j dlm(QSZ,]) =n )

4,521

ij(i +j)
Z ki,j B) =n

1,521

= |3 (kij)ig>1 € (NN

2) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de so(5) est de la forme
(¢i,5)i,j>1, avec
. 1g(i+ 7))@+ 25
dlm(d)i’j) = %
On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de so0(5) est

4+ 5)(E +2j) :n}
3!

)

H(z‘,j) e N*?

et on obtient une expression du nombre de représentations r4,(5y(n) de s0(5) :

*2
Tso(5)(n) = (4 (Kij)ij>1 € (NN

Z ki,j dlm(d)z’]) =N

i,52>1

Z 5 g+ g)6+25)
7,7 -

=[{ (kiy)ijz1 € )N 30

4,521

3) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de go est de la forme
(¢4,5)i.5>1, avec

. 170+ 4)(@+25)(@ + 37)(2¢ + 35

dimg) = SO+ DH 2432+

On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de go est

)

H(z’,j) e N*?

ij (i + )G+ 25)(i + 35) (20 + 35) _ n}
5!

et on obtient une expression du nombre de représentations rg,(n) de go :

rg.(n) = |4 (kij)ij=1 € (N

Z ki,j dlm(gbm) =n

4,521

= |3 (kij)igz1 € (N

S ki ij(i+ )3+ 2j)5(!i +37)(2i + 35)

4,521

Posons fg(n) le nombre de représentations irréductibles de dimension n d’une algebre de Lie semi-
simple g. Alors par definition des fonctions zéta de Witten, on a

+oo
Gs) = Y ),
n=1

On verra dans le Chapitre [6] que ces fonctions zéta admettent une écriture simplifiée & I'aide de produits
de formes linéaires, via le Théoreme de Weyl
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Exemple 1.2.20. [KMT23] On pose sl,y1 = {X € Mu41(C) | tr(X) = 0}, et s02,41 = {X €
Mo, 1(C) | ' X + X = 0}, ou Tr désigne la trace, et tX désigne la transposée d’une matrice. Pour
ces algebres de Lie, on peut associer des fonctions de zéta de Witten :

Car(z)(s) =((s),
1

Ca(3)(s) =2° Z ning(ny + ng)s’

ni,nz>1

1
s =6° E :
Goo(5)(3) ning(ny + n2)s(ny + 2n2)®

ny,na>1
Pour lalgébre de Lie exceptionnelle go décrite dans [BouSll], on a

1
ning(n1 + ng)*(ny + 2n9)%(n1 + 3n2)*(2n1 + 3ng)*’

(oo (s) = 120°

ni,nz>1

Notons que dans la littérature, on trouve parfois des variantes multivariables de ces fonctions zéta dans
les travaux de Matsumoto, Komori, Yasushi et Tsumura [KMT10c], [KMT10b], [KMT12], [KMT11b].
Ces auteurs donnent une expression de ’ensemble des singularités de ces fonctions multizéta de Witten.
Cela nous permet en particulier d’obtenir des candidats poles pour la fonction zéta de Witten univariable
correspondante.

e De [KMT10d, Théoreme 6.2], on en déduit que la fonction zéta (so(5)(s) admet des poles de la forme
s==, s=-—— (keN). (1.5)

e De [KMT11al Théoreme 3.1], on en déduit que la fonction zéta (4, (s) admet des poles de la forme

1 1-k
=3 s=—¢ (k € N). (1.6)

On montrera via la Proposition m que les entiers négatifs ne sont pas des poles pour (yo(5)(s) et
pour (g, (s).

Ces fonctions zéta sont tres adaptées pour étudier les représentations des algebres de Lie semi-simples,
et on peut exprimer leurs valeurs spéciales afin d’obtenir des informations sur ses représentations. En
particulier, des travaux de Romik [Roml7] permettent d’étudier le comportement asymptotique du
nombre de représentations de degré n de sl(3) en fonctions des valeurs (43)(0) et C;[(B)(O), ainsi que
des résidus de C43)(s) en des singularités de (4(3). Kurokawa et Ochiai dans [KO13| ont étudiés les
valeurs aux entiers négatifs de (s(3)(s), puis en ont déduit des résultats pour les valeurs de certaines
fonctions zéta de Witten p—adiques.

Onodera a par la suite obtenu d’autres formules en étudiant une fonction zéta de type Mordell-

Tornheim :
MT 1

P HEZNP (n1 4+ d1)*...(np +dp)*(n1 +di + ... + np +dp)*’

avec P > 2 un entier. Observons qu’en posant P = 2, on obtient 2_SC5[(3)(8).

Onodera calcule les valeurs de cette fonction zéta en les entiers négatifs via une expansion de Crandall.
Cette stratégie consiste a découper le domaine d’intégration d’une représentation intégrale de la fonction
zéta qui nous intéresse, le domaine dépendant d’une variable libre. Dans les faits, Onodera obtient

I’expression suivante :
1 +oo
/ e Yy ldy
0

['(s) HZ\;P (n1+di)s...(np +dp)*(n1 +di + ... + np +dp) Jotm,+di+...4np+dp)

AT (s,d) =

1 0L
+ 7/ e~ W g(e™Y s, dy)dy...dyp
T(s) Jo T:[ e
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avec ¢ la fonction zéta de Lerch décrite dans la Définition et ou 6 est une variable libre réelle
suffisament petite. Le premier terme & droite de I’égalité précédente aura le bon gotut d’étre holomorphe
et de s’annuler en les entiers négatifs. Le second terme peut étre réexprimé via la formule d’Erdélyi
et Onodera obtient finalement les formules suivantes :

Théoréme 1.2.21. [Ono2l, Théoréme 8, Théoréme 4] Soit d € R+ ette [1,P —1] tel que t < |d|.
Pour tout entier N € N, on a

—1)WNHDIP) NP1+ ¢( N k C(=N — ky, dy)
HE T > I
’ Pl+1
PP 7! k= (ky) pee NP PEPS
Ikl ) =(P[+1)N+P|

NN, d) = S (1)@= P > 11 ¢ N k (=N —kyp,dy)

PGP k=(kp)pep N pEPC
u>0
k|| +u=(|P°|+1)N+|P°|

(_1)NC/(_N — U, |d| _N B uad )
u! |730| Z 3

pePC
ot Uon a noté (M7 (s,d) := 8,¢MT (s,d)

Onodera obtient également des valeurs pour les dérivées secondes [Ono21l Théoreme 5], que l'on ne
détaillera pas ici. On cherchera dans cette these a généraliser le théoréeme ci-dessus pour une classe de
fonctions zéta plus large. Cela nous permettra en particulier d’obtenir des valeurs aux entiers négatifs de
Cso(5)(8) et de (g, (s), ainsi que celles de leurs dérivées premicres.

1.2.2 Quelques résultats sur certaines fonctions multizéta

On donnera ici quelques résultats sur les valeurs spéciales de certaines fonctions multizéta rattachées a
des produits de formes linéaires. FEn particulier, on détaillera des expressions de ces valeurs pour les
fonctions multizéta d’Euler Zagier :

Définition 1.2.22. Soit P € N*, et ¢ = (c1,...,cp) € HY, d = (dy,...,dp) € C¥ des complexes tels
que Re(d;) > —Re(cy) pour tout p € [1, P]. On appelle fonction multizéta d’Euler-Zagier généralisée la
fonction

P
EZ(s,d) = Z H(cml + .. +epny +dy,) 0
ny>1 p=1
ng,...,np>0
On notera (5% (s) := ((s,1,(0,1,..., P — 1)) la fonction multizéta d’Euler Zagier.
Observons que, via un changement de variable, on peut réécrire la fonction zéta d’Euler-Zagier
”classique” sous la forme suivante,

EZ( ) 1
P - nsl nSp
0<ni<..<np L P

Proposition 1.2.23. La fonction multizéta d’Euler-Zagier généralisée (5% (s,~,d) est holomorphe sur
{(s1,...,5p) ECPlog+...4+0p > P+1—k,1 <k < P}, et est méromorphe sur C*, avec des péles inclus
dans les hyperplans de la forme

SpF+..tsp=P+1-p)—k,, (1<p<Pk,.. . kpeN).
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On voit de la proposition précédente que la quantité (54 (—N,d) n’a pas toujours un sens. De plus,
un résultat de [AETOT] précise méme que la plupart des multi-entiers négatifs sont en fait des singularités
pour (EZ(s). Afin d’étudier tout de méme les valeurs de cette fonction, Akiyama, Egami et Tanigawa
étudient les valeurs "régulieres” de cette fonction zéta en posant

EZ reg _N) := li li EZ
pTE(EN) = lm L lim (7 (s)-

Les auteurs introduisent également des valeurs "non régulieres” en inversant les limites précédentes, en
posant

EZ,non—reg(_N) —

P lim ... lim (g“(s).

sp——Np s1——Ny

Dans [AETO01] et dans [ATO01], les auteurs obtiennent une formule récursive entre les valeurs réguliéres

CRPT9(~N) (respectivement Cp7"" "9 (~N) avec N € NP, et les valeurs régulicres de la forme
279 (—IN') (respectivement ¢p 23" (~N")), avec N’ € NP~ afin d’obtenir une expression explicite

des valeurs régulieres et non régulieres aux entiers négatifs. Ces résultats ont par la suite été généralisés

par Sasaki dans [Sas09al et dans [Sas09b] & des ordres de limites différentes que celles des valeurs réguliéres

et non-régulieres aux multi-entiers négatif.

On peut également étudier les valeurs ”directionnelles” de cette fonction multizéta. Dans [KomI0],
Komori introduit la notion de valeur directionnelle pour de telles fonctions multizéta, et donne une
expression de celles-ci pour des fonctions multi-zéta de type Hurwitz-Lerch. Komori en déduit alors des
formules pour les valeurs aux entiers négatifs de la fonction zéta de Shintani et d’Euler-Zagier, en utilisant
des nombres de Bernoulli généralisés (souvent non explicites).

Définition 1.2.24. Soit P,QQ € N* des entiers, d = (dy,...,dq), ¢ = (Cqp)(g.p)e[.QIx[1,P] €t & =
(&1,....,&p) des complexes tels que cqp, € Ho, dy € Hy et & € T = C/2inZ. On appelle fonction multizéta
d’Hurwitz-Lerch la fonction multizéta

eSini  opnp

+oo
HL
d,c,s)
¢ E Z Z 01 11+ ... +c,pnp + dl)sl (cQ,lnl + ...+ cq,pnp + dQ)SQ

n1=0 np

On pose également les valeurs directionnelles de (HL, suivant une direction p € CF :

CHL (é, d7 C, 71;1) = ll_r)r(l) CHL (5, d, C, -N -+ Sll,)

Komori montre que cette fonction multizéta est holomorphe sur {s € C|Vq € [1,Q], Re(sq) > 00,4}
avec 0o, > 0 pour tout ¢ € [1,Q]. Il démontre également que cette fonction multizéta admet un
prolongement méromorphe sur C?, et que les valeurs directionnelles définies précedemment ont un sens.
Avant de brievement résumer ses résultats, on doit imposer les conditions suivantes sur les données de la
fonction multizéta (7L :

On suppose qu'il existe un entier Py € [1, P] et un ensemble B C [1,Q] x [1, Po] tel que

¢q,p = 0 si et seulement si (g, p) € B¢
&, = 0 si et seulement si p € [1, Ry,

avec B¢ = [1,Q] x [1, Po]\B.- On pose B, = {q¢|(¢,p) € B}. On suppose que B,, # 0 pour tout
p S Hla PO]]

Komori donne dans [KomI0] une représentation intégrale surfacique (c’est-a-dire une représentation
intégrale dont le domaine est une surface) de la fonction multizéta (#%(€,d,c,s). Cette représentation
intégrale surfacique généralise en particulier la représentation intégrale usuelle de la fonction zéta de

Riemann
1 2571
) = Ty =1 /C 1%
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ou C désigne le contour de Hankel [EMOTSIL §1.10]. Au passage, il est bon de rappeler que cette
représentation intégrale de ((s) permet en particulier d’obtenir une formule pour les valeurs de la fonction
zéta de Riemann aux entiers négatifs a ’aide des nombres de Bernoulli, en utilisant la relation

z Xk
er —1 :ZBkg'
k=0

Dans la méme veine, Komori utilise ensuite la représentation intégrale surfacique obtenue dans [Kom10),
Théoréme 3.14] pour obtenir une expression des valeurs directionnelles en fonction de nombres de Bernoulli
généralisés B, (€,d, ¢, k) avec k € N?. Pour voir la construction de ces nombres, voir [Kom10, Définition
3.20].

Théoreme 1.2.25. [Koml1(, Théoréme 3.14, Corollaire 3.16] Sous les hypothéses décrites précédemment,
la fonction multizéta (5 (€,d, c,s) admet un prolongement méromorphe en s sur tout C*. De plus, ses
singularités sont incluses dans les hyperplans de la forme

Y sg=Q—k (QC[1,Q]|Q>2keN)

qeQ
sq=1..P (1<q<Q).

De plus, Komori démontre dans [KMT10a, Théoreme 3.22] que les valeurs directionnelles (# (¢, d, ¢, —N)
"

ont un sens, et il en donne une expression non explicite en général, en imposant une condition de non-
annulation sur la somme des directions. On obtient au passage que, si ’on arrive a réexprimer les nombres
de Bernoulli généralisés dans la formule obtenue par Komori, alors cette formule permet de montrer si un
multientier négatif est une singularité pour (#~. En effet, si 'on obtient deux valeurs distinctes de ¢HL
en un multientier négatifs, selon deux directions différentes, cela implique en particulier que le multientier
négatif est une singularité.

Remarque 1.2.26. La formule directionnelle [Koml10, Théoréme 3.22] obtenue par Komori n'est pas
tres explicite, puisqu’il est parfois difficile d’obtenir une expression satisfaisante des nombres de Bernoulli
généralisés qu’il introduit dans son article.

Dans [EM20], Essouabri et Matsumoto ont étudié les valeurs directionnelles de la fonction multizéta
d’Euler-Zagier généralisée. On donnera ici seulement une formule tres simplifiée et beaucoup moins
détaillée :

Théoréme 1.2.27. [EM20, Théoréme 1] Soit N € NP, et c = (c1,...,cp) € CF tel que Re(up+...+pp) #
0 pour tout p € [1, P]. Alors la quantité (E?(—N, ¢,d) := lims_0 (54 (=N + s, c,d) existe, et on a :
©n

P
EZ(_Nan) = Z Pk(bac7u')HBki7
. k=(k1,....kp)€[0,|N|4+P+1]F i=1

avec B, qui désigne le n-iéme nombre de Bernoulli, et Pc(b,~, p) qui est un polynéme explicite en les
Yp,dp €ty pour p € [1, PJ.

Remarque 1.2.28. Dans [EM21], Essouabri et Matsumoto ont obtenu un résultat similaire pour les
valeurs spéciales d’une classe de fonction multizéta plus générale de la forme

1
Cm(S7P) = Z H‘;n:l F’j(n/l,""m’j)7

N1y m

avec Pj un polynéme en les X1, ..., X; variables, pour 1 < j < m, vérifiant la condition HOS (voir [Ess97))
tels que

lim P;(xq1,...,x;) = +00
z1+...+r;—>+00 ]( L ’ J) ’

et en tmposant que le polynome P,, est homogéne et elliptique.
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1.2.3 Sur les formule asymptotiques de certaines partitions

On expliquera dans cette section quelques applications arithmétiques du calcul des valeurs spéciales des
fonctions zéta de Witten, et de leurs dérivées. On citera notamment des résultats de Bridges, Bringmann,
Brindle et Franke prépublié dans [BBBF23], et on montionnera leur approche.

En combinatoire, il est classique d’utiliser une série génératrice de la forme

w(g) =Y r(n)g",

n>0

afin d’étudier le comportement d’une suite de réels r(n). Si la fonction w est holomorphe sur |¢| < 1,
alors on a par théoreme de Cauchy que
1 w(q)
r(n) = — dq,
") = 3im /c g

avec C un cercle centré en 0 parcouru dans le sens trigonométrique, inclus dans le disque unité. En
général, il n’existe pas de résultat permettant d’obtenir une relation asymptotique pour une suite r(n).
On se concentrera dans la suite de cette section sur une série génératrice s’écrivant sous la forme d’un
produit infini.

On considere une fonction Gf(q) de la forme

+oo 1

Gr@) =] 7o
! El (1 —qm)fm)
avec f(n) des réels. En distribuant le produit, on obtient
+oo
Grlq) =Y pr(n)q", (1.7)
n=0
On considere la série de Dirichlet
= f(n)

(s =0 +it,0 > 0yp),

avec gy son abscisse de convergence.

Exemple 1.2.29. [And76, 5.1.2] Le plus simple produit infini auquel on puisse penser correspond a
létude du nombre de partitions p(n) d’un entier n :

400 1 +00
1 5 = ovtoe
n=1 n=1

La série de Dirichlet correspondante est la fonction zéta de Riemann. Hardy et Ramanugjan ont démontré

que, lorsque n — +00, on a
(n) 1 2n
n)~——exp|m/—|.
b 4n/3 P 3

On pose maintenant
+oo
95(2) =Gy (e7%) = ) _pr(m)e™™.
n=1

On suppose les conditions suivantes :

i) oo > 0.
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ii) Ly admet un prolongement méromorphe sur H_¢,, avec 0 < Cy < 1 et tel que Ly n’ait qu’un seul
pOle en s = g( sur ce domaine, que ce podle soit d’ordre 1, et de résidu A.

iii) On a la majoration suivante lorsque 7 — 400, et uniforme en o > —Cj,
|Ls(s)| = O(|7|7"),

avec C1 >0et s =7 +i0.

1
iv) Soit € > 0. Pour tout z = x + 2iny tel que arg(z) > %, lz] < 3 et |y < 1,ona

Re(gy(2)) — gf(x) < —Coz™,
avec (' > 0 une constante dépendant de e.
Le théoreme de Meinardus donne alors une relation asymptotique pour la suite py(n)

Théoréme 1.2.30 (de Meinardus). [And76, Théoréme 6.2] Pour n — +00, on a

pr(n) = Cn” exp (n+ (1 + ;) (AD(a + 1)¢(o + 1))i> (14 0(n="1)),

avec py(n) definie via la formule , et C, k, k1 des réels dépendant de L(0), L}(O), Cy et a.

La démonstration de ce théoréme repose sur la méthode du point selle, dont on expliquera quelques
points clés ici. Pour les détails de la méthode, on se réfere a [FS09, VIIL.3]. La méthode exploite le fait

1 G
que l'intégrale %in / 7{ -(:11) dq est indépendante du rayon du cercle C inclus dans le disque unité. On
T Je 4

peut alors utiliser cette indépendance en choisissant judicieusement un rayon po(n) adéquat. La méthode
Grlq)

q'fb
cercle C1(fo(n)). Concrétement, on choisit un tel point selle de tel sorte que la dérivée de I'intégrande en
q = po(n) soit un O(n?), avec § bien choisie. Alternativement, on peut chercher p,, en étudiant la dérivée
de la fonction

du point selle consiste a choisir ce rayon de tel sorte & minimiser sur un arc de cercle mineur du

hy(z) :=1In(Ls(z)) — nlog(z).

On cherche alors p,, de tel sorte que h'y(po(n)) = —n + O(n?).
On aura alors une approximation quadratique lorsque 6 — 0 :

hy(po(n)e') — hy(po(n)) =: —%B(po(n)w2 +0(6%) +0(n),

ot B(p(n)) est une constante dépendant de p(n), et du choix de §. On cherchera alors & déterminer un
angle 6p(n) de tel sorte que

B(po(n))Bo(n)* = +o0, h"(po(n))bo(n)> — 0.
6—0 6—0
Pour un tel choix de 6y(n), on en déduit en particulier que le comportement de I'intégrale sur I’arc mineur
Co se comporte comme une intégrale gausienne, dont les bornes dépendent de n, que ’on sait approximer.
Debruyne et Tennenbaum ont obtenu dans [DT20] une version plus générale du théoréme de Meinardus
en raffinant la condition iii) sur la croissance de Ly lorsque la partie imaginaire 7 est grande. En étudiant
les fonctions zéta de Witten, on s’appercevra que l'on ne peut pas appliquer simplement le théoréme
de Meinardus pour obtenir une expression asymptotique du nombre de représentations des algebres de
Lie r4(n) qui nous intéressent. Cependant, en modifiant astucieusement la preuve du Théoreme de

12
Meinardus, puis en étudiant les résidus de (4(3)(s) en s = 33 et en calculant les valeurs spéciales
Car3)(0) et C;[(g)(())7 Romik a obtenu le Théoréme suivant :
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Théoréme 1.2.31. [Roml17, Théoréme 1.1] Au voisinage de +00, on a
K
iz (n) = (1+ 0(1))W exp (A1n2/5 — Agn®/10 — Agnl/5 — A4n1/10) ’
avec les constantes Ay, Ao, Az, Ay et K des constantes explicites : On pose tout d’abord
1 (1\> (5 1 3
X=|=T|= - Y =-— = - .
(05 <(5)) = (3)<(3)

Les constantes Ay, As, Az, Ay, K sont alors définies par les relations suivantes :

Ay =5X? = 6.858260476...

Ay =X"'Y = 5.77360174...
3

As :%X*‘lyz’ =0.91134107...
11
4 :mX”Y3 = 0.35163754...
2v/ 1
K :%XVS exp <2560X1°Y4> = 2.44629033486...

Notons que dans [Roml17], le calcul de la constante Y dépend en particulier de la valeur spéciale
Coi(3)(0) = —In(2m) +1n(2) calculée dans [BDI8]. De plus, toutes ces constantes dépendent également du

1
calcul des résidus de (4(3)(s) en s = 3 eten s = —.

Romik conjecture qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires sur des nombres de représentations
rg(n) pour d’autres algebres de Lie g. Pour étendre ce résultat, on a besoin d’établir un théoreme de
type Meinardus, et également d’obtenir des informations sur les poles et les résidus de la fonction zéta de
Witten correspondant dans la bande 0 < R(s) < 1 pour la fonction zéta de Witten (4(s), puis d’obtenir
une expression de (;(0).

Motivés par cette question, Bridges, Brindle, Bringmann et Franke ont établit une variante du
Théoréme de Meinardus plus général dans le preprint [BBBE23|. Soit f : N* — N. On pose pour
tout ¢ = ™%, z € Hy les fonctions

650 =X per" = [ ez Lol =2 .

n>0 n>1 n>1
On pose A := N\ f71({0}). On suppose les conditions suivantes :

(P1) Soit o > 0 le péle le plus large de Ly. Il existe un entier L € N tel que, pour tout nombre premier
b, o
AENAAY > L> 5.

(P2) 1l existe un réel R € Ry tel que Ly soit méromorphe sur H_g = {z € C, Re(z) > —R}, et tel que
L soit holomorphe sur la droite (Re(z) = —R). De plus, on suppose que la fonction méromorphe
Lj(s) :== I'(s)((s + 1)L¢(s) possede uniquement des poles réels a := 71 > ..., que ces péles sont
simples a part en s = 0, ou le pole peut étre un pole double.

(P3) 1l existe un réel a < g tel que, sur chaque bande 01 < 0 < 02 dans le domaine d’holomorphie de

Ly, ona
Li(5) = Oy (¢17) (s =0 +i7),

lorsque |7| = +o0.
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Théoréeme 1.2.32. [BBBF23, Théoréme 1.4] On suppose les conditions (P1),(P2) et (P3). Notons L
le réel de la condition (P1) et R le réel de la condition (P2). Alors pour M,N € N, on a

(n) ge Ayt 4 ME Ajn®i 1+§:&+O I
by n%+m7ﬁ *P ! , 7 ‘ nvi LR

Jj=2 Jj=2
avec 0 < apy < ...<ap ==, 0<vy <..<vn, Ai,..., Ay et Bo, ..., By des réels explicites.

a+1’

Lorsque la fonction méromorphe Ly ne possede que deux poles strictement positifs, Bridges, Brindle,
Bringmann et Franke obtiennent une formule plus précise. Introduisons tout d’abord les constantes
suivantes : Posons a > > 0 les deux seuls poles positifs de Ly. On note w, = Ress—a(Lf(s))
et wg = Ress=p(Ly(s)) les résidus de Ly en ses poles positifs, et on pose ¢1 = waI'(a + 1){(a + 1),
e = wgl'(B+1)((B+1), c3 = Lf(0). On note

L0 3=
'O wal(@+ D¢(a+ 1)) = 1-Li(0) +5
2m(a+ 1) a+1

On note Pg I'union du singleton {0} et des poles plus grand que —R de L}

L= PR+Z<“+1 )N,

p+1 R+a
— —1 .
+1 Z(a—l )N m{o’a—i-l[

HEPR

Théoreme 1.2.33. [BBBF23, Théoréme 4.4] On suppose les conditions (P1),(P2) et (P3). Notons L
le réel de la condition (P1) et R le réel de la condition (P2). De plus, on suppose que Ly n'a que deuz

M =

1 l
poles a > B > 0 tels qu’il existe un entier | € N* vérifiant l’inégalité i b<a< —15. Alors on a

l
n =
pr(n) =
I+1 N
C o B G=1B =2 o B; Cmin{2L=a _R
5 exXP An=+T 4+ Aonast + g AjneFt tagr T2 1+ E n—lfjJrOL,R (n mm{2<a+1)’a+1})
j=3 =2

wel'(B)C(B +1)
(wal(@)¢(a + 1)) 571

1
avec Ay = (waI'(a+ 1) (a + 1))#1 (1 + >, et Ag 1= , et pour tout j > 3,
a

l k
+1 1 1
gy () ()
(0% m k a+1
m=1 0<k1<...<k;<m ]

[k|=m

k1+2kot...+lki=j—1

l k k

ey () y (e

ey m k at1 ’
0<ki<..<k;<m

<..<ki< 1
[k|=m
ki1i4+2ko+...+Hlki=j—2

avec (Kj)j>3 décrit dans [BBBE23, Lemme 4.3/, et 0 < vp < ... les éléments strictements positifs de
L+ M.

Remarque 1.2.34. Pour étudier le comportement asymptotique de rg,(n), on aurait besoin de connaitre
K3, et d’aprés [BBBF23, Lemme 4.5], on a
3o - 28)

28+1 )

2(a + 1)2c,

K3 =
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avec c1 et co des constantes explicites telles que
c =wal(a+1)¢(a+1), 2 =wgl(B+1)C(B+1).

De plus, pour étudier le comportement asymptotique de rg,(n), on verra que lentier | = 2 fonctionne

1

1
car, on aurait alors Lf(s) = (q,(s), et les péles positifs de cette fonction zéta sont s = 3 et s = 5

En appliquant ce théoreme, les 4 auteurs ont obtenu des résultats similaires a Romik pour le nombre
de représentations r4,(5)(n)

Théoréme 1.2.35. [BBBF23, Théoréme 1.3] Pour tout entier N > 1, on a

N+1

Teo(s)() | = né exp (Am% + Agnd + Agns + A4) 1+ ni +On (n* Ne“) ,
j=2 T °
avec
G X € ML) R 5 N CORRA (K
BRI Y - B
8 1 40 1 2 2 2 2
LA e)r@amad) 2P ) TEP e )
2 = 1 2 5 3= " EL] I ’
3L ¢(3)? 39T (1) ¢(3)
1 3 3 3 3
2 (28 4+1) T(3) (3¢ (3)
Ay = S

En revanche, ces 4 auteurs ne disposaient pas d’une formule explicite de C;o(f)) (0). On donnera dans
notre travail une expression des valeurs spéciales ¢’ (5)(0) et (,(0). On donnera également des formules

1
3 et des formules pour les résidus de (g,(s) en s = 3 et

1 . . - . .
en s = —. On pourra alors obtenir une formule asymptotique explicite pour le nombre de représentations

1
pour les résidus de (so(5)(s) en s = 5 et en s =

Ts0(5)(n), en donnant une expression du coefficient C' du théoréme précédent.
Notons au passage que nous trouverons une valeur différente pour (s0(5)(0) que dans [BBBEF23,
Proposition 5.15]. Nous interprétons cette différence de résultats en suggerant que les auteurs ont

vraissemblablement commis une erreur en remplagant ¢(0) par ok a la place de —5 dans la preuve
de la Proposition 5.15.

On obtiendra également des formules explicites pour (g,(0) et (g (0), et on pourra alors établir
un théoréme similaire au théoreme précédent, pour le nombre de représentations rg,(n) en utilisant

le Théoreme [1.2.33]

Remarque 1.2.36. Quand on appliquera le Théoréme a l’étude asymptotique du nombre de
représentations rq(n) d’une algébre de Lie semi-simple, on verra que les coefficients f(n) correspondent
au nombre de représentations irreductibles de dimension n de g.
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1.3 Premieres définitions

On fixera dans tout ce manuscrit une famille (/,),e[1,0p de formes linéaires de rang P a coefficients dans le
demi-plan de Poincaré Hy = {s = 0 +i7 € Clo > 0} avec P > 1 et Q > 1 des entiers. On fixe également
d = (dy)ieq1,pp, A" = (d})qeqr,qp des complexes dans Hy tels que d;, := I,(d) pour tout 1 < g < Q.

Notation. Soit g € [1,Q], on note
P

ly(n) = Z Cq,pTlp-

p=1

Par souci de clarté, on choisira tout le long de ce manuscrit d’utiliser Uindice p (ou Uindice i si p est
déja utilisée) lorsque 'on parcourera n’importe quel sous-ensemble P de [1, P], et on utilisera lindice q
(ou Vindice j si q est déja utilisée) lorsque l'on parcourera n’importe quel sous-ensemble Q de [1,Q].

On définira tout d’abord les fonctions gamma incompleétes

Définition 1.3.1. Soit v € Hy, 8 > 0, s € C. On pose alors
“+o0
Do) = [ ey ay,
0
0
~v(s,0,v) z/ e "Wy tdy,  lorsque Re(s) > 0.
0

Ces fonctions gamma sont plus générales que celles que l'on peut trouver dans la littérature (par
exemple dans [EMOTSI] Chap.IX] ou dans [Cral2l §3]). On retrouve les fonctions gamma incomplétes
classiques en posant v = 1. Pour nos usages, on aura besoin d’'un v quelconque dans Hy.

On introduit maintenant des constantes qui apparaitrons dans le théoréme [D} Par une décomposition
en éléments simples, on trouve aisément :

Proposition 1.3.2. Soit (N,N’) € N¥ x N?. Notons K le corps engendré par Q et par les coefficients
Capy avec 1 < g < Q et1 <p<P. Soit PC[L,P], j,f €[,Q], v=(vp)pep € (NILGNUSHP
w = (Wp)pepe € (NQXD . On note P* = [L,PI\P, W, = (Wpq)ee[1,] € Vo = (Upa)qe[1,Q\ )/}

Il existe un polynéme Pp ; rvw NN € Klz] et deuz familles de constantes (Cp j rv.wr(IN,N'))ren et
(Dpj,fvw,(0p) (N, N) ) xenpep dont chacun des termes appartient au corps K, tels que

Np+lowli) (N.N)
N N1 ~ Pitvwar (N,
a NI T (ejp +eppr) TV =Pp p e (@) Y ; fVZA
pEP A=1

(IN|p+|P[+[v]) D’P . o )(N N/)
550 VWL (AD )
(¢jp + cppr)

2
peEP A=1

On note Pp j ¢ v w NN la primitive s’annulant en 1 de f’pﬂj,ﬁv,w,N,N/. On note Ep j 5vw(N,N’) € K
le terme constant de Pp j fv,w NN’

On note
N}+17w(f)
Cpj (N,N')
no_ ) no_ o v, W, AN
Frgvw(NN) = —Ep j jvw(N,N) é o1
(IN|p+[P[+]v]) /
1 Dp j,pvw,00p) (N, N') “A_ 1-A
- Z ’ N ;f ((cjp +erp) ™ = Cip )

C
fp pEP A=2

1 c
+— Dpjfvwap®NN)n <1 + fp) ~

c c
fip peP J\p
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Remarque 1.3.3. 1) Notons que si fNJ’c —14+w(f) >0, alors Cp_j fvwx =0 pour tout \.

2) Dans le produit H (¢jp+ cﬁp:c)(_N”_l_'V”l), certains termes du produit peuvent apparaitre plusieurs
peEP
fois. C’est la raison pour laquelle la somme Z(|N|P+|P‘+|v|) porte jusqu’a |N|p + |P| + |v|. Si cela se
produit, on a alors plusieurs choix possibles pour les constantes Dp j r v w,(xp)- Notons que ces différents
choiz n’auront aucun impact dans la définition de la constante Fp ; v w(IN,N').

3) La constante Fp j ¢ v w(N,N") apparaitra dans le calcul d’une intégrale, dans le Lemme|3.1.4}
Exemple 1.3.4. Soit P =0, on a pour tout A > 1,

Cojfvwr (N, N') = 63 Nr1-wip)

Dy j gy w,(0p) (N, N) =0

Eyjsvw(N,N') =0 si w(f) < N}

EV).' v, W N,N/ = S’LWf >N/7
gnfovw( ) w( - (f)

ou l'on a noté § le symbole de Kronecker.
On obtient en particulier que Fy ; ¢0,0(0,0) = 0.

Exemple 1.3.5. Soit P = {p}, j # [ €[1,Q], (N,N’) =(0,0), v=0 et w = ey, alors on a

—Nj—1+w(f)

Ty (cjp +eppay) Ml =

-1
= (¢jp +crpry)

o 1 cy,
Ainsi, on a Fipy jr0e = a In (1 + C:;’).

Exemple 1.3.6. Soit P = {p}, j # f € [L1,Q], (N,N') =(0,0), v=0 et w = e, alors on a

—Nj—1+w(f)

1 _
Ty (¢jp +crpry) !

1— 1 -1 Cﬁp -1
Vel — Ty (CjJ, + Cf7pl‘f) =%  — = (Cj,p + Cfapr)
Cj,p Cj.p

—Np—

1
Ainsi, on @ Fip) jr0e, =—_—In (1 + C“’)
' c

3, Cj.p
On étudiera dans ce manuscrit la fonction multizéta suivante :

Définition 1.3.7. Soit (s,s') € HE x HY, on pose

Z(s,s') = Z(c,d,s,s") Z an+d H n) +d;,)"

neNP p=1 g=1

@

Remarque 1.3.8. Cette fonction multizéta est de la méme forme d’une fonction multizéta de type
Hurwitz-Lerch décrite dans sans torsion :

1
Z(s,s') = ¢1(0,d,¢, (815, 8P, 81,0, 80)) = _ —,
= . p
nenNP H?:1 (dq + Ep:l Cqmnp)
avec Py = P, Q =P+ Q, B° = Ui<p<p[L, P\ {p} x {p} C [1,Q + P] x [1,P], d= (d,d’), et avec

¢ = (c(q, p)>(q p)E[L,Q]x[1,P] tels que

p=0siqg#petqg<P
cpp=1sipel[l,P]

Cqp = Cq—Pp St q > P.

En particulier, on pourra appliquer le Théoréme a Z(s,s').
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A Taide de la remarque précédente, et du Théoréme , on voit que la fonction multizéta Z(s,s’)
est méromorphe sur tout C¥ x C?, et ce méme théoréme fournit également des informations sur ’ensemble
des singularités de Z(s,s’). On dispose également d’un domaine de convergence, cependant pour nos
besoins, on a besoin d’'un domaine de convergence plus large que ce que propose le Théoreme On
montrera alors un domaine de convergence plus précis dans la proposition suivante :

Proposition 1.3.9. On pose

D=Dpg:=1 (s,8') € C” xCQ|ZUp+Ui+...+U/Q > |P,0#P C[1,P]
peP

La fonction multizéta Z(s,s') a pour domaine de convergence D, et est méromorphe sur CF x C?, avec
des singularités incluses dans l'union d’hyperplans :

syt Y si=Q+P-n (PC[L,P,QC1,Q],[PUQ >2n€EN)
pEP qeQ

sp=1,.,P (1<p<P)

ss=1,..,.P (1<q<Q).

On notera de la méme maniére Z(s,s’) son prolongement méromorphe. En général, les valeurs aux
multientiers négatifs n’ont pas de sens puisque certains multientiers négatifs sont des podles pour Z.
C’est pourquoi on fixera une direction (u, ') et un multi-entier négatif —(IN,N’), et on étudiera la
fonction multizéta Z en ce multi-entier, et selon la direction choisie. Il découle de la Proposition [1.3.9
que s — Z(—N + sp, =N’ 4 sp’) est méromorphe sur C, et est holomorphe pour s = o + i, avec o
suffisamment grand. On peut alors définir la fonction zéta suivante :

Définition 1.3.10. Soit (N,N’) € N¥ x N9, et (pu,p') € (Ry)F x (R%)?. On pose alors pour tout
seC,
ZnNe(s) = Z(=N+sp, =N+ su’).

ot
On considere également la fonction univariable suivante, qui consiste a évaluer la fonction décrite
précédemment selon la direction (u, p') = (1,1), et pour (N,N’) = (0,0).
Définition 1.3.11. Soit s € C tel que 0 > 1. On pose
ZA:s€Cw— Z((8y..,9), (8, 8)).

Remarque 1.3.12. Si l'on pose p =0, et p’ =1, alors Zg o/ (s) correspond & une fonction zéta de type
0,1
Shintani
=2 H )+ dy)”
neNP? g=1

Gardons tout de méme en téte que les coefficients dq ne sont pas libres, et dépendent des choizx de d, et
des choiz des coefficients (¢p.q)1<p<P,1<q<Q-

Par la Proposition [1.3.9] on sait que Z;, N’ est holomorphe sur {s € C|[(—N + us, —N' + u's) € D}.

oy

Ainsi, il existe un réel oo n N/ tel que lapphcatlon ZN N soit holomorphe sur Hy, . ,. On dira que
wop! ! pop!

ZN N/ est holomorphe pour ¢ >N n' 1, ou parfois seulement o > 1 lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

!
Aﬁn de donner un sens aux valeurs directionnelles de Z en les multi-entiers négatifs, on doit prouver

que Zn,Nv est réguliere en s = 0. Des travaux de Komori prouvent bien que cette valeur directionnelle a
wop!
un sens. Dans ce manuscrit, on détaillera une méthode de prolongement différente dans la Proposition

pour prouver que ces valeurs directionnelles ont un sens, ce qui nous permettra surtout d’obtenir
des formules explicites sur les valeurs spéciales directionnelles de Z, ainsi que celles de sa dérivée.
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Notation. Soit (N,N’) € NP xN@, et (u, p') € (Ry)F x (R%)?. On pose alors la valeur en (—N, —N’)
de Z(s,s') selon la direction (p, p'),

Z(*(lV'7 N/)) = ZN,N’ (0),

wp Bon!

et on pose la valeur de la dérivée directionnelle en (—IN, —N’) de Z(s,s') selon la direction (u, p'),

Z'(—=(N,N')) := 0:(Zn .~/ (5)) s=0-

w,pn! o’

On introduit désormais des fonctions auxilliaire (que I'on appellera des fonctions zéta de Barnes
généralisés) dont le role sera crucial dans les formules de Z'(—(IN, N")).
wop!

Définition 1.3.13. Soit R € NP, et j € [1,Q]. On pose pour tout o >> 1,

Pr(s) = > (m+d)™ (np+dp)(l;(n) +dj) "

neNP
Remarque 1.3.14. Si R = 0, on obtient une fonction zéta de Barnes : o} (s) = CB(s, djlcja, - ¢ p)-

La fonction @%(s) correspond & une fonction de type Zn nv(s), avec @ =1, u =0, ¢’ =1, N =R et
wop!

N’ = 0. On en déduit en particulier qu’elle admet un prolongement méromorphe, et qu’elle est réguliere
en les entiers négatifs. La dérivée premiere de ces fonctions auxiliaires interviendra dans I’expression de
Z'(—(N,N")), il est donc tres intéressant d’avoir une expression exploitable des valeurs spéciales en les

entiers négatifs de ces fonctions auxiliaires.

1.4 Principaux résultats

Comme il est mentionné dans la section précédente, on démontrera par une autre méthode le résultat de

Komori sur l'existence des valeurs directionnelles Z(—(IN, N’)) dans la Proposition [2.2.4] Pour obtenir
g
ce résultat, on utilise dans le chapitre [2| une stratégie appelée expansion de Crandall, développée dans

[Cral2], qui était initialement utilisée pour obtenir des approximations numériques de certaines fontions
zéta et certaines fonctions L. Cette stratégie a par la suite été utilisée par Borwein et Dilcher dans [BD18]
pour étudier les valeurs d’une fonction zéta de type Mordell-Torheim, et approximer sa dérivée en les
entiers négatifs. Par la suite, Onodera a donné des formules exactes pour les valeurs aux entiers négatifs
d’une fonction zéta de type Mordell-Torheim généralisée, ainsi que des valeurs de ses dérivées d’ordre
1 et 2 dans [Ono2I]. L’astuce utilisée par Onodera pour calculer les valeurs des dérivées aux entiers
négatifs repose en partie sur le fait d’introduire des fonctions auxiliaires ressemblant & des fonctions zéta
de Barnes, avec un terme polynomial au numérateur du terme général de la série, puis de donner une
formule des dérivées de ces fonctions auxiliaires.

Plus précisément, on décrira une formule de prolongement pour la fonction méromorphe Zn N/ dans

wop!
la, Proposition :

Znn(s) = Know (0, 8) + I (0, 5),

wop! wop! wop!

ou KN N sera holomorphe sur tout C, et s’annulant en s = 0, et Jn,nv (6, s) une fonction méromorphe
mop! nop!
sur C, avec des poles qui sont tous simples, de la forme

g =1 (1<p<Ptelquep,#0, n€Zsn, 1)
Hop -
n

P L — (@#PC 1,P], nez , )
|+ |M||7> [ I <IN[jp+[N’|+[P|
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En particulier, on constatera que 0 n’est pas un pole pour la fonction méromorphe Zn nv, et donc on
? ’
Bk
reprouvera que les valeurs directionnelles ont un sens pour la fonction Z(s,s’).

Le fait que Zn v admette un prolongement méromorphe sur C découle directement de la Proposition

!
et ce méme théoreme donne également des candidats pour les poles de cette fonction. Il suffit en
effet de remplacer s, par —N,, + pps et s, par —N; + ;s pour obtenir des candidats poles. Cependant,
I’ensemble de poles que I'on donne ici est plus précis.
Remarquons au passage que le terme Kn n (6, s) ne contribuera pas a la formule des valeurs spéciales

[y

directionnelles, puisqu’il s’annule en s = 0. En revanche, si on dérive ce terme, il n’est pas nul en
général, et est particulierement pathologique. On introduira alors des fonctions auxiliaires (¢R) JelL,Q]
qui aideront & récupérer 'information du terme Js(Kn v (6,s)) en s = 0. On pourra alors évaluer la

o’

formule de prolongement en s = 0 pour obtenir une formule explicite sur les valeurs directionnelles des
dérivées.

Théoréme A. Soit (u, p') € Ry.T x R+¥9. Soit (N,N') € NP x N?. On a

Z(—(N,N")) =(—1)IN' _1)Nlp+P] N ~ T 0% (G, P K
( (p,p/ )) ( ) Z ( ) H P Z . Z IIJ/|+‘IJJ||'P QN,N (]
) PC[1,P] pEP k=(kp)pepc NP J=1
|k|=|N|+|N| 5 +|P|
(1.8)
H C(_Np_kpvdp)
' b
pEPC kp'
avec
) Q
QP = (cDNIwene [[Twp| 3 >
q;1 w=(wp)p6PCE(NQ)PC V:(Vp)pGPE(N[[l’Q]]\{j})P
7 VpePe |wp|=kp Va#jv(a)+w(q)=N,
Q Q
kp w _Np_l ‘VP| v
I (o) It || TUC 0y () e |-
pEP* P/ q=1 pEP p P/ og=1

a#j
ot l’on rappelle les notations

Vg e [1,Q], w(q) = Z Wp,q5

pePe
et

Vg € [L,QI\{j}, v(g)= va,q-

peP

Remarque 1.4.1. 1) L’expression décrivant QON7N,(j,73,k) est une somme finie. En effet, on voit que

Q Q

Z(N{; —w(q)) = Zv(q) = Z Vpq. Comme w(q) est positif pour tout ¢ € [1,Q], on en
q=1 q=1 (P, ) ePx([1,QIN{})

q#j q#]

déduit la majoration suivante :
Z Up,q < [N'J.
(P,@)€Px([1,QIN{4})

Ainst, pour tout p € P, et tout g € [1,Q]\{j}, on a que 0 < v, , < |N'|.
2) L’expression des valeurs de Z,, (N,N’) est décrite par une somme finie. En effet, pour tout
k € N”° tel que [k| = N[ + [N|jp + [P| on a 0 < k, < N'| +|N|;p + |P| pour tout p € P.



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

3) Les termes de la forme ((—n,d) avec n € N et d € Hy s’expriment a l'aide des polynémes de

Bernoulli :
By 41(d)
—n.d) = — =\
(. d) =~

De plus, en d =1, on a {(—n,1) = {(—n), et

bn
((=m) = (<1 2L

ot byp41 est le n + 1-iéme nombre de Bernoulli.

-N, —k,,d
4) Si tous les coefficients d,, valent 1, alors le produit H < pk ' p: )
peEPe pe
En effet, s’il existe p € P tel que Ny + ky, soit pair et plus grand que 2, alors le produit est nul.

sera fréquemment nul.

En (N,N’) = (0,0), on obtient les expressions simplifiées suivantes :

Corollaire Al. Soit (u, p') € R.Y x R+?. Ona

2(~(0,0)) =
ooy
k. d
YDRETCIND SR sy | GRS (1.9
PCILP] ke(ky), e e 5=1 T TP pepe

[k|=|P]

Remarque 1.4.2. On obtient au passage la méme formule que [Ono2ll] en N = 0, une fois avoir
remplacé toutes les directions par 1.

Via le Théoreme on a également une formule pour les valeurs sur la diagonale de Z(s,s’) en
considérant la direction (u, ') = (1,1) :

Corollaire A2. Soit N € N. On a
—1)(IPH1+Q)N+[P|
Q+|P|

PCILP] Kby )y pe ENP° pePe
[k|=(Q+|P|)N+|P|

NP 3 Q%P1 I1 C]Vkp.kd)’

avec

Q
QY (P k) =(~)N@- DNy 3 >

It w=(wp)pepe €(N?)P v=(vy)pep (NI AN TP

VpEP|wWp|=kyp Va#j,v(q)+w(q)=N
() ) (O |
peEPC pEP p
q#]

ot l’on rappelle les notations
Vg e[1,Q], w( Z Wp,q,
peEPC
et

Vg e [LQI\} v() =) vpg.

pEP
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Remarque 1.4.3. Observons a l'aide du corollaire précédent que, si l'on pose Q@ =1, P > 1 un entier
quelcongue, et l1(n) =ny + ... + np, on trouve via les formules précédentes que Q% (P,k) =1, et que

_)[PIN+IP) N k d
Za(-N)= Y (1)+|7;|N!PH ) 11 el
PCILP] Ke(ky)pepe ENP° PEPE
=1 +P)N+IP|

Cette formule coincide avec celle obtenue par Onodera dans [Ono2l, Théoréme 3].

On peut également fournir une variante qualitative du Théoréme [A]sur les valeurs directionnelles aux
entiers négatifs de Z(s,s’) :

Corollaire A3. Soit (pu,p') € R.T x RiQ, et (N,N’) € NP x NQ. On note K le corps engendré
par Q, par les coefficients complexes (dp)peﬂlyp]] et (cq,p)pef,Pl.qcn, @], €t par les directions i, pour tout
€ [1, P], et p; pour tout q € [1,Q]. Alors Z(—(N,N’)) € K.
wop!

On a également une expression de la dérivée directionnelle en les entiers négatifs de Z. Cette expression
fait intervenir des fonctions ”auxiliaires”, que ’on appellera fonction zéta de type Barnes généralisée.

Si I’on suppose qu’une forme linéaire [; est a coeflicients rationnels, on dispose d’une relation entre la
fonction auxiliaire % (s) et la fonction zéta de Hurwitz :

Proposition B. Soit j € [1,Q] un entier. On suppose que l; est une forme linéaire & coefficients

Q; . .. . .
# la décomposition irréductible de c;
J:p

rationnels pour 1 < j < Q. Pour tout1 < p < P, on pose ¢;, =

ppcm(aj P) * xj (C) *
——2 e Q4 et B,(c) := ———= € N* pour tout
pged(bjp) () Cip

1 < p < P. Alors pour tout R € N, la fonction wr(s) admet la relation suivante pour tout s € C\N*,

avec a;p, > 0 et b;, > 0. On pose alors z;(c) =

vr(s) =
11 6% WS (-~ ko 52175
I D YIS I | D DR ETAN | S
p=1 0<v1<B;,1(e)—1 PE[1,P]pEP® keNP k€N peP P
0<vp<Bj p(c)- |k|+&'=|R||pe+|P°|—1
s =K 1(ai(e) " (d + v)))
Il
En dérivant en s la fonction auxiliaire @%(s), puis en évaluant la dérivée en s = —N avec N un entier

positif, on trouve aisément le corollaire suivant via la proposition précédente.

Corollaire B1l. Awvec les mémes notations que la Proposition@ on a pour tout R € NP,

90%{/(_ ) =zj(c H Bjp(c Z Z H Ry

Ogvlgﬁj,l(c)fl Pg[l,P] pGP”
0<vp < p(c)-1

¢ ( =Ry — kp, 2tin
Z (—1)\k|H ( P kp!p Bm’())

keN” k'eN pEP
[k|+k'=|R]|pe+|P°| -1

| (c’(—N LA gy SN =K btrgte) <d+v>>>> |

On commence par énoncer une version qualitative sur les valeurs spéciales de la dérivée directionnelle
de Z(s,s') :
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Théoréeme C. Soit (N,N’) € NP xN@, et (u,p) € R+* ijQ. On note K le corps engendré par Q, par

les coefficients complexes (dp)pe[[17p]] et (Cqﬁp)pelle]],qE[[l,Q]], et par les directions (/Lp)pe[[Lp]], (ﬂ;)qe[[l,Q]]'
Alors,

Z'(—(N,N")) € Vectx
Hop!

1
7, 1n (1 + qp) (¢ (=10 dp ) nep, N +IN 4P
Cip /) 1<q,j<Q,1<p<P p€[1,P]

-/
(vh (_NJ{))HEHO,\N\HN'H]PJG[[LQ]]] ;

ot 7y désigne la constante d’Euler, et les p; sont les fonctions auzillaires, dites de Barnes généralisées,

décrites dans la Définition [I.3.13

Si les formes linéaires (I;);eq1,qp sont & coefficients rationnels, alors on peut utiliser le Corollaire
pour obtenir un résultat plus précis :

Corollaire C1. Soit (N,N’) € N x N®, et (u, ') € R+F x Rj‘Q. On suppose que les formes linéaires
(lj)jen,qp et les coefficients (dy)peq,py sont rationnels. On note K le corps engendré par Q, et par les

directions (fip)peq,p]> (Hg)geqi,q)- Pour tout 1 < p < P, on pose cqp = %a.p € Q la décomposition

by.p
ppcm (aq »)
(bq,

irréductible de cq, avec agp, > 0 et by, > 0. On pose alors x4(c) =
pged(bg,p)

€ Qi et Byplc) =

L(C) € N* pour tout 1 < p < P. Posons également l’ensemble
Cq,p
A= {li(z " (d+V))j € [L, Q] v €[0,B)1 — 1] x ... x [0,8;,p — 1]}
On a alors

Z’(—(N,N')) € Vectk
oo

C,
Y (1 n ) (1n(2;(€)) 1520+ (¢ (—1 9)Jocns P4 40|
Cp/ q.5el1,Ql yeA

ot 7y désigne la constante d’Euler

La formule pour Z'(—(IN,N’)) est en fait explicite. Elle admet une formule faisant intervenir les
Bop
valeurs spéciales des dérivées des fonctions zéta de Barnes généralisées go?, des valeurs spéciales des

dérivées en s de la fonctions zéta de Hurwitz, et des valeurs spéciales de la fonction zéta de Hurwitz. On
détaille cette formule dans le théoreme ci-dessous.
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Théoréme D. Soit (N,N') € NP x N, et (p, ') € R*" x RF?, alors

)

Z'(-(N,N)) = (1.10)
wop!
/ LN ¢(— )
1IN+ NP1 N | Rt
’PC%ZP]] ; H P+ el Z H
peP k=(k,)pepc€N"" PEPC

|k|=|N"|+|NJ;»+|P|

QX (3, Py k) | D p(v = h,) + (v = hvy) | + Qno e (4, P k)
pEP pop!

4 Z Z HN! |N\+|NM7>+|7’|+N/

/
PCILPIIT \pep | + plip

LN:!
bt Z Q(llI,N’ (]7 P? k)

k=(kp)pepe ENP"
!
[k|=|N'[|+|N]|j»+|P|

N; — ki, d;) C(=Np — ky,dy)
Z”‘ ! 11 pkp! o

iePe peP\{i}

Q Q '
+ ZPJ; Z H < q) H o’ 8‘9<‘O{1(N,j,u)(8)|8:*1\7;

I=L u=(uq)sem,on 5y €M) OND qil‘
VaelLQI\{j},lual=N, 7

Q Q N P
D ICEMIA )3 T () T et
j=1

u=(uq)gep,qp ;) €(N7) N qjﬁl' !
Vae[LQI\{j}lugl =N, I
Z (71)‘R(N7j7u)“p+|'P| H C;S(N;jﬂl)p—lR(N’j’ u)p! Z H l;p« (N,],ku')p - kpadp)
PCIL,P] p€EP k=(kp)pepe N pEPS "

[k|=N;+[R(N,j,u)|jp+|P]|
ot l’on a posé

R(N, j,u) := (Np +u(p))peqr,pys

pour tout u = (Ug)seq,\{;}, €t tout j € [1,Q],

QR (5, P, k) = > > 11 (ff ) lglc;’i%q

w=(Wp)pepe €N?)PT v=(vp)pepe(NIVRNUHP ApeP? a=1
VPP wyl=k,  Va€[L,QI\{j}N;=v(a)+w(q)

_Np_l |Vil)| < Vp.q o 1 N’N/]
H [Vp] Vp HC‘M; H(_ ) q*
pEP q=1 q=1
q#j q#j
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et
Q k Q
1 ; N’ j
QN (P ) =(=1)Nlmanin TT N > > 11 (J)HCS“,%Q
ok =1 we(wy)pepe €N va(vy)pep eILANUNT \pePe 2T =1
9#J VpEPS|wp =k Va#§,v(q)+w(q)=N,

I ( ‘V )<Vp|> Hcvm > up(h, —hzvp+\vp\)+§:u;(v—hzv;)

pEP p pEP q:}
q#J q#j

+ (- )lN\[[lQ]]\m HN/l Z“f Z Z

:(Wp)pePCE(NQ)PC v=(Vp)peP G(N[[l’Q]]\{j'f} )"
% = VpEPe | wp =k Va4, f.v(q)+w(q)=N,

k;p = w _NP |VP| v. /
I (o) Thets ) [ (o ) () T e | i
g=1

peEPC peP |VH
q#J f

avec Fp j v w(N,N') la constante posée dans la Proposition .

Remarque 1.4.4. Ce théoreme ramene ainsi le calcul des dérivées directionnelles en les multientiers

négatifs Z'(—(N,N’)) aux calculs des valeurs aux entiers négatifs de la dérivée des fonctions auziliaires
wop!

PR(s)= Y (ni+d)" . (np+dp)™(l;(n)+d))™*  (je[1,Q,ReN").

neNP

Si les coefficients des formes linéaires l; sont rationnels, alors on dispose d’une expression explicite de la
valeur de D5 (—N) en fonction des valeurs speciales des dérivées de la fonction zéta d’Hurwitz via la
Proposition Bl

Remarque 1.4.5. On observe que la formule pour Z'(—(N,N’) ne fait intervenir que des sommes finies.
wop!

En effet, il est clair que la somme Z est finie. De méme, on a que la somme

k=(kp)pepe EN""
[k|=|N’|+|N| 5 +|P|

Z Z présente dans le calcul de QI{I,N, et de QON7N/(j,P,k) est finie

. ’
w=(wp)pepe €N?) P v=(vp)pep eI ANLHP -
VpEP|wy|=kyp Vq#j,v(q)+w(q)=Ng
puisque

Me

Va e P,Ybe [1,Q0\{j}, 0<wap <> v(g)+w(q) = |N|

< Q
Sl
KL

VpeP4Vqe[1,Q], 0< Wp,g < |Wp| =kp < k| = |N/| + ‘N||PC + [P].

Pour les mémes raisons, la somme E E est également finie.
W:(Wp),,gch(NQ)Pc V:(Vp)pePE(N[[l’Q]]\(j’f})77
VPEPS|wp|=kp Va#£5.fv(9)+w(q)=N

Si les coefficients ¢ sont rationnels, on peut remplacer les dérivées des fonctions auxiliaires aux entiers
négatifs par la formule obtenue dans le Corollaire [B1]:
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Corollaire D1. Soit (N,N’) € NP x N9, et (u, ') € R+F x RjQ. Pour tout 1 < p < P, on pose

Cqp = Zq’p € Q la décomposition irréductible de cq, avec aqp > 0 et by, > 0. On pose alors z4(c) =
a.p
ppem(dg,p) z4(c)
P e Q*, et Byplc) = "= € N* pour tout 1 <p< P. Ona
pged(bg,p) " o Cq.p
Z'(~(N,N')) =
ooy
/ LN ¢(— dp)
1)INFHN PN N
PR IR e e SR |
k=(kp)pepc €N pe

|k|=|N"|+|N|;»+|P|

QR (G P X) [ D p(y = hy,) + (v = hvy) | + Qi (s P k)
pEP o

+ Z Z HNI IN\+|NM7=+I7’|+N’& Z QON,Nf(jﬂ’,k)

W+ |pliPp .
PCILPLI=1 \peP P kmhy)pepeen®
|k|=|N’\+|N|‘7;+|7>|

Z“l— H C(=Np — kp,dp)

iepe pePe\{i} k!

Q Q AN
+ Zl‘;xj(c)Nj Z H ( > H H Bjp N,j,u)
=t u=(ua)eeqr.@p () ENT) LI | 42 p=1 p=1

1
Vae[L,QIN{j}uq|=N, 7

¢ <_R(N,j, w), — ky, ZH())

> S T ROV G w),! > 0™ [T

|
0<v1<Bj1(c)—1 PE[1,P] \pEPe k=(kp)per ENP k' €N peEP !
0<up <A p(e)-1 el =IR(N )| e +P°| =1
('(=N; = K, i(z;(e) ' (d +v))) C(=Nj =K, 1j(wj(c) " (d +V)))
) o —In(z;(c)) 1
Q Q N’ P
/ Ug,p
D ICEMIA )3 T () I et
i=t u=(ua)serr.op iy €N ONUT | | 472 4 =1
Vae[1L,QI\{j}.luql=N, 77
R(N,j,u)|ip+|P —R(N,j,u),—1 . kp C( ( » Js u)P — kpv dp)
S (RO P ] ) "TIR(N, j,u),! 3 IT < =
PCILP] PEP k=(kp)pcpc€NP®  PEPC b

[k[=N;+R(N,j,u)||p+|P]|

ot l’on a posé

R(N, j,u) := (Np +u(p))peqr,py
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pour tout u = (Ug)qen,Q\(y}, €t tout j € [1,Q],

Q
Qe (4, P, k) = > > II (ff ) [T

w=(wp)pepe €N v=(vp)pep eMILINLHP A\ pePe 9=1
VpEPC|wyl=kp  Vg€[L,QI\{j}, No=v(q)+w(q)

Q Q
I (7 ) () e | TTewong
1

peP vl q=1
q#j
et
Q k Q
. N’ .
Qllv,l\{'(J,P,k) :(_1)\ J1E%a) N H Né! Z Z H (wp) Hc};g,q
o =1 w:(Wp)pGPCG(NQ)PCV:(Vp)pePG(N[[l’Q]]\{”)P pEPS P2 a=1
a7 VpeEP|wy|=kp Va#j,v(q)+w(q)=N,
Q
[Vl
() Hc”w 2 iy, = i)+ 31 = )
peP p peEP g=1
<I7éJ q#j

+(~1 |N\[[1Q11\{7} HN’I Z“f Z Z

w=(Wp)pepe €(N?)P v=(v,)pep e(NILQING 1P

fI#J f;éj VpEPe|wy|=ky Va#j, f,v(q)+w(q)=N,
Q
kyp w —N, — |Vp| , /
H <W ) H Cq,%’q H < |V | H C P q FP,j,f,v,w(N,N )
pepe NP7 g=1 peP P oy
977,

avec Fp j v w(N,N') la constante posée dans la Proposition ,

Remarque 1.4.6. Posons Q =1, et P > 1 un entier quelconque, on considére ly(n) =ny + ... +np (et
donccip=..=c,p=1), (u,p)=(1,1), et (N,N') = (Na,Na), en rappelant que Nao = (N,...,N).
On trouve alors via le corollaire précédent que

e Pour tout P C [1,P], etk e NP°, on a QON)N,(l,P,k) =1et QI{I,N,(I,P,k) =0.

e Awvec les notations du C’orollaire on axi(c)=1, et f1, =1 pour tout 1 < p < P.

e On a R(N,j,u):=Nuy e NP,

e Dans lexpression de Z'(—(Na, Na)) du corollaire précédent, on trouve que la premiere somme de
la formule s’annule avec la de:“;;iére somme de la formule.

Via les quatres points précédents, on trouve que

7' Na. N NP 1)IPI(N+1)
(_( A1771 A)) - Z |'P| +1 (_ ) Z

PQHLP]] k:(k)p)pepceNPc
[k|=|PI(N+1)+|P]

CNk“d (=N —ky,d,
> L

i€pe pePe\{i} P
c (- N k ,dh) C(=N —kp,dp)
+ > NP Y (—1)l H .
|
PCI1,P] k=(kp)pecp NP k€N pEP Fip!

k| +k'=|P|(N+1)+|P°| -1
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Cette expression correspond a une forme dévelopée de la formule obtenue par Onodera dans [Ono2l,
Théoréme 4] (avec le paramétre dy = 0 dans le Théoréme d’Onodera).

En posant (N,N’) = (0,0) dans le Théoréme [D] on obtient le corollaire suivant :

Corollaire D2. Soit (u, ') € R+ x R+9, alors

Z'(-(0,0)) =
B,
< |P| /'L; C kpvd )

> D (-1 PIEIS > II IT &5 | 7 () + llip) + @ (5P, K)

PQHLP]] Jj=1 L k=(kp )pe’pc GNPC peEP® pEPC
|k[=|P|
Q /
Wi (ki di) C(=Fkp,dp)

+ Z Z(_l)\PIW Z H Cip Z L.l H kpl

PC1,P]s=1 P k=(kp)pecPp CGNPC pePe iepPe 1 pePe\{i}

[k|=|P|

Q Q )
IDNICTIHED DL/ DI C e | E-END D | ,

J=1 j=1 'Pg[[l,P]] peP kf(k'p)ngCEN’P pePC

|k[=|P]

avec

k w; k —w
P10 zuf S Frisncertepenc©0) | TT (7 )5

f?éj W’:(wé)pePcenpe”PC[[O’kp]] rer
k
+e angy 11 &5
pePe

et Fpj rv.w(N,N) la constante définie dans la Proposition [1.3.4

Remarque 1.4.7. Les termes de la forme Fp ; ;. 0,(whe s+ (kp—w)) (0,0)) dans le corollaire précédent

découlent de I’étude de la fraction rationnelle

e e T (e + epp) ™"
pEP

eJ)pG‘P“

En étudiant g1 = 0, et g/ = 1, on obtient que Z’(—(0,0)) = 05(¢%" (s, (c1, ...,cq),d’)|s=0, Cest-a-dire
0,1

la dérivée premiére par rapport a s, en s = 0, de la fonction zéta de Shintani définie dans[I.2.13] Rappelons
que, avec la Déﬁnitionet la Déﬁnition on a (95¢8 (s, d|c1, ...,cp))js=0 = In(Tp(d|c1, ..., cp)),
et 95(¢%"(s,d’|c))s=0 = In(T'p(d’|c)). On obtient alors via le corollaire précédent que le logarithme de la
fonction multigamma de Shintani I'2"(d’|cy, ..., cg) s’exprime complétement & I'aide du logarithme de la
fonction gamma de type Barnes.

Corollaire D3. On a

@ (~1)lP —ky.d
Y oybge Y M | ] +eerw
P’C‘[[LP]] i=1 k=(kp)pepe ENPC pePC L pEPC
l=[P|
< / < P 1 k 7d )
SORLIICIDESD DN DIIC VN | Er D DI | [
Jj=1 j=1PC[1,P] peEP k:(kp)pEPLeNp pePe

[k|=|P|
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avec
1/ - < kp w; kpfw;?
Q (]7 P? k) = Z Z F'ij1f70»(w/pef+(kp7w;)ej)pE’P“ (O’ 0) H w! cfvpCjJ’
§;1 w/:(w;)peﬁcenpepﬂ [0,kp] PEPC P
J
k
Q-1 [ 2.
pePe

En appliquant le Corollaire [AT] et le Corollaire[D2]aux deux fonctions zéta de Witten (g, et (so(5), on
obtient les formules suivantes :

Théoreme E. On a les valeurs spéciales pour (g,(s) et Cso(5)(s) en s =0 :

ng( ) 23
Csa 5)( ) ].78
De plus, on a les valeurs spéciales pour (g, (s) et C;o(s)(s) ens=0:
ul0) =20 (120) + 24¢(0)” + 1¢(0)¢'(0) ~ 43¢(~1) + £¢'(~1)(n(3) + 2n(2) ~ T ¢'(~1)
11 23 1 2 1
—gln(2)—ﬂln(3)—§ln(ﬂ)—5C()+3C( 3 (0 3) § ( )
/ ) / 4 2 5 7 1 ¢ 5
ro(s1g) v (ng) =50 (03) -a¢ (05) ¢ (o)
G (0) =g 1(6) = 3 1n(2) = () + (607 = 5(-1)) 7 = ') = Fe't-)

On peut simplifier la formule de ¢, ;)(0) sous cette forme :

13 47 7 9
so()(0) = In(A —1 —In(3) + < In(m) ~ 2.94635...
oo 0 = =5 (35~ A) ) + G+ g2 n(2) + 5 1n(3) + G ()
avec A la constante de Gleicher-Kirkelin [OEI23D], et v la constante d’Euler [OEI23a)].

Via la formule précédente, on obtient une expression explicite de la constante C' dans le Théoreme
1.2.59]:

On obtient alors une version explicite du Théorem obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et
Franke dans [BBBF23| Théoreme 1.3] :

Corollaire F. Pour tout entier N > 1, on a

O v B‘ N+1
Tao(a) (7 )n—>:+oo g P <A1n3 + Agnb + Agnd +A4) 1+ Z n% +On (n‘ 9 ) ,
j=2
avec
po L o mANT(E)TCE)T  3IN() ()
12 3men o1 23
8 1 40 1 2 2 2 2
LAY r@amad) 2P ) TEP )
2 = 1 2 5 3 = " EL] I ’
3’ 39T () ¥ ¢(9)
i 3
2 (25 1) T(3) ¢ (D) ¢(3)
Ay = 1 2



1.4. PRINCIPAUX RESULTATS 33

On souhaite désormais appliquer les résultats obtenus dans le Théoreme [E| afin d’obtenir une formule
asymptotique du nombre de représentations rg,(n) de l'algebre de Lie exceptionnelle go, formule que
I’'on obtient via le Théoreme obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et Franke dans [BBBF23]
Théoréme 4.4]. On pose tout d’abord

Ui (z1,22) =21 + T2 + T3 + 224,
I5(x1,x2) =21 + 2m0 + 33 + 4y,

et on pose
1 T (%) 4 4 4
ws :=1205 4 < ) / ('1:21‘3564)75“;(13 $2,$3,I4)75 + l;(l,IQ,l'g, $4)7E)d$2d1'3d1'4
F( ) 5 [0,1]3

+/ (w12324) % (1 (21, 1, 25, 24) "5 + (21,1, 23, 24) 73 )da1dasdy
[0,1]3

+ / 1‘1$2£Z?4 7%(11((1‘1, o, 1, 134)7% + l;(:ﬁl, Zo, 1, $4)7§)d1’1d1’2d$4
[0,1]3

4 4 4
5

+/ ’ (.’1311‘2.’1?3)_5([?(1'1,.’172,1‘3, 1>_5 + l;(l‘l, To, T3, ) )dxldmgdx3>
0,1

et

r(2)?

Wer =1203 (31> / (r1x023) %H Z‘1,$2,$3,1)_§d$1d1‘2d$3,
T'(5) \Jioap

2

+/ $1$2$4 3 H l;(l‘l,l’g, 1,%4)7%d$1dl‘2d’£4
0,13

p=1

m

t\:)
[ V)

_|_

‘/[ ’ 3?1.’)3‘31'4 -3 H l;(l’h 1,1’37$4)_%d$1d$3d1‘4
0,1

p=1

[~}

+

\

2 _2
l‘2$3$4 3 I I l;(1,$2,$3,£4) 3d$2d$3d$4> .
[0,1]3 p=1

On trouve alors une formule asymptotique de 74,(n), dont certains de ces coefficients s’expriment en
fonction des résidus w, et wg, et des valeurs spéciales (g, (0) et (g, (0).

Théoréme G. Soit N € N*. Lorsque n tend vers +00, on a

n—>+oo nb

() = e (At A agd) (14030 2 w0 (%) )

avec B; des réels explicites, et avec C,b, A2, Ag tels que :
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Ky :§ Wﬂl—‘ (g) ¢ (%) 3 s 3= T 7.0 21
OO 0 (war (3) ¢ (3) %
N () g T @)
wmi(wr (5)¢(3)) G c)®

R ((1/3) o (1/3) - (K% L 5r(9)c(e) <1/5) X

5
? D@ war@eEn Nt
G2 (0) =20 1(120) + 25¢(0)? + 1¢(0)¢'(0) — 41¢(~1) + £¢'(~1)(In(3) +21n(2) — (1)
11 23 1 , , 2.,/ 5\ 1,( 4
- 3111(2) - ﬂln(B) — iln(w) —5¢'(0) +3¢'(-1) — §C <0, 3) - gg’ (0,3)
, 5 , AN 2,/ 5\ 1,/ 7\ 1,(.5
so () re (-g) -3 (05) 59 (05) 5 (08)
G0 =25,

Remarque 1.4.8. Les B; peuvent étre calculés d’aprés les coefficients b; obtenus via [BBBE23, Lemme
3.6].



Chapitre 2

Expansion de Crandall de Z(s,s’)

On fixera dans ce chapitre des coefficients ¢ = (cq.p)qe[1,0].pe[1,P]> des complexes d = (dy)peqr,p), d =
(dy)qef,qp tels que d, € Ho pour tout 1 < p < P, et vérifiant pour tout 1 < ¢ < Q,

P
Vge[1,Q], d,=c,-d= Zcq,pdp.
p=1

De plus, on fixera dans ce chapitre un multi-entier (N, N’) € N xN@ et une direction (u, ') € R xR} .
Toutes les majorations de ce chapitre dépendront potentiellement de ces constantes, mais 1'on choisira de
ne pas spécifier cette dépendance pour des soucis de clarté dans la rédaction.

On étudiera tout d’abord le prolongement méromorphe de Z(s,s’) et on étudiera ses singularités dans
la démonstration de la Proposition Ensuite on décomposera la fonction méromorphe Z(s,s’) &
I’aide d’une expansion de Crandall, et on obtiendra que une formule de prolongement pour la fonction
univariable Z(—N + ps, —IN 4+ mu's). Plus précisément, on obtiendra décomposition de cette fonction
méromorphe suivant une somme entre une fonction holomorphe s’annulant en s = 0, et une fonction
méromorphe correspondant a une série de type Erdélyi. Cette formule de prolongement sera cruciale

dans la démonstration des Théoremes [Al et

2.1 Démonstration de la Proposition [1.3.9

Le prolongement méromorphe de Z(s,s’) et la forme des singularités découlent du Théoréme
On cherche ici & montrer que Z(s,s’) est absolument convergente sur le domaine D introduit dans la
Proposition 11 suffira de montrer que la série décrivant Z(s,s’) est normalement convergente sur
tout compact de D. On se propose de démontrer la proposition suivante, plus générale que ce que 1'on
veut prouver dans la Proposition [I.3.9]:

Proposition 2.1.1. Soit P,Q > 1 deux entiers, et ¥ = (7q)qe[1,Q] € (HP)?, a = () € HE, B =
(8,) € HE. On pose

D=7Dpg:={ (s,8)€C” xCQ‘ Zap—l—all—i—...—l—a/Q >|P|,0#P C[1,P]
peP

P Q P —Sq
La fonction Zi’gﬂ(s,s’) = Z H(np + o) H (Z Yg,pTp + 6q> converge normalement sur
neNP q=1

p=1 p=1
tout compact de D.

Démonstration. Toutes les constantes intervenantes dans la preuve de cette proposition dépendront
implicitement du choix des coefficients (v4)4e1,0], de @ et de 8. On ne marquera pas cette dépendance

35
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pour améliorer la clarté de la rédaction. On démontrera ce résultat par principe de récurrence. Le cas
P =1 est trivial.

Supposons que le résultat est vrai pour tout k < P. Soit (s,s’) € HéDJrQ, et n € N, Alors on a les
inégalités suivantes

(np +1) € np + Re(ap) < |np + | <y + || < (np + 1),

De méme, on obtient que

P P
D np+ P <Y Re(ygp)np + Re(By) <

p=1 p=1

P P
Z aplnp + 184 < an + P.

p=1 p=1

Z% pMp + Bg| <

p=1

En prenant le produit sur [1, P] et [1,Q], on trouve que

P
[ +dn)~ H n)+d,)"
=1

< o(Th I+ 1) ”/QH ny + 1)~ p+zn )=(oht b))

On souhaite désormais montrer que la série 7 _ypr H;D:l(np +1)7% (P + 25:1 ny) "1t Q) egt
normalement convergente sur tou;cD compact de D. On pe}l)lt découpgr cette série en somme finie de séries
de la forme EOS”_f(l)S~~Sn,f'<P> szl(np +1)77(P + szl np)_(01+m+oQ)a avec f € Gp, et en termes

de la forme Zfip((al + ot Oiyy ey Oty 41+ oo+ 04 )01 + o+ O'/Q) avec l =41 < i < ... <ip =P
et (i1,...,%%) # (1,..., P) (ce qui implique en particulier ¥ < P). Par principe de récurrence, la série
de Dirichlet Zfip((al + oo+ Oiyy s Oig_y 41 + oo + 04 ), 01 + ... + o) converge normalement sur tout
compact de

(s,s’)e(chCQ‘ > (i, 4 A i) | F 01+ 0o > [PLPC {in, ik}
pEP

et on observe que cet ensemble ci-dessus contient bien ’ensemble Dp .
Fixons la permutation triviale f = Id € &p. On trouve alors par changement de variable que

—op P —(o’i—‘,—...-{-o’/Q)
p=1

0<ng)<...<ngp) P= 1 neNP p=1

Comme précédemment, on trouve la majoration suivante :

—op P (o1 +...40g)
Z H <1+an> <P+anp> <<CEZ(O'l,...,O'P_l,O'Il—|—...—‘y—0’b—|—0’P),
p=1

neNP p=1
Par le Lemme[1.2.23] on en déduit que ce terme la converge normalement sur tout compact de ’ensemble

{(S,S/)E(CPX(CQ|0'p+...+O'P+0'i—|—...+O‘£2>P—|—1—p,1 <p< P}L

. 3 4o P — P —(o)+... 40!
On obtient alors que la série > o<, < <n; i [p=1(mp +1) 777 (P30, 1p) (@1+499) avec f € Gp
converge normalement sur tout compact de

{(s,s") € C¥ x CQ|af(p) +odoppy+oi .. tog>P+1-p 1 <p< P}
On trouve finalement que Z a 3 converge normalement sur tout compact de

(s,s') € CF ch‘ Y op+oi+..+on>[Pl0£PCILP
pEP
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o

Pour obtenir le prolongement méromorphe de la fonction multizéta Z(s,s’), et les singularités de cette
fonction multizéta, il suffit d’utiliser le Théoréme [1.2.25 En effet, via la Remarque la fonction
multizéta Z(s,s’) est de la forme ¢(£(0,d,¢, (s1, ..., sp, 8}, .-, S'Q)) introduite dans la Définition
On peut donc appliquer le Théoreme [1.2.25| pour cette fonction multizéta.

2.2 Enoncé de la formule de prolongement de Zn n/(s)

On souhaite ici établir une formule de prolongement de Zn nv/(s). Avant d’exprimer cette formule,
o
on se doit d’introduire des fonctions de la forme hn n p jk(s), qui apparaitront dans la formule de
!
prolongement.

Définition 2.2.1. Soit P C [1,P], j € [1,Q], et k = (kp)pep: € NF°. On pose (%) = c1pT1 + .o +
cgpxq pour tout 1 < p < P. Pour tout s = o + i1 € C, avec o > 1, on considére les fonctions

hn N pjk(s) =

wop!
1 /1 /1 ﬁ —Ng+hgs—1 H I (%9)~Notups—1 H I (%9)rrd dza...d
. Zq »(X »(X Z1...dxj...dxg,
HqQ? L(=Ng+ pys) Jo 0 qj peP pePe
977 q7F]

et

wop! Hq:l

— Nl s=L T g% i\~ Notpps—1 7 7=

h N 1,P]L (S) =—=5 / / H Hl (&9 Notros =V, da;..dxg,

—N! + plys) s P
q#j q#]

ot l'on a posédx;...dx;...drg = dxy...dvj_1drjtq...dxg, et o l'on a posé X! = (1, xj—1, 1,241, ..., 2Q),
avec 1 <5 <Q.

On dispose de la proposition suivante pour majorer ces fonctions, et pour calculer plus tard la valeur
en s =0 de hn N ,p,jk(s) et de hg nv p i ()

wop! pop!

Proposition 2.2.2. Soit (u,p') € Ry x RE9, et (N,N') € NP x N@. Soit P C [1,P], j € [1,Q] et
k € NP°. Alors

i) hnN, N'Pjk et hN N/ J[1,P].;j sont holomorphes sur C.
mop!

ii) Pour tout entier r € N*, on a la majoration suivante, uniformément pour s € Dy(r) :

[y g ()] < (QM)™, (2.1)

!

avec M :=max1<4<q1<p<P(|¢qpl)-
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ii1) Soit € > 0 suffisamment petit, et s € C, on a

NN Pjk(8) =
pop!

kp w

> () IO e

QCILRIMI} v=(vp)per €ND)P we(w,) e pe €(NQ)P° \PEP *P7 4€[1.Q]
VpePS|w, =k

(—Np + ips — 1) (va|> . 1 Zaca(-Nituystv(@+wla))
[Vpl Vp ) Maemongy T(=Ng + 148) Tgeo (= Ng + pgs +v(a) +w(q))
[1,QI\ {5}
—Np+pps—1—|vy|

1 1 c
/ / H sr:q_N“—‘_M“S_Hw(q) . H Cip+ Z CfpTf H dxg, (2.2)

€ geQc pEP feQe geQe

avec les notations v(q) = 3 cp Up,q pour tout ¢ € Q, et W(q) = >_ pe Wpq pour tout g € [1,Q)].
De plus, on peut dériver le terme général de la série précédente en s pour obtenir une expression

de Oshn,N' P, k($).

pop!

Remarque 2.2.3. 1) Le point iii) de cette proposition sera critique pour évaluer hw . p jk(s) et
wop!

Oshn N, pjx(s) en s =0 dans les sous-sections|3.2.4 et|3.2.4
pop!

2) On peut obtenir des résultats similaires au points ii) et i) de la proposition précédente pour les

fonctions de la forme hx v [1,p],5(8), cependant nous n’auront pas besoin d’étudier en détail ce type de
nop!

fonction.

On peut désormais énoncer la formule de prolongement de Zn n/(s). On découpera cette fonction

Bop
analytique en deux parties qui dépendront de s et d’une variable libre 8 > 0 suffisamment petite. La
premiere, que l'on notera Kn n (6, s), sera holomorphe en s et s’annulera en s = 0. L’autre terme sera

o
une série de type Erdélyi (dans le genre de la série présente dans la formule d’Erdelyi, c.f. [2.6)), que Pon
notera Jn, N (6, s). Ce second terme contiendra les hypothétiques singularités de Zn nv (), et 'on notera

B! pop!
cet ensemble de singularités S(N,IN’), dont I’expression est
g
S(N,N') = 1 Z 71 7%
(N, ) )= U iy 2Np+1 U U /| + |plp  SINIe NP
Hobe 1<p<p P PC[1,P] L
pp7#0

Proposition 2.2.4. Soit (N,N’) € CP x C9, et (u,p') € RY x Rj_Q. Alors la fonction univariable

Zn N (8) est méromorphe sur C, et ses pdles sont contenus dans S(N,N’). Plus précisemment, on a la
mop! Hop!
formule de prolongement suivante :

Pour tout 0 > 0 suffisamment petit, et tout s € C\S(N,N’), on a
wop!

ZnNe(s) = Inne (0, 8) + Knowe (0, 5), (2.3)

ot ! !

avec Jnun (0, 5) et Knon(8,s) tels que :

wop! mop!
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o

1) Pour tout s € C, on pose

P
Kne(0,8) = Y (pleiel T M(Z [T (np + dy)ese

o 0#QC[L,Q] AgCQ® q€[1,Q\A¢g NP p=1
I1 Gem)+apNeras T T(=N, + pilys.0.1(n) +dy) | - (2.4)
q€AQ q€[1,Q\ Ao

2) Pour tout s € C\S(N,N’), on pose

oy
I (0,5) = (2.5)
o
Q
S T[T+, = pps) > DM D b pk(s)
PCLP] \peP k=(kp)pepe ENP° j=1
U |+ |1l )5 N’ | =[N 1o = | P+ K] 0 C(=Ny + s — ki, dy)
D(=NG + pis) (|| + ulip)s — N[ = [NJjp = [P+ [K]) | 25, p!
P Q ’ N/ |—|N|—
(I’ |+])s—N'| = |N| P
+ T(1+ N, — / s)
(U ’ ) 2 NN ) RN ) (] + Tal)s — 1N = [N] = P)

De plus, on a que :

i) KnNv(0,s) est une fonction holomorphe en s sur tout C, et s’annule en s = 0.
wop!

ii) Jnw(0,s) est une fonction méromorphe en s sur C, avec des péles inclus dans S(N,N'). De plus,
o wop'
on peut dériver suivant s la série décrite dans Uexpression de Jn N (0, ), terme a terme.
wop!

Remarque 2.2.5. 1) Jnn(0,) sera Uunique contributeur lors du calcul de la valeur directionnelle

Z(— (N N’)) puisque la fonction KN (0,s) s’annule en s = 0. En revanche, lorsque 'on étudiera la
pop!
valeur de la dérivée Z'(—(N,N")), il faudra tenir compte du terme Kn (0, s).
wop

pop!

2) On verra dans la preuve de la Proposition que la série

> an—i-d Nowtos T (lg(m) +d)Veas [ T(=NL+ s, 0.1,(n) + d),

neNP p=1 q€AQ q€[1,Q]\ Ao

décrit une fonction holomorphe en s sur C (la série est en fait absolument convergente sur C). En
particulier, on pourra considérer la dérivée de cette série en s, et l’évaluer en s = 0 dans la démonstration
du Théoréme[D. Notons que l’on ne cherchera jamais a calculer directement les valeurs de cette série, ou
les valeurs de sa dérivée en s.

A Taide de cette proposition, on obtiendra au passage que la fonction Zn n+ est réguliere en 0,

pop
et on aura alors démontré par une autre méthode que Komori dans [KMT10a] l'existence de valeurs
directionnelles pour la classe de fonction zéta qui nous intéresse. On obtient également une information

sur les poles de Zn N :
wop!
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Corollaire 2.2.6. Soit (N,N’) € NP x N@, et (p, ') € (Ry)F x (R%)?. Alors la fonction Zn ' a des
[T
poles, qui sont tous simples, de la forme

5= (1<p<Pnell,P])
Hp
n

=T (0 #P C [1,Pl,n €] — oo, IN|jp + IN'| + [P|]\{0})

Pour montrer cette proposition, on multipliera la série de Dirichlet Z(s,s’) par I'(s})...I'(sg). Cela
revient a considérer une transformation de Mellin multivariable en un certain sens. Cette stratégie est
classique pour prolonger et étudier les valeurs de la fonction zéta de Riemann [Hid93, Chap. 2], pour
obtenir une représentation intégrale d’une fonction zéta de Shintani dans [Hid93, Chap. 2], pour calculer
les valeurs de la fonction zéta de Hurwitz multiple de type Mordell-Tornheim [Ono21].

Ensuite, on procédera a un découpage du domaine d’intégration en introduisant une variable libre
0. Ce faisant, on pourra isoler un voisinage de l'origine du reste du domaine d’intégration. Enfin, on
remarquera que l'intégrale au voisinage de l'origine peut étre réexprimée a l’aide d’une formule d’Erdélyi
(c.f. , puis on démontrera également que le reste des intégrales définissent en fait une fonction
holomorphe en (s, s’). Pour découper les intégrales apparaissant dans nos calculs, on utilisera les fonctions
gammas incompletes I'(s, 0, v) et (s, 0, v) définies dans la Définition m

2.3 Expansion de Crandall directionnelle pour Z(s,s')

2.3.1 Lemmes

On commence par énoncer une identité classique qui découle d’un développement de Taylor :
Lemme 2.3.1. Soit X1, ..., X4 des complexes tels que | X1 + ... + Xg4| < 1. On a alors
A+ X1+ +Xg) = > =) (1K XXk,
k|/\ k
k:(kp)pe[llﬂﬂ]

Les expressions présentes dans ce chapitre feront intervenir une série dont le terme général contiendra
C(s — k,d) avec k € N, et d € Hy. Dans [Ono21], Onodera dispose également de ces termes dans une de
ses expressions, et il controle ces termes a I’aide du lemme suivant, dans le cas ot d € RY, :

Lemme 2.3.2. [Ono2il, Lemme 2.1] Soit o > 0. On pose pour tout § € R} et r € N*,
D)= {s € Clmin Js —nl 2 . Js < 7|
neN*

Alors, pour tout s € D(0,r),k e Nyo >0,meN, on a

07°C(s — k,d)| < Kl(k+1)".

m,r,0,x

Ce lemme n’est cependant pas suffisant ici, puisque l'on souhaite majorer {(s — k,d) avec d € Hy.
La démonstration du lemme précédent utilise une équation fonctionnelle vérifiée par la fonction zéta
d’Hurwitz ((s,d) pour d €]0,1]. A priori, on ne peut pas obtenir de la méme maniére une majoration
similaire pour d € Hy. On utilisera donc la formule d’Euler Mac-Laurin sur la fonction zéta d’Hurwitz
afin d’obtenir une inégalité similaire au lemme précédent.

Lemme 2.3.3. Soit § € RY, r € N*, et v’ €]1,+00[. Alors on a

__ k
Vs € D(6,r),¥d € Hy/p N Do(r'),Vk €N, |C(s — k,d)| < (f) Kk + 1)1 (1 + 128,

rr’§ \T
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Démonstration. Soit r € N* on pose n = r + 1. On souhaite majorer |{(s — k,d)| uniformément en
s € D(b,r) et en d € Hysw N Dy(r'). Soit s € D(8,7) et d € Hyyw N Do(r’). On remarque que I'on a
n > —o. Soit k € N, comme on a que n+ k > —o + k, on peut reprendre I'expression de la fonction zéta
de Hurwitz par la formule de Mac-Laurin a lordre n + k, et I'évaluer en s — k

dlfs+k n+k 75+k (*1)iBi+1 itk
C(S_k’d)_l—erkJriX_:O( i ) i1 ¢

—s+k

_1n+k
+(=1 <n—|—1+k

+oo
) s (2 + d)~>~"d,
0

avec B;(x) le i-ieme polynéme de Bernoulli periodisé, et B; le i-ietme nombre de Bernoulli. En majorant
chaque terme de ’égalité, on trouve
dli—o +k ntk s _|_ k B. )
|C(8—k,d)‘ |1| | |T\7r/2_’_z ( ) |’L —Zi_+i||d|—a—z+ke|‘r|7r/2

—s+k +OC —o—n—1_|7|7
+ ’( > ’ / | Brtk+1(2)]|z + d LelmIm/2 .
0

n+k+1

On cherche désormais & majorer chacun de ces termes. On a clairement que e!™1™/2 < ¢"™/2. Par continuité
de lapplication (x,y) € [1/r,r'] x [=r,7] — a¥, on obtient que

|d‘_0+k < 7"
r,r!
Par construction de D(d,r), on a
|d|1—o+k < T’k
|17$+k| r,r’ 5
< r'*.
r,r’ 8

Pour la majoration des coefficients binomiaux, on observe tout d’abord que

Vi€ [0,n+ k], ‘(—si—kk)‘ < <r+k—iH—1> < (271—;2]9).

Soit @ € N. Par [Leh40], on sait que si i # 2 mod 4, on a

27!
(2m)*’

Vie NNV e R, |Bi(z)| <
et lorsque ¢ = 2 mod 4, on obtient que

21C(i) _ 201¢(2)
Ve eR, |B;(z) < Gn) < Gy

Notons 1) la fonction digamma d’Euler. On sait que lim,_, 1 o, () = +o0o. Ainsi, il existe un rang xq tel

r
que pour tout & > zy, la fraction (Q(m))x (¥(x) — In(27)) est positive. On trouve alors que la fonction
i
I'(x)
R* +—
TERT e

est croissante a partir de ce méme xy. On en déduit donc que, pour n grand,

Vi € [0,n + k], (2;) < E;;nﬁ),l < (Qi)kk!(kj—‘r 1)...(k+n).
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En majorant chaque terme du produit a droite de la derniere inégalité, on trouve aisément (k4 1)...(k +
n) < (k+1)", et donc comme n =7r+1:
n

Vi e [0,n+k],Vz € R, |B;(2)] <

—(k+1)"t

En évaluant I'inégalité précédente en x = 0, on obtient que

!
Vie[o,n+k], |Bi|<

< @ (k+1)"t

On obtient alors 'inégalité suivante

n+k

—s+E\||Bis1l, ;o Coin K PE2F ran 42k
> |77 e lar oo ey ( F)1a
=0 =0

|

<</ (2];)k7,/k(k + 1)r+1(1 + ‘d|71)2n+2k
k!

<< (2’”) (k+ )r+1(1+r/)2k

Comme —o — n < —1 il est clair que
Ve e Ry, |z+d 7"t < (x4 Re(d) 7 "L

et cette derniere quantité est intégrable sur R;. On obtient donc

—s+k Feo o n+42k 41\ 2(n + k + 1)! Re(d)=7"
B o—n |T|m/2 < .
’(’ﬂ-‘rk‘-l—].)’/o ‘ n+k+l(x)”-’13+d| e dl‘_ (n+k+1> (QW)nJrlH»l o+n

Par I'inégalité classique

on obtient :

—s+k +oo
B, dl—e—n—1 |'r\7r/2d
(D B @le + demn e

ook (N2 +1 (n+k+1) Re(d)—o"

- k 2m)rthtl g4 n
n+1\" (n+k+1)! Re(d)=o—"

2k Qm)nthktl  g4+n

< 2(2e)* (1 +
Comme on a la majoration suivante
1’ k
V0 <z < K, (HE) <t
on en déduit que

n+1 k
Vk > (n+1)/2, (1 + %) < e t)/2,

Comme n = r + 1, on obtient

n+1 g
Vk € N, <1+ 2k> <T<1.
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On obtient finalement que

IC(s — k,d)| < r'*+ : (k4 1)™(1 +"2%) + (2¢)"k! (k4 1)" !
’ r,r’ 0 (27T)k (27’(’)k
k
< (5) Kl (k + 1)™ (1 + 1728,
ror’ 6 \T0
O
. . 1
Pour tout entier naturel a € N, on observe que la fonction s — —————— admet un prolongement
I(s)(s +a)
holomorphe sur C. On observe alors le lemme suivant :
Lemme 2.3.4. Soit r € N*. Alors on a
Vs € Do(r) 1 <1
s r
0 ’ F(S) T
1
Vs € Do(r),Va €N, |————| <1
o) Tl
, ) 1 1 . ,
Démonstration. Comme T et s F(i) sont holomorphes sur C, on a uniformément sur Dy(r) :
5)s
1
— | x1
ol
1
1
‘F(s)s <r<

Enfin, il est clair que
1

1
Vis| > =, |-|<2.
1> 50 |
On peut alors montrer I'inégalité souhaitée. Soit s € C tel que o € [—r, r].
1
Si|s+al > 3 alors

< 1.

T

1
Si|s+al < 3 alors par I'inégalité triangulaire, on obtient que a < |s| +1/2 < r 4 1/2. Par I’équation
fonctionnelle de I', on a que
1 _ (sta—1).s
[(s)(s+a) T(s+a)(s+a)

on en déduit l'inégalité suivante :
1

‘ T(s)(s +a)

Comme a < 1/2 + r, on obtient la majoration suivante pour le produit au numérateur

< (2r+1)..r

T

(s +a—1)...s] < (2r + 1)L,

On obtient alors que
1

Vs € Do(r), ’I‘(s)(s T

< 1.

T
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La formule d’Erdélyi [EMOTS8I], §1.11] décrite dans la proposition suivante est cruciale pour réexprimer
des intégrandes faisant intervenir la fonction zéta de Lerch que I'on a définit dans la Définition [1.2.7]:

Proposition 2.3.5. [Ono21, Lemme 2.2]
Soit u € C\| — 00,0] tel que |u| < 2w, s € C\N*, et d € RY.. Alors

400 (_u)k
e_duqﬁ(e_u’ S,d) = F(l — S)us_l + Z Ll <(S - k7d)
k=0 '

On souhaite obtenir une formule d’Erdélyi pour d € Hp. La majoration que 'on a du terme (s —k, d)
n’est pas aussi bonne lorsque d est complexe que lorsque d est réel, ainsi on doit imposer une condition
supplémentaire sur le complexe u :

Proposition 2.3.6. Soit d € Hy, s € C\N* et u € C\] — 00,0] avec |u] < 1. Alors

= (—u)k
e Mple ™, s,d) =T(1—s)u" '+ 5 C(s —k,d). (2.6)
k=0

Démonstration. Soit " € [1,4o00[ un réel, on cherchera a montrer le résultat pour d € Hy /v N Do(r’).

Soit u € C\] — 00, 0] tel que |u| < On fixe un s € C\N*, et on pose r := [|s|]. On sait déja

T
e(l 4172’
que la formule que 'on souhaite démontrer est valable lorsque d € R}. On cherche alors a démontrer
cette formule pour tout d € Hy par prolongement analytique. Pour cela, on doit d’abord montrer que les
différents termes dans ’expression de la formule voulue sont holomorphes en la variable d sur Hy.

On sait que I'application d € Hy +— e~ ¢(e~%, s, d) est holomorphe [EMOTST] §1.11], il ne reste qu’a
montrer que la série présente dans la formule I’est aussi. On a déja que chaque terme d € Hy — ((s—k, d)
est holomorphe sur Hy pour tout entier k¥ € N. Pour démontrer cela, il suffit de reprendre la formule
obtenue par le développement de Mac-Laurin de la fonction zéta d’Hurwitz obtenue dans la preuve de
la Proposition Il ne nous reste plus qu’a montrer que la série présente dans est normalement
convergente en d sur Hy ;v N Do(r'). On a la majoration suivante

k
VEEN, [((s—kd)| < (%) Kk + 1)+ (1 4 )2k

rr’ 8

Ainsi, on obtient que le terme général de la série [2.6] admet la majoration suivante

C(s = k,d)| e F
mo s, (“}(1 +1) k)
+oo k
or la série entiere Z ( (147 )2) k" T12F est absolument convergente dans le disque ouvert
k=0 "
—k,d
z€C,|z| < — T 1. Onobtient alors que la série Z M(—u)k est normalement convergente
e(l+1")? P E!
en d sur Hy,v N Do(r'). Ainsi la formule (2.6) est vraie pour tout d € Hy par prolongement analytique,
via la Proposition [2.3.5 O

2.3.2 Reésultats préliminaires
On souhaite établir dans cette section une expansion de Crandall pour la fonction multizéta

Q

ZH“P+d SPH n)+d,)”

neNP p=1 q=1
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Rappelons la Définition : Soit v € Hy, 8 >0, s € C. On a posé

+oo

I'(s,0,v) :/ e "y T dy,
0
0

~v(s,0,v) :/ e Yy "ldy, lorsque Re(s) > 0.
0

On notera que l'intégrale décrivant I'(s,6,v) est absolument convergente pour tout s € C, mais que

celle décrivant (s, 0, ) n’est absolument convergente que pour s € Hy. Plus précisément, on a :

Proposition 2.3.7. Soit v € Hy et 0 > 0. Alors les fonctions (s,v) € C x Hy — I'(s,0,v) et (s,v) €
Hy x Hy — ~(s,0,v) sont holomorphes respectivement sur C x Hy et sur Hy X Hy.

Démonstration. La proposition découle du théoreme d’holomorphie sous le signe intégral. O

Proposition 2.3.8. Soitv € Hy, 6 >0. On a
Vs e Ho, T(s,0,v)+(s,0,v) = v=T(s).
Démonstration. Supposons que v € R% . On a alors par changement de variable :
+oo

I(s,0,v) :zfs/ e a5 Y,
vl

v
~(s,0,v) :1/*5/ e %z Ydz, lorsque Re(s) > 0.
0

En additionnant les deux termes, on obtient
L(s,0,v) +~(s,0,v) =v °T(s).

Soit s € Hy. La fonction v € Hy +— T'(s,0,v) + v(s,0,v) — v°T'(s) est holomorphe, et s’annule sur
tout R% , donc par principe des zéros isolés, on obtient le résultat voulu. O

Corollaire 2.3.9. La fonction s — 7(s,0,v) admet un prolongement méromorphe sur C, ayant pour
—1)rpn

seuls poles des poles simples en les entiers strictement négatifs, et le résidu en s = —n est #
n!

Lemme 2.3.10. Soit 0 > 0 un réel positif, et v € Hy. Soit s € C. On a la majoration suivante :

IT(s,0,v)| < 27 fe@6/2p (0, g, Re(u)) .

1,/
Démonstration. Apres le changement de variable z = 5 on obtient

+oo
I'(s,0,v) = 23/ e Vs,
0/2

7uz| — efRe(l/)m

Comme |e pour tout € Ry et tout complexe v € Hy, on obtient la majoration suivante

“+o0
|F(S,9,I/)| §|28| eiRe(V)zeiRe(V)mgjafldx
6/2

+oo
<27 / 67Re(y)0/2€7Re(V)$£L'071diﬂ,
0/2

ce qui conclut la preuve. O
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Q

On étudie maintenant le produit HF(S;)Z(S,S/). Soit ¢ € [1,Q], 0 > 0, et s; € Hp. Par la

q=1
Proposition [2.3.8] on obtient

T(sy)(g(m) + )~ = T(s, 0, (I4(n) + ;) + 7(s, 0, (L4 (m) + ).

On se donne un multi-entier n € N, et des complexes (s,s’) € C* x H 1Q On obtient ainsi 1’égalité
suivante en distribuant la somme ci-dessus sur le produit suivant :

Q Q
TI T (n) + ) é:H[ st 0,1, +d’)+'y(s;,0,lq(n)+d;)]

qg=1
= Y JIvGh0,0,m) +d) T] 1(s).0,1,n) +dy)

@iQC[[l Q] qeQ qeQ°

+Hvs 0,l,(n) +d)

- Z T[] T 0.0,m) +d) [T ((zq(n)+dg)—sér(s;)—r(sg,e,z;(n)m;))

(Z);éQC[[l Q] geQ qeQ°

+Hvs 0,l,(n) +d).

En distribuant les termes de la forme (I,(n) + dg)_s;F(s;) ['(sy,0,1,(n) + dy), on obtient

Q
[Trepem +ay=c= 3 S )00 +d) J] (tam) +d)=

g=1 0#QC[1,Q] AgCQcqeQ geAg
[T v TI (0T 0.,m) +d)
qEAQ geEQ°\Ag

+H78 0.1,(n) + d,)

Soit (2p)peq1,p) € Hy", alors par 1'égalité précédente on a

Q

P
| J CAIIC R A H

q=1

S Y (-l H”f [T 0 0m) +dy) [ T Geln) +dy) =T (s))

V)#Qc[[l Ql AQCQ° gEQU(QC\AQ) qc€Ag

+Ha¢ SPH'ys 0,ly(n) + d;)
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Comme QU (Q°\Ag) = [1,Q]\Ag, en remplagant x,, par n, + d,
Q

P
[T () U(m) + dy)~ H n, + dy)” (2.7)

q=1

Y Y (e |AQ|H np+dy)" [ T(sh0,0,m) +dy) | ] (g(m) +d})~T(s))

@iQC[[l Q] AgCQ- p=1 q€[1,Q\Ag g€Ag

+an+d H 50,0, 1g(n) + dp).

Q

En sommant ces égalités sur n, € N pour tout p € [1, P], on cherchera par la suite & prouver que,
pour (s,s’) € D (avec D lensemble définit dans la Proposition [2.1.1]), on a

Z(s,s)= Y 3 (-pleitel T (g(ZHnP—&-d

0#£9C[1,Q] AgCQ” q€[1,Q\Ag ENF p=1

[T Gem)+dp)==c ] T(s}0,04(n) +d))

q€A qeﬂl QN\Ag
Q
Zan+d H (s, 0.14(n) + d)
H nENPP 1 q=1

Par la formule 2.7] il suffira de prouver que les séries présentes dans la série précédente converge
absolument. On étudiera ces séries dans les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3.11. Soit 6 > 0, et (s,s’) € CP x C?. On pose :

K@ss)= S 3 (ple-he ]

0£QC[1,Q] AgCQ° q€[1,Q\Ag

(g (Z [T +dp)~

eNP p=1

IT Gy +ap)=e I Ts5.0.000) +dp) | . (2.8)
q€AQ q€[1,Q\ Ao
Alors la série précédente est normalement convergente sur tout compact de C¥ x C2. De plus, la fonction
(s,s') — K(0,s,s') est holomorphe sur C¥ x C?, et K(6, —N, —N’) = 0 pour tout multi-entiers (N,N’) €
NP x N@.
Démonstration. Soit 6 > 0 un réel. Pour démontrer 'holomorphie de K en les variables (s,s’), il suffit

de montrer que la série décrivant K (6,s,s’) est normalement convergente sur tout compact.
La fonction K (6,s,s’) est une somme finie de termes de la forme

G | (, (Z [T +dp)= ] Gem)+dp==e  J[ T(s).0,14(n)+dy)

q€[1,Q\Ag eNF p=1 q€Ag q€[1,Q\Ag
(2.9)
1
avec ) # Q C [1,Q], et Ag C Q°. On observe que les fonctions NEAR et I'(s;,0,1,(n) + d;,) sont bien
a
définis, et holomorphe, sur C. On note
P
TouagO.ms,s)=[[(np+dp)~ [ Ugm)+dp)c [] T(s).0.l4n)+d), (neN)
p=1 qcAg q€[1,Q\Ag

(2.10)
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le terme général de la série présente dans (2.9)).
En utilisant le Lemme [2.3.10} on obtient, que pour tout ¢ € [1,Q], et pour tout n € N¥,

IT(s),0,1q(n) +dj)| < 20;6*@6(%<n>+d;>>%r(a;, 0/2, Re(ly(n) 4 dy,)).

A D’aide de I'inégalité précédente, et par décroissance de x € Rf — T'(0,0,2) pour § > 0, on obtient
finalement ) o
ID(sh, 0, 14(n) +dl,)| < 270 Fella@FdaD2 (5! /2, Re(d))).

Enfin, comme pour tout complexe z € Hy, s =0 + it € C, on a |2°| = |z|7e” arg(2)7  Comme z € Hy, on
en déduit que arg(z) €] — /2, 7/2[, et donc

|ZS| < |Z|U€‘T|ﬂ/2.

On en déduit alors 'inégalité suivante

P
/ / 0
To,a0(0,m,8,8")| <|[[(np+dp)~> [] Gam)+dy)~| [  270e” Bl t4=r(o) 6/2, Re(dy))
p=1 q€Ag q€[1,Q\ Ao
< H ef(Re(lq(n)+d;))0/22rf;p(g;,0/2’d;)

q€[1,Q\Ae

P
. H el™l™2|n, + dy,| v H el ™/2|(1,(n) + dp|~%. (2.11)
p=1 g€l

Notons au passage que, si les coefficients ¢, 4, d,, et dfl sont, tous réels pour tout 1 < p < P et tout

1 < ¢ < Q, on peut remplacer les termes de la forme el™/% et elmals par 1.

Comme ’ensemble Q est non vide, et que Ag C Q°, alors il contient au moins un entier j € Ag, et
P

par hypothese, I;(n) = ch)pnp, avec ¢;p, € Ho pour tout p € [1, P]. On a aussi d;, € Ho pour tout
p=1
q € [1,Q]. on obtient alors
H o~ Rella(n)+d})0/2 < (—Re(l;(n)0/2
qeQ
Soit R > 0 un réel, et (s,s’) € Do(R)F+9, alors on a en particulier (o,0”) € [-R, R]"*Q et (1,7') €
[~ R, R)P+%. Comme l'application x € [~R, R] + T'(z,0,v) est continue pour tout 6 > 0, et v € Hy, on
en déduit la majoration suivante, uniforme en (s,s’) € Do(R)¥ x Do(R)?

I T(.0/2 Re(d,)) <1
q€[1,Q\A¢g
De l'inégalité on en déduit alors que, pour tout (s,s’) € Do(R)¥ x Do(R)?

P
[To.1q (6.1, 5,/)] 2@ AaDR T] ex/2e=eCcsnmd 2, =00 - T /281, (m) +dif 5. (212
p=1 qEAQ

Comme 6 > 0, et que Re(c;,,) > 0 pour tout p € [1, P], on sait que la série

P
S L eteommt2n, +ayl = T lig(n) + dy| =%,

neNP p=1 qgEAo

est normalement convergente sur tout compact de CF x C?. En particulier, on en déduit que la

série Z To.4o(0,m,s,s) est normalement convergente sur Do(R)FT?. On conclut alors que K est

neNP
holomorphe sur C¥ x C%.
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On observe enfin que pour tout ) # Q C [1, Q] et pour tout Ag C Q°, on a que [1,Q]\Ag # 0. Ainsi,
1

le produit H (s
q€[1,Q\Ag a
obtient 0. O]

est non vide. En particulier, lorsque 'on évalue K(6,s,s’) en s’ = —N’, on

Remarque 2.3.12. En évaluant la formule |2.8 en remplagant s par (—Np + j1p8)pepi,p], €t s’ par
(=Ng + 1gy8)qgeli,qp, on retrouve Uezpression dans la Proposition m

Proposition 2.3.13. Soit 6 > 0, et (s,s') € DN(CF x Hy?), avec D l’ensemble définit dans la Proposition

[2.11 On pose

Q

J(0,s,s') = Z an+d )~ H 50,0, 1y(n) + d). (2.13)

H neNP p=1 g=1

La série précédente est normalement convergente sur tout compact de D N (CF x HOQ). En particulier,
la fonction (s,s') + J(0,s,s) est holomorphe sur DN (CF x HOQ).

Démonstration. Soit 6§ > 0, et R > 0 des réels positifs. On reprend les notations de la proposition
précédente, en particulier la formule pour décrire le terme général des séries présentes dans K (6,s,s’).
Par l’égalité on sait que, pour tout n € N” et (s,s’) € C¥ x HlQ :

P
1
——— || (np+dp)~ v(sy,0,1lq(n) +dy) =
Hzilms;)pnl H

_ylel-lael
( ) +dl

il ,’:]@

P
- X I Fapy T s |+ Lty +dp)°
0£0C[1,Q] Agcoe 11a€[l,Q\Ag q =1

Dans la démonstration de la Proposition [2.3.11] on a montré & I'aide de I'inégalité que la série de
terme général To 4, (0,n,s,s’) était normalement convergente sur tout compact de CP xC% Ona
montré dans la Proposition que la série de fonction en (s,s’)

Znn,,+d H n) +dj)"

neNP p=1 q=1

est normalement convergente sur tout compact de D. Ainsi, on obtient que la série

>
neNP HQQ:1 F(S;)

est normalement convergente sur tout compact de D N (CF x HY). O

P
[+ dp) S"H’ys 0,1,(n) + dy),
p=1

Proposition 2.3.14. Soit 6 > 0, et (s,s') € DN (CF x Hy?). On a :
Z(s,s') = K(0,s,s') + J(0,s,s), (2.14)
De plus, la fonction (s,s’) — J(0,s,s') admet un prolongement méromorphe sur C x C%.

Démonstration. La premiére égalité découle des deux derniéres propositions. Comme (s,s’) — Z(s,s’)
est méromorphe sur CP x C@, et que (s,s’) — K(f,s,s’) est holomorphe sur ce méme espace, on en
déduit que (s,s’) — J(0,s,s’) est méromorphe sur C* x C%. O

Corollaire 2.3.15. La fonction méromorphe (s,s') — Z(s,s’) et la fonction méromorphe (s,s’) —
J(0,s,s') partagent exactement les mémes singularités, et la multiplicité de leur diviseur polaire est
identique en une méme singularité. De plus, (s,s’) — J(0,s,s’) est holomorphe sur le domaine D, avec
D l’ensemble définit dans la Proposition [2.1.1]
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Afin de calculer les valeurs de Z en les multi-entiers négatifs, il ne reste plus qu’a étudier J(6,s,s’).
Pour ce faire, on réexprimera ce terme en tant qu’intégrale d’une fonction zéta de Lerch, puis on simplifiera
I'intégrande a I'aide d’une formule de Erdélyi sur chaque terme du produit.

Rappelons les notations suivantes pour les fonctions [, : Soit p € [1, P]. On considere ly: R? - Cla
fonction linéaire suivante

Q
x) = Z CqpTq-
q=1

En reprenant I'expression précédente de J(6,s,s’) pour (s,s') € DN (CF x H(?) on obtient que

0 0 Q ,
J(0,s,s") = Z H ny+dp)” / / He_(lq(“)‘*'d:z)”’qx;qilqu (2.15)
0 (—

H neNPP 1
Q .
Z H np + dp) / / H e~ (@nn H et da,.
H neNPp 1 =1 q=1

Définition 2.3.16. Soit (N,N’) € N¥ x N?, et (pu,p') € RyF x R“’_;_Q. On pose pour tout s € C,

I (0, 8) :=J(0, —N + ps, —N' + p's)

mop!

KN (0,8) :=K(0,—N + ps, —N' + u's)

o

Pour 6 suffisamment petit, on a par (2.14) que, pour tout s € C tel que (—N + pus, —N’' + u's) €
DN (CP x HY),
ZN,N’ (8) = JN,N' (9, S) + KN,N/(G, S)
wop! o !
Or par construction du domaine d’holomorphie D dans la Proposition[1.3.9] on en déduit que la condition
sur s précédente est vérifiée si

VP C [L,P], —IN|p— N[+ (plp+|p])o>1+]P|
Vge[1,Q], —N;+ o >0

’

Ny LA [P+|N'|+|N||»
n 3 N N/ :=max | —+, ... = max R Ty B B I .
On pose 0’0( M,H’ ) a (Hi’ T AXPC[1,P] [/ [+l p

On en déduit alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.17. Pour toul s € H, NNy, 0N a

wop!

ZnNe(s) = Inne(0,8) + Ko (0, 9).

mop! op! mop!

Remarque 2.3.18. 1) Plutot que d’utiliser la notation s = o 4 i1 € H, N Nv), on préférera noter
wop!
o >N,N 1, voir méme parfois o > 1.
pop!
2) On utilise ici le fait que u; > 0 pour tout 1 < q < Q. On pourrait également généraliser cette
approche en considérant des directions u'q € Hy, en revanche cela alourdirait les raisonnements pour ce

chapitre.

On sait déja par la Proposition [2.3.11 que s — Kn n (8, s) est holomorphe et s’annule en s = 0. Il
!
reste & étudier le terme Jn nv(6,s). Le point clé de I'étude de cette fonction est la formule d’Erdélyi

pop’
).
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o1

Proposition 2.3.19. Soit (N,N') € NP x N9, et (u, ') € R.P x Rj_Q Soit s € C tel que p,s ¢ N*

pour tout p € [1, P], et o > 1. Alors,

1 o o * * ¢ —N! —HL s— 1
JINN(0,s) = / / e*dplp(z)gb(e*lp(z),f]\f + pps, dp) dxz,.
o 19 D(-N, +uys) Jo Jo H P 1;[ !
(2.16)
Démonstration. Soit s = o + i7 € C tel que o >N n 1. Par la formule [2.15] on en déduit que
mop!

JN,N/(Q7 S) =

wop!

Q
qul ( Nl+ﬂq neNP p=1

0 6 P Q Q , Nt s—1
_ s—
E | I Ny +d Np—pps / / | I 67(2(1:1 Cq,pTq)Np | I e_dqquq a T Hq d.]?q
0 p=1 q=1

On souhaite désormais effectuer une permutation série intégrale. On cherchera donc & majorer le

terme général de la série précédente. On pose pour tout ¢ € [1,Q],

P
= Z Re(cqp)np
p=1

On a la majoration suivante :

P Q

6 9 P
_ _ Q _d —N!+p! s—1
Il(np—i—dp)N” ”Ps/ / IIe (Xg=1 a.pa)np | I e daTag, T gy dig
0 0 p1

p=1 q*l

P
< H ‘np + dp|Np7,upU€,up|'r\7r/2/ / Hef(vq(n +Re(d NER N +Mq0 ld
p=1

vn e NP,

1d$Q

Par un changement de variable de la forme y, := (vy(n) + Re(d}))z, pour tout ¢ € [1,Q], on obtient

finalement :
P

0 0P Q o
H(np + dy,) e Hes / / H e~ (Zikr capza)ns H eid;quq_Nq-qu_ldxl...de
0 0 = a1

p=1

P
= H ny + dy| Ve eelTIT/2 H JrRe(d’))Né*“fz"
p=1 qg=1

Q
— N’ lo—
He‘yq qu atHa? 1dy1...dyQ
p=1 g=1

/(vl (n)+Re(d}))d /(UQ(n)+Re(d/Q))9 P

0 0

i~

< TT Iy + Vot M‘T'WH n) + Re(d)) V7T (=N, + 10)
q=1

ki
L

Or la série Z H Iy + dy|No oo ettolTIn/2 H ) + Re(d! ))Nz;_“:z” est convergente pour
neNP p=1

o >~ N’ 1 par la Proposition [2.1.1] Par le theoreme de convergence dominée, on obtient alors pour tout

pop!
s=o0+1i1 € C tel que 0 >n N 1,

o

JN,N’ (97 8) =

!
+o0 Q

1 ’ = : —N/-‘r s— 1
/ / Heflp(x)dp Z(np+d) p—HpSe 1 (z)nyp H Mg

HqQ:1 L(=N} + pls) Jo 0 p1 o1 w1

...dl‘Q,
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ce qui conclut la preuve. O

Une fois cette formule intégrale obtenue pour Jn nv(6,s), on peut utiliser la Formule d’Ederlyi sur
ot
chaque fonction zéta de Lerch dans le produit de l'intégrande, puis distribuer ’expression pour obtenir

la proposition suivante :

Proposition 2.3.20. Soit (N,N’) € N¥ x N9, et (u,p') € RyF x RjQ. Soit s € C tel que pps ¢ N*
pour tout p € [1, P], et o > 1. Alors, pour tout 8 > 0 suffisamment petit, on a

Inn(0,8) =
!
S T[T+ N, = pps) 3 )M T C(=Np + pps — kp, dp)
|
H q=1 ( N/ + “q PC[1,P] peP k=(kp)pcpc ENF® pEPC kp'
6 Q
/ / —N aTgs—1 H l;(x)prwpsq H l;(x)kpdxlmde

peEP pePe

L\ T(1+ N, — e
—+ H ( / / H N/ +,U'q 1 H l;(l’)inJr#pSildxl...dl'Q. (217)
Hq:l (_Né + “q p=1

1
77777 oM [ Soit s € C tel que pps ¢ N* pour
tout p € [1, P], et o > 1. Par la relation [2.16] on a que

Démonstration. Soit M = maxi<p<pi<q<(|cqpl), €t 0 € {O,

Q
JNN/QS / / Z Hefdl z)¢ =15 (x) —N "",Ufde H —Nj+ugs— 1 :L'q.

neNP p=1 q=1
Par la Proposition on a que, pour tout (z4)4eq1,qp €10,6]%
r < N 1
H z)¢ N + L1, d H +.U«qs
p=1 q=1

P
7N+ s—1 " _ o l*(l’ P
"y IT | T+ N, — pps)iy (@) Netes—t 4 Z(—m’fMTg(—N,,wps—kp,dp)
p=1 kp>0 P

u::]e

En distribuant le produit précédent, on obtient pour tout x = (z4)4e1,0] € [0, 6]?

P Q
[T o505, 4+ sy Tz
p=1 a=1
Q
H —Ng+ugs—1 Z H I'(1+ N, — pps) Z (=1~ (2.18)
q=1 PCHl P]] peP k:(kp)pe‘pleNPC
Uy S— * C_N+M3—k,d)
H —Nptpps—1 H lp(w)kp ( p kp' P> “p
D!

pEPC
P

cp
Q
| R | LR | (O

p=1 p=1
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On obtient alors que

(11\1,1\1/(0,5):11?:1 > o J[ra+nN, - u,,/ / > (-1 (2.19)

pon! ( N + 11s) PC[1,P] pEP k=(kp)pcpe ENP

Q
—Nj+uys—1 *( = pS— « C(=Np + pps — kp,dp)
H(Eq m .Hlp(x) Np+pps—1 H lp(x)kp P kp' 2%) g dug
= peEP pe’PC p*

P
1+ _ s
+ sz; d+ / / H Notige=1 H[ Np+ups—1dm1...de.

Hq:l ( N/—’_/“’Lq

On cherche maintenant & majorer le terme général de la série présente dans lintégrande. Par

compacité, on obtient uniformément sur x = (x1,...,2g) € [O, Q]\/[] que

<1

S

Q ’ ’
—Nq-Hqu—l

qg=1
Iy~ < 1.
s

Comme [; est une forme linéaire pour tout p € [1, P], on a que
Vo € (0,612, [3(x)] < QMS.

Enfin, par le Lemme [2.3.2] on a la majoration suivante :

C(=Np + pps — kp, dp)
kp!

(kp + N)!
SRy

Vp € [1, P], ‘ (kp + Np + 1)1 melsl],

On obtient alors la majoration suivante : pour tout P C [1, P], et pour tout x = (24)4e1,07 € [0, 6)9
on a

’ H —N/ +;qu 1 H l —Np4pps—1 H l;(l’)kp C(_Np +’:p;9 - kpvdp)
p!

peEP pGP“

< H (ky +N k + N, + D) Hmlsll(Qnrg)ke,
pEPC

1
Or la série suivante converge absolument sur tout 6 € {0, Q—M [ :

> H (ky +N k + N, 4 1) IlsllQarg)ke,

keENPE pePe

on peut alors permuter la série et I'intégrale pour obtenir le résultat demandé. O

Proposition 2.3.21. Soit (N,N’) € N x N9, et (u,p') € RyF x RjQ. Soit s € C tel que pps ¢ N*
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pour tout p € [1, P], et o> 1. Alors

JN,N’ (97 S) =

wop!

Q
> 2 (I +N, = pps) > (- )lk‘hNN/P;k()

PC[1,P] j=1 \peP k=(kp)pepec ENP® B!
g |+11lp)s—|N'| = |N| ;o —|P|+|K| 0 C(=Np + s — kip, dp)
D(=N] + 5s) (] + [ulp)s — INT = [NJpp — [P+ [K]) L2, k! ’
P Q ’ _ n_ _
on'|+Ipl)s—|N'|-|N|-P
+ L1+ N, - hn, N P ) )
(H ’ ) 2 PV O SN ) + s — N = N = P)

ot I’on rappelle les notations de la Proposition|2.2.4: Pour P C [1, P], j € [1,Q], etk = (kp)pepe € NP°,

h (s) .
N,N",P,j,k(5) =
TToe: T(= Ny + ji5)
q#j
/ / H — N} +pys— 1Hl %)~ Nopps—1 Hl %I Yer d, . dxj dzg
pEP peEPC
q#]
et
h (s) = :
N,N’,[1,P],
o TP T TN 4 )
q#j
1 1 Q N s P
p— S— o~ —_—
/ / qu e Hl;;(x])_NP'H‘PS_ldxl...dxj...de,
0 0 =1 el
q#j

avec les notations suivantes :
1) ﬁj = (1‘1, ceey J"j—17 1, .23j+1, ceey J?Q),
2) dxldxjde = d$1...d1‘j_1de+1...d$Q.
Démonstration. Soit s € C tel que pups ¢ N* pour tout p € [1, P], et o0 > 1. Pour prouver cette formule,

il suffit de reprendre la formule obtenue dans la Proposition précédente, et de réexprimer l'intégrale

présente dans cette formule. On simplifiera cette intégrale a ’aide d’un éclatement.
Q

On remarque d’abord que [0,0]9 = U V;, avec V; := {x € [0,0]9|Vq # j,x; > x,}, et on observe

j=1
également que l'intersection deux a deux de ces ensembles est de mesure nulle. Par Chasles, on obtient

/ / H —N/+puls—1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)kpdxl...de

pEP pEPC

_Z/ H — N} +pugs—1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)kpdxl...de
Vi q=1 peP pePe
On considere le changement de variable suivant :
£ 400,177 % [0,6] x [0,1]977 = V;

x = (21, ...,20Q) = (T1Zj, ..., Tj, ..., TQT; ),
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dont le jacobien est Jac(f;) = zQ L

Quitte a effectuer une permutation des coordonnées, il suffit d’étudier I'intégrale dont le domaine est
V- Tout d’abord, on remarque que pour tout x = (z1,...,zq) € [0,1]97! x [0,6], on a I*(fo(x)) =
zqQl(F9). Ainsi, on trouve que

Q
—N/+p!s—1 * —N, o 5— * ;
/V TLoa V™ T p0Nemest T 500k dig
Q

q=1 pEP peEPC

1 1 0 . Q-1 b
_ —IN|"+[p'|s=Q—|N||p+|p|jps—|P|+ k| —Ng+pgs—1
= .’I;Q xq
0 o Jo a=1

[1 &)= Notues=t TT 139 rad ™ day...dag

pEP pePC

1Q 1
/ / NJ,-pqs 1Hl /\Q —Np+pps—1 H Up Pdl’l sz 1

peEP pePe
o’ \+|u|m)s INI"=IN|jp—|P|+k]|

(T + [mlp)s — NI = [N[ip = [P+ K|

ce qui conclut la preuve. O

La proposition précédente est cruciale pour démontrer la Proposition On montrera en effet la

régularité de Jn N (6, s) en s = 0 via la formule de la proposition précédente. On utilisera en particulier
o

la Proposition [2.2.2] qui fournit une majoration de hn n/ 7 ;k($) uniforme en s sur tout compact. On

pop!
démontrera la Proposition [2.2.2| dans la prochaine sous-section.

2.3.3 Démonstration de la Proposition [2.2.2]

On démontrera dans cette sous-section la Proposition [2.2.2l Rappelons la notation [ ( Zcq,pxq

pour tout p € [1, P] et tout x € R?. On établira un lemme avant de démontrer cette proposmon. Pour

tout € € }0, 2]\2(02] , pour chaque sous-ensemble Q C [1,Q]\{j}, et pour tout ¢ € [1,Q]\{j}, on pose
0,€] siqe
Aejleq) = {L 1} si Z € g
Q
et on note ensuite Fg ;(€) := H Ag j(€,q). On peut alors découper le domaine d’intégration suivant :
o
{(@1, i1, 241, Q) Ve £ Gz € 0,1} = | Fayle).

Qc[1,QIN\{}

Via la relation de Chasles, on peut ainsi réécrire les termes hn N, 7,5,k (8) et hx v 1, p],; sous forme d'une
mop! wop!
somme d’intégrales :

hN7N/’,737j,k(3) = Z IN,N/’,P,j7Q7k<€a 8) (2.20)
o oc[LeNr **
hN,N’,[[l,P}],j(S) = Z IN’N/_’[[1)1:‘]113"9(67S)7 (221)

oc[LQ\{5} **
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en ayant noté pour tout sous-ensemble Q C [1, Q]\{j},

InN P 0Kk(€8) =

22123
Q
1 / H —N;+uys—1 *(5j\—Np+ips—1 *(oivk i
xq Hlp(xj) PP H Ly (X7) *dry...dzj...dvg,
Moerroni PN+ 165) Jroy0 5 P )
q#]
et
1 < N/ 4+pu! s—1 L —
IN,N/’[[l)p]]J’Q(QS) = .Z‘q_ aTHaT l*(ﬁj)_N”—i_#”s_ld.ﬁl...da?j...d.’EQ,
o oepon gy TNG + 1s) FQ,]«e)ql;[l pl;[l g
q#]

pour tout s € C tel que o > 1.

Lemme 2.3.22. Soit (p, ') € Ry 7 xRL?, (N,N') € NP xN@, P C [1,P], j € [1,Q], Q C [1,Q]\{j},
et k = (ky)pepe € NP°. Alors on a

i) Pour tout € > 0 suffisamment petit, la fonction Innv p.j,0k(€, S) est holomorphe en s sur C.
!

ii) Pour tout € > 0 suffisamment petit et pour tout r € N*, on a la majoration suivante, uniforme pour
S € DQ(T) N

InN.pjok(e s)| < (QM)M,
l-‘->ﬂ-/ T,€
(|Cq7p|)-

iti) Pour touts€ Cet0<e<1, ona

avec M = max
1<q<Q,1<p<P

InN Pj0k(€8) =

pop!

kp —Np + pps — 1\ ([vp]

) > (I () T e ) (0™ ) () e

Vv=(Vp)per €N)P we(w,),cpee(NQ)P° \PEPS P/ q€[1,Q] pEP P P/ qeQ
VpePC|wp|=kp

1 Zaeo(~Ny+uys+v(@)+w(q)

Iemon gy DN+ 148) Hyeo (=N + pys + v(a) + w(q))

—Np+pps—1—|vp|

1 1 L
/ / H x;Nq+“q871+w(q) . H Cip+ Z CrpTf H dxq, (2.22)

€ geQc peEP feQe geQ*°

avec les notations Q° = ([1, QI\{F7H\Q, v(q) = >_ cp Up,q pour tout g € Q, et W(q) =3 cpc Wp,q
pour tout ¢ € [1,Q]. En notant Tn N, p,j,0.k,wv (€ S) le terme général de la série précédente, on a

pop!
également
OsInN' P j,0 k(€ 8) = > > 95TN N Pj,Q k,w,v(€; 5). (2.23)
Hok V=(Vp)pEPE(NQ)P w:(wp)pepcE(NQ)PC ok
VpePC|wyp|=kp
iv) Pour € > 0 suffisamment petit, et pour tout s € C, on a
hNepgk(s) = > Ikl s). (2.24)

! ocLQN\y **
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Démonstration. On cherchera ici a développer l'intégrande via des développements en séries entieres au
voisinage de 0 pour les éléments de Fg ;(e). Notons que ces séries entieres convergeront uniformément
sur le disque Dy(n), pour n suffisamment petit. On pourra donc intervertir la série et I'intégrale.

i 1 1. i 1 it i
Soit s € C tel que o > 1. Soit Q C [1,Q]\{j}. Soit € € }O g dBax

1
’QMQ]’ avec M = max (leg.pl)s
on peut développer en série entiere en (z4)qeco les fonctions de la forme l;(ﬁj)*NP“‘PS*l, avec x € Fg ;
et p € P. Par le Lemme [2.3.1] on obtient uniformément en z7 :

—Np+pps—1

*(SJ\—Np+pps—1 _ .
L(x")~ = Gp E , CqpTq t+ E :Cq,pxq

qeQ*” qeEQ

—Np+tups—1 —Np+tups—1
Cfp
Cip T § Cq,pTq 1+§:C‘ Iy c zxf
qeEQ” feo 7P qeQe° ~q,pq

—Np+pps—1=|vp|

—N, 4+ pps — 1 v
oz ) (e 2 [T ciraie.
Vp=(p,q)qe[1,@] EN2 P p qeQe° qeQ
(2.25)

Pour p € P¢, et k, € N, on a par le multindme de Newton :

* (i \kp — Z wPJH wpq Wp,q
lp(x) %p Cqp Tq

sz(wp,q)qe[[LQ]]ENQ q#]
[wp|=kp

La série présente dans (2.25) converge uniformément pour (z.)cco € [0,€]2. Par permutation série

intégrale, on peut réexprimer In N p,j,0 k(€, s) de la maniére suivante :
o

InN' Pj0k(E8) =

Yo 2 G I ) )

Vsl

- p

v=(vp)peP €N w=(w;),epe e(N?)P" \PEP* PEP
VpeEPC|wp|=kp

1 [T | I T epoese
/ /

oepaniy TENG +168) Jro (0 123 Jepe g
q#] q#]
—Np+pps—1—|vy]|
' H H ol T Cip T Z Cq,pTq dxl...d/x;.,.de.

pEP \q€Q qeQ”°
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En remarquant que [1, Q]\{j} = QU Q°¢, on peut séparer le produit H en deux parties :
q€[1,QI\ {4}

InN g0 k(€ 8)
ILU’

Q
kp) w (_Np + pps — 1) (|Vp|) v
= C p,q I P,q
3 Z ovp Z pe llc (Wp 1;[1 P 11; vl Vp I_IQ o
v=(vp)per E(N®) W:(Wp)pepce(NQ) 14S q pE q€
VpePC|wy|=kp

1 Q
. - H H m;"p,q H H xsp q

Hoenong FENg +148) Jrg s yepe | 15 p \oco
q7#]
—Np+pps—1—|vyp| Q
—N!+p! s—1 —
Cip+ Z Cq,pTq -qu a et dzy...dz;...dxg
qeQ*” q=1
q7#j

B E (M) (O e

V:(Vp)pepE(NQ)P W=(Wp)p€p66(NQ)PC peEPC pEP qeQ
VpEPC |wWp|=kp

. 1 / H —N;+y;s—1+2pg7> Up,q"'zpe‘l?“ Wp,q H x_N;‘H‘;S_l"'ZpEPC Wp,q
q
qu[[l,Q]]\{j} N + “q Fo,iqeco qeQe
7NP+MP8717‘VP‘
: H Cipt E Cq,pTq dzy..dxj...dzg.
pEP qeQ*°

Soit v = (v,)pep avec v, € N€ pour tout p € P, et w = (W,,)pepe avec w, € N? pour tout p € PC.
On rappelle la notation v(q) = ZpEP vpq tout ¢ € Q, et w(q) = Zpepc wp,q pour tout g € [1,Q]. Via
le théoreme de Fubini, on obtient I’expression suivante pour o > 1 :

InNPjoKk(€8) =

wop!

kp < w _NP + HpS — |VP| v

Z Z H w H Cqp” H v, | H Cqp"

v=(vp)peP ENT w=(w,)pepe (NPT \PEPC P/ g=1 pEP p qcQ
VpePC|wy|=kp

1 H =N, +pgs+v(a)+w(q) / / H — N+l s—1+w(q)
_N/ / N
D(=Ny + pys) for Nq + ps + v ( ¢ geor

oepon
—Np+pps—1—|vp|

. H Cjp+ Z Cq.pTq H dxg.

peEP qeQe° qeQ*”

On obtient donc que la formule est vraie pour tout s € C tel que o > 1.

On cherche maintenant & prolonger s — In nv.p,j,0,k (€, 5) sur tout C via I'expression précédente. On
wop!
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a clairement que, pour tout o > 1,

InN P jok(e s) =
wop!

1 kp> Q .
quQcF(_Né‘i'%S) Z Z H (Wp (:Jl;[lcq,p

V:(Vp)ngE(NQ)P W:(Wp)pEPCE(NQ)PC pePe
VpePC|wp|=kp

e Notngs+v(e)+w(q)

IT(J%iﬁ”‘ﬁcﬁ)II%? 1 s N e v T w@)

peEP qeQ qeQ

—Np+pps—1—|vp|

1 1 o
/ / H x;N“+MqS_1+w(q) H Cip+ Z Cq.pTq H dxg. (2.26)

qeQ*° pEP qeQe qeQ*°

Notons TN N’ P,j,0,k,v,w(€; 8) le terme général de la série précédente. On a alors

pop!

InnNpjox(es) = > > INN PG Qv w6 8)-
o'

mop!
v=(vp)peP EN2)T w=(w,)pcpec €(N?)P°
Vpe”Pc\wp|:kp

Tous les termes présents dans l'expression de Tn N/ p,j,0.k,v,w (€, s) sont holomorphes en s sur tout C.
!
Pour montrer que In w7 j,0,k(€ ) est holomorphe en s, il suffit de montrer que la série précédente
pop!
converge normalement en la variable s sur tout compact. On cherche alors a majorer le terme général

sur un disque Dg(r), avec r € N* un entier. Les majorations que 'on effectuera dépendront toutes de
N,N’, p, i/, P, j, @, mais on omettra cette dépendance afin de simplifier la rédaction.
On sait que la fonction

1

S s
(=N, + ) (— N + s + v{g) + w(q))

est holomorphe sur C, pour tout ¢ € Q. On majore maintenant le terme général de la série [2:26) a I'aide
du Lemme 234l On a

1
Vg € Q,Vs € D ,Va € N, <1
7€ Q,¥0 & Dolr), Va MPM+%$PM+%&M)T
1
Vq € [1,Q], < 1.
<10l ‘F(N(;nLugs) ;

On sait que la fonction

—Np+pps—1—|vp|

e /1 /1 H xqu;ﬂLZ]swa(q) . H Cip+ Z CapTy H dz,,
€

€ geQc pEP geQ*” geQ*”

est holomorphe car I'intégrande est réguliere.
Soit s € Do(r), v = (vp)pep avec v, € N2 et w = (W,),epe avec w, € N? tel que |w,| = k,

pour tout p € P°. On observe alors que Zw(q) = |k| — w(j). De plus, par compacité, on obtient la
qg=1
q#]

majoration suivante uniformément en ¢ € Q° et en x4 € [e, 1],

4 !’
7Nq+,u,qsfl

Zq < L

”
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T
Comme w(q) > 0, on obtient que |:E;V(q)| < 1. De plus, comme arg | ¢;, + Z Cqplq | € }—57 5 [, on
qeQe°
a pour tout s € Dy(r), et tout (z,)4e0- € [6,1]<,
—Np+pps—1—|vp| —Np+ppo—1—|vp|
Vs € Do(r), Gpt Z Cq,pTq < |Gp T Z Cq,pTq et

qeQ” qeQ”

On remarque que l'on a la majoration suivante pour tout (z4)4eco- € [€, 1]Qc

Q
K+ Ke< | Re(c;p + Z Re(cqpe)) | < |cjp + Z CqpTq| < Z leq.p| < QM,
qeQe qeQ° q=1

avec M =

(leq,pl) et K :=mini<q<g1<p<p Re(cqp). Pour p € P, on trouve alors

max
1<p<P1<q<Q

(QM)Hro—No=lvel=1 i J¢. 4 Z CqpZq| > 1et ppo— N, —|v,| —1>0
qeQ”

—Np+pupo—1—|vp|

Cj,p"‘E Cq,pTq

qeQ°

1si|cjp+ Z CqpZq| > 1et ppo— N, —|v,| —1<0
qeQ”

IN

Usi[cjp+ D Coptq| <let ppo— Ny — vy =120
qeQ*°

(K (e 4 1))o VeVl =L ginon

On a uniformément pour s € Dy(r) :

Vp c 73’ (QM)le‘T_Np_|Vp|_1 < (QM)_|Vp|_

Soit p € [1, P]. Par compacité, on a uniformément pour s € Dy(r) :

(Ke)#r? « 1.

On a également
(K(e+ 1)) N vol=1 (K (e + 1)) Vol « K=IVol,

On obtient finalement la majoration suivante uniformément en s € Dy(r) et en (z,)4e0c € [¢,1]<,
—Np+ppo—1—|vp| P
Cj,p + Z Cq,pdfq < maX(Ki‘vpL (QM)i‘vph 1) H eﬂprﬂ-/2 < min(K7 QMa 1)7|Vp‘.
quc T,€ p:1 T,€
Maintenant que I’on a majoré 'intégrande, on obtient finalement que I'intégrale est bornée de la fagon
suivante :
—Np+ups—1—|v,|

1 1
—Ng+pgs—1+w(q) d
H Tq H Cip+ Z Cq,pTyq H Tq
€

€ geQe pEP qeQe qeQe

< [ min(x, @M, 1)~V < min(&, QM, 1)~ Zeer I¥|
T,€ P T,€
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On a la majoration suivante uniforme en s € Dy(r) :

€quQ(—N;Jru;s+v(q)+w(q))

<eXaee V(@)
€

De plus, on a que

—n+bs—1 b
¥n € N,Va € N,Vb € R%,Vs € Do(r), ’( n + bs )‘S(nﬂrha)_

a a

On trouve alors que

Q
1 kp w _NP+MPS_ 1 |VP| v
Lo T(—N; + 1is) 11 (W ) ITeis | | 11 ( v, | v, [0 <
q c

pePe NP/ g=1 pEP q€Q

e~ Natugs+v(@)+w(q)

| qGHQ T(=Ng + #s) (= Nj + s +v(a) + w(a))

—Np+pps—14|vp|

-/1 /1 H afq_N;-’_H;S_l-i_W(q) : H Cip T+ Z Cq,pTyq H dz,
€

€ geQe pEP qeQe qeQe

« H (kp>MZqE[[1,Q]] Wy g H <Np + |—/1’p7n—| + Vp) (|Vp|> (Me)zqeg"@ min(K, QM, 1)—qugv(q)

€ pePe Wp pEP |VP| Vp

< {11 (M ars | p (Nt Tl sl Me _\Fee¥ (2.27)

re W) vy min(K,QM, 1) ' '
peEPC peEP

En sommant le terme de droite dans I’expression sur v = (vp)pep avec v, € N< et sur w =
(Wp)pepe avec w,, € N@ tel que |w,| = k,, pour tout p € P¢. On obtient alors la série

M 3 11 <v]ii) > I (Np+ mf;:} +|v,,|) <rm([?,4¢31\4,1)>2q6QV(q)

w=(wp)pepec €(N?)PT PEPC v=(vp)pep€(N?)” PEP
VpeP|wy|=kp

= (QM)~ 3 I (Np + mvpj + |vp|) (W)Z@V(q)

V:(Vp)pGPE(NQ)P peP

min(KJ,\/[QM,l)' En
fixant un e suffisamment petit, la série en (vp q)pep,qco est une constante ne dépendant que de r, € et de
N. On obtient alors I'inégalité suivante :

La série entiere ci-dessus précédemment converge absolument pour tout 0 < € <

InN P g 0.k(€s8)
pop!

< (QM)™.
T,€
On a donc obtenu le point i) et iii) par théoréme d’holomorphie sous le signe somme, et par prolongement

analytique. Le point ii) est vrai par la majoration précédente. Comme In nv.p,j, 0,k (€, s) est holomorphe,
pop!

et que pour tout s =0 + it € C tel que 0 > 1, on a
k()= Y, Innpjox(es),
o oc[LeN\ sy **

et par[2.20} on peut prolonger ’égalité précédente sur tout C par prolongement analytique, d’ou le point
iv). O
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En modifiant légerement la démonstration du lemme précédent, on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.3.23. Soit (p, p') € Ry7 x RE9, et (N,N') € N” x N@, j € [1,Q], Q € [1,Q]\{j}. Pour
tout se Cet0<e<k1,ona:

InoNe1,p),0(68) =
pop!

Np + pps — 1 (vl v
> H v, | v 11 <z
v=(Vp)pef1,p] E(N2)F qe[[l Q]] p=1 P P/ qeQ

1 eZqco(—Nytugs+v(a))

[oepnon gy F(=Ng + 1gs) Tlgeo (NG + 1gs + v(q)

—Nptpps—1—=|vp|

P
/ / H e H Cip T+ Z Crprs H dzg,

€ geQc p=1 feQe qeQe

avec les notations Q° = ([1, Q]\{7}H)\Q, v(q) = 211;1 Up,q pour tout q € Q.
De plus, s € C— In N [1,P].5,0(€, 8) admet un prolongement holomorphe sur C.
wop!

Remarque 2.3.24. Contrairement au Lemme on n’a pas besoin d’obtenir une majoration dans
le lemme puisque le terme k y est absent.

On dispose de tous les ingrédients nécéssaires a la démonstration de la Proposition [2.2.2]:

Démonstration. Rappelons que hnN.p,jk(5) et hn v 1,p],5(8) s’expriment de la fagon suivante, pour
mop! mop!

tout s€ Ctel que o> 1:

k()= Y, Innepgox(es),
o oc1,QN\ {5} **
hn N 1,p],5(8) = Z InoNep1,pP]5,0(€ 8).

oc[LQ\{5} “*

Comme on sait que les fonctions de la forme In N P j,0k(€,5) et In N/ [1,P],5,0(€, 8) sont holomorphes
wop! !
en s sur C, on peut prolonger holomorphiquement hN N/ P.ix(s) et hN N/ J[1,P],;(8) sur tout s € C. On

obtient alors le point i) de la Proposmon “ Le pomt ii) et iii) de la Proposition “ 2.2.2| découle du

point ii) et iii) du Lemme O

2.3.4 Démonstration de la Proposition [2.2.4]

Soit (N, N’) € NP xN@ et (u, ') € Ri”xR%%. On exploite I'expression Z(s,s') = K(0,s,s')+J(0,s,s')
pour obtenir la preuve du théoréeme de prolongement méromorphe selon la direction (g, u’). On sait
déja que (s,s’) — K(6,s,s’) est holomorphe sur CF x C@. 1l reste donc & prouver que l'application
s — JnN (0, s) est méromorphe et réguliere en s = 0. Afin de montrer la Proposition [2.2.4] il ne nous

pop!
reste plus qu’a établir que s — Jn Nv(0, s) est méromorphe sur C avec des poles inclus dans
pop!
S(N,N’ ! Z 1 7z
NN)=| U —Zna|U] U T+ [alp - SNIpHN 4P
bt 1<p<p "P PC[1,P] K HiP

pp7#0
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On sait que la formule est valable sur le complémentaire de cet ensemble, pour o > 1. Pour tout
s € C\S(N,N’) tel que o > 1, on a alors
wop!

JN,N’ (03 3) =

mop!

Q
> T T+ N, = pps) > COLEDY heNe i (5)

PC[1,P] \peP k=(kp)pepec ENP®
OUn |+l 2)s—IN'|= N[ | o — | P|+]K]| H C(—=Np + pips — kp, dy)
D=NG + ) (] + [plip)s — N[ = INJjp — [Pl + [kl) | 25, kp!

ﬁF(l N, ) zQ:h ( ) o' 1+p))s—|N'|—|N|-P
+ + Np = fips N/[LLP]L; (S
i P )\ I P TN ) (T s — N = [NJ = P)

. A T’aide de ces rappels, on peut démontrer la Proposition :

Démonstration. Soit 0 < § < 1. On sait par la Proposition [2.3.21] que la formule est valable pour
tout s = o + it € C\S(N,N’), tel que o > 1.
wop
Il est clair que le terme
o' I+|pl)s—|N'|-|N|-P

Q
h , .
2 Posae 143 O T sy (T s — T~ INT = P

Hop

correspond a une fonction méromorphe en s sur C, réguliere en s = 0, et avec des poles de la forme

N’ N|+ P
= M Il reste alors a démontrer que la série de fonctions en s
|+ [l
Q
S (rasm-ma] X 0¥ [ Shwam 229
PCL,P] \peP k=(kp)pepc ENPC j=1 H#
OUr |+l p)s—IN'|=|IN| o —|P|+]K]| H C(=Np + pips — kp, d)
TN+ ) (] + Talip)s — N - NI — [P+ 1K) ) LL !
est méromorphe sur C, régulier en s = 0, et avec des poles inclus dans S(IN, N).
wop!
On pose
D(N,N’,6,r) :=
wp'
5€5O(T)| VPE[[LP]L mGIII\Il |:up57n|25 N|VPC HLP]], IIliZn |(|/L||7>+|/1,/|)S+n| 25
n nezZ”
n>N, n>—|N|jp—|N'|-|P|

Notons que :

1) On a clairement que B(N, N’ §,r) contient un voisinage ouvert de 0.
wop!

2) La condition
min s—n|>46
neN ‘Mp | -
n>N,

apparait pour éviter les singularités de {(—Np + pps — k,d,). On observe qu’au voisinage de s = 0,
ce terme est parfaitement défini.
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3) La condition
min [(leelip + |1'))s +n| >0
n2—|N|jp—|N'|-|P]|
1

('] + plp)s — N[ = [NJjp — [P[ + [K|

nécéssairement compensées par les zéros de

apparait pour éviter les singularités de

qui ne sont pas

———— . On remarque tout de méme qu’en
T(—N] + i}s) d 4

s = 0, lorsque —|N’| — [N|;p — |P| + k| = 0, la singularité de
o
D(=Nj + pfs)

est compensée par le

1
(|| + |pel)s

zéro de

4) L’ensemble S(N, N’) est inclus dans le complémentaire de D(N, N, §, 7).
w,p! w,p!
Fixons un sous-ensemble P C [1, P]. On sait par la Proposition [2.3.21] que la formule est valable

pour tout s = o + it € C\S(N, N’)7 tel que o > 1. On souhaite prouver que la série en k présente dans
!

la formule (|2.28]) est normalement convergente sur D(N N’ 6, 7).

wop’
Soit 7' > 1 un réel tel que, pour tout p € [1, P], Re(d,) > 1/7, et |d,| < r'. Soit r > 0,1 > ¢ > 0.
Par le Lemme [2.3.3] on a

vp € [[I,P]],VS S E(Nlevay T‘),Vk,’p S N’ C(_NP+NPS_kP7dP) <<5 (kP+NP)!(kP+NP+1)T+1(1+7J2kp)'
o '

Par le Lemme 2:2.2] on a
Vs € Do(r),Vk = (ky)pepe € N7, |hn, N’ Pk(8)] < (QM)Ixl.

mop!

Comme 'application s — I'(1 4+ N, — p1p,s) est holomorphe sur D(N, N’,é,7) pour tout 1 < p < P, on en
wop!
déduit la majoration suivante

Vp € [1, P],Vs € D(N,N',6,r), [D(1+ N, — pps)| <1
Hop’ ™
Enfin, par le Lemme on a la majoration suivante
1

Vs € D(N,N',6,7), < 1.
(N N0 N T )]+ Tele)s — TN — NIy — TPT TR | o5

Par compacité, de Do(r) on obtient
Vs € Dy(r), |§w 1 Iuli2)s=INI=INlip=Pl| 1
T

Ainsi, pour tout s € l~)(N7 N’,4,r), et pour k = (k) pepe € NP° on a
B,

(- )lkthN, pix(s) [ T+ Ny — paps)
peP

g’ |+l p)s—|N'|=|N||p—|P|+|Kk|

L(=Nj + ) ('] + |plp)s — [IN'| = [N[jp — |P[ + [K])

HC —Np + pps — kp,dp)
k!
peEPe p
(kp + Np
@mo)™ T] 7)(/@ + N, + 1)L )
peEPE p'

<, @ 2oume) T LN)

r,r’
’ pePe Fip!

Trts

(kp + N, + 1)" L,
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Or la série ok N
> @que T BEflie, v, 4y
NENPC pEPC

converge absolument pour tout § € C tel que |0] < On en déduit en particulier que la

1
(2r2QM)’
formule est valable pour tout s € D(IN,N’, 4, 7). Par théoréeme d’holomorphie sous le signe somme, on

Mo/

obtient que la fonction s — Jn, N’ (6, s) est holomorphe sur D(N, N' 8,7). Comme D(N,N’, 8, 7) contient
o' M wop!
un voisinage ouvert de 0, on obtient par le théoreme d’ holomorphle sous le signe somme que ’on peut

dériver en s sur ce méme voisinage la fonction Jn nv (6, s),

pop!
8SJN’NI (6, S) = (2.29)
o
Q
>y > Ou | | TI T+ Ny = p5) (—1)‘k‘hN,1\{',P,j,k(8)
PCIL,P] i=1 k=(kp),ecpc ENP® pEP kb

g’ |11l p)s—|N'| =N |p—|P|+|Kk|

L(=Nj + ) (I + |plp)s = [IN'| = [N[jp — |P[ + [K])

HC —Np + pps — kp,dp)
k! ’
peEPC P
Q ’ _ N _
Uk I+]pnl)s—|N'|—|N|-P
[Ira+n, - ps) ZhNN 1P, (8)
et e D(=Nj + pis) (|| + |pl)s — IN'| = |N| = P)

Comme 1 > § > 0 est arbitraire dans la définition de D(N,N’, 4, 7), et que D(N,N’, 8, 7) contient un
oy w,p!
voisinage ouvert de 0, on obtient en particulier que Jn N/ (6, s) est réguliere en s = 0, et que ses pdles
wop!
sont inclus dans ’ensemble S(IN, N’) décrit dans la Proposition [2.2.4] O
B,p!

Remarque 2.3.25. Via la formule on peut en déduire une expression des résidus de Zw w(s) en

!
ses poles. En effet, on sait que cette fonction se réexprime sous la forme d’une somme entre une fonction

holomorphe et une fonction méromorphe en s

ZN,N’ (S) = KNﬁN/(Q, S) + JN’N/(Q, S)

mop! mop! wop!

Comme Knn(0,s) est holomorphe en s, cette fonction ne contient aucune singularité. En revanche,
’

[Ty
dans la formule on peut lire les résidus en étudiant finement les deux termes suivants, pour tout

jelQl

(P ¢ [1,P].ke N

. UK/ 1+l p)s— N[ =N |5 = | P|+]K] 0 C(—=Np + p1ps — kp, dy)
(=N + ) (/T + Tlie)s — INT= INip — [P+ [KI) k!
oUn | +|p])s—|N"|—|N|—P
* D= + ) (W] + s — [N = [N = P)

pePe

Notons que les poles en s de ces termes la peuvent étre parfois compensés par des zéros des fonctions

de la forme hn NP j x(8) pour le premier terme, et par des zéros de fonctions de la forme hx wv [1,7,;(5)
wop! wop!
pour le second terme.






Chapitre 3

Calculs des coefficients QON NP J: k)

T
et Qll\I,N’(P’ j) k)

TN

Par la Proposition [2.2.2} on sait que la fonction hn n’,p,;k est holomorphe, en particulier, on peut
o'

considérer ses coefficients d’ordre 0 et 1 au voisinage de 0 dans son développement de Taylor :

Notation. Soit (u,p') € R x R?, et (N,N’) € N” x NQ. Soit P C [1,P] et k € N?°. Comme
hn N/ pjx est holomorphe, on note au voisinage de 0

o

hN,NQP,j’k(S) = QON,N’(P7 jv k) + Qll\I,N’ (ija k)S + 0(82)

!
Bl pop! o’

Les coefficients QON_’N/ (P, j,k), pour tout j € [1,Q], P < [1, P], s’avéreront cruciaux dans I’expression
pop!
des formules de Z(—(N,N’)). De plus, les coefficients QY (P, J, k) et Qn N (P, j, k), pour tout j €
pop! ! ot
[1,Q], P € [1, P], seront présents dans la formule de la dérivée directionnelle en les multi-entiers négatifs
Z'(—(N,N")). Observons également que I’on a pas besoin de calculer Q% n ([1, P, j) et Qi n ([1, PJ, 5),
[yT% o F»:LL/
puisqu’ils n’apparaissent pas dans les expressions contenues dans le Théoréme [A] et dans le Théoréme
On montrera dans nos calculs que Q0N7N,(73, J,k) ne dépend pas des directions (u, p'). On notera donc
ot
simplement ce coefficient Q&N,(P,j, k).

3.1 Lemmes

Lemme 3.1.1. Soit a,c € Hy, be N et d € Z. On pose g : C — C la fonction méromorphe décrite par
l’expression

()= 7
98 = I'(as —b)(cs+d)’
Alors g est réguliére en 0. De plus
L-1 sid=0
g9(0) =< ¢ :
0 sid # 0.

67
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et

— (=1 (y—hy) sid=0
0, (9()),_y = T
(—1)%! sid # 0.

b
1
ot hy désigne le nombre harmonique hy := E —. Enfin, on a
i
=1

0y (F(ls)) T (—1)V N

Démonstration. Au voisinage de s =0, on a

1
ce qui prouve la formule pour 95 [ —— .
F(S) |s=—N
Pour démontrer les autres formules, on étudiera le développement limité de g au voisinage de s = 0.
Par I’équation fonctionnelle de la fonction gamma, on obtient

(as —1)...(as — b)

9(s) = I'(as)(cs + d)

On a au voisinage de 0 que

(as —1)...(as — b) = (—1)"0! + a(—1)" " blhys + O(s?),
1
I(s)

Supposons que d = 0. Alors on a au voisinage de 0 :

=s5+7ys° +0(s%).

_a(as—1)...(as — b)
I(as)as

(—=1)%0! + as(—1)" " blhy ) (1 + yas) + O(s?)

_blf_b*1| f_bv 2
(=1)"b + c( 1) blhys + c’y( 1)%bls + O(s%)

Supposons maintenant que d # 0, alors on a au voisinage de 0 :

(as —1)...(as — b)

g9(s) =

I'(as)(cs + d)
_(as—1)...(as — b) 5
s = 0520 () 4+ o)

:%(_1)%!5 +0(s2).

Lemme 3.1.2. Soit P C [1, P], (itp)per € R”, (Np)per € N?, (ny)pepr € N7, on a

—N, -1 -N,—1
Os H < P np+ﬂp5> _ H ( :p ) Zﬂp(th —th+np) ,

pEP pEP pEP

s=0

ot h, désigne le n—iéme nombre harmonique.
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Démonstration. Rappelons que l'on a

10 (—Np —1+ u,,s) 11 (=Np = 1+ pps)..(=Np + pps —np)

|
pEP Tp peP Np:
—-N, -1 $)...(—N, — n s
En développant le produit (=Ny + 1) (' e p+ 1p3) avec s au voisinage de 0, on trouve que
np!

npy—1 A ——
(—Np—1+ Nps)-“('_Np + 1ps — np) _ (_Np - 1) ity (Z (=Np = 1) (=Np — '1 — ). (—Np — ”p)) s+0(s?),
np! Ny P np!

ot (—N, — 1 — 1) désigne 'élément que I’on oublie dans le produit. On peut simplifier 1’égalité précédente
sous la forme

np—1
—Np — 14 pps)..(—Np + pps —n —-N, —1 —-N, -1 c 1
(06 =L )Ny s =) (<N =1 (2 ><§: L),
Nyp! nyp — N1

Np

—-N,—1 -N,—1
() (T s 0
P

np
Au voisinage de s = 0, on obtient alors :

11 <_Np _nipr) =11 <_J\%,,_ 1) + 11 (_Nﬁp_ 1) > tp(hn, = hayin,) | 5+ O(s%),

peEP pEP peEP peEP
O
Lemme 3.1.3. Soit M € Z<y un entier, et (ak)ke[[M7+oo[ et (bk)ke[[M’Jroo[ deux suites de mombres
+oo +oo
complezxes tels que la série enticre g apx® et la série entiére E bpa® aient deux rayons de convergence
k=0 k=0

Ry et Ry non nuls. Supposons de plus qu’il existe un réel 0 < R < min(Ry, Ry) tel que

+oo +oo
Yz €]0, R|, Z apx® + Z bz In(z) = 0,
k=M k=M

alors, pour tout k € [0,4o00[, ar =0 et by, = 0.
Démonstration. Sitous les by, sont nuls (respectivement tous les a, sont nuls) pour tout k > M, le résultat

est trivial. Sinon, on suppose par l'absurde qu'il existe i,5 > M tels que a; # 0 et b; # 0. Supposons
que i = min{k|ay # 0} et j = min{k|b; # 0}, on a alors au voisinage de 0 que

a;z" + b;z! In(x) + o(2? In(z)) + o(2") = 0,
et donc b;z? " In(z) ~ a; au voisinage de 0, contradiction. O
Le lemme précédent bien qu’évident, jouera un role crucial dans la détermination des formules des

valeurs spéciales dans la démonstration du Théoreme [A] et du Théoréme [D] En effet, dans le découpage

de Z(n,nv)(s) obtenue dans la Proposition [2.2.4) on a introduit artificiellement une variable libre 6. Il
wop!
est évident que K (n nv)(0,s) s’annule en s = 0, la seule difficulté réside alors a évaluer Jin nv)(6,0) via

! pop!

®,
la formule en s = 0, on obtiendra alors une expression faisant intervenir une série de Laurent en les
6, or la quantité Z(—(N,N’)) = Zn,n)(0) ne dépendant pas de 6, on ne gardera de la formule obtenue
[Ty74 op!
que les termes constants de la série de Laurent en les . Pour le calcul de Z'(—(N,N')) = Z{\y 5 (0), on
[Ty u.ju.’
utilisera également ce lemme pour effectuer la méme simplification, sauf que cette fois ci, en dérivant la
formule par rapport a s, on fera apparaitre un terme en In(#). De la méme maniére, on utilisera ce

lemme afin de calculer les coefficients Q° et @', afin d’éliminer les séries en € et les termes en In(e).
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pop! pop!

Lemme 3.1.4. [l existe une fonction définie pour tout 0 < € < 1 tel que

% fuwN (€) = aln(e) + ) bue”,

n>m
avec m € Z, avec un terme constant nul, (i.e. by =0), et tel que
1
—Ni—14+w(f) —~Np+pps—1— *
/ zp ! T g+ ecppmp) TN dny =g e (€) 4 Fp v (NN,
€ pEP

avec Fp j v w(N,N'), la constante définie dans la Pmposition :

Ni+1l—w f
/ / ’ ( )CP,j,f,ww,A(N,N')
Ppjrvw(NN)==Fp ;v w(NN)— > S
A=2
(IN|p+|P|+]v]) ,
1 Dp j pvw,00p) (N, N') PN
D DEDS S — ((ejp+ erp)' ™ = €13
fp pep =2
1 o
+— Z Dp j v, (1,0 (N, N') In <1 + “’) .
fp pep Ci,p

Démonstration. Afin de calculer 'intégrale, on utilise la Proposition Avec les notations de cette
proposition, on a

Nj+1-w(f)

—Ni—1+w(f —Np—1—|v, 5 CpjfvwA N, N
vy o T (i +crprn) N0 =P e (@) + Y : fv':A ( )
pEP A=1 f

(N> LI oy (NUNT)
3J5J VW, (AP )

+
Z (cjp+ Cﬁpr))\

peEP A=1

On a 10té Pp ; 7y wnNN(2f) la primitive du polynéme Pp ; v .w N (7y) s'annulant en 1, et on note
Ep j.fvw(N, N') le terme constant de Pp j v w,n, N (2f). Onnote Py ¢ o o none (25) 5= Ppj fvw NN (25) =
Ep j fvw(N,N’). On trouve alors

1
— N4 —1+w(f) —Np+pups—1—
/ ! ] (e + eppap) VeV gy =

peEP
Ni4+1-w(f)
* CP, i, fov, WA N7 N/ _
—Bp i pvw(NN) = Po oo (60) = Cp i pvawd (NN In(e) = ) - 1( la—ay
A=2

1 c

o Z Dp j fvw,(1,p) (N,N) (ln(cj,p +ecfp) —In(cjp) —In (1 + f’p€>)
Cf.p P Cj.p
(IN|p+|P|+|v]) /

1 DP, i, fvaw, (A, )(NvN ) _ _
P Z : N\ _ i) ((cjop + crp)' N = (Cip + cppe)! )\)

5P pep A=2

c
3:p
formule obtenue précédemment en un terme constant, et en une somme entre un terme en In(e) et une série

de Laurent sans terme constant en ¢, pour 0 < € < 1. Notons le terme non constant o ; ¢, o N~/ (€)-

c
En développant au voisinage de € = 0 les termes (c;j, + cr €)1 7> et In <1 + f’pe>, on peut découper la
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wop!

On a alors

1
—Ni—1+w(f) —Nptpps—1— "
/ a7 : H (cjp +crpryp)” " PTHP° vl dry = ap ;i tvwNN(€)
€

peEP
Ni+1-w(f)
Cpjsvwa@N) 1
— Epjfvw(N,N') - Z = N1 T Z P frvow,(Lp) (N, N In {1+ cfp
A=2 fp pep 3.p
(IN[p+|P|+Iv]) /
Dp ; v,w N,N _ _
- Z Pofvw () ( ) ((cj,p _~_Cf’p)1 A c} pA)
fop — A—1 ,
pEP A=2
O

Remarquons que I’on peut obtenir une expression plus simple de 'intégrale précédente, moins explicite,
mais plus pratique a calculer avec un logiciel de calcul formel :

Nf 14+w(f) H —Np+pps—1—|vy|

Considérons la primitive G”p,Lf vow, NN (Tf) de pep (Cip T CrpTy) s’annulant
en zy = 1. Cette primitive s’exprime sous la forme d’une somme entre un multiple de In(z ) et d’une
série de Laurent en xs, pour 0 < xy < 1. On remarque alors que le terme constant de cette série de
Laurent est —Fp ; fv,w(N,N’).

Remarque 3.1.5. Il parait plus pratique avec un logiciel de calcul formel de calculer directement le
coefficient Fp j rvw(IN,N') en déterminant une primitive de x , SN () [Loep (cjip + cppry) NptupsTizlvel
plutot que de calculer les coefficients Cp j rvwA(N,N'), Dp j 1y w (>\ »(IN,N), et Ep jrvw(N,N') en

utilisant la décomposition en éléments simples de la Proposition [I.3.3

3.2 Valeurs et dérivées de hnn p jx(S)
o/

Soit P ¢ [1,P], j € [1,Q], et k = (kp)pere € NP°. On cherchera dans cette section & calculer
explicitement les coefficients Q?\LN, (P,j,k) et Qll\I,N’ (P, j, k), dont on rappelle les définitions :

wop! wop!
hnon .k (0) =Q n (P 4, ),
wop! pop’
Dshn v, p,j(0) =Qn v (P, K.
wop! pop!

Rappelons que 'on a montré dans la Proposition que la fonction

hnN P k(8) =

!
_N/-‘,-'u. s—1 ~ N+ s—1
I J K r xJ ko day..da;...dx
. ) H I 0 [T )¢ darde..doo,
Hq;l (= N/Jr“q # peP pePe
a#j q#j

était holomorphe.
On avait également obtenu dans cette proposition une expression de la dérivée de hy, N/ Pik(s) en

wop!
s =0.

3.2.1 Préliminaires

Soit P C [1,P], j €[1,Q], et 0 < e < 1. Comme on a pour tout s € C,

k()= Y Innpjox(es),
o oc[LQN\G}Y **
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pop! pop!
on en déduit qu'il suffit d’étudier le développement de Taylor de In N7, 7,0,k (€, s) au voisinage de 0 pour

[T
0 < e < 1 afin d’obtenir celui de hn n/,p,j,k(s). On rappelle le point iii) obtenu dans la
pop!

Proposition [2:2.2}

Soit k = (kp)pepe € NP°. Pour tout s € C, et pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, on a :

hnN P jx(s) =
wop!

k
> X > (I() IO e
QCILQIMI} v=(vp)peP END)P w=(w,)pepe €(NQ)P° \PEPS * P/ qe[1,Q]
VpePC|wp|=k)p

H (Np + pips — 1> <|vp|) H " 1 Zaco(—Nytuls+v(a)+w(q))
C p,q
peP Vsl Vo /) o PP Hyepap gy F=Ng + 148) [Tyeo(—Ng + 1ys + v(g) +w(q))

—Np+pps—1—|vp|

./1”./1 H x;Nz,1+Hi1871+W(Q). H cip+ Z CrpTy H dzg.

€ geQe peEP feQe qeQ°

Notons TN N’ P,j,0.k,v,w (€, 5) le terme général de la série précédente :
nop!

Q
k —N, -1
( p) | I c;u’%q I I ( p T Ups >(|Vp|) ] [ CZ,%"
Wp/ 121 Vp

T pgetvwles) = | ]
pop! |VP|

pePC pEP qeQ
1 e qeo(=Notugs+v(a)+w(a))
12 D(=N + ps) Tgeo (= NG + pys +v(q) + w(q))

a7
—Np+pps—1—|vp|

./1.'./1 H xqu;ﬂt;swa(q) ) H cip+ Z CrpTy H dzg.

¢ qeQe pEP fege qeQ°
(3.1)
Rappelons également que, avec cette définition de TN N/, P,j,0 kv, w(€, §) on a par le point iii) du Lemme
mop!
2.0.22) :
InN P jok(€0) = > > NN PG Q kv w(€0), (3.2)
pop! pop!

v=(vp)per €EN)P w=(wy) e pe €(N?)P*
VpeP|wyp|=kp

et par ce méme point iii), on a également une expression de sa dérivée selon s :

<8SIN,N/,77,j,Q,k(€7 S)) = Z Z <8STN,N/,P,j,Q,k,v,w(ea 8)) - (3.3)
|s=0 |s=0

’ o 5 /
Mo p v:(vp)pgpe(NQ)P W:(Wp)pe-pce(NQ)Pc B p
VYpEPC|wp|=kp

Grace a I'égalité [2.24] on a

hnoNe P jxk(0) = Z InNe P jok(e,0), (3.4)
o oc[L,RI\ s} **

CUNIVERIE) EEIED DI (N RV NCE) N (35)
won! 5=0  oc[LQNGY > |s=0
Ainsi, calculer les coefficients QR n: (P, J, k) et Qp (P, J, k) revient & étudier le terme général T, Nv.p.j, 0.k, v.w (€, 5)

mop! wop! pop!
au voisinage de s = 0.
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wop!

Lemme 3.2.1.
O(1) si|Q=Q—1, etVge Q, v(g) +w(q) = N,
O(s) si|Ql=Q—1et3f € Q\{j},Vae Q\{f},  v(g)+w(qg) =N,
NN/ PG Q kv w(E S) = v(f) +w(f) # Nj
O(s) si|Ql=Q—2et¥geQ, v(q) +w(g) = N,
O(s%)  sinon.

1
Ny +pps +v(g) +w(q)

Démonstration. On sait que la fonction méromorphe s +— H admet un pole

qeQ
d’ordre |{q € Q|N; = v(q) + w(q)}| en s = 0. En particulier, 'ordre est nécessairement plus petit que
1
|Q|. Par propriété de la fonction T, on sait que la fonction s — admet un zéro

TTg-: D(=Nj + spet)

q#j
d’ordre @ — 1 en s = 0. On obtient alors que T N/, P,5,0.k,v,w(€, §) est d’ordre O(s™) avec
wop!

n=0Q—-1-{qge QIN;=v(q) +w(q)}

3.2.2 Calcul de Q&N/(P,j, k)

!

Proposition 3.2.2. Soit Q C [1,Q]\{j}

e 51 Q=[1,Q\{j} et Vg€ Q, v(q) +w(q) = N, alors

TNN' POk vw(€E0) =
nop!

() ) (0 )0 e

(=1)NaN’1.
Wp [Vpl I
pEPC q€[1,Q] pEP qeQ

e[S

e Sinon, on a

IN,N'Pj, 0k v,w(E0) = 0.

pop!

Démonstration. Dans le premier cas, par le lemme [3.1.1] on a pour tout g # j :

1 1 T
- = (=1)NaN'122,
(F<—Né+%8> %8>s_o U,

En évaluant en s = 0 l'expression de Ty, N/, 7,5, 0,k,v,w (€, 8), on trouve la premiére formule de la proposition.
o’
La seconde égalité découle du Lemme [3.2.1 O

Par la formule et par la proposition précédente, on obtient :

Corollaire 3.2.3. Soit Q C [1,Q)\{j}, et 0 < e < 1.
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pop! pop!

e 51 Q=1[1Q]\{j}, alors on a
, Q
Iy psarde0) = )N e | TTvg | 3
s q;1 WZ(Wp)pEPCE(NQ)PC V:(Vp)pGPE(N[[LQ]]\{j})P
73 VPEP Wy |=kp Va#jv(a)+w(g)=N,
Q Q
H (kp) H c;v,,;),q H <_Np - 1) (|Vp|> H Cgqu
pepe NP/ o5 peEP Vsl Vr q;l
a#j
e Sinon, on a
InN P j 0 k(€ 0) = 0.
wop!
Par la formule on a que
ek = Y Innepjox(e0),
wop!

ocLQI\y M

on trouve alors par le corollaire précédent que

Q
Q& (P4, Q. k) = (—)Nhmenoy | TT V! 5 >

. L ] wm(wy)pepe €O v=(vi)pep el AN
7 VpEPC |wy|=kp Va#5,v(g)+w(q)=N],
Q Q
k ) —-N, -1 v
IT () Mo ) | (T ) (%) e |- 3
pEPE WP q=1 pEP |VP| VP q=1
qF#j

3.2.3 Calcul de Qu (P, J, k)

!

En évaluant en s = 0 la dérivée en s du terme général

Q
ey rsemvte) =TT (o) Tesse | (IL(T™ 0 () Mo
N.N'Pj.Qkv,w(€ 8) = w,) 1L ¢ v “ap
q=1

[Vpl

pop’ pEPC pEP P 40
1 Saco(—Nitugstv(a)+w(q))
[T, D(=N + ps) Tgeo (= NG + pfs +v(q) + w(q))

q7#j
—Np+pps—1—|vyp|

./1”./1 H Iq—N{;-‘rH;s—l-'rW(Q) . H Cip+ Z CrpTy H drg,
€

€ geQc pEP feQe qeQ”
on obtient :

Proposition 3.2.4. Soit @ C Q =[1,Q)\{j},
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wop!

o 5i Q=[1,Q)\{j} et Vg € Q, v(q) +w(q) = N,, alors

9s (TN,N'VP,j,Q,k,v,w(@ 8)) = (3.7)
|s=0

wop!

(—1)Nlimenvi H (j;i) f[lcgj’%q H ( |Vp‘ ><|Vp> Hcgqu HN’l

pEPC peEP
q#] q#]
Q
Dty = hagiv,) + D Hy(y = hay)
peP qg=1
q#j
DINlimenG |y Wp,q ‘VP‘ Vp.q § N
+(7 ) ’ |H ‘|Q H HC H ‘Vp‘ HC H q: H(E).
peEPC peEP q=1
q#] q#j

e 5i Q = [LLQ\{j} et sl existe f € Q\{j} tel que v(f) + w(f) # N} et tel que, pour tout
q€ Q\{f}, v(g) +wl(q) = N, alors

s (TN7N’77’7j,Q,k7v,w(€a3)> = (3.8)
[s=0

mop!

Q Q
, , k [Vl
N j / p Wp,q p Up,q
e 1 H( )HCW’ H< Vil )( )HC
1 pEPe w vy
q#j q#]
/

. i ¢~ Npv(D+w(f)
=N +v(f) +w(f)

e Si Q = [1,QI\{J, f} tel que v(q) +w(q) = N, pour tout ¢ € Q, on a qu’i exviste un terme
Bp ;. fv.wN (€) correspondant @ la somme entre un terme en In(e) et d'une série de Laurent en e
définie pour 0 < € < 1 sans coefficient constant, et tel que

85 (TN,N’,P,j,Q,k,v,w(ﬁ, S)) = (3.9)
|s=0

wop!

Q
! i k w —N, |V | v
sy~ Nimener | TEa2 | { TT <W1;> e | | TT ( |5,,| )( p) H s | Poj v (N, N)

q=1 pEPC q=1 peEP
q#j q#] f

+ B . fovw NN (6)

avec Fp j fv.w(N,N') définie dans la Proposition [1.3.,

e Sinon, on a

s (TN7N’77’7j,Q,k7v,w(6a 8)) =0.
|s=0

nop!
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pop! pop!

Démonstration. e Si @ = [1,Q]\{j}, on a alors

s (TN,NQP,J',Q,kw,w(Ea 8)) =
|s=0

wop!

o\ 1 N+ pps — 1 °
IT (o) et o | TL (™) () s

peEPC pEP q=1
a#j |s=0
1 23*1,( Ni+v(g)+w(q))
) € a#J
[Tgm1 T(=Ng 4 pgs) (=N + pgs +v(g) + w(g))
q#j |s=0
kp 2 W, g |Vp| U
+{ 11 w [Ie IT( |V | H ¢
pePe NP/ g=1 peEP P
q;ﬁj
1 So_ 1 (=Ng+v(@)+w(a))
-0 a) € 9#J]
[Tgm1 T(=Ng + pis)(=Ng + pys + v(g) + w(q))
qFj |s=0
Q Q
k =N, — 1\ [|vy,]
/ P Wp . q p p VUp,q
+|M|‘Q H (Wp> HC(M) H < |Vp| ><Vp) ch’p
pEPC q=1 pEP q=1
a#j
1 Ta_1 (~Ng+v(@)+w(a)
) In(e)e 977
[g=1 T(=Ng + piys) (=Ng + pys + v(q) +w(q))
qF#] |s=0

Par le Lemme 3.1.2] on a

o\ LYY = (St~ | TL( T2

pEP |s=0 pEP peEP |Vp|

ce qui conclut la premiere formule.

¢ Si Q=[1,Q\{j} et Vg€ Q, v(q) + w(q) = N/, on a par le Lemme

Q Q
1
85 :Zﬂ‘lf( )Nfo ’y h,N/ H N/'
TTgey D(= NG + plys)uys = g=1
e ls=0  f#j 973t
=(—=1)N'limen i HN" a(v —hny)
:1
q#] #J
1

=(-1)N'lpen H NI
TTges T(=N; + iy s)iys a1
q7] |s=0 977
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wop!

Ainsi, on trouve

wop!

0s <TN,N’,P,j,Q,k,v,w(Ea 8)) =
|s=0

11 (@) lglcé’i%q > v, = b ) | | 11 (_Np | 1) (':ﬁ') ﬁc’éf;

V.
pePe N P/ g=1 pEP pEP Vsl q=1
q#]j

Q
N1, ; /
A(=1)Nlimen o HNq!

q=1
a#j
Q Q
kp *Np -1 ‘VP‘
#( I (o) Mo { TL( ) () e
pePe NP/ g=1 pEP g "=l
q7#J
’ < <
A(=1)N'lien H NI Zy;(v —hny)
q=1 q=1
q#j a#j
Q Q
k —Np = 1\ (vl
, D i P p ,
+lrlle H.(WP>HC;U’ZQ H ( vyl )(Vp) HCZ,’};(‘
pEPE q=1 peEP q=1

q#j

Q
A(=1)Nlimen oG H N;!In(e)

q=1

q#j

En factorisant la premiere et la seconde expression de cette somme, on obtient la formule [3.7]

¢ 5i Q = [1,Q]\{j} et s'il existe f € Q\{j} tel que v(f)+w(f) # N} et tel que, pour tout ¢ € Q\{f},
on a v(q) +w(q) = Ny, on a par le Lemme ‘

1

:()7
D(=N} + plps) (=N} + s + v(F) +w(f)) TTgr T(—Nj + pys) s
q#] |s=0
0, L =
D(=N} + i) (=N + s + v (f) + W) TG D(=Ng + )11l
qF#] |s=0
Q /1'/f
_DINImeny NI )
= UV ==

q#j
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pop! pop!

On trouve alors
0s (TN,N’,P,j,Q,k,v,w(ea S)) =
pon! |s=0
S (=Nt (@) +w(9) Q Q
oy ! kp w _Np -1 |VI)‘ v
€ 9 H (W ) chfz)fq H ( v, | ><v chf}b“
pePe N P/ g=1 pEP P P q;l
q#j
P 1
(=N} + ) (=N} + s +v(F) + W) 1% D(=Nj + ) (=N + s + v(a) + wl(q))
973, f |s=0

En observant que 222:1 (=N +v(q) +w(q) = =N} +v(f) +w(f) # 0, on obtient la formule 3.8
=

a#j
e Si @ =[1,Q]\{J, f} tel que v(¢q) +w(q) = N, pour tout ¢ € Q, on a par le Lemme

! =0
D(=Nj + ) [1%2y T(=N + pilys)ptlys
q#3,f |s=0
1 lQ_[ ,
Os = (—1)N4N(;!,
D(=N} + plys) H‘f]:; L(=N} + plys) s g
a#5,f |s=0 q#]j

En dérivant le terme général TN N', 75,0 k,v,w(€, §) suivant s, puis en I’évaluant en s = 0 on trouve pour
wop!

tout 0 < e K 1,

kp 2 w —Np =1\ (vl < v
95 ( TNN P j.okvw(E s) =111 ITevse ) | 1 II e | 3.10)
o s=0 c WP — |VP| VP —
| pEP q=1 peEP Zﬁ'lf
a#j,

201 (FNHv(@9+w(a)

- O 0 ! € 9F5f
PN+ 1) 1%, TN + pys)us
a#i,f |s=0
1
—N\—1+ _N.—1—
/ Ty st H (¢jp T CrpTy) No= 1=l day.
€ pEP
Q
Avec les conditions que ’on a imposé sur les multi-indices v et w, on trouve que Z (—Né +v(q) + w(q)) =0.
g=1
q#5,f

Par le Lemme [3.1.4] on a
1
—Ni—14w(f) —Np—1—|v, *
/ T I i+ eppry) ™ M dny = a5 - e () + Prji gy (NN
€ pEP

avec Fp j ¢ v w(N,N’) définie dans la Proposition et ap ¢y w.n N (€) une fonction en epsilon de
la forme aln(e) +3_, -, bu€™, m € Z et a, b, des complexes tels que by = 0.
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wop!

En injectant cette expression dans la formule [3.10} on trouve

s <TN7N’,7’7j,Q,k,v,W(€7 8)) =
! |s=0

o

/ N/ a7t k < [ —Np—1 ‘V ‘ <
wp ITC0N N T () ) Deas | [ TT( ) (G0 ) T et
q=1 pEPC P/ g=1 peP P P a=1
q#J a#35,f

: (a;g,j,f,v,w,N,N’(E) + FP,j’f,v,w(NvN/)) .

En notant

ﬁ;;,j,f,v,w,N,N’ (6) =

Q Q
, k N, — 1\ [|v,| .
wy [TEDNNg (T ( p) [Teine || 11 ( " )( ,,) [T o | @b rvawnner (),
w [V, v
q=1 pEPe P/ g=1 p P =
qF#j 975, f

on obtient la formule

e Sil'on n’est pas dans un des trois cas ci-dessus, alors on a par le Lemme [3.2.I] au voisinage de s = 0,
pour tout 0 < e K 1,

TN Pjxvw(es) = O(s?),

mop!

ce qui conclut. O

Par la formule [3.3| et par la proposition précédente, on trouve le corollaire suivant :
Corollaire 3.2.5. Soit Q C [1,Q]\{Jj}

e 50 Q = [L,QI\{sj}, alors il existe un terme Iy N p j ox(€) correspondant a la somme entre un
o
terme en In(e) et d’une série de Laurent définie pour 0 < € < 1 sans terme constant, et tel que

Os <IN,N/,7>,jM\{j},k(€, 8)> = (3.11)
wow! |s=0

Q ko \ T4
(—=1)Nlim.envi HN(;! Z Z H (WP) Hcff,%q

125 wEWa)pere €N v=(v,)pep €N INUHT ApEP”
VpEP|wy|=kp Va#j,v(q)+w(q)=N,

—Np = 1\ [vp] < v Q )
H |V | v H Cqﬁ;] Z ,Up(th o hNP'HVp‘) + Z:uq(’y - th’I)
p P a=1

peP L peP q:1
q#j q7]

+ In N p.j 0k (€)-

nop!

e 5P Q=1[1,Q\{4, [}, on a qu’il existe un terme I;I,N/,P,j,g,k(d correspondant a la somme entre un

o
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pop! pop!

terme en In(e) et d’une série de Laurent définie pour 0 < € < 1 sans terme constant, et tel que

Os <IN,N/7'P,j7Q7k(€, S)) = (3.12)
|s=0

wop!

IS N pjox(€) + (N IHI’Q“\{“N/f HNé! Z Z

” i w=(wp)pepe €N?) P’ v=(vy)pep (NN IHP
i VPEP|Wp|=kp Va5, f,v(a)+w(q)=N,
Q
kp w —N, — |vp| ., /
H (Wp> H Cap” H ( |vp| H cant | Frasvaw(N,N),
pEP* =1 pEP i
977,

avec Fp j v.w(N,N') définie dans la Proposition[1.3.9

e Sinon, on a

nop!

05 (TN,N/,P,j,Q,k,v,w(G, S)> =0.
|s=0
Par la formule on a que

s <hN,N/,7>,j,k(8)> = Z Os (IN,N',P,j,Q,k(€,8)> :
|s=0 |s=0

k! Qc[1,QI\ {5} !

on trouve alors grace au corollaire précédent que

Q
Qn (P, j k) =0 (IN N, J,ul,Qﬂ\{j},k(e»S)) +> 0, <1N,N',P,j,[u,czﬂ\{j,f},k(ea8))
l[s=0  f=1 ! |s=0

p,p’ pop! — TN
f#3
, @ N 2
= (—=1)N'hmene HN(;! Z Z H < P> chv;,q
W ,
L we(wy)pepe NP v=(vp)pepe(NE-AN NP ApePe 2TF7 g=1
VpEP|wp|=kp Va#j,v(g)+w(q)=N,

“N, =1\ (Vo] 7Y o a
(o ) Uon) T | | 2 mlm, = b, )+ 3w = o)
p P

peEP q=1 pEP q=1
q#]j q#j

+(~1 |N\[[1QJ1\{J} HN/' Z“f Z Z
q=1

w=(wp)pepe €(N?) P v=(v,)pep (NI TP

77 (= VpEPC|wp|=ky Va5, f,v(q)+w(g)=N,
kp < w —Np — |Vp| v /
H W H Cq.p" H |V | H Corp’ FP’j,fMW(N,N )
peEPC P/ g=1 peEP p # f
a7],
Q
NN e (€ O+ N, NP 1L QI k()
Ko f=1 o
F#i

On conclut via le Lemme [3.1.3| en remarquant que Qll\LN, (P, j,k) ne dépend pas de €. On trouve alors
o'
que le terme constant en € dans la formule précédente vaut nécessairement QI{LN, (P, 4, k).

pop!




Chapitre 4

Démonstration du Théoreme Al et de
ses corollaires

Le but de ce chapitre est d’étudier les valeurs directionnelles de Z(s,s’) aux multi-entiers négatifs. En
montrant que la fonction Zn nv(s) est réguliere en s = 0, on a montré que les quantités Z(—(N,N’)) et

B! g
Z'(—(IN,N")) ont bien un sens. Afin de calculer la premiére quantité, on exploitera la Proposition [2.2.4
[y
afin d’évaluer Zn N/ (s) en s = 0.
ot

4.1 Enoncé du Théoreme [Al

Rappelons tout d’abord I’énoncé du théoreme :

Théoreme (A). Soit (u, ') € R.F x RF?. Soit (N,N') € N¥ x N®. On a

LN

4 ]M
Z(—=(N,N)) =(-=)N'T Y= (—y)NI=+PLETT N > Z | |+ | j| Q% w (4, P, k)
Hop! PCIL,P pEP Ke(ky)yepe €NPS I=1 K Hp
IN|+|N| 5+ P|=k]|
H C(=Np — kyp, dp)
peEPe

avec

Qo (5, P k) = > > 11 (j) ﬁcé’izq

w=(wy)pepec €(N?)P° v=(vplper pePe
Vperpc‘wp‘:kp V[)EP,VPEN[LQ]]\{J}
Vae[1,QN\{j}, Ny=v(a)+w(q)

11 <]|V5p| 1) (tﬁ') 19[652’# ﬁ(*l)NéNé!.

peP q=1 q=1
q#j q#j

ot l’on rappelle les notations

Vge[1,Q], w( prq,

pePe
et

Vo€ [LOINGY, V(9= vpe

pEP

81
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4.2 Démonstration du Théoréme [Al

Démonstration. De la Proposition [2.2.4] on obtient pour tout 0 < 0 < 1,

Znne(0) = Knowe (6,0) + JInwe (6, 0),

pop! pop! pop!

Or on sait que Kn nv(,0) = 0 par la Proposition [2.3.11] Il ne reste qu’a étudier la valeur de Jn n (6, s)

nop nop!
en s = 0. Par la formule 2.5] on a

ZnN(0) =

P
Z HNp! Z (_1)‘k‘ZhN,N’,’P,j,k(O)
j=1 pop!

PCILPIPEP  k=(kp)pepe ENP
1 G IN'[=INJ (I 1+ 1s] )5~ P+ K] e 1 C(=Np — ky, dy)
TN + 455) ~ N = [NJip o+ ([ + [lip)s — [PL+ Klppe ) UL T

ﬁr(l Ny) zQ:h (0) oUn'|+|p])s—IN'|-|N|-P
+ + ’ .
T\ e A TN e (e Tl - NT=IN[=P) )

Observons tout d’abord que I’expression

ﬁ I(1+Np) zQ:h (0) QUn' |+ ) s —|N"|—|N|— P
1+ 0 |
p=1 P = NN, [1,P],j T(—NJ + 15s) ([ + [ul)s — IN'[ — N[ - P) .

Bop

1
est nulle. En effet, comme on a —|N’| — |N| — P # 0, alors le zéro de ————— en s = 0 n’est
| | D(=N} + pls)
1

compensé par aucun pole venant de la fraction en s =0.
(e’ + [ml)s — IN'| = |N| — P
Etudions plus en détail le premier terme de la formule de Zn n(0). On sait que hnne,pk(0) =

wop! o
Q% n (7. P, k). Soit 0 < 0 < 1et P C [1,P].

!

e Si [N'| 4+ |N|jp # —|P| + |k||pe, alors on sait par le Lemme que le terme

1 O~ IN' <INl p (11’ |+l 1 )s—| P4k pe
D(=Nj + uys) =IN'| = INJjp + (11| + [l yp)s — [P] + K] e

s’annule en s = 0.

e Si [N’| + |N|jp = —|P| + |k|pe, alors par le Lemme on a :

—IN'|=|NJjp+(|p' [+l p)s=|P|+|k||pe ! ,
1 0 |P P P s (—1)NjNJ/-!-
F( |s=0

—Nj+ps) =IN'| = [N[jp + (I + [plip)s — [P| + [kl jpe I+ ulp

pop’

On en déduit alors le Théoreme |Al L’expression de QON’N, (4, P,k) dans le Théoreme découle de
(13.6])

I’expression obtenue dans ’égalité

4.3 Sur les corollaires du Théoréme [Al

Une fois le Théoréme [A] démontré, les corollaires sont rapides & démontrer.
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4.3.1 Démonstration du Corollaire [A]]
Pour prouver le Corollaire on applique le Théoreme [Al en posant (N, N’) = (0,0) :

Z(=0,0)= > ()P > Z
o PPl k=(kp)pepe NP I=1
[k|=|P|

Q4.0 [] ),

/] + Iul sepe !

avec

Qg,ﬂ(j77)>k) = Z Z

w=(Wyp)pepe E(NQ)PC V=(Vp)p€Pe(Nﬂ1'Q]]\{j})P

VEPTwyl=ky  Va£iv(@)tw(a)=0
kp < Wp,q ‘Vp| Up,q
1T (o) These ) [TL (. Hc
peEPC p qg=1 peEP p
q#]

On peut simplifier le coefficient Qg)o(j,P,k) en remarquant que la condition v(gq) + w(g) = 0 pour
tout ¢ # j implique que

Vp e P.Vq e [1,QI\{j}, vpqg=0
Vp e P Vg e [L,QI\{j}, wpq=0.

On obtient alors que k, = |wp| = wp; pour tout p € P°. Ainsi, on peut simplifier 'expression de

Qg,O (.7) 7)7 k) :

Qoojpk HC”,

pePC

4.3.2 Démonstration du Corollaire [A2

Sur le Corollaire [A2] en posant (g, ') = (1,1) et (N,N’) = (N, ..., N), on trouve via le Théoreme [A] que

Za(=N)= 3 (~1)NIPHQEDFPI NP1 ) ZQ+\P|QN iPK) Hg N kp,d)

PCIL P =(kp)pepe NP J=1 peEPe
\kl N(Q+|P+IP]

avec
QU (i P k) = (~1)¥ @D Nt >
w=(Wp)pepe G(NQ)pC V:(V:D)WEPG(N[[LQ]]\“})p
VpEP® |wy|=kp Va#j,v(a)+w(a)=N
Q Q
kp w -N -1 |Vp| Up,q
H <Wp) ch’pv H ( [Vl ><Vp ch’ﬁ
pepe a=1 peEP a=1
q7#j
En notant
Q
QN (Pk) =D Q (5, P, k),
=1

on trouve la formule annoncée dans le corollaire.
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4.3.3 Démonstration du Corollaire [A3l

Le Corollalre correspond a une version qualitative, non explicite du Théoreme |A| l Soit (u, ') €

R4 Py R*Q Soit (N, N’) € N” x N?. On note K le corps engendré par Q, par les coefficients complexes

(d Jpeqr,P] €t (Cqp)pe[r, Pl eelL,q]» €t par les directions p, pour tout p € [1, P], et u;, pour tout ¢ € [1,Q].
Par le Théoréme [A] on a que

' Ny .
Z(~(N.N)) =(-D)NT ST (—yNiHPHETT N > Z |u|+\;1| QX (4, P k)
ot PCIL.P] peP = (ky ) pee €N 91 P
k| =IN'|+|N| >+ P|
I C(=Np — kyp, dp)
pEPC
avec
, Q
Qe (7, P k) = (=)W iene | TT ! > )
= w=(wp)pepe €(N?)P v=(vy)pep e (NN P
7 VpeP|wy|=ky Vq#5,v(q)+w(q)=N,

I (o) s ) { IO

peEPe peEP

Vp> Cvp q
(o )G e
q#J
Observons tout d’abord que les coefficients Q?\LN, (j,P,k) est dans le corps K, en tant que somme
rationnels de produit de puissance des coeflicients ¢;, € K pour 1 < p < Pet 1 < g < Q. Ensuite,
par propriété de la fonction zéta de Hurwitz, on sait que ses valeurs aux entiers négatifs s’expriment
en fonction de polynomes de Bernoulli, et ceux-ci sont & coefficients rationnels. Ainsi, on obtient que

C(_Np — kpadp)

] € Q[dy, ...,dp] C K, ce qui prouve le corollaire.
!



Chapitre 5

Démonstration de la Proposition B
et du Théoreme D

5.1 Enoncé de la Proposition [B] et du Théoréme D]

On cherchera dans ce chapitre & démontrer la Proposition [B] et le Théoréme [D] dont on rappelle les
énoncés ci-dessous.

Proposition . Soit j € [1,Q] un entier. On suppose que l; est une forme linéaire & coefficients

as
rationnels pour 1 < j < Q. Pour tout 1 < p < P, on pose c¢; , = 22 la décomposition irréductible de c;
p J p ’ p P Ty Jip

3.0
ppcm(aj,p) * mj (C) *
——= € QF, et B,(c) := ——= € N* pour tout
pged(b;,p) e Cjp
1 <p < P. Alors pour tout R € N, la fonction wr(s) admet la relation suivante pour tout s € C\N*,

avec a;p, > 0 et b, > 0. On pose alors z;(c) =

(—Rp k. dotvp

)

. P < — kp, Dot
PR (s) =z;(c) " Hb’fg > S I &Y S 1M T - B (©)

0<v1<Bj,1(c)~1 PC[1,P] peP* keN” kN peP
0<vp<f; p(c)—1 [k[+k'=|R|pe+|P¢| -1
s =K, L(ay(e) 1 (d+ V)

k'
85
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Théoreme (D). Soit (N,N') € NP x N@, et (u, ') € R*" x R, alors

7

Z'(-(N,N')) = (5.1)
wop!
/ LN ¢(— )
3 Z 1)INFHN PN N 3
PC[L,P] =1 H P+l H
peP k=(kp)pepceNP’ PEPC

|k|=|N'|+|N|;»+|P|

ngLPW(j77)7k) :E::MP(W'_'hA%) +’M;(W,_'hhg) +_(2;wa(j77)7k)
pEP pon!

’ ,LL/N/' .
+ N,! |N [+INIp+PI+N; 975" Q% n (G, P, k
> > iR Nav (P k)

PC[1,P] j=1 \peP k=(kp)pepc NP’
[k|=|N"|+|N]p+|P|

¢'(=N; — ki, d;) C(=Np = ky,dp)
D i ! 11 pkp! o

iepe pEP\{i}
Q Q v\ P '
/ J
Sw % L1 () Tt | oot @0
3=l u=(ug)eqop iy €EF)HENGY | g=1 2797 p=1

va€e[L,QI\ {5}, |uql=N,, a7

Q
ZV hs ) Nj! Z

,':]e

() s

7=1 u=(ua)serr.op iy €N ONUT | | 472
Vae[1,QI\{j},lual =N, 77
S (c1)R@GleHP ] o NI N ), 3 11 ZPC( (N’j’k‘u')p — kp, dp)
PCIL,P] pEP k=(kp)pepe€NP®  PEPC P

[k[=N;+R(N,j,u)||p+|P]

ot l’on a posé

R(N, j,u) := (Np +u(p))pef,pr;
pour tout u = (Ug)eeqi,o\ {5}, €t tout j € [1,Q], avec QON’N, (j,P,k) et QI{I)N, (4, P, k) déterminés dans
le Chapitre[3

!

5.2 Fonctions auxiliaires

On appliquera dans cette section la Proposition aux fonctions auxiliaires @{%(s), afin de faire
intervenir les valeurs spéciales de ces fonctions par la suite dans le calcul des valeurs de la dérivée
directionnelle de Z.

On rappelle que, pour R = (Ry, ..., Rp) € N et j € [1,Q], on a posé

pr(s)= D (n+d)™ . (np +dp) " (I(n) + dj)

neNP

Cette série de Dirichlet se prolonge méromorphiquement sur C, et on sait qu’elle est réguliere en les
entiers négatifs par le Corollaire
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Remarque 5.2.1. Pour R = 0, on retrouve la fonction zéta de Barnes définie par la série

1
CB(s,di|cj1ycip) = _—.
leans i) = 2, Gy vy
On applique la Proposition a la fonction auxiliaire gp{a(s), en posant u = 0, N = R, N’ = 0,
et p/ = 1. On sait que cette fonction auxillaire est réguliere en les entiers négatifs, et par cette méme
proposition, on obtient que I’ensemble des podles est inclus dans I’ensemble

S(f{)Z=:Z21.

On obtient que la fonction auxiliaire s’exprime sous la forme suivante, pour 0 < 6 < 1, et pour tout

s e C\S(R),

eh(s) = J%(0,5) + KL (0, 5), (5.2)
avec, pour tout s € C,
P
K} (0, 5) Z I'(s,0,1;( (np + dy)
HGNP p:l

et pour tout s € C\S(R), on a

J5(0,5) =
95— Rljp—|P|+ K]

(= dp)
Z H R, Z (—1)Ik\hR,”P,k(S)F(s)(S —R|jp — [P + K| H

PC[1,P] peP k=(kp)pecpc NP peEPC

oUn' I+ p)s—|N'|—|N|—P

,
4‘ }%p! h [, ’j(S)
(U ) AL () (s — R P)

avec

—N,—1 k
hrpx(s) = Cip' H Cilp
peEP pePe
et
P
—Np—1.
he., P]]J H
p=1
On trouve alors
J5(0,s) = (5.3)

gs— IR 5 —IP|+]K]

dp)

1y —R,, 1 C@p C
o Um0 e 19 ) e —mi = 1l

PCl1, P]] peEP k=(kp)pepec ENP peEP peEPC peEPC
P
o 057|R47F
(1) (112 .
™ J TG’ P)

Proposition 5.2.2. Soit R € N¥' et N € N. Soit 0 < 0 < 1 et j € [1,Q], alors s — w{'{(s) admet un
prolongement méromorphe sur C, et est réguliére en les entiers négatifs. De plus,

0K} (0,—N) = (~1)NN! Y~ T(=N,0,1;(n) + d)) H (np + dp)" (5.4)
neNP p=1

95 J% (0, —N) = (5.5)

J9L(0,—N) + N'(y — hy) Z 1)/Rlp+IPl H 1R [ Z H M)—kd)
cp

PGPl k=(k;)pepe ENP° PEPC
[k|=N+|R||p+|P|
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avec J*{;{(@, —N) de la forme J*]P'{(G, —N) = Z and™ 4+ B1n(0) pour tout 0 < 0 <K 1, et avec un
n>—N—|R|-P
terme constant nul, i.e. ag = 0.

Démonstration. Par le Théoreme 2.2.6|, on sait que 90%{ admet un prolongement méromorphe régulier en les

entiers négatifs. Par la Proposition|2.3.11{ on sait que I’application s € C — Z I'(s,8,1;( H n, +dp)
neNP p=1
est holomorphe sur C. En dérivant I'expression de K3, on obtient
P
j ¥(s)
J — !
BSKR(G,S)——F(S) gpr( n) + d}) p];[ ny 4 dy) "

P
1 U
+@as(z I'(s,0,1;(n) +d) pl;[lnp+d

neNF

ou ¢ désigne la fonction digamma.

1
On peut alors évaluer cette somme de deux termes en s = —N. Comme m s’annule en s = —N, et
S
que par le Lemme [3.1.1 <1§ES§) = (=1)N*IN!, on obtient bien la formule voulue.
s s=—N

De la formule on en déduit

0.5 = 3 Lo DREREIEE | (A | R

PC[L,P] peP k=(kp)pepe €N7’ pEPC pePC

0, ( ! > go—IRlip—IP I+
I'(s)(s — [R[p — |P| + [kI)

£ Y Meftry Y (yw [] dy [ e —lud)

PC[1,P] pEP k=(kp)pepe 6N7’° peEPC pePe
1
L(s)(s = [R|jp — P| + [K)

(ﬁ ) (H i’ ) (e mrr o (roe— 7))

95— IRl|2—IP|+|k| In(6)

1
(s = IRljp — [P+ [k[)['(s)”

Pour obtenir la formule pour (0 Jﬁ(@, 8))s=—n, on doit évaluer les termes de la forme

1

et ceux de la forme O, . On évalue ces expressions en s = —N al’aide du Lemme
(s = IR[jp — P[4 [k)I'(s)
BIT:
< 1 > _[(=1)¥N! skl =N+ R|jp + [P
(s —IR|jp =[P+ [kDT(s) ) __n |0 si [k| # N + [R|jp + [P].
et
1 (—)¥ (7 — hy)N! si [k| = N + [Rljp + [P
Os ( = (-1)VN!
I'(s)(s — [R|jp — |7’+|k)) __ : si k| # N + [R|jp +|P|.
s=—N _JV'_‘I{MP'_|7)|4'|k| || ‘ MP |
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On trouve alors

DL (0, —N) =

—R,—1 —kp,dp)
(y — hy)N! Z (—1)Rlp+PI H ;R Z 1)l H — p
PGPl pEP k:(kiﬂ)PGPCGNP PEPC p
[K|=N+|R|»+|P|

9~ N—IR[p—|P|+k|

—R —1 k C( p’dp)
R D D | D D e W I e

PGILPIPEP k=(kp)pcpe€N" pEPe
[k|AN+[R||p+|P]

NS ()RR o e Ry > 1T f,p—é( k"”dp) In(6)
!

PPl pEP k=(k,)pepc NP \PEP®
[k|[=N+IR||»+|P|

N P P R g—N—-IR|-P
N! Ty 2
1;[ sl i —-N—-|R|-P

On peut alors poser J*g(a —N) telle que
JH RO, —N) =

—N—-|R - k
— kyydy) 9~ N—IR|jp—|P|+[K]

“R,-1 y C(
AR LD DR | Ev D DI G il I | YT T
'PC[[l P]]pE'P pc c p* |R‘|’P IP‘J’_l ‘
=15 k=(kp)pcpeceN peP
[k|AN+[R||p+|P]

+N Y ()RR o e R 3 11 f,pC( o — kp, dp) In(6)

PGPl PEP k:(kp)pepceNPC peEPe
[k|=N+|R|»+|P|

N P R o1 g—N—-IR|-P
N! ;.| —
1) (1) 5w

O

Remarque 5.2.3. Le terme J*{{(G, —N) correspond a la somme entre un multiple de In(6) et une série
de Laurent a terme constant non nul.

Observons que 'on ne peut pas obtenir une expression explicite des valeurs de asgo%t en les entier
négatifs a 'aide de 1) et de 1) puisqu’il n’est pas vrai que le terme dsK% (0, —N) s’annule. On a
ainsi besoin d’une autre stratégie pour calculer les valeurs de ;0§ en les entiers négatifs.

5.2.1 Démonstration de la Proposition

On souhaite dans cette section fournir des valeurs explicites des dérivées de ces fonctions auxiliaires dans
le cas ot les coefficients (cy,p)qeq1,Q]x[1,P] Sont rationnels.

Soit P € N*, et R € N¥. Pour simplifier les écritures dans cette sous-section, on écrira pour tout
complexe s tel que o >gr 1

(n1 + d1>R1...(’np =+ dP)RP
7w ) = E S
" neN? <Z£:1 wp(np + dp))

avec d = (dp)peq,p] et wp,d, € Hp pour tout entier p. Cette fonction admet un prolongement
méromorphe sur C en la variable s. On souhaite dans cette sous-section établir une relation explicite

er(s, d|wy, ...

7
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entre go%{(s) et la fonction zéta d’Hurwitz ((s, x), avec € Hy. On suit pour cela une stratégie développée
par Aoki et Sakane dans [SA22], qui a été utilisée initialement pour expliciter les valeurs spéciales des
dérivées supérieures des fonctions zéta de Barnes a coefficients rationnels. Ici, les fonctions auxiliaires
Yr(8, z|wr, ...,wp) ne sont pas exactement des fonctions zéta de Barnes & cause des termes au numérateur
dans la série, cependant les techniques utilisées par Aoki et Sakane fonctionnent de la méme maniére pour
étudier cette fonction.

a
Lemme 5.2.4. Soit wy,...,wp € QF tels que w, = b—p avec a, et b, des entiers strictements positifs.

p
Pour tout multiple commun « a by, ...,bp, et tout multiple commun B a awy, ..., cwp, on a

s P
or(s,dlwy,...,wp) = (a) H ﬁf” Z YR | s, (M) 1, (5.6)
6 p=1 BP pe[l,P]

0<ki<p1—1
0<kp<pp-—1

p B
avec By = —,...,0p = —.
owy awp

Démonstration. Soit s € C tel que o >§ 1. Pour obtenir le résultat souhaité, on découpera chaque somme

400 “+ o0
Z par Z , avec k, un entier variant dans Pensemble [0, 3, — 1]. On obtient alors que
np=0 np=0

np=kpmod B

spP1—1 Bp-—1 P R
_(ny, +dy,)"
er(s, d|wy,...,wp) ( > E E E Hp—l( P ») Ny
«@ P
M=0 k= nenN” (3(Zp:1(wpdp+wpkp+wp(np_kp)))
Vp np=kpmod B,

En effectuant un changement de variable de la forme n;, = Bpnp + ky, pour tout entier p, on obtient

sB1—1 pp—1
or(s,d|wi,...,wp) < ) 12: PX: Z [L- 1Bpnp+k +dp) Tt

k1=0  kp=0neNP (E Zp 1 Wpdp + wpky +wp5pnp)

. R .
En factorisant par 8, " au numérateur, et en remarquant que %ﬁ‘ﬁ” =1,ona

° e n, k+d
or(s,djwi, ..., wp ( ) lP—[ﬁR Bz: le Z — ( + )

5
p=1 k1=0  kp=0neNP (Zp 17 T G (wpdp + wpkp))

Il ne reste qu’a observer que

kp+d, o
= —(wpd, + wyk,),
ﬁp B( pHp p p)
pour tout 1 < p < P. On obtient donc la formule pour tout s € C tel que o }; 1. On peut alors

étendre ’égalité sur tout C par prolongement analytique. O

@
On peut préciser la formule n choisissant un coefficient rationnel — plus agréable. On peut en effet

considérer directement un tel coefficient rationnel qui dépendra directement des coefficients w1, ..., wp ce
qui facilitera grandement nos calculs explicites par la suite.

al ap

—,...,wp = — des rationnels avec ap,b, > 0 des entiers
b1 bp

ppcm(ala e a/P)

ngd(bb ceey bP)

Proposition 5.2.5. Soit d € Hy wy =

premiers entre eux pour tout p € [1,P]. On pose w:= , et pour tout p € [1,P], on
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w w
pose By := —, ..., Bp ;== —. Alors
w1 wp

P
. dy + k
er(s,dlwi,...,wp) =w H Bl Z YR (s, <pﬁp> |1> .
p=1 P p€e[1,P]

0<k1<B1—-1
0<kp<pp—1

a
— =w~!. On a alors qu’a utiliser la formule avec le « et le B fixés ci-dessus. O

Démonstration. On pose o = ppem(by, ..., bpi B = ppem(awy, ..., awp). Par [SA22] p.3], on sait que
B

Finalement, on obtient une formule similaire & celle démontrée par [Ono21l Proposition 4.1] pour
réexprimer g (s,d|1,...,1), en modifiant treés légerement la preuve d’Onodera.

Proposition 5.2.6. Soitd € H', R € N et s € C\N*. Alors on a

r(sdh = S )P ] R, 3 (-1 )Ik\C |d| HC dp)

PC[1,P] pEP keN” k>0 peEP
|k|jp+E' =|R|p+|P|—1

Pour démontrer cette formule, on utilisera un lemme d’Onodera [Ono2ll Lemme 4.2] qui est une
généralisation de la formule de Faulhaber suivante

Y " r+1
_1\k r—k+1
Yooy ()

k=0

Lemme 5.2.7. [Ono21] Soit R = (Ry, ..., Rp) € N des entiers positifs, et y € Z un entier relatif. Alors
on a

Zaner Y aner

neN? p=1 nezf_ r=1
In|=y In|=y
(|d|+y)k, kp C( p7dp)
>, 1] &! > o L0
PC[1,P] pePe keNP k'eN pEP P

k| +k'=[R|jpe+|P|-1

On remarque au passage que si y € N, alors le second terme a gauche de I’égalité du terme précédent
est nul. On peut maintenant prouver la Proposition [5.2.6|:

Démonstration. On commence par remarquer que, pour tout s € C tel que o }; 1,ona

+oo
r(s,d[1) = ZO (n’+ ) Zp H ny + dp)
n eN p=1

In|=

Par le Lemme on obtient alors

¢ —kpydy) <X (0 4|1
D D | D D | (O e e TR

PC[1,P] pEPC keN? k'eN pEP n’/=0
K|k =IR] pe+[P?| -1

s—k,|d
S]] R $ p)lK HC dp) | <( k’!H)

PC[1,P] pePe keN? k' eN PEP
[k|+k =R |pe+|P°| -1
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En appliquant la Proposition [5.2.6| & la formule obtenue dans la Proposition [5.2.5] on obtient la
proposition suivante :
a

Proposition 5.2.8. Soitd € HI', R € NP, et s € C\N*, et w; = 70
1

LWwp = b— des rationnels avec
P

ppem(ay, ..., ap)

, et pour
ngd(b17 ey bP) P

ap,b, > 0 des entiers premiers entre eux pour tout p € [1,P]. On pose w :=

tout p € [1, P], on pose B := l,...,ﬁp =Y Alors on a
w1 wp

QOR(S7CI|U}1’ ...,’LUP) =

wsﬁﬂfp > 2 I & >, (oMl

¢ (R = by, =)

|
0<u1<B1—1 PC[1,P] pEP* keN” k'eN peEP kp'
0<up<Bp—1 [k|-+&'=|R|pe+|P°|—1
. C(S — ]{J/, w_l(wl(dl + ul) + ...+ ’U}p(dp + UP)))
k'

5.3 Démonstration du Théoréme

Soit (N,N') € NP x N, (pu, /) € R.P x RiQ. Par la Proposition on a pour tout complexe s au
voisinage de 0, et pour tout 0 < 6 < 1,

ZnN(s) = Knne(0,s) + Inne (8, s),

ot wop! wop!

avec

p
KN N’ (6, S Z Z \Ql [Ag] 1 — / (Z H(np+dp)Np—#ps

QC[1,Q] AoCQ° qu[[LQ]]\AQ I( Ng+ “qs)
Q#0D

H (zq(n)+d;)N;—u;s H D(=N) + 11,5,0,14(n) + d},)

q€Ag q€[1,Q\Ag

et

JN,N’ (9, S) =

! o
Z Z HF(1+NP_MPS)

PC[L,P] j=1peP
PUr |+l p)s—N'|=|N||p —|P|+|k||pe

— 1) hn k(s
2 M) T (T lp)s = INT— INTop = P15 K )

—(kp)pepc eNP®

H C -N, +,up kpadp)

pEPC
P
+ (H I(1+ N, —
p=1

Proposition 5.3.1. Soit (N,N’) € N x N9, (u,p/) € R.” x RL9. Il existe une fonction K~ (0)

f:h (5 gUn/ [+ p])s—|N'|=|N|—P
N,N’,[1,P],j\S
oo [P D(=N; + pis) (1] + [u])s — N[ = [N = P)

mop!

définie pour 0 < 0 < 1, tel que

V<0<, K (0) = Bn(0 +Zan9"

!
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avec m € Z un entier, un complere 8 € C et une suite de complexes (tn)ne[m,+oo] VETifiant ag = 0, et
vérifiant 1’égalité suivante :

a“,:I(N,N’(QS):;:O = (57)

wop!

Q Q N’ P

’ q u(p) g I ,
> )3 T (3) TLet 22ty
j=1

u=(uq)geq,qp ;3 €(N7) N ?ﬁi;
Vge[1,QI\{5}:|uql=N,

Q Q i P
—Z(v—hN;)MQN}! > H< q) cpy)

j=1 u=(uq)seq,qp ;3 €N q;
Vaell,QI\ {1}, luql =N, -

— kp’dp)

,j,u —R(N,j,u),—1 . kp C( (Najvu)
Z (—1)R(Nj )\|7>+|7>\ch,p( PP R(N, 4,u),! Z H Cip ,p

k!
PGILP] peP k=(kp)cpc €N pEPC P
[k|=N;+R(N,j,u)|jp+|P]
+ K{(I’N/ (6).
o

Démonstration. En dérivant le terme Kn (0, s) par rapport & s dans la formule on obtient

wop!

(?SKN,N/(G,S) = (58)

o

D S e I | G R (ZH%H

QC[1,Q] AgCQc q€[1,Q\Ag neNP p=1
Q#0

[T Go(m) +dp)Ne—ras T[] T(=N, + p1is.6, lg(n) + di)

qelo q€[1,Q\Ag
‘Q| Aol Np—pps
D VD S | e 1 PO (R
QcC[1,Q] AgCQs© q€e[1,Q]\ Ao a% neNP p=1
Q#0

[T Go(m) +dpNe=ras T[] T(=N, + p1is.0, lg(n) + di)

g€Ao q€[1,Q\ Ao

A Taide de 'inégalité on a vu dans la preuve de la Proposition [2.3.11] que la fonction

P
seC s Z H(np+dp)Np_“pS H (I,(n) +d;)N;—Mf,s H (=N, + pis,0,14(n) + dy)

neNP p=1 q€Ag q€[1,Q\Ag

1
était holomorphe sur C. Comme s — m s’annule en les entiers négatifs, on en déduit que le second
s

terme de s’annule en s = 0. De plus, on sait que, au voisinage de 0,

1

———— = 0(s),
L(—=Ny + pulys)
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On en déduit que, pour tout ) # Q C [1,Q] et pour tout Ag C Q°, on a
) 0(52) si |Q| > 2,
I =———==1400)si Q= {j}, 40 = [1,QI\{j} avec j € [1,Q],
2

L(—N, + !
a€[1,Q\Ag (FNG 1) O(s®) sinon.

Ainsi, on en déduit que si |Q| > 2, alors

1
Ds _ =0.
H L(=Ny + pl;s)

a€[1,Q\Ae d a=0

On trouve alors

Q P
E E / U
3 KN N/ 0 S = 85 (]\V—i—u])) » ( F(*N],G,l +d pgl anrd

por! neNP

Q
10 +d)™

=
qa#j

=

Par le Lemme |3.1.1} on a que

1 /
O —— = (=D)NiN/.
: (r(—N; +u;s)>s_0 (=17 Njtu;

On obtient alors

P
O Knn (0, 5) = O_ZM] JN"<Z D(=NJ,0,1;(n) + d;) [ (np + dp)™
p=1

el j=1 neNP

+d’

’:]e

q:1
q#j

Pour tout ¢ € [1,Q], n € N”, on a ly(n) + d, = 25:1 ¢q.p(np + dp). Ainsi par le multindéme de

Newton, on obtient
/ N,
L)+ )V = 3 ( >chqpnp+d o,

quNP
‘uq|=N(;

En effectuant le produit sur ¢ € [1, Q]\{j}, on trouve

’,:]a

Q N’ P
+d/ — Z H uq H qup
u=(uq)sep.qp (3 €N AN a

Vae[1,QI\{s},luq|=N,

Q Nl P P
> 11 (%) ety | T+
u=(ug)gep,qp\ ;) ENT) N ’
Vge[1,QI\{s};luq|=N,

QI
ol
S
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ou 'on a noté
Q
p) = Z Ug,p-
g=
a#j
On obtient finalement
, Q N\t
83KN,N’ (9, 5)5:0 - Z I’L;(_l)N]N/' Z H ( ) H ,‘LZqupyp
wop! =1 p=1
;é

jelt.Ql u=(uq)geqr.op {3 ENT)HOINGT ¢
Vae[t, Q]]\{J} [uq|=N,

(Z I(=N.,0,1;(n) +d) H n, + d,)Nrrue >>. (5.9)
p=1

neN?

On sait par la formule (5.2) que, pour tout m € N,

P
1)™m! Z L(=m,0,l;(n) +d}) H ny +dp)r = é<,0R( 8)|s=—m — 8SJ§(9,3)‘S:,m.
neNP p=1
p
En substituant (—1)™m! Z I'(—m,0,1;( (np + dp) ™ dans|5.9|par la formule obtenue précédemment,
neNP p=1

on obtient

Q Q N\ £
O KN (0,8)sm0 = > _ 41 > 11 (uq> IT cusr (5.10)
j=1 q

" u=(ua)seqrap () ENT)L NI A p=1
Vae[LQI\(i} lual=Ny 177
J
(assp(NpJf“(P))peul,Pﬂ(s)|5—‘ —0s JN pHu(p))peqs, Pl (9,3)|5:_NJ’-) :

On rappelle que I'on a posé R(N,j,u) = (N, + u(p))peqr,p) pour tout u = (uy)seqr,@p\ ;) dans les

notations du Théoreme @ Par la formule (5.5, on a
' j —R(N,j,u),—1 .
Os T gy (0 o=y =y = I )Nt 37 (—1)IRONaIe P A TERN, )
PC[[LPH I)EP
kp C( (N7j7 u)p _k;mdp)
2 IT < - (511)
k=(kp)cpe €N pEP* P

|k|=Nj+|R(N,j,u)||p+|P|

+ T RNy (0 —N)).
On pose pour 0 < 0 < 1,

Q ‘ Q /N E
Kan (0) = *ZN;’ Z J*%t(N,j,u) (0. —N}) H ( ) H P
j=1

’ . _ _
o u=(uq)se o)\ () NN - p=1
. 7
Vae LRI}, luq|=N,

QQ
(e

Par construction des J*%(N’j’u)(G, —N7j), observons que Ky n/(0) est de la forme 3° -, ant™ + 81n(0)

’

®,
avec a, et B des complexes pour tout n > m, et ag = 0. En injectant dans on trouve alors la
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formule désirée :

0sKnNv (0, 8)s=0 = (5.12)

wop!

Q Q N/ P .
/ Uq,p J
> > T (37) T i30S
j=1

u=(uq)geq,qp ;3 ENT)HING =
vae[1,QI\{j},|uq|=N,

Q

Q N/ P ,
> )3 I (3) | T ety -t (- )

I=L u=(uq)eeq,qp (;y €N ‘1;1, p=1
Vae[1,QI\{i}.luq|=N, 73
j —R(N,ju)p,—1 . kp C N7j7u -k 7d

Z (_1)\R(N,],u)\|p+|73\HCM( Ju) R(N,j,u),! Z H e (=R( k:')p v dp)

'Pg[[l,P]] peEP k=(kp)e‘pc ENPC peEPC P
[k|=N;+|R(N.j,u)||p+|P]|
+ KN~ (0).
o

Il ne reste qu’a calculer les valeurs de 0s(Jn nv(6,5)) en s = 0 afin de prouver le Théoréme H
wop!

Proposition 5.3.2. Soit (N,N’) € NP x N9 et (u,p’) € R+7 x R;“Q. 1l existe une fonction J{ n.(0)

pou’

définie pour 0 < 6 < 1, tel que

W0 <0<, Jin(0) =Bln(o +Zan9"

Ty

avec m € Z un entier, un compleve 3 € R et une suite de compleves (Qn)neim,+oo| tel que ag = 0, et
vérifiant 1’égalité suivante pour tout 0 < § < 1 :

. K|+ N/ C(=Np — Ky, dp)
3JNN 0,s) Z Z Z HN' -1) |N|+|N|\P H

PGILPLI=L k=(ky)pcpeeN™"  \PEP pEP*
|k|=|N'|+|NJ|»+|P|

(5.13)
QN N/ Ja ak) E MP(’V - th) + ,U,; (’7 - hN;) + Qll\LN’ (j77)a k)
peP !
1IN NPy G 0
+ Nl + 1P +IPl+ )" Q , j7p7k
(11 S SR e

PCL,P]i=1 \peP k=(kp)pepc N’

[k|=|N'|+|N|j»+|P|

¢'(—=N; — ki, dy) C(—Np — kp, dp)

iePe peP\{i}
+ JN e (0)-

pop!
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Démonstration. Rappelons les notations suivantes :

QX (7 Po k) :==hn N P,k (0)

wop!

Qll\I,N’ (5, P, k) :=0s(hn, N/ 7,5, k(5)) |s=05
o

nop!
pour .7 € [[LQ]a IIl Pﬂ (k )PEPC NPC
Notons TN7Nr P,;k(0,s) le terme général de la série présente dans |2
Ufel‘/
NN Pjx(0,8) =
H I'(1+ Np — pps) Z (*U‘kth,N',P,j,k(s)
peP k=(kp)pepc€NP® !
oUr [+pl 2)s—IN'|=|N| | —|P|+]K]| H C(=Np + p1ps — kp, d)
DN + ) (] + [ulip)s — N — NI — [P+ K)) 11 k) ’

pour tout j € [1,Q], P < [1,P], et k = (kp)pepe € NP°. On évalue la formule en s = 0 pour

réexprimer Os(Jnn' (8, 5))s=0. On obtient
!

Oy (JN N’ 9 S Z Z Z 8STN71\{/7p7j,k(0,8))3=0 (5.14)

PCI1,P]i=1k=(k,)pepc ENP®

oUn |+ p])s—|N'|—|N|-P

U v Z NN PLY TN W) (W] + [al)s — [NV — N

Etudions tout d’abord le second terme de cette somme. Remarquons que, en s = 0, la fonction
1

s’annule. On obtient alors
D(=N; + pls) (/| + |pl)s — |N'| = IN| = P)

[[ra+n, Zh (s) QUi |+ |)s—N'| - |N|—P
N = s NN [1,P]5 (8
' =1 D(=N; + ) ('] + |wl)s — N[ = [N| = P)

s=0

Q
/ 1
NS han 0)g~N'I=INI=P g
}] 2 o150 TN+ ) (T + s —INT- N - P) ) _

Par le lemme[3.1.1} on a

as 1 — ( 1)N +1Nl| MJ
D(=NG + phs) (] + ul)s = N[ = N[ = P) | PIN[+ N[+ P
On trouve alors

Hr(l N ih ( ) oUp'I+|pl)s—|N'|-|N|-P
+ Np — pps , 7
= P L I LT N 3 ) (4T + [al)s — NV = [NJ = P)

145 ZIN'|=|N|—
N/+1 N'|—|N|-P
HN'ZhNN'[[lP]]J 0)(=1)™ +N/ \N’|—|—|i\1|+P o~ NImINI=E,

On inclura le terme précédent a I'expression de J3 v (¢), puisque —|N'| — [N| — P # 0.

o’

—P)

s=0
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Etudions & présent la dérivée du terme général Ty nv.p,;k(6,5)) en s = 0.
nop!
1

e Si |k| # |N'| + |N|p + |P|, alors la fonction
[kl # IN'l + INlye + [P TN 1 25 (] + Tile)s — N — NI — 2] + )

s’annule en s = 0. On trouve alors

0s (TNN’ng(9 5))s=0 =

", I‘l
H N,! |k\hN NP k(o)g*\N |[—INJ|p—[P[+]k|
peP wow!

9 1 H C(=N, —l—up k:p,dp).
S\, + ) (] + [plip)s — N[ = INJjp — [P + [kI) o0 pEPe kp!

Via le Lemme [3.1.1] on obtient

Os(ITN,N' P,k (0,8))s=0 =

wop!
o
N,! DI Ay NP 1 (0)9~ IN'I=INTm =[Pkl (1) JN/ J
pg) M 7 =|IN'[ = [NJjp — |P| + K|
H C —N, ""‘/1'17 kpadp)
pePe p

On remarque que la puissance de 6 dans le terme précédent est non nul. On inclura donc tous les termes
de la forme 6S(TN,N/ P.ik(0,5))s=0 tel que [k| # [N'| + [N|;p + [P| dans I'expression de J v (6).

wop! nop!

e Si k| = |[N'| + [N|;» + |P|, alors par le Lemme on a

1 :(_1)1\6'-#7;]\[’_1
P(=NG + 133) (0] + |plip)s — N[ = [Nl — [PI+ [KI) /' |+ plp
1 / w?
o, (1) N1y — By,
’ <T(—NJ’-+u38)((u’|+|ul|7:)8— IN'[ = [N|jp — |7’+Ik)>|s_O |+ plp 7
En dérivant par rapport a s le terme général Ti, N'.P.j, k(0,s), on a
pop!
Os(Tn NP, k(0 8))s=0 =
) (1w N SNy — by, dp)
—[>owra+n) I N Qe (4, P k) (1) W il
icPp peP\{i} WITIHIP " pepe
+ | TI ™! | O™ Qu e (G, P R)(—1)N) . B il = ),
P o | + Iulm Sepe
‘ ¢(=
+ H N | ()™M (G PR (1] + el ) In(0) (1) W H ),
peP K Kiip peEP*
(T 8]) C0™Q% G P 25Ny — ) T e = )
P ' + Iulmv e
. — ki, di) C(=Np — kp, dp)
+ N (D)X (G, P K (=1)N ———L L —’ AN Y e VA

pEP i€ePe pePe\{i}
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On sait que I'(1 4+ N,) = N!(=y +h N};). On peut réduire 'expression précédente sous une forme plus
pratique a manipuler.

,u;-N J'-!
| + ulip

11 ¢(= dp)

pePe

s (TN N'Pyk(9 a0 = | [ No! | (1)l
pEP

. I( 1 + N .
QeGP [ 15y — hayy) = S0 P2 4 QL (. P )

peP wop!
. piNY! _
+ | TI ™! | DM n (7, P k) (— )N“ ﬁl | > i SN — ko di) 1T Sy = by, dy)
pEP wit e \ pEPe\{i} Fi!
— ky,d
+ [ { [T ™N! | (D™ n G P k)N T ] ¢= k L ) In(6).
pEP pEPC P

On incluera le terme en In(f) dans I'expression de J v (0).
[T
On pose J n/(0) tel que
wop!

JI*\I,N’<9) =

o

¢( ,dp)
Z HNI Z“JN” Z (— )\k\+N7QN (j. P, k) H #PP In(f)
PGILP] \peP :(kp)pepceNPc pePe P
k|=|N'|+|NJ|»+|P|

Q I
wh
DD DY [T Vot | (—1)™M Q% e (s P ) (1) N Nt K
PCILP] j=1 pe cp 7 =|IN'[ = [N|jp — [P[ + [K]|
= k=(kp)pepcEN p
k| #|N|+|N|p+|P|

HC N+up — Fpydp) | o NN P K

pEPC p

s NN
N (5, [L, PD(-D)NiHINI T IN'|=IN|—P

On découpe la série présente dans la formule suivant que |k| soit égal ou non a [N'[ 4 |N|p + |P|.
Avec le terme JY nv(0) que I'on vient de poser, on obtient alors la formule |5.13 O
wop!

On observe que les séries J v (0) et K3y nv(0) ont un terme constant nul, et que dsZnN(s) =

[T mop! mop!
Os I (0, 8) + 0s Knwv (0, 5). Comme 05(Zn,Nv(8))s=0 ne dépend pas de 8, on a par le lemme [3.1.3| que
o wop! !
0s(ZnN'(8))s=0 = Os JN N’(9 8))js=0 + Os (KN N/ (0, 8))s=0 — KN n(0) — I (6),
o’ o’ pop! pop!

pour tout 0 < 8 < 1. On en déduit alors le Théoreme
On obtient également dans le méme temps le Théoreme [C| qui correspond a une reformulation
qualitative du Théoréme

Remarque 5.3.3. De l’égalité K§q n/(0) + Jg n(0) = 0 pour tout 0 < 6 < 1, et du lemme|3.1.5, on en
pop! wop!
déduit que chaque coefficient dans la série de Laurent de Ky n/(0) + J n/(0) s’annule, et le coefficient

pop! wop!
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devant In(0) s’annule aussi. On pourrait donc en déduire des relations entre les valeurs de ((—k,dp),
aveck e Netl<p<P.

5.4 Sur les corollaires du Théoréme

Pour démontrer les corollaires du Théoreme [D] il suffit d’utiliser la formule donnée par le théoréeme et de
remplacer la direction ou les valeurs —(IN, N’) que l'on souhaite étudier.

5.4.1 Démonstration du Théoréme

Soit (N,N’) € NP x N9, et (u,pu’) € R+ x RjQ. Il s’agit ici de reprendre la formule obtenue pour

Z'(—(N,N")), et d’y étudier les termes qualitativements. On note K le corps engendré par Q, par les
wop!

coefficients complexes (d)pef1,p] €t (Cq.p)pefr,Pl.qe]1,q],> et Par les directions (1) peqr, p], (Hy)qeqr,op- Par

le Théoréme [D] on a

Z/(_(N7N/)) -
oo
S i V! —N, — ky,d
Z Z(_l)\NHIN/IHPIJrNJ/. HN, pi NG Z H C(=Np — ky,dp)
P ele k!
PelnPli=t peP P khy)pepeen® PEP® P

|k|=|N"|+|N|p+|P]
Qe (G Py [ D p(y = hoy,) + (v = hvy) | + Qe (s P k)

pEP pop!
@ , . LN
+ Z Z HNP! (_1)|N‘+|N“P+|P|+ij Z Q¥.n (4, Py k)
PC[1,P] j=1 \peP P ke (kp) pepe ENP

|k |=|N"|+|N|p+|P]

C'(—N; — ki, d;) C(—Np — kp, dp)
D i k! I i

i€ePe pePe\{i} P

Q Q N’ .
+ ZM; Z H <u§> H Cai” | OsPRIN ju) (S)s=—;

I=L u=(uq)eeqiop iy €TINS q;}
VaelL,QI\ {3} .luql=N, a#]

P

Q ,an
N u
(v — havy )W Nj! > 11 <uz> g’

Q

=t u=(ua)seqan () €N I | | a2 p=1
Vae[1,QI\ i}, lug|=N; 73
, _ iu),— ) —R(N, j, —kp,d
D | Cr i RN D | e e
Pgﬂl,P]] pEP kz(kp)pePCENpc pEPE D-

[k|=N;+R(N,j,u)||»+|P]

ou l'on a posé

R(N, j,u) := (Np +u(p))peqr,py
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pour tout u = (Ug)qeq,Qp\ {5}, et tout j € [1,QJ,

RnGPR= 3 > I (&) e

W=(wp)pepe €N v=(vp)pep e(NILNGHP — \pePe a=1
VpePC|wy|=k,  Vq€[1,QI\{5},N,=v(q)+w(q)

H< vl )(M')HC”” IQ[H)NéN;!,

peEP q=1
q#] qa#j
et
Q i Q
1 . N’ )
Qhy P )N e T[Ny Y S oI e
o qil w:(wp)pEPce(NQ)PuV:(Vp)pEPG(N[[l'Q]]\“})P peEPe P/ g=1
7 VpeP*|w, |=k, Va#jv(a)+w(a)=N],

—Np =1\ (I T oo Q
I o U ) Tt | | 20 i, = o) + 3 (v = o)
p P g=1

peEP L pEP q=1
q#j q#j

+ (=1)Nleno: HNH Z’“‘f Z Z

w=(wp)pepe €(N?)P v=(vy)pep (NN F1)P

077 f# VpEP|wp|=kp Va#3,f,v(9)+w(q)=N,
—N, v
I (s )chm () H i | Frosww (NN,
peEPC peEP p
q#m”

avec Fp j v w(IN,N’) la constante posée dans la Proposition m
Observons tout d’abord que QON,N, (4,P,k) € K. De plus, les coefficients de la forme Fp ; v w (N, N’)

appartiennent a l'espace vectoriel sur K engendré par les coefficients de la forme In (1 + ap ) pour
Cip
C,
(10 (1+222) )ususo
i<p<p

C
Qll\I N/ (j;P, k) S VectK v, <1n <1 + ‘M’))
’ Cip/ ) a<iasQ
[<p<P

wop!

. On trouve alors

1<¢,j<Qetl<p<P,donc Fpj¢vw(N,N) e Vectg

que

Comme les valeurs spéciales de la forme ((—N, dp,) sont dans le corps engendré Q et par les coefficients

dy,...,dp, on a que ces valeurs de la fonction zéta de Hurwitz sont dans K, on obtient que Z’(—(N, N’))
Hop!

C
appartient bien a l’espace vectoriel sur K engendré par ~, par les coefficients de la forme In (1 + L2

par les valeurs spéciales aux entiers négatifs des dérivées des fonctions auxiliaires aSngR(N j u)(s)‘s:_ N,
2J ) J
et par des valeurs spéciales aux entiers négatifs de la dérivée selon s de la fonction zéta d’Hurwitz.

5.4.2 Démonstration du Corollaire

On utilise le fait que, lorsque les formes linéaires sont rationnels, on a par le Corollaire une expression
de aggoJR(N ; u)(s)b:, w7 en fonction de la dérivée de la fonction zéta de Hurwitz. On remplace alors les

termes de la forme 8S¢£(N’jyu)(s)|s=_NJ/_ dans le Théoreme [C} par des termes de la forme ¢'(—n,y).
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5.4.3 Démonstration du Corollaire [D1]

On obtient le Corollaire en appliquant la formule obtenue pour Z'(—(IN,N’)) dans le Théoréme
!

en remplacant les termes de la forme cp%{/(—N ) par la formule donnée par le Corollaire

Comme les formes linéaires I; sont a coeflicients rationnels, on peut poser c¢;, = b pour tout
ppcm (aJ p)
1 <p < P, en supposant que cette fraction est irréductible. On pose alors z;(c) = a(b,,) cQi, et
pge

Bip(c) == 7€) € N* pour tout 1 <p < P.
(&

Par le Corollaire pour tout R € N¥ on a

-/

¢r (—N)) =
P
OV [ Bis@™ > | I & > (—)™
p=1 0<v1<B;,1(e)—1 PC[1,P] \pePe keN” k'eN
0<vp <) p(e)-1 K|+ =R pe+|P*| -1
( R, —k L*”ﬂ)
G 8By = ko, Bj.p(c) C'(=N =K, lj(zj(c)" (d +V))) C(—=N =K\, lj(z;(c)~ (d +Vv)))
—In(z;(c) .
k! k' k'
pEP P

=z, N [[Bin@™ > S T RN o), > (—1)x

0<v1<B;,1(c)—1 PC[1,P] \pEP® keN? k'eN
0<vp<fj ple)-1 [k +k =R pet+ [P —1
; dptvp
C(-RONjow) — by 52055 )

|

pEP kp'

¢(=Nj = Kl a;(0) "M (d + ) (=N} = K L) (d +v)))

' k” - hl(x] (C)) k/' N

En injectant cette formule dans celle obtenue pour Z'(—(N,N’)) dans le Théoréme H on trouve le
B,
résultat.

On obtient encore une fois le Corollaire qui correspond & une reformulation qualitative du

Corollaire [D1]

5.4.4 Démonstration du Corollaire [D2|

En posant (N, N’) = (0, 0) dans le théoréme [D] on peut simplifier plusieurs sommes en remarquant les
faits suivants :

1) Soit v = (v,)pep € (NILCIMIHP ot w = (w,)pepe € (NP tels que
(wp| = kp (p€P°)
v(q) +w(g) =0 (¢ € [1,QI\{4})-

Alors on a nécéssairement que ces indices ont plusieurs composantes nulles :

Vq S ﬂlaQ]]\{.]}avp S P) UP;‘I = 0’
et
VQ S [[LQ]]\{]},VP S Pca wpvq = 0

Ainsi, comme w, ; = |w,| = k, pour tout p € P¢, on obtient que w = (kye;),cp- avec e; € N? le
vecteur valant 1 en la j-ieme coordonnée, et O ailleurs.
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2) Soit v = (vp)pep € (NILANUIHP ot w = (w),)pepe € (N?)P° tels que
[wp| = kp (p € P°)
v(q) +w(g) =0 (¢ € [1, QI F1)-
On obtient alors que
Vg € [L,QI\{J, f1,VPEP, vpq=0,
et
Vg € [1,QI\{J, f},Vp € P, wpq=0.

Ainsi, on trouve que I'indice w est de la forme (w, je; + wp ref)pepe, avec wy ; + wp 5 = kp pour
tout p € P°. On trouve ainsi que le coefficient multinomial présent dans l’expression de Q' vaut :

< k, ) B kp!
Wp wp,jlwp, ! .

. . . / — =
Pour simplifier cette expression, on parcourera w,, € [0, k], et on posera w,, 5 = wy, et wy,; = kp—wy,

3) Soit j € [1,Q], et u = (ug)qeqi,op\ (51 tel que
lug| =Ny =0 (g€ [LQN}-
On obtient trivialement que u = 0, et donc R(N, j,u) := (N, + u(p))pep,py = 0. En particulier,

les fonctions auxiliaires gag N +u(p) (s) sont en fait des fonctions zéta de Barnes de la forme
p

p€E[1,P]
@%(s) =(¢B(s, djlcj1, e cip).

On rappelle au passage que la dérivée de cette fonction zéta de Barnes en s = 0 correspond a

In(I'p(djlcj, .., ¢j,p)), avec I'p correspondant aux fonctions multigamma de Barnes introduites
dans la Définition r214

On a déja vu dans la preuve du Corollaire [AT] que
Qo ,0 (J; P, k) H Cily
pePC

A Taide de ces trois points précédents, et du fait que le nombre harmonique hg vaut 0, on obtient :

Z'(—(0,0)) =
w,p’
e s kpwl )
> > ) PIERTITS > I1 I <% | v () + lualip) +QN N'(Jﬂ’ k)
PCILP] j=1 P = (ky),epe eNPC PEPE pePe

Ik|=|P|

Q / /
14 k ('(=ki, di) C(—kp, dp)
+ E E P E | I cp E [l I | S\ vy Pp)
PC P]]jzl( ) W]+ el repepe | \icpe k! e\ {i Fip!
GIL, k=(kp)pepc NP PE i€P peP\{i}
[k|=|P|

Q / B / Q / P 1 k C(_k d )
T2 P s dile) o =3y >, O Tey >0 Tl a5

j=1 j=1 Pg[[l,Pﬂ peEP k:(kp)pE’PCENpC pePe
[k|=|P|
Par les points 1) et 2) précédent, on obtient :
]Cp w! ky,—w!
QL . (,P,K) Z A > Fp j.10,wpes+(kp—un)enpere (0:0)) | T] <w/)cf,’é%§7 ’
w/:(u’;))PEPCerE'pC [0,kp] peEPC P

f#a

k
+e angy 11 %
pePC
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5.4.5 Démonstration du Corollaire [D3

En appliquant le Corollaire en remplacant p par (0,...,0), et en remplacant p’ par (1,...,1), on
obtient

Z'(—(0,0) =
0,1
< (_1)“)‘ C(_kl)’dp) kp 1, k
2. 2.5 DR U ol R W § 4 RCRCAR
PGILP) =L k=(kp)pepe eNP® peEPe pEPC
[k|=|P]
< ' 2 |P| -1 by C(=Fp, dp)
2 el =3, > VP Len o X I an=7a
=1 7=1PCIL.P] PEP k=(kp)pepe NPT PEPS P
[k|=|P]
avec
1. Q kp w; kp—w;)
Q (]773,1():2 Z FPJ,ﬁO,(w;ef+(kp*w;)ej)pepc(070)) H w' CrpCip
I=lw'=(wp)pepc€ll,cpcl0.kp] pePe p
f#7
kl’
+7(Q_ 1) H Cj,p'

pEPC

Or par la Définition [1.2.16| Z’(—(0,0)) = In (85(C5h(3, (c1,--,€Q), d’)|S:0)7 et par la Définition |1.2.14} on
0,1

a (0s¢B(s,dlcy, ..., cp))js—=0 = In(Tp(d|cy, ...,cp)), et 05(¢C5"(s,d’[c))s—0 = In(T'p(d’[c)). On trouve alors
le Corollaire [D3]



Chapitre 6

Fonctions zeta de Witten

On rappelle ici la théorie des fonctions zéta de Witten sous l'angle de Komori, Matsumoto et de
Tsumura. Les détails des preuves sont disponibles dans le livre [KMT23] qui paraitra en novembre
2023. Alternativement, on peut aussi voir le détail dans les articles [KMT10b], [KMT10¢d], [KMT11b],
[KMT12]. Pour les détails de la théorie de Lie, on se réfere & [Hum72], [Bou06], [Bou81] . On appliquera
ensuite certains de nos résultats a I’étude des fonctions zéta de Witten (g, (s), et (so(5)(s), pour en déduire
I’expression explicite de la constante C' dans le Théoreme et une formule asymptotique pour le
nombre de représentations 74, (n) & I’aide du Théoreme

6.1 Généralités sur les algebres de Lie

On appelle g une algebre de Lie un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire [, ]
vérifiant les conditions suivantes
1.Vzeg, [z,2]=0
2.Ve,y,z €9, [z [y, 2l + [y, [z 2] + [z [2,9]] = 0.
On appellera [,] le crochet de Lie associé a ’algebre de Lie g.
Soit g1, g2 des algebres de Lie munies respectivement des crochets de Lie [,]; et [,]2. Soit f: g1 — g2

un morphisme d’espace vectoriel. On dira que f est un morphisme d’algebre de Lie si f respecte le
crochet de Lie, c’est-a-dire que

Vo,y €1, [f(2), ()l = f(l2,y])-

Si de plus f est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on dira que f est un isomorphisme d’algebres de
Lie.
Pour x € g, on notera ad, la dérivation suivante :

ady : g — g,y — [z,y].

Définition 6.1.1. Soit g une algébre de Lie. Soit a C g un sous-espace vectoriel de g. On dit que a est
une sous-algébre de g si a est stable par le crochet de Lie, c¢’est-a-dire lorsque [a,a] C a.

Soit a; et as des sous-algebres d’une algebre de Lie g, on définit [a;, az] comme étant la sous-algebre
de Lie de g engendrée par les éléments de la forme [z, y], avec = € a1, et y € as.

Soit a une sous-algebre d’une algebre de Lie g. On note N (a) la sous-algebre de g constituée d’élements
x vérifiant ad,(a) C a. Si N(a) = g, alors on dira que a est un idéal de g.

Définition 6.1.2. On construit la suite (g\™),en définie par la relation
0@ =g, VneN, gt =[gm g,

On dira que g est résoluble s’il existe un entier n € N tel que g™ = 0. On notera rad(g) (I'unique) idéal
mazimal résoluble de g.

105
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Définition 6.1.3. Soit g une algébre de Lie, on construit la suite (§")nen
¢’=9, VneN, ¢""'=]gg".
On dira que g est nilpotente si il existe un entier n € N tel que g™ = 0.

Définition 6.1.4. Soit g une algebre de Lie. On dit de g est semi-simple si le seul idéal résoluble de g
est {0}. De plus, si g ne contient qu’un seul idéal, on dit que g est simple.

On donne maintenant quelques exemples fondamentaux d’algebre de Lie semi-simple :

Exemple 6.1.5. Soit r € N*,
Le type A, : A, =5l ={X € M, 1(C) | tr(X) = 0}.
Le type B, : B, := §09,41 = {X S M27~+1((C) ‘ X+ X = 0}.
Le type C, : Cy :=sp, = {X € My, (C) | ' X J, + J, X =0}, avec

0 Id,
Jri= (—Idr o)'

Le type D, : D, :=s05. = {X € M2, (C) | X + X =0}, pour r > 2.
Dans tous ces exemples, le crochet de Lie correspond a [x,y] == x -y —1y-x, avec x,y € M, et oi -
correspond a la multiplication matricielle.

Dans 'exemple précédent, toutes ces algebres de Lie sont simples, a part pour Ds. On a de plus la
décomposition Dy = A1 P Ay.

Proposition 6.1.6. Une algébre de Lie semi-simple est une somme directe d’algeébres de Lie simples.

Ainsi, pour classifier les algebres de Lie semi-simples, il suffit de classifier les algebres Lie simples.
On verra via le Théoreme de Cartan-Killing que les 4 types d’algebres que 'on a décrites dans 1’exemple
précédent classifient presque totalement I’ensemble des algebres de Lie semi-simples.

Définition 6.1.7. Une représentation d’une algébre de lie g sur un C-espace vectoriel E correspond d un
morphisme d’espace-vectoriel p : g — GL(E). On appellera dim(y) la dimension de cette représentation.
On dira que la représentation o est irréductible si elle n’admet pas de sous-espace vectoriel non trivial
stable par Uapplication linéaire .

Exemple 6.1.8. L’application adjointe induit une représentation d’une algébre de Lie ad(g) sur l’espace
vectoriel g :
ad(g) : g — GL(g), =+ ady.

On peut alors définir la forme bilinéaire de Killing sur g x g:
< z,y >:=Tr(Ad, o Ady).

Théoréme 6.1.9. Soit g une algébre de Lie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) g est semi-simple.
b) rad(g) =0
¢) La forme de Killing <,> est non dégénérée.

Le théoréme précédent permet en particulier d’identifier une algebre de Lie semi-simple avec son dual.
Ainsi, & un élement x € g on lui associera canoniquement un élement z* € g*.

6.2 Systeme de racine d’une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie. On appelle sous-algebre de Cartan une sous-algebre de Lie nilpotente de g telle
que N(h) = bh. Les sous-algebres de Cartan ne sont pas uniques, mais elles partagent la méme dimension
sur C. On appelle alors cette dimension le rang de g, noté rg(g).

On se fixe pour tout cette section une algebre de Lie semi-simple g, et une sous-algebre de Cartan b
de g. La forme de Killing s’étend a la sous-algebre de Cartan b, et cette derniere est non dégénérée sur
h. Via l'identification de b avec son dual, on peut définir la forme de Killing sur h*.
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Définition 6.2.1. Soit o € h* un élément du dual de h. On dit que « est une racine de g relativement
a by lorsqu’il existe un élément non nul x € g\{0} tel que

Vheb, adp(x)=alh)z. (6.1)

On notera g, 'ensemble des x € g vériﬁant On notera A(g) l’ensemble des racines de g relativement
a b. On appellera A(g) le systéme de racines de l'algébre de Lie semi-simple g.

Le systeme de racines de g est un ensemble fini. De plus, les algebres de Lie g, sont de dimension 1,
et elles donnent une décomposition de g :

g:b@@ga-

aEA

Par l'identification entre h et son dual, on considere pour toute racine « € h* I’élément o/ € b lui
correspondant. On pose ho := Vectr((@')aca(q)) le R-espace vectoriel engendré par les éléments o’. On
note alors

2
o i=—"——0a/
<a,a >
Pour tout a, 8 € A(g), on observe que
2<B,a>
flavy=2=202
<a,a>

On note a(f, a) la quantité précédente.
Notation. On note by le R-espace vectoriel engendré par les racines A(g), et on note b son dual.

Fait 6.2.2. Soit o, 8 € A(g). On a que:
1) B(aY) € Z.
2) 6 — a(8,a)a € Alg).
3) Si il existe ¢ € C tel que 8 = ca, alors ¢ = £1.

Ces trois propriétés caractérisent un systeme de racines ”abstrait” au sens de [Ser66] et de [Bou&1].
Etant donné deux algebres de Lie semi-simples, on sait qu’il existe une isométrie (Vectr(A(g1)),|l1) —
(Vectr(A(g2)), ||2) envoyant A(gy) sur A(gs) si et seulement si g1 est isomorphe & go en tant qu’algebre de
Lie, en notant ||; et ||2 les normes euclidiennes des deux espaces vectoriels Vectg (A(g,)) et Vectr(A(g,))
. Cette propriété permet en particulier de ramener I’étude des algebres de Lie simple a I’étude de systeme
de racines. Il découle de cette correspondance le théoréme suivant, permettant de classifier les algebres
de Lie simples.

Théoréme 6.2.3. [Boudl] [Théoréme de Cartan-Killing]
Une algebre de Lie simple quelconque est isomorphe soit a A, B,., C., ou D,, ou a une algébre de
Lie exceptionnelle Go, Fy, Eg, E7 ou Eg.

Pour voir la construction des algebres de Lie exceptionnelles Gy, Fy, Fg, E7 ou Eg, voir [Bou&1].
Notons H,v := {8 € hj| < B,a" >= 0}
On remarque que, I’ensemble des racines étant fini, on a que ’ensemble

hzk)\ U Ha\/

a€A(g)

est non vide. Soit v un élément de cet ensemble. On a alors la décomposition suivante :
A(g) = {a € A(g)l(y,a") > 0} {a € Ag)|(v,0") <0}

On notera A, (g,7) = Ay (g) := {a € A(g)|{y,a") > 0} Pensemble des racines positives.
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Définition 6.2.4. Soit o une racine positive. On dira que « est une racine fondamentale (ou simple)
s%il n’existe aucun couple (f1, B2) € A4(g) tel que o = B + P2. On notera ¥(g) 'ensemble des racines
fondamentales.

Fait 6.2.5. L’ensemble des racines fondamentales forme une base du R-espace vectoriel b = Vectr((')aeca(q))-
On obtient au passage qu’il y a v = dimg(ho) racines fondamentales.

On se propose maintenant d’introduire la notion de poids :

Définition 6.2.6. Soit ¢ : g — GL(FE) une représentation de l’algébre de Lie semi-simple g, avec E de
dimension finie. Soit u € E un vecteur. On dira que u est un vecteur propre s’il existe une forme linéaire
A€ b* surb tel que

VH €b, o(H)u=MH)u.

On appellera A le poids de u.
Si de plus, on a AM(a¥) > 0 pour toute racine simple o de g, alors on dira que \ est un poids dominant.

Notons 9(g) = {a,...,a,} 'ensemble des racines simples de g. On pose alors \j(a;) := §; ; pour
tout 1 <14, <r. Les A; sont en particulier des poids dominants. On les appelle des poids fondamentaux
(ou simples).

Fait 6.2.7. Chaque poids dominant \ admet une décomposition unique a l’aide des poids fondamentaux
A=mM+...+n.\  (n1,..,n, €N).

Fait 6.2.8. Il y a une correspondance bijective entre [’ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie (a isomorphisme prés), et l'ensemble des poids dominants.

Théoreme 6.2.9. [de Weyl]
Soit ¢ une représentation irréductible de g. Alors

H <a¥,(ng+ DA+ .. + (n + DA >

di -
() <A Mot

a€At(g)

Remarque 6.2.10. A priori, les résultats énoncées dépendent du choix de la sous-algébre de Cartan b,
et du choix de . Cependant, d’aprés [KMT23, §2.3], ceuz-ci sont indépendants de ces choiz. La raison
étant que, d’aprés [Hum7T2, §16.2], deux sous-algébres de Cartan sont nécessairement conjuguées.

Notons au passage que le Fait et le Théoreme [6.2.9| permettent en particulier de déterminer une
expression de rg, le nombre de représentations irréductibles (& isomorphisme pres) de dimension n d’une
algebre de Lie semi-simple g.

Définition 6.2.11. [Zag9j] On associe d une algébre de Lie semi-simple g une fonction zéta
Cols) = Z 1
T £ dim(p)*

ot l'on somme sur les représentations irréductibles de dimension finie ¢ de g (G isomorphisme pres).

Cette fonction zéta généralise les séries qui interviennent dans les formules de volume de Witten dans
[Wit91].

Du Fait [6.2.8 et du Théoréme de Weyl [6.2.9] on en déduit que les fonctions zéta de Witten s’écrivent
sous la forme d’une série de produits de formes linéaires en r variables, r étant le nombre de racines
fondamentales. Plus précisémment, on a ’écriture

1
[aca+ <a¥s(m+ DA+ ..+ (np + DA >

G = J[ <o ht+a>" Y

acAt(g) 1y >0
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Matsumoto, Tsumura et Komori ont introduit dans [KMT10b] des analogues multizéta des fonctions
zéta de Witten, en considérant des séries de Dirichlet de la forme

1
ni z’r; >0 HaeA*(Q) < a\/) (nl + 1))\1 + + (n’f’ + 1))‘T >8a '

Cela permet d’obtenir des formules récursives pour ces fonctions multizéta (voir [KMT10b, Théoréme
3.1]), et d’obtenir plusieurs formules & certains multi-entiers positifs.

6.3 Quelques résultats sur (g, et ()

On souhaite ici détailler les formules obtenues dans le Théoréme [A] et dans le Théoreme [D] pour les
deux fonctions zéta de Witten (g, et (so(5), en étudiant principalement les valeurs en s = 0. Les valeurs
spéciales (g, (0) et (s0(5)(0) sont tres simples a calculer & I'aide du Corollaire En revanche, les calculs
des valeurs (g, (0) et (] o(5) (0) s’avereront plus ardus. On se propose d’établir une formule en utilisant le
Corollaire lorsque P = 2, c’est-a-dire lorsque la série de Dirichlet décrivant Z(s,s’) n’est qu’a deux
variables ni,ng. On fixe de plus la direction (u, p') = (1,1), et on pose d; = d; = 1. Commengons par
étudier les valeurs de Za(s) en les entiers négatifs par le Corollaire :

Lemme 6.3.1. Soit N € N. On a

1)A+Q)N —IN = -
Za(-N) == ) NlZQN 0, (k, QN — k)<L ]Z! o4l ((g; i)];fv;k)
(_1)QN+1 , ((=(Q@+2)N-1)

Q
k k w1 g wa
N0, (kr, b)) =(—1)N @I NIO 12 > ( 1)( 2) caiienst,  (ky+ Ky = QN)

Wi W2
wW=(Wp)p= 12€(NQ)2 q=1
\W1\ k1,|wa|=k2
Vq,wi,qtw2,q=N

0 N(Q 1) 1Q—1 (—N—l)(N—‘rl—’UJQJ WQJ N—ws 4 w2q
QUL @+ DN +1) =(-1)¥ @I Z wz I on Hc

[wa|=(Q+1)N+1 q’éj
wa, j>2N+1

Q
—N—-—1D..(N+1—w1;) w wig W
% ({21, (Q + N + 1) =(~1)V@-D N1@- 12 s CNE DN ) e TT N,
w1 eN@ Hq;ﬁ] Wig: qg=1
w1 =(Q+1)N+1 a#j
’lUl,]‘ZQN—‘rl

Démonstration. Par le Corollaire [A2] on a
1)(PH1+@)N+P]

Za(-N)= > = 1P NP+ > QX (P.x) [] W

PC1,2] k=(kp)pepceNP® pEPe
[k|=(Q+|P)N+|P]|

_1)(1+Q) TN -
DTN S 00, (k) [T SN )
Q ki k2 >0 =
ki1+ko=QN
(—1)@N+1 CC@+2N - 1)

+

NEQN ({11 (@ + 1N +1) + Q) ({2}, (@ + DN +1))

Q+1 (Q+1)N+1)
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avec

Q
QY (P.k) =(~1)V @ HNeT Y >

J=1 W:(Wp)pEPCE(NQ)PC v=(Vp)peP E(N[[l‘Q]]\{”)P

VpEP|wp|=kp Va#j,v(g)+w(q)=N

kp < Wp q |VP| Up,q

H' w [Lei Im{ |V| ch,p
pePe NP/ g=1 peP P #
a#j

e SiP=0et ki +ky=QN, alors on a

B0 —(1¥EINeTS Y (fv)( )ﬁ 1"

j=1 W:(Wp)pzl,Qe(NQ)2 q=1
[wi|=ky,|wa|=k2
Vq#j,wi gt w2 =N

Observons que

Q Q
wy,j + Wa,j = Z Wi,q + Wa,q — Z W1,q + Wa,q;
q=1 q=1
a#j
=ky + ko — (Q—1)N,
=N.

Soit w = (W,)p=12 € (N?)2. La condition |wi| = k1, |wa| = ko, et w14 + we, = N pour tout
q # j, est équivalente & la condition wy 4 +wz 4 = N pour tout g et |w1| = k1, |wz| = k2. On trouve
alors

Q
ki) (k wig wo.q
i =t eneys oy () T

3=1 w=(wp)p=1,2€(N?)?
[wi|=Fki,|wz|=k2
Vq,wi,q+wz,q=N

o SiP={1}et ks =(Q+1)N +1, alors on a

Qu({1}H Q@+ N +1) (=M@~ ”N'Q12 > (((w’“l ))Hc;j;q>

WQGNQ
[wa|=(Q+1)N+1
Vaq#j,wz2,q <N

o At G

q;&j(N — Wa,q) (N = w2,q)q#
On remarque que

Q
Z N —wz,4) =(Q —1)N — [wa| + wa;
qg=1
q#j
:—2N—1—|—w2,j.
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—-N -1

Si ce terme est strictement négatif, alors le coefficient binomial (
D (N —wag)

) est nul. Ainsi,

on peut imposer la condition wy ; > 2N + 1 :

Q
—N - N 1- w w w
({1}, k) =M@ INRy 3 Do (N 41— ws) 27HCN g,
7=l wyeN® [ w2.4!

|wa|=(Q+1)N+1 q#]
w2, j >2N+1

e SiP=1{2}et k1 =(Q+1)N +1, alors on a

(2}, =~V N1e- 12 y o D ey wuHcN g

w1 €N@ Hq#] wi,q!
[wi|= (Q+1)N+1 q#J
wle22N+1
O
B, o
Via le lemme précédent et en utilisant le fait que ((—n) = (_1)n+1T+i7 on peut simplifier les
n
expressions pour qu’elles soient plus pratiques a calculer explicitement :
ey 2 B B _
ZA(fN) :LN!Q Zak(N N+k+1 (Q+1)N—k+1
Q (N+k+1)k ((Q+1)N —k+1)(QN —k)!
(6.2)
avec
Q Q
k QN—k ) w N w
ap(N) = q q
k() z_; Z o ((wl,...,wQ)> ((Nwl,.. N —wg) U
I=4 (wq)qeq1. @1 €[0,N] -
wi+...+wo==k
Q Q Q
(*N*l)(N‘l’l*U)) w, N we w N wg w
6(N):Z Z 1wy mll K253 § R o ] KA
I=1 (wg) ge1,qr E[0,(Q+1)N+1] < a7 q=1 q=1
wi+...+we=(Q+1)N+1 a#j aFj
w; >2N+1
Lemme 6.3.2.
Z7(0) =
Q
QC0°y = ¢(=1) | D (eja+¢i2) |
j=1
L 1)2(9:2(2:(1( )1 (1+C >+ L )1 (1+Cf’1>)
— — —(¢cr1—ci1)n —(c ci2)ln
Q+1 S\ cia) e P ¢j.1
F#3
Q Q Q
"(0)¢(0 ¢'(—1
+ OO EE S 0 652) 2602 Doesaes) ™ +9¢-D Y (G + 5 hes)
j=1 Jj=1 Jj=1

Q
+> 0P (s, djlcj1, ¢0) js=0-
=1
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Démonstration. Rappelons que Z) (0) = Z'(—(0,0)) Comme on a posé P = 2 et que l'on a fixé les
1,1

directions (u, p’) = (1,1), on a par le Corollaire [D2]:

Z'(—(0,0)) =
1,1
1 i : "

> (=) ‘Q+|P\ > 11 Z & | v (14 P + Q' (5, P, k)

P&IL2] k=(ky)pepe NP PEPS j=1 pe Pe
[k|=|P|
S el 1 ¢'(— C(—kyp)

+ Z Z(_) Q+‘p| Z H ij Z k| H k!

PCI1,2] j=1 = T)TGTCFNPC pePe icpe peP\{i}

=P

Q
+ ZasCB(S ‘C] 1,65,2)|s=0 — Z Z ‘Pl H CJJ) Z H Cip ’
Jj=1 Jj=1 pEP

PelL2] k=(kp)pcpc NP PEPC
|k|=|P]
avec
@ k "k
1 . w 7w
Q (4, P.k) :Z > Fp j, 1.0, (wyer+e—wpyeppere (0.0)) | ] <wp) CrpCin
f=lw'=(w})pepc€ll,cpe0.kp] peEPE p
f#3
+(@Q—1)y H CJP
pEPC

en rappelant la notation e, = (0, ...,1,...,0) € R? avec un 1 sur la n—ieme composante et des 0 ailleurs.
En développant la somme présente dans 1’expression de Z’(—(0,0)), on obtient
1,1

Z'(—(0,0)) =
1,1
Q 1 Q
¢(0)%y — v D (ejate2) |+ aC(O)QZQl(j,®7(O,0))
j=1 j=1
Q ’ ¢( Q
, 0)¢(0) 1)
Q+1 ;Q J{} (.]’{ }7 ))+ Q Q+1;C]71+C]7
Q Q
+ZaSCB(S |C],1acj2 [s=0 — QZ Cj, lcg2 +7<(_1)Z(C;11CJ,2 +C;216j,1)~
= j=1 j=1
On étudie maintenant les valeurs de Q! (j,P,k) :
e SiP=0et k=(0,0),0na
Q'(J, ZF@,J £0(0,0)) +(Q — 1)y.

fséa

D’apres 'Exemple on a que Fy ; 10(0,0)) =0 donc Q*(4,0,(0,0)) = (Q — 1)y.
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e SiP={l}etky=1,0na

Q 1
. 1\ w1
QUL =@ = Dycia+ Y D Fuyjfowes+a-uw)e, (0,0) <(w >Cf2 cja >

f=1w'=0
f#i

Q
=(Q - D¢z + Y (Fayjr0.e;(0,0)cs2 + Fiiyj 0., (0,0)¢; ).
=1
oy

On trouve a l'aide de I’Exemple que

1 c
F{1y,5.7,0.¢;(0,0) = ——1In (1 + =L 1) ,

Cj,1 €1

et a l'aide de ’Exemple on a que

1 Cf1
F{l},j,f,U,Ef (0,0) = cfil In (1 + CJ1> B

On obtient alors

Q (4, {11,1) = (Q — vy +Z (C” - C”) In <1+ cjjl) .

f=1 Cf 1 c]vl
f#3

e Si P ={1} et k; = 1, mutatis mutandis, on trouve

Ql(j,{z},w:(cz—lwcj,ﬁz(C”—67’1)1 (1+22).

= Cf2 CJ’Q
I#3
Des trois points précédents, on obtient
7'(—(0,0)) =
1,1
Q Q
Q¢(0)%y — Q 1 Z ciatci2) | v - Q Z i+ ci2) | v
Jj=1 Jj=1
@ c ¢ c cj c
3y (( rator) KA G >+(”—”>1 (%))
So\\erz g2 Cj.2 cr1 o Ga Cja
F#7
Q Q Q
¢'(0)¢(0) ¢'(-1)
o T o D (ein+¢ia) = 600> (ejaci0) "t +¢(=1) Y (¢jici2 + ¢jacia)
Jj=1 j=1 j=1

Q
+ Z 95¢P (s, dj|cjn, ¢5.2) =0
=1
O

Remarque 6.3.3. Avec les hypothéses du lemme précédent, et en fournissant 'entier Q@ > 1 et les
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coefficients ¢ = (cq,p)qef1,Q]pe[1,2], le code SA GE permet de simplifier [’expression

Q-1 <

QC0)*y — m((—l) ;(03 1+¢2) |y
3 (2 (1 ) ¢ (22 ) (14 52)

Q+1 ) Cf2 Cj,2 Cj,2 Cf1 Cj1 Cj1

f#3

’ r_ Q Q Q

+C(0)C(0) _C( 11)2(%1_*_%2 22%1%2 FAc(— Z 032—1—0]20371)
Q Q+ Jj=1 j=1 j=1

Notons au passage que le résultat du code n’est pas une approximation, mais s’exprime en fonction de la
constante d’Euler v, ¢(0), ¢(=1), ¢'(0), ¢'(=1) et de certains logarithmes d’entiers.

Meéme si on dispose d’une formule pour calculer les valeurs aux entiers négatifs de la dérivée suivant s
de la fonction zéta de Barnes 9,¢B (s, djlcj, ¢j2)s=0 Via le Corollaire en posant N =0 et R =0, on
utilisera plutot le Théoreme démontré par Aoki et Sakane. La formule de ce théoréeme donne des
formules plus facilement exploitable. En particulier, on utilisera les formules obtenues dans I’Exemple
pour simplifier les expressions de ¢4, (0) et de (;,(5)(0). On simplifiera des termes de cet exemple

via les formules (1.4]), (1.3]) et et (1.2)).

¢B'(0,2]1,1) = — ¢'(0) + ¢'(—1), (6.3)
1 1
2 In(27) + 5~ In(A)
¢'(0,3[1,2) =~ 2In(2) — In(m) — 5¢(0) + 5¢'(~1), (6.4)
1 1 1 In(A)
=3 In(2) + 3 In(7) + YR
S0y =- 25 0= 3¢ (05) - 3¢ (03) e enre (1) ve (13).
(6.5)
31In(6) In(2) 1 3 2.,/ 5 7 5
05123 == 5 - B - S0 0 - 3¢ (0.3) - 5¢ (0.5 ) +5¢ (0.F) 09

L, / o / 4 / 7 , 5
/ 3 ! 1

—¢'(0) + In (v/A) ~ In(2),

et que
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6.3.1 Poles et résidus de (g,

,aveck >0et k#1

1
Via [KMTT11a], on a vu en que (g, a des poles de la forme s = 3 et en s =

1
mod (5). On souhaite ici donner une expression des résidus de (g, en s = B et en s = 3 On pose

Li(z1,22) = @1 + 29, lo(x1,22) = 21 + 222, I3(x1,22) = 21 + 32, lu(x1,22) = 221 + 322
di=1,do=1,d, =2 dy=3, dy =4, d, =5.

Via la Proposition [2.2.4] on trouve que

ng (S) = K(9> S) + J(67 8)7

avec
e 1
_ —s Q°|—|A —5 —5
K(0,s) =120 >y (ple wa(Z(mH) (ng +1)
0£9C[1,4] AgCQ*° neN?

H (lg(n+1))7° H ['(s,0,lg(n+1)) |,

g€Ag q€[1,4\Ag
et

UAHIPDs—IPl+k|

s =120 3t 5 0 Shents) | i e I

PCIL K=(ky)pee ENP° pePe
) 4 065—2
120°T'(1 — h ; - 6.7
+ ( 8) Jz:; ﬂ1,2],j(s) F(S)(6S — 2)’ ( )
avec
1 s—1 * s—1 * kp
hp.1x(s) :F(s)3 /[o 1]3(582963584) H (1,2, 3, 24) H (1,22, 73, 74) " dxodrsdry,
) pEP pEPC
1 s—1 * s—1 * kp
hp 2 x(s) :F(s)3 /[0 1]3($1»’1733734)g H (1,1, 23, 24) H (1,1, 23, 24) P dwy dr3dey,
) peEP pEPC
1 s—1 * s—1 * kp
hp 3x(s) :F(s)3 /[071]3(11962934) Zgjlp(xl,ﬂﬁz’l,m) pgc (1, 22,1, 24) P dw1doday,

1 — * s— *
hp.ax(s) Zw/ 3($1$2$3)S I G we a1 T (e, 22,23, 1)  day dwadas,
[0,1] peEP peEPC

i (z1,2) =1 + 22 + 23 + 224,
l;(l‘l,xg) =x1 4 229 + 323 + 424,
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et ol on a également

4 2
1 s—1 * s—1
;h[lvg]]J(S) :F(s)3 /[071]3(x1x2x3)§ pl;[llp(a?l,xg,xg, 1)*~ dxidaodrs,
2

+ %/ (z129m4)° ! H (w1, 22,1, 24)" ' daydooday

L'(s) [0,1]3 p=1
1 2

+ / (3311‘3.234)5_1 l*(xl, 1,$3,$4)S_1d.1‘1d.133d.134

['(s)3 [0,1]3 pl;[l P

2
1 / -1 -1
4+ — (zowsxs)® 131, 29,23, 24)° " "drodxsdry.
L(s)? Jio,1)5 H b

p=1

On observe que K (6, s) est holomorphe sur C, donc ne contribue pas aux résidus. Il ne reste qu’a
étudier les dénominateurs des termes présents dans la formule [6.7]

c 1
e Soit P C [1,2], et k = (kp)pepe € NP°. Pour s = Foona

(44 P)s — |P| + |k| = 0 si et seulement si |P| =1,k = 0.

On trouve alors

1

190t L)
s:%(gm(s) =120 I’(?)

Res

4
1 1 1
Zh{l},jyo <5> +h23,50 (5> ¢ (5> ;
j=1

1
5 * <> / (332133564)_%(1;(1,3:2,x3,x4)—% + l§(1a$2,$3,£4)_%)dx2dx3dm4
r(g)" \5/ \Jope

+ / (zra32)~ % (I (21, 1, w3, 24) "% + 1321, 1,23, 24) " 5 )dwrdazday

+ / (x1x2x4)_% (lf(l‘l, To, 1, .134)_% + l; (xl 1,20,1, $4)_%)dl‘1dl‘2dib4

(I3 (x1, 22, 23, 1)_% + 15(xq, x2, 3, 1)_§)dac1dx2dx3> )

e Via un raisonnement similaire, on trouve

LT (2)? [ 1 1 1
Ry ) =120t (S (5) s (5) ) < (5):
r@) \i=
120*F(%)2 (/ ( )Jﬁl*( 1)~ 3dzdzod
= 3 Tr1x2x3) 3 T1,T2,T3, 3a4r1a4x2073,
L (3) \Joue i

+ / (m1x2x4)_% H l;(xl,xg, 1,x4)_%dx1d;v2dx4
+ / ($1$3$4)_% H l;(l‘l, 1, x3, x4)_%da:1dx3dx4
[0,1]3

2
+ ) (I2$31’4)7% H l;(1,$27I37I4)gdl’gdl’gdl’4> .
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6.3.2 Valeurs aux entiers négatifs de (;, et de (,

On reprend les notations de la sous-section précédente :

li(z1,x2) = o1 + @2, la(x1,22) = 1 + 212, I3(21,22) = x1 + 32, la(21,22) = 221 + 322
di=1,dy=1,d,=2,dy=3, dy =4, dy =5.

La fonction zéta (g, est de la forme

1
ning(ni + n2)®(ny + 2n2)%(ny + 3n3)*(2ny + 3ng)*

Coa(s) = 1200 )

ni,m2>1

= 120°Za (s).

On a en particulier que

Cgo(—N) =120 Z(—((N,N),(N,N,N,N)), ¢}, (—N)=120""Z'(=((N,N), (N,N, N, N))+In(120){g, (—N).
(1,1),(1,1,1,1) (1,1),(1,1,1,1)

Via le Corollaire on obtient alors

—_I7l 4 O\ Sk,
wO= 2 ger)IPI 2 2 1_7!00?’? (kp! 3

Pg[[1)2ﬂ k:(k:p)pepceNPC Jj=1

1) Si P =0 et |k| =0, alors k = (0,0), et

4
> Ca="9
j=1
3)SiP={2}et |k|=1,alorsk=Fk =1, et
4
D=5
j=1
s . 1 1 .
En utilisant le fait que ¢(0) = —5 et que ((—1) = —1g O® obtient alors la valeur de (g, en s =0 :

G (0) =C(0)” ~ (1)
29
=)

On peut également fournir une expression des valeurs aux entiers négatifs en général. Par le Corollaire

A2] on a

1) (PN

—N)=120"% (

ng( ) 0 Z 4+ |'P| . ‘

P2 k=(kp)pepe €N” pEPC
[k|=(4+[P)N+|P|

N!|'P|+1 Z Q?\T(P7k) H C(_]\]ip '_ lf;D)7

D:
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avec

4
QY (P.k) =(~1)*VNBY > >

I=l w=(wp)pepe €(NH P v=(v,)pep e(NILANIHP

VpeEP|wy|=kyp Vq#j,v(q)+w(q)=N
4 4
IT () T ) | T () () T e
q,p q,p
A% Vv Vv
peEPE p q=1 peP | P| p q:l_
q#j

Pour calculer (g, (0), on remarque que
(g, (0) = In(120)C4, (0) + Z4 (0).
En appliquant le Lemme [6.3.2] et en utilisant le code SAGE on obtient
1 1 14 ,
(g, (0) =1n(120)Cg, (0) + 27¢(0)* + 160 (0) =47 ¢(=1) + =¢(=1)(In(3) + 2In(2)) = =¢'(=1)

+¢B0,21,1) + ¢7'(0,3]1,2) + ¢7(0,4]1,3) + ¢F(0,5[2, 3).

Par les formules et on trouve que
¢”'(0,211,1) + ¢7'(0,3]1,2) + ¢*'(0,41,3) +<B’( 0,5[2,3) =
5 1

—¢(0) + ¢'(=1) ~ 2In(2) - () — 5¢'(0) + 5 (1)

191(3) 2 [ 5\ 1 4\ , 5\ [ .4
T35 ¢'(0) - gC (073) g( (Oa 3> +¢ (=D +¢ (—173) +¢ (—173)
31I(6) In(2) 1 3, 2 ,(. 5\ 1,/ 7\ 1,(. 5
- e =3¢ 03¢ (0.5) —5¢ (0:) + ¢ (05)
L, ’ 5 ’ 4 ’ 7 , 5

En simplifiant ces termes, on trouve :

,(0) =In(120)Cq, (0) +21¢(0)? + §<<o></<o> (1) + ;c (~1)(1n(3) + 21n< ) - 1—54<'<—1>
11 23 1 ) 5

, 5 , 4\ 2,(.5 1 N, L, (5
e (1’3) re(ng) 3¢ (O’s) —5¢ <°’ 6) e (0’ 6>
6.3.3 Poles et résidus de (o)

1 1-k
Via [KMT10d], on a vu en que Cgo(5) @ des poles de la forme s = 3 et en s = = pour k > 0
un entier quelconque tel que k£ # 1 mod (3). On se propose ici d’obtenir des expressions des résidus en
1 1
s = 3 etens= 3 pour (go(5)(s). Notons que Bridges, Brindle, Bringmann, et Franke ont déja obtenu une

expression tres simple de ces deux résidus dans [BBBE23| Proposition 5.16] via des techniques différentes.

On sait que, pour 6 > 0 suffisamment petit, la fonction zéta (so(5) admet la décomposition (y0(5)(s) =
K(0,s)+J(0,s), avec K(8, s) une fonction holomorphe en s sur tout C, et J(8, s) une fonction méromorphe
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en s sur tout C, ayant les mémes poles que (so(5)(s). Par la Proposition on a

92+IPDs—IP|+|k|

s =5 X Ta-0" 0 w1

P2 k=(kp)pepc ENP® j=1 pepe

o7 94572
+ 6°T 1 — 5 Z h[]_ 2]]7_77 m, (68)

avec

hp1x(s) = / H (1,29)" " H (1, z)kr dasy,
7)

peEPC

hp2x(s) = / H (21, 1) I to(@r, Deday,
0 eP

peEPC
I (z1,22) =1 + 22,

l;(l?l,{EQ) =x1 + 2(132.

Comme K (f,s) est holomorphe en s sur C, on devrait pouvoir lire les résidus de (40(5)(s) sur
I'expression de J(0,s) ci-dessus. En s = 1/2, le seul terme contribuant au résidu de (so(5)(s) est
045—2

INQRE) Z hy1.27,5.0( m On obtient alors une expression du résidu en s = 1/2:

5 [ 2
Resy—1/2(Cs0(5)(5)) :\/6;(?(){2) Zh[[l,zﬂ,j,()(l/?) :

 =T(3/2)7?% 1 19:_1/2 o 1) 12(g ~1/24, 13:_1/2 )-1/2 120
=S 3 T/ </O (z+ 1) (@ +2)7"d +/O (1+2)" V(14 22) d)

_ r(3/2? 1 190_1/2 " -1/2(,, -1/24, 130_1/2 2)-1/2 220
Vo 2 T </ (e )7 2 2 e [ ) 20 )

Pour les poles de la forme %, avec n < 1 un entier tel que n # 0(mod 3), les seuls termes contribuants
s n
au résidu en s = 3 correspondent aux termes de la forme
(1 = n/3)Pl(~1) th (1= n/3) 1 HCn/3— »)
’ I'(n/3)((2+[PI)

pEPE !

avec P C [1,2],k € NP° vérifiant la condition (2 4+ |P|)§ —|P| + |k| = 0. Cette condition implique

nécessairement que P = {i} est un singleton, et en notant P° = {p}, ona |k| =k, =1—n € N. On
trouve alors

4n

¢ (4 -
D (Z S (0-5)) s 6

=1 j=1

ReSs:n/B(Cso(5)(s)) = (= 1)1 T (

Notons que, en considérant les termes généraux de la série présente dans avec P = (), on remarque
928+|k|
des termes de la forme ————, avec k = (k1,k2) € N. Les zéros de 2s + |k| ne constituent pas

des poles puisque ces poles sont annulés par les zéros des termes de la forme 2521 hy,jx- Par exemple,
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1
en s = ——, on a que le terme 2s + |k| est nul si et seulement si |k| = k; + ko = 1, ¢’est-a-dire lorsque
k € {(1,0),(0,1)}. Or on remarque que

1 ! — s— s—
P1.0,1.0)(8) + 12,0,1.0) (5) + 10,00 (5) + P00 (8) =75 / (@°7H (1 +22) +22°7 (1 +2) + 271 (2 + 2))da
0
5 L1
S T(s) \s+1 s/’
1
et en s = ——, ce terme s’annule. Cela est cohérent avec la liste des poles possibles donnée par Komori,

Matsumoto et Tsumura dans [KMT10d, Théoreéme 6.2].

6.3.4 Valeurs aux entiers négatifs de (5 et C;0(5)
On pose

Lz, 22) = 1 + 2, la(z1,22) = 21 + 229,
dlzl, d2:1, d/1:2, d;:?,’

alors (so(5)(s) est de la forme

<50(5)(5) =6° Z 5 ! = GSZA(S).

= nins(ny + na)*(n1 + 2ng)®

On a en particulier que

Cso(S)(_N) = 6_NZ(_((NE1A1))7(S]¥)7 N))) CQQ(_N) = 120_NZ/(_((N21]\1))7(§]¥)7 N)) + IH(G)CM(_N)'

En N = 0, on trouve par le Corollaire :

(-n/” - <
oo (0) = > 217 > ZH | 11
P2 Kk=(kp)pepe eNPC \J=1 PEP® pEPe
PI=|k]
, 5
=C(0)" = 3¢(=1)
7
E.

On peut également fournir une expression des valeurs aux entiers négatifs en général. Par le Corollaire

[A2] on a

(|7’H3)N+\7’|

—N -k
() =0 Y S S gy [T U

PCIIl 2]] k:(kp)pePCeNPC peEPC
[k|=(3+|P)N+|P]|

avec

|Mw

Q% (P,k) =

2 2

B (Wp)pePCE(Nz)p v=(vp)pepe(NIH2ZNTHP
VpEP|wy|=kp Yq#j,v(q)+w(q)=N

ko \ T o N =1\ (I T
[T (o) Meis ) [ TL( ) () Mo
o

pePe NP/ g=1 pEP
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Enfin, par le Lemme [6.3.2] en s’aidant du Code SAGE on a 'expression suivante de sa dérivée en
0:
, 1 5 1 , 1 5, 1
Gso(5)(0) =1n(6)Coo(5) (0) + 576(0)" + 5¢(0)¢7(0) = 57¢(=1) = 5¢"(=1) + £ In(2)
+ 8343(57 2|17 1)|s:0 + asCB(Sv 3‘13 2)|s:03
et avec les formules (6.3 et (6.4), on trouve :
1 1
Coo5)(0) =10(6)Guats) (0) + 57C(0)° + 5C(0)'(0) = 57C(~1) -
5 1
= ¢(0)+¢(=1) = gn(2) = JIn(m) — 5

En simplifiant ces termes, on trouve

oo (0) = 75 1(6) = 33 2) — () + (50 = 561 7= 0 = L)

L’expression ci-dessus nous permet d’obtenir une expression explicite du coefficient C' dans le Théoreme
12,39

6.4 Application a ’étude du comportement asymptotique de
TGz(n)

Rappelons que

ras (1) = | (Kiy)ijo1 € (N)Nw‘ 3 kﬂjzj(i+j)(i+2j)5(!i+3j)(2i+3j) _

3,521

ig (i 4+ 5) (@ + 25) (i + 37) (20 + 35)
5!

H P(zg) H Z q kil J)

i,j>1 4,5 >1 ke ;>1

Posons P(i,j) := . On observe que l'on a

en développant ce produit infini, et en utilisant I’expression de I’ensemble 74,(n), on trouve que :

+o00 1
;7"92 (n)g" = H 1—qPGd)”

i,j>1
En posant f(n H i,7) € N*3|P(i,5) = n}’ on obtient que
—+oo —+o0 1

Yo remd" =[] v

n=1 n=1 (1 —4q )f( )

On note désormais Ly (s) = (g, (s), et L}(s) = (g, (s)I'(s)((s + 1). Observons que L}(s) ne possede que

1 1
deux poles dans Hy,en s = — et en s = 5 De plus, L;‘c(s) possede un pole double en s = 0. Remarquons

1
également que, grace a la liste des poles obtenues en |1.6f on a que L% possede des poles simples en s = —
égal t ace a la liste des poles obt 1.6 L ede des poles simpl 3

k
etens=—, k€Z<, avec k#0 mod 5.

On souhaite appliquer le Théoreme [1.2.33] Vérifions tout d’abord si, avec ces données, les conditions

1 1 21
du théoreme sont valides. Posons A := N\ f~1({0}). Remarquons que g £ < g 15 Ainsi, Pentier

[ = 2 vérifie ’hypotheése du Théoreme [1.2.33] Vérifions maintenant si les hypotheses (P1), (P2) et (P3)

sont vérifiées :
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(P1)

(P3)
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Soit p > 2 un nombre premier. On a que |A\(pN N A)| = +oco. En effet, les suites

(2) ==(P( s 1)) ken,
u(3) :==(P(9% + 1» 1))ken,
u(5) :==(P(25k + 1,1))ken,
u(p) :=(P(kp+1,1))k>1 sip>T7,

sont strictements croissantes, et appartiennent a A par construction. De plus, on observe que la
1
suite u(p) est incluse dans A\(pN N A). On obtient alors que n’importe quel réel L > 5 vérifie la
condition (P1).
- . R . . 1
On a déja vu précédemment que L;} possede deux poles (qui sont simples) en s = 3 et en s = R

k
un pole double en s = 0, et des poles simples en s = = k € Z<i, avec k # 0 mod 5. Ainsi, pour

k
tout réel R € R} tel que R # E avec k # 0 mod 5, R vérifie la condition de la seconde hypothese.

On remarque que le polynéme P vérifie la condition HOS de larticle [Ess97]. En particulier, on sait
par [Ess97, Théoreme 3] que la fonction zéta rattachée & ce polynéme, (i.e. (y,) admet une borne
polynomiale en la partie imaginaire de s = o + i7 sur chaque bande verticale o1 < 0 < g5. On en
déduit alors que la condition (P3) est vérifiée.

Remarque 6.4.1. Dans la condition (P2), R est arbitrairement grand, et dans la condition (P1), L est
arbitrairement grand.

1 1
Notons a = 3’ B =z wa = Res._1 Cgo(s) et wg == Res,_1 (g,(s). En appliquant le Théoréme
1.2.33] on trouve alors

avec

5

Tg2 (n) -

n——+00

N
C : 1 B, —mi —a
— exp (Ami + Ao + Agn%) 1+ E —~ +O0Lr (n m’"{22<i+1>’a$1}>
n = nyi

w56 (V) rir (P erirar

T @O (K
@ PN wr (@)’

3

avec 0 < 15 < ... les éléments strictements positifs de N+ M.
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Par [BBBEF23, Lemme 4.3], on a

K, -3 (8)¢(5)
L@l (3) (3
R (wﬂ(%)ﬁ%))i

100 (war () ¢ (3™

3
1.2.33| donne, avec nos hypotheses, v, = —, v3 = Vg = —

20’

2707

123

Des ensembles décrits dans (1.8), (1.9), et (1.10) dans [BBBE23], on trouve que la suite ; du Théoreme
2






Chapitre 7

Annexe

7.1 Codes SAGE

Listing 7.1: Code SAGE pour calculer Z/, (0) avec P =2 et dy =ds =1

from sage.all import *

C,g2=[[1 ’1] 7[1 ’2] ’[1 ’3] 7[2 73]]
c.sob=[[1,1],[1,2]]

gamma = euler_gamma

zeta0 = var(’zetal’)

zeta_ml = var(’zeta_ml’)

zetaO_prime = var(’zetaO_prime’)
zeta_.ml_prime = var(’zeta_ml_prime’)

def Z_delta_prime_zero(c_matrix):
Q=len (c_matrix)

suml = sum(c[j][0] 4+ c[j][1] for j in range(Q))

sum? = sum(sum( (< [£][0]/c[£][1] — e[j][0]/c[}][1])
s Tog(1 + c[£][1]/c[§][11)+(e[£][1]/¢[£]10] = c[i][1]/c[i][0])
« Tog(1 + c[£][0]/¢c[§][0])

for f in range(Q) if f I=j) for j in range(Q))

sum3 = sum((c|[] ][Q] x c¢[j][1])"—1 for j in range(Q))

it = sam(e 110" -1+ el L] + ol3 11 e l1110] for 5 in range(Q)
result = Qxzetal 2xgamma — zeta_mlxsumlsgamma — 1/(Q+1)xzeta_m1*sum2
+zetaO_primex*xzetal/Q — zeta_ml_prime/(Q+1)*suml — gammaxzeta0 " 2%sum3
+ gammaxzeta_m1lxsum4
return(result)
print (result)

Listing 7.2: Code SAGE pour calculer Za(—N) avec P = 2

from math import comb
from itertools import product

def alpha k N(Q, N, k, c_matrix):
alpha = 0
for j in range(l, Q + 1):
for w in product(range(N + 1), repeat=Q):

125
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if sum(w) = k:
coefl = multinomial (w)
coef2 = multinomial ([N — w_i for w_i in w])
prod =1

for q in range(Q):
prod x= (c_matrix[q][0] *x w[q]) * (c_matrix[q][1] **x (N — w[q]))
alpha += coefl x coef2 x prod
return alpha

def beta N(Q, N, c_matrix):
beta = 0

for j in range(l, Q + 1):
for w in product(range((Q + 1)
if sum(w) = (Q + 1) « N +

numerator = 1
for i in range(N + 1 — w[j — 1],-N — 1):

numerator *x= i

— %
Q
2
2
\
=
\v
I
Do
*
z
_|_
—_

denominator = 1
for q in range(Q):
if q!=j — 1:
denominator *= factorial (w[q])

terml = c_matrix[j — 1][1] #x w[j — 1]
term2 = c_matrix[j — 1][0] *x w[] — 1]

for q in range(Q):
if q!=j — 1:
terml %= (c_matrix[q][0

]
x(c_matrix [q][1] =**x w[q])
term2 x= (c_matrix[q][1] *x (N — w[q]))
*(c_matrix[q][0] =**x w[q])

beta += (numerator / denominator) x (terml + term2)
return beta

def Z_Delta_minus_N (N, c_matrix):

Q=len(c_matrix)

suml = 0

N_fact-Q = factorial (N) xx Q

for k in range(Q * N + 1):
alpha = alpha k_ N(Q, N, k, c_matrix)
terml = zeta(—N — k) / factorial (k)
term2 = zeta(—(Q + 1) * N+ k) / factorial (Q *x N — k)
suml 4= alpha * terml * term?2

beta = beta N (Q, N, c_matrix)

sum2 = ((—1) #x (N + 1)) % (N_fact-Q * factorial (N)) x beta
xzeta(—(Q + 2) * N — 1) / factorial ((Q 4+ 1) * N 4+ 1)
Z=(1/Q) % N_fact_-Q * suml + (1 / (Q + 1)) * sum?2

return 7
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Valeurs aux entiers négatifs de fonctions multizéta de type Hurwitz généralisées et
de leurs dérivées. Applications a certaines fonctions zéta de Witten rattachées a des
algebres de Lie semi-simples.

Résumé

Le but de cette these est de fournir des formules explicites pour les valeurs directionnelles
et les valeurs des dérivées directionnelles de fonctions multizéta de Hurwitz généralisées en des
multi-entiers négatifs. On exprimera en particulier les valeurs directionnelles de ces fonctions
multizéta en fonction de polynémes de Bernoulli. De plus, on exprimera les valeurs des dérivées
directionnelles de ces fonctions multizéta en fonction de polynémes de Bernoulli, de valeurs aux
entiers négatifs de la dérivée suivant la variable s de la fonction zéta d’Hurwitz, et de valeurs
aux entiers négatifs de la dérivée de certaines fonctions zéta de type Barnes généralisé.

Comme premiere application, on déterminera des formules pour les valeurs en s = 0 de la
fonction zéta de Witten (4, et de sa dérivée, ainsi que des valeurs en s = 0 de la fonction zéta de
Witten (g0(5) et de sa dérivée. On trouvera en particulier une formule asymptotique explicite du
nombre de représentations de 1’algebre de Lie go en combinant nos résultats avec un théoreme
de type Meinardus généralisé obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et Franke.

Comme seconde application, on déterminera des formules explicites des fonctions multigamma
de type Shintani en fonction des fonctions multigamma de type Barnes.

Mots-clés : Fonctions multizéta de type Hurwitz généralisées, Fonctions zéta de Witten, Valeurs
et valeurs des dérivées aux entiers négatifs des fonctions multizéta, Représentations des algebres de
Lie semi-simples.

Special values of generalized multiple Hurwitz zeta functions and their derivatives.
Applications towards some Witten zeta functions attached to semi-simple Lie algebras.

Abstract

The goal of this thesis is to provide explicit formulas for directional values and directional
derivative values of generalized Hurwitz multizeta functions at non positive integers. We will
express the directional values of these multizeta functions in terms of Bernoulli polynomials.
Furthemore, we will express the directional derivative values of these multizeta functions in
terms of Bernoulli polynomials, of values at nonpositive integer values of the derivative with
respect to the variable s of the Hurwitz zeta function, and of values at nonpositive integers of
the derivative of some generalized Barnes zeta functions.

As a first application, we will determine formulas for the values at s = 0 of the Witten zeta
function (g, and its derivative, as well as values at s = 0 of the Witten zeta function (g(5)
and its derivative. In particular, we will find an explicit asymptotic formula for the number
of representations of the exceptional Lie algebra go by combining our result with a generalized
Meinardus-type theorem proved by Bridges, Brindle, Bringmann, and Franke.

As a second application, we will determine explicit formulas for Shintani’s multigamma
functions in terms of Barnes’ multigamma functions.

Keywords: Generalized multiple zéta functions of Hurwitz type, Witten zéta functions, Values
and derivative values at nonpositive integers of multizéta functions, Representations of semi-simple
Lie algebra



