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Introduction

Initiée par Kenkichi Iwasawa ([Iwa59, Iwa73]), la théorie des Γ-extensions, maintenant
appelée théorie d’Iwasawa en son honneur, est relativement récente au regard de la
longue histoire de la théorie des nombres. Pourtant, la diversité de ses généralisations,
ainsi que la popularité croissante des activités scientifiques qui lui sont dédiées, té-
moignent de la fécondité des idées qui la traversent. Il serait vain de tenter de résumer
ici tout ce à quoi renvoie la théorie d’Iwasawa de nos jours, mais citons deux découvertes
dues à Ernst Kummer qui ont inspirés Iwasawa.

En 1741, Euler résout le problème de Bâle, en montrant que la somme infinie 1+1/4+
1/9+1/16+1/25+ . . . vaut π2/6. Il trouve aussi une méthode pour calculer correctement
les valeurs aux entiers ≤ 0 de la fonction ζ de Riemann (sans pour autant connaître la
théorie de la continuation analytique !). En particulier, ζ(1−2r) est un nombre rationnel
non-nul lorsque r ∈ Z>0. Aux alentours des années 1850, Kummer montre que ces
valeurs spéciales jouissent de deux propriétés d’origine arithmétique, à savoir un lien
avec le groupe des classes des corps cyclotomiques Q(µp), où p est un nombre premier,
ainsi qu’une propriété de congruence p-adique. Selon l’interprétation moderne de ces
résultats, il existe une "version méromorphe p-adique" de la fonction ζ de Riemann et,
de plus, celle-ci porte une grande quantité d’informations sur l’arithmétique des corps
cyclotomiques : c’est la Conjecture Principale d’Iwasawa.

Autour des années 1990, Greenberg, Coates, Perrin-Riou [Gre94, Coa91, PR95a]
(entre autres) entreprennent d’élargir considérablement ces thématiques à un motif
p-ordinaire M, en conjecturant l’existence de "fonctions L p-adiques" interpolant les
valeurs critiques des fonctions L des "déformations p-adiques" de M. Ils proposent en
outre une interprétation arithmétique de ces objets, sous la forme d’une Conjecture
Principale.

Le premier chapitre prend la forme de prolégomènes et discute des fonctions L (com-
plexes et p-adiques) de motifs d’Artin sur Q, et de leurs valeurs spéciales. Soit Q∞/Q
la Zp-extension cyclotomique du corps des rationnels, et soit Γ son groupe de Galois.
Dans la plupart des cas, aucune des déformations cyclotomiques [ρ⊗χ], χ ∈ Γ̂, d’un motif
d’Artin [ρ] n’a d’entier critique, ce qui pose problème pour construire une fonction L
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ii INTRODUCTION

p-adique. Une stratégie que l’on mettra en avant consiste à élargir la famille des défor-
mations p-ordinaires de [ρ], et espérer qu’elle possède suffisamment de spécialisations
motiviques critiques. On pourra typiquement penser au cas d’un motif automorphe qui
est limite de séries discrètes.

Plus précisément, notons Vρ la réalisation p-adique de [ρ], munie d’un réseau GQ-stable
Tρ ⊆ Vρ et d’une p-stabilisation ordinaire T+

ρ ⊆ Tρ (cf. Définition 4.2.5). Supposons
qu’il existe une déformation ordinaire de [ρ], c’est-à-dire un module libre T sur un
anneau de coefficients A muni d’un sous-module T+ et d’une action galoisienne, avec
"beaucoup" de spécialisations Tκ = T⊗A,κ κ(A) motiviques critiques, et tel que T+ ⊆
T se spécialise sur T+

ρ ⊆ Tρ via κρ : A −→ Qp. Admettant l’existence d’un élément
Lp(T,T+) ∈A[[Γ]] se spécialisant sur les fonctions L p-adiques cyclotomiques Lp(T,T+)
des spécialisations motiviques, on est amenés à définir la fonction L p-adique de [ρ]
comme étant simplement Lp(ρ,ρ+) := κρ

(
Lp(T,T+)

) ∈Qp[[Γ]].

On illustre cette stratégie pour certains motifs d’Artin de dimension 2. Contrairement
aux formes de Maass qui sont p-adiquement rigides, les formes modulaires de poids 1
varient convenablement en famille. Supposons que ρ correspond à une forme modulaire
cuspidale primitive f de poids 1 qui est p-régulière (munie d’une p-stabilisation fα) et à
coefficients dans une extension finie O de Zp. Alors le théorème de lissité de la courbe
de Hecke de Bellaïche et Dimitrov permet de construire un voisinage affinoïde U de
fα, et une fonction L p-adique à coefficients dans A=O(U) interpolant les fonctions L
p-adiques des points classiques g ∈U (Corollaire 5.1.6). L’élément LBD

p ( fα) ∈O[[Γ]]⊗Zp

Qp obtenu par spécialisation est bien défini à multiplication par un élément de Q×
p

près.

Admettant l’applicabilité de cette méthode pour un motif d’Artin [ρ] plus général, on est
en droit de vouloir mieux connaître Lp(ρ,ρ+). Il n’est a priori pas clair que Lp(ρ,ρ+) 6= 0.
Supposant que Lp(ρ,ρ+) 6= 0, nous aimerions déterminer le lieu de ses zéros, ainsi que
ses "valeurs spéciales" en les caractères finis de Γ. Cette thématique entre en écho avec
les conjectures de Stark complexes et p-adiques et sur lesquelles nous revenons. Nous
terminons ce chapitre en rappelant une conjecture de type Stark p-adique formulée
par Ferrara dans sa thèse [Fer18] sur la valeur du quotient LBD

p ( fα)(χ)/LBD
p ( fα)(χ′), où

χ,χ′ ∈ Γ̂ sont deux caractères d’ordre fini, sous réserve que le dénominateur ne s’annule
pas (Conjecture 5.2.1).
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Nous revenons à présent sur le contenu du deuxième Chapitre. La théorie d’Iwasawa
interprète arithmétiquement les fonctions L p-adiques analytiques comme générateurs
d’idéaux caractéristiques de groupes de Selmer. Dans ce Chapitre, nous définissons le
groupe de Selmer d’une représentation d’Artin et nous en étudions sa structure. En vue
du Chapitre III, nous discutons aussi des propriétés de spécialisation d’idéaux caracté-
ristiques, ainsi que de changement de bases de groupes de Selmer de représentations
ordinaires générales.

La première section rappelle comment définir un idéal caractéristique carA(M) d’un
module de type fini et de torsion M sur un anneau noethérien intégralement clos A.
Lorsque A est factoriel, carA(M) est principal et on appellera fonction L p-adique
algébrique de M tout générateur de carA(M) (Définition 1.3.1). Puis, nous montrons
pourquoi il est nécessaire de supposer que M n’a pas de sous-modules pseudo-nuls
non-nuls pour que sa fonction L p-adique algébrique admette de bonnes propriétés de
spécialisation (Proposition 1.2.2).

La deuxième section définit le groupe de Selmer (dual) X∞(T,T+) d’une représentation
ordinaire (T,T+) sur une Zp-algèbre profinie A (Définition 2.2.1), et montre qu’elle a de
bonnes propriétés de changement de bases sous des hypothèses générales (Proposition
2.4.1). Lorsque A est un anneau de séries formelles sur une extension finie de Zp, on
montre que X∞(T,T+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls à condition qu’il
soit de torsion, en faisant appel à un théorème de Greenberg (Proposition 2.5.1).

Dans la dernière section, on étudie le groupe de Selmer X∞(ρ,ρ+) d’un motif d’Artin
[ρ] sur Q, de réalisation p-adique Vρ, muni d’un réseau stable Tρ ⊆ Vρ et d’une p-
stabilisation ordinaire V+

ρ ⊆Vρ. On suppose [ρ] (absolument) irréductible et non-trivial,
et on pose Dρ = Tρ ⊗Qp/Zp, D+

ρ = T+
ρ ⊗Qp/Zp. Le groupe de Selmer X∞(ρ,ρ+) est le

dual de Pontryagin du noyau de l’application de restriction global-local en cohomologie
galoisienne

H1(Q∞,Dρ)−→ H1(Ip,Dρ/D+
ρ )× ∏

` 6=p
H1(I`,Dρ)

(Définition 3.1.1 et Remarque 3.1.2). X∞(ρ,ρ+) est un module de type fini sur O[[Γ]],
que l’on identifie désormais à l’algèbre d’Iwasawa O[[T]] en envoyant un générateur
topologique γ ∈Γ sur 1+T. Si X∞(ρ,ρ+) est de torsion, on notera Lp(ρ,ρ+;T) ∈O[[T]]−{0}
sa fonction L p-adique algébrique. En général, changer de réseau multiplie Lp(ρ,ρ+;T)
par une puissance de p, et la fonction L p-adique algébrique n’est définie qu’à une unité
de O[[T]]⊗Qp près (Proposition 3.1.3). Néanmoins, si ρ est résiduellement irréductible,
ou si le µ-invariant de Lp(ρ,ρ+;T) est nul pour un choix de réseau, alors Lp(ρ,ρ+;T) ne
dépendra pas du choix du réseau (Lemme 3.1.4).
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Le Théorème principal de ce chapitre décrit la structure de X∞(ρ,ρ+) lorsque V+
ρ est

de dimension 1. Soit H ⊆ Q le corps corps de nombres découpé par ρ, et soit ρ la
représentation résiduelle de ρ.

Théorème (= Théorème 3.1.5). Supposons dimV+
ρ = 1.

(i) Pour tout entier n ∈N, le O-module Xn(ρ,ρ+) est fini.

(ii) Le O[[T]]-module X∞(ρ,ρ+) est de torsion.

(iii) Si H∩Q∞ =Q, alors Lp(ρ,ρ+;T) ne s’annule pas sur µp∞ − {1}.

En posant e(ρ,ρ+) := dimH0(Qp,Vρ/V+
ρ ), on a de plus :

Lp(ρ,ρ+;0) 6= 0⇐⇒ e(ρ,ρ+)= 0,

ordTLp(ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

(iv) Supposons que ni ρ ni ρ∗(1) n’a de GQ-invariants. Alors X∞(ρ,ρ+) n’a pas de
sous-Λ-module fini non-nul.

La preuve est étalée sur les Sections 3.2 à 3.5. Nous utilisons d’abord la suite d’inflation-
restriction pour nous ramener à l’étude de Xn, groupe de Galois de la plus grande pro-p
extension abélienne de Hn = H ·Qn non-ramifiée en dehors de p. Sa structure galoisienne
dépend, par la théorie des corps de classes locale, de la manière dont le p-complété
des unités globales de Hn s’envoie dans le produit de ses unités locales. L’hypothèse
dimV+ = 1 permet alors de nous passer de la conjecture de Leopoldt, en faisant appel à
la version p-adique, due à Brumer, du célèbre Théorème de transcendance de Baker. On
termine la preuve du point (i) dans la Section 3.4 grâce à une application astucieuse
du théorème de Baker-Brumer due à Bellaïche-Dimitrov (Théorème 3.4.4). Lorsque
dimV+ > 1, nous pensons que des arguments semblables s’appliqueraient à condition
qu’un certain régulateur p-adique ne s’annule pas (cf. Théorème 1.1.4).

Dans la preuve des points (ii) et (iii), on décrit le noyau des flèches de contrôle

X∞(ρ,ρ+)Γpn −→ Xn(ρ,ρ+)

pour tout entier n >> 0, et dont les images sont finies d’après le point (i). Le rang de ce
noyau est borné avec n (Proposition 3.5.3), prouvant que X∞(ρ,ρ+) est de torsion. Si de
plus H∩Q∞ =Q, alors les calculs se simplifient, et ce rang est égal à eρ pour tout entier
n ≥ 0, ce qui permet de montrer le point (iii) (Corollaire 3.5.4). Cela met en évidence un
phénomène de zéros triviaux nous amenant à la conjecture suivante.

Conjecture (=Conjecture 3.5.5). Si H∩Q∞ =Q, alors on a

ordTLp(ρ,ρ+;T)= e(ρ,ρ+).
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Notons que les calculs menés dans cette section se simplifient sous l’hypothèse que
p ne divise ni le conducteur, ni l’ordre de l’image de ρ. Des résultats similaires ont
étés obtenus indépendamment par Greenberg et Vatsal [GV18] sous ces hypothèses
supplémentaires dans une récente prépublication.

Le troisième chapitre se propose d’étudier le motif d’Artin [ρ] associé par Deligne et
Serre à une forme cuspidale primitive f de poids 1 et de niveau Γ1(N). On suppose
que :

(nr) ρ est non-ramifiée en p, i.e. p - N,

(rég) f est régulière en p, c’est-à-dire que les valeurs propres α,β de ρ(Frobp) sont
distinctes.

(hyp) p ne divise pas l’ordre de l’image de ρ.

La représentation résiduelle ρ est en particulier irréductible et p-distinguée. On fixe
une p-stabilisation ordinaire de ρ, ce qui revient au choix d’une p-stabilisation fα
de f . Comme V+

ρ = V Frobp=β
ρ est de dimension 1, le théorème principal du Chapitre

II s’applique à X∞( fα) = X∞(ρ,ρ+). Par ailleurs, la fonction L p-adique algébrique
Lp( fα;T) := Lp(ρ,ρ+;T) de fα ne dépend pas du choix du réseau stable Tρ ⊆ Vρ et est
définie à une unité de O[[T]] près, car ρ est résiduellement irréductible par l’hypothèse
(hyp).

Dans le théorème principal de la première section, on calcule le terme constant de la
fonction L p-adique algébrique lorsqu’elle n’a pas de zéro trivial, c’est-à-dire lorsque
α 6= 1. Notons Clp(H)ρ la composante ρ-isotypique du p-groupe des classes de H, et
choisissons ε+ρ un générateur de la O-droite de

(
O×

H ⊗ZO
)ρ sur laquelle Frobp a pour

valeur propre β. On peut voir O×
H à l’intérieur de Q×

p via un plongement ιp :Q−→Qp
préalablement fixé, et appliquer le logarithme p-adique d’Iwasawa.

Théorème (=Théorème 1.1.3). Si α= 1, alors Lp( fα;0)= 0.

Si α 6= 1, alors on a,

Lp( fα;0)=
logp ◦ιp

(
ε+ρ

)
p

√
#

(
Clp(H)ρ

)
,

à multiplication par une unité p-adique près.

La preuve du théorème repose sur une description facilitée de Xn( fα) sous nos hy-
pothèses supplémentaires (Proposition 1.2.11). Elle se généralise par ailleurs au cas
d’une représentation d’Artin de dimension d sous des hypothèses analogues. Lorsque
dimV+

ρ > 1, le terme logp ◦ιp
(
ε+ρ

)
est remplacé par le déterminant (conjecturalement
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non-nul) d’une matrice de taille dimV+
ρ de logarithmes p-adiques de certaines unités

globales de H (Théorème 1.1.4).

La fin de la première section s’attarde sur le cas des formes modulaires à multiplication
complexes, c’est-à-dire quand ρ est l’induite d’un caractère de Hecke d’ordre fini ψ sur
un corps quadratique imaginaire F. Lorsque p est décomposé dans F, l’isomorphisme
de Shapiro (Proposition 1.3.1) identifie X∞( fα) avec le module d’Iwasawa intervenant
dans la Conjecture Principale pour ψ sur le corps quadratique F ([Rub91]). Le module
obtenu lorsque p est inerte mériterait d’être comparé à la définition du groupe de Selmer
Sel± de Kobayashi pour une courbe elliptique à multiplication complexe et à réduction
supersingulière en p ([Kob03, PR04]).

Le thème des deux dernières sections du Chapitre III est la formulation et l’étude d’une
Conjecture Principale pour fα. Bien que construite uniquement sous l’hypothèse de
p-régularité, la fonction L p-adique de Bellaïche-Dimitrov LBD

p ( fα;T) ∈O[[T]]⊗Qp n’est
définie qu’à multiplication par un élément de Frac(O)× près. Comme dans le cas des
formes de poids k ≥ 2, on peut abaisser cette indétermination à O× sous les hypothèses
supplémentaires que ρ est irréductible et p-distinguée. On fait appel pour cela à la
construction de [EPW06] d’une fonction L p-adique Lp(ρ;T) ∈ Hρ[[T]] à coefficients
dans la composante locale Hρ de l’algèbre de Hecke universelle ordinaire de niveau
modéré N. Elle est définie à une unité de Hρ près, dépendant du choix d’une période
canonique en famille, et se spécialisant sur la fonction L p-adique usuelle de formes
propres ordinaires p-stabilisées de poids k ≥ 2 et niveau modéré N (cf. Paragraphe 2.2).
La forme fα définit une spécialisation φ :Hρ −→O. L’application de φ aux coefficients de
Lp(ρ;T) définit un élément Lp( fα;T) bien défini à O× près, que l’on appelle fonction L
p-adique analytique de fα. Par analogie avec la Conjecture Principale pour les formes
paraboliques primitives p-ordinaires de poids k ≥ 2 ([SU14, Conjecture 3.24]), nous
proposons une conjecture Principale pour fα.

Conjecture (=Conjecture 2.3.5). Il existe une unité u de O[[T]] telle que

u ·Lp( fα,T)=Lp( fα,T).

Le théorème principal de cette partie fournit une évidence en faveur de cette conjec-
ture.



INTRODUCTION vii

Théorème (=Théorème 2.3.6). Il existe un élément u ∈O[[T]]⊗Qp tel que

u ·Lp( fα,T)=Lp( fα,T).

De plus, si la Conjecture Principale pour les formes paraboliques primitives p-ordinaires
de poids k ≥ 2 est vraie, alors la Conjecture Principale pour fα est vraie.

Un théorème de Wiles [Wil88, Theorem 3] montre l’existence d’une famille de Hida
f se spécialisant en fα. Nous prouvons ce théorème par un argument de passage à la
limite sur les spécialisations fk de poids k de f, lorsque k tend p-adiquement vers 1. La
famille de Hida f définit un certain quotient Hf de Hρ qui est une algèbre finie intègre
sur l’anneau Λpoids :=Zp[[X ]]. Nous illustrons d’abord la preuve sous l’hypothèse (très
forte !) que Hf est isomorphe à l’anneau de séries formelles O[[X ]], et nous expliquerons
ensuite comment s’en passer. Après un changement de variables, la forme fα correspond
à la spécialisation X = 0, et plus généralement, une spécialisation classique de f de
poids k, de niveau N pr et caractère ε f χζω

1−k correspond à la spécialisation X = ζ(1+
p)k−1 −1. En notant gn la forme obtenue en spécialisant X = (1+ p)(p−1)pn −1, on peut
schématiquement illustrer la preuve de la divisibilité :

Lp(gn;T)

(c) n→+∞
��

(a)
divise Lp(gn;T)

(b)n→+∞
��

Lp( fα;T) Lp( fα;T)

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de l’anneau topologique O[[T]], et
les divisibilités sont dans O[[T]]⊗Qp. L’élément Lp(gn;T) est la fonction L p-adique
algébrique du groupe de Selmer attaché à gn, et la divisibilité (a) est une application
d’un célèbre Théorème de Kato [Kat04]. Pour le passage à la limite (b), on considère
la fonction L p-adique analytique de f obtenue à partir de Lp(ρ;T). C’est une série
formelle à deux variables Lp(X ,T) par notre hypothèse simplificatrice, et (b) signifie
que Lp((1+ p)(p−1)pn −1,T) converge vers Lp(0,T), ce qui est clair. Pour (c), on construit
la représentation ordinaire Tf associée à f et à coefficients dans Hf. On montre que
le groupe de Selmer X∞(f) associé n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux
(Lemme 3.4.3). Comme l’anneau des coefficients Hf[[T]] est un anneau de séries for-
melles, la fonction L p-adique algébrique Lp(X ,T) de X∞(f) possède les propriétés de
spécialisation attendues, d’après les résultats généraux du Chapitre II. Le point (c) se
montre alors comme le (b), et comme Lp( fα;T) 6= 0, on peut conclure que Lp( fα;T) divise
Lp( fα;T) par un passage à la limite dans les divisibilités (Lemme 3.1.1).
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L’hypothèse Hf 'O[[X ]] est beaucoup trop forte et implique notamment que son loca-
lisé (Hf)p en fα est régulier, ce qui est précisément l’énoncé du théorème lissité de la
courbe de Hecke en fα prouvé par Bellaïche et Dimitrov. En fait, on montre que leur
résultat suffit à adapter les arguments précédents. En effet, l’anneau complété

(
Ĥf

)
p est

isomorphe à Qp[[X1/e]], où e ≥ 1 est l’indice de ramification de l’application de poids en
fα. L’image de Hf dans cet anneau est finie sur Λpoids, et le Théorème d’approximation
d’Artin [Art68] montre qu’elle est contenue dans un anneau de séries convergentes
O′[[Y ]] de la variable Y = X1/e/pr (pour un certain r ≥ 0) et à coefficients dans une exten-
sion finie de O (Proposition 3.2.2). Cela fournit un paramétrage f†(Y ) de f permettant
d’adapter entièrement la preuve précédente en remplaçant Lp(X ,T) et Lp(X ,T) par
leurs analogues respectifs L†

p(Y ,T) et L†
p(Y ,T) ∈O′[[Y ,T]].



Notations générales

Corps de nombres et plongements : On fixe une clôture algébrique Q de Q. On notera
GE = Gal(Q/E) le groupe de Galois d’une extension algébrique E ⊆Q de Q. On fixera
aussi un plongement ι∞ :Q ,→ C du corps des nombres algébriques dans le corps des
nombres complexes.

Pour tout nombre premier `, on fixe aussi un plongement ι` :Q ,→Q`, ce qui revient
à choisir une place de Q au-dessus de `. Lorsque ` = p, le nombre premier fixé dans
les Chapitres 2 et 3, on notera toujours v cette place. Pour une extension E ⊆ F ⊆Q on
notera aussi I`(F/E)⊆Gal(F/E) le groupe d’inertie de la place de F définie par ι`.

Représentations de groupes finis : Soit G un groupe fini et soit C un corps algébriquement
clos de caractéristique 0. Toute C-représentation irréductible (π,Vπ) de G définit un
idempotent

eπ = dimπ

#G

∑
g∈G

Tr◦π(g−1)g ∈C[G]

Étant donnée une C-représentation W de G, on notera Wρ := eπW ⊆W sa composante
π-isotypique.

Dualité de Pontryagin : Soit p un nombre premier impair. Pour un Zp-module localement
compact M, on note M∨ = Homct(M,Qp/Zp) le dual de Pontryagin de M. Le foncteur
M 7→ M∨ induit une équivalence de catégories entre la catégorie des Zp-modules discrets
de torsion et les Zp-modules compacts. Un Zp-module localement compact est autodual
si et seulement si il est fini.

Caractères cyclotomiques et algèbre d’Iwasawa : Soit χ̃cyc : GQ −→Z×
p le caractère cyclo-

tomique et soit ω : GQ −→µp−1 le caractère de Teichmüller. χ̃cyc induit un isomorphisme
entre Γ̃=Gal(Q(µp∞)/Q) et Z×

p , et ω induit un isomorphisme entre Gal(Q(µp)/Q) et µp−1.
Le caractère χcyc := χ̃cycω

−1 se factorise via le groupe de Galois Γ de la Zp-extension
extension cyclotomique, notée Q∞/Q, et réalise un isomorphisme Γ' 1+ pZp. On notera
γ ∈Γ l’image inverse du générateur topologique u = 1+ p de 1+ pZp. On a ainsi Γ' γZp .
L’algèbre d’Iwasawa sur une extension finie O de Zp est l’anneau de groupe complété
O[[Γ]]. Elle est isomorphe à l’anneau des séries formelles en une variable O[[T]] après

ix
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identification de γ avec 1+T. On la notera souvent Λ, mais on rajoutera parfois un
indice pour suggérer la dépendance au choix de O.

Tour cyclotomique et caractères : On note Qn le n-ème étage de la tour cyclotomique,
c’est-à-dire le sous-corps de Q∞ fixé par Γpn

, ainsi que Γn = Gal(Qn/Q) ' Z/pnZ. Si
ζ ∈ µp∞(Qp) est une racine de l’unité d’ordre pn, on notera χζ : GQ −→Q×

p le caractère
galoisien se factorisant par Γn et envoyant γ sur ζ. Le caractère χζ est d’ordre pn et de
conducteur pn+1.



Chapitre I

Les fonctions L des représentations d’Artin et leurs valeurs
spéciales

1. Représentations d’Artin

1.1. Prolégomènes. Soit F ⊆ Q un corps de nombres. Un des buts de la théo-
rie algébrique des nombres moderne est d’étudier la structure du groupe de Galois
absolu GF = Gal(Q/F). Celui-ci est naturellement isomorphe à la limite projective
lim←−−F⊆K⊆QGal(K /F), où K varie dans l’ensemble des extensions finies de F, et est muni

de la topologie limite, qui fait de GF un groupe topologique profini. Étant donné un
corps topologique E, on peut étudier GF en étudiant ses représentations continues à
coefficients dans E, c’est-à-dire les morphismes continus

ρ : GF −→GLn(E)

où n est un entier et GLn(E) est le groupe des matrices inversibles à coefficients dans
E, muni de la topologie induite par celle de E. On notera V = En le E-espace vectoriel
sur lequel ρ agit. Pour tout nombre premier p, on parle de représentation p-adique
lorsque E = Qp, et de représentation modulo p lorsque E = Fp (muni de la topologie
discrète). Lorsque E = C (muni de sa topologie usuelle), on parle de représentation
d’Artin sur F et on la notera (ρ,V ) pour insister sur l’espace vectoriel réalisant ρ. On
montre facilement que ρ est d’image finie, et donc se factorise par le groupe de Galois
d’une extension finie de F. La théorie des représentations des groupes finis montre alors
que ρ est décomposable en somme directe de sous-représentations irréductibles, et que
ρ est de plus réalisable sur un corps de nombres.

Deux représentations d’Artin (ρ,V ) et (ρ′,V ′) sont dites équivalentes s’il existe un
isomorphisme V −→V ′ de C-espaces vectoriels qui est GF -équivariant, ce qui revient à
dire par semi-simplicité que leurs caractères sont égaux. Étant donné une extension
finie F ′ ⊆Q de F et une représentation d’Artin (ρ,V ) sur F ′, on notera IndF

F ′ρ l’induite de
ρ à GF , définie par IndF

F ′V =C[GF ]⊗C[GE]V . Le théorème d’induction de Brauer [Bra47]
permet d’étudier les caractères d’Artin et leurs fonctions L (complexes et p-adiques) en
se ramenant à la dimension 1.

1
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Théorème 1.1.1 (Théorème d’induction de Brauer (pour un groupe de Galois)). Soit
V une représentation complexe d’un groupe fini G. Il existe des sous-groupes Hi de G
(indexés par i ∈ I t J), ainsi que des représentations Wi de Hi de dimension 1 telles que(⊕

i∈I
IndG

Hi
Wi

)⊕
V '⊕

j∈J
IndG

H j
Wj

De plus, les Hi peuvent être choisis parmi les sous-groupes de G isomorphes à un produit
d’un groupe cyclique et d’un pi-groupe (pour un certain nombre premier pi).

1.2. Conducteur d’Artin. Soit (ρ,V ) une représentation d’Artin, de caractère χ, se
factorisant par le groupe de Galois G d’une extension finie K /F. Toute place w de K au-
dessus d’une place v de F définit un sous-groupe de décomposition Gw ⊆G s’identifiant
au groupe de Galois de l’extension locale Kw/Fv. Lorsque w est non-archimédienne, le
groupe Gw admet une filtration décroissante (Gw,i)i∈N en sous-groupes de ramification
définie de la manière suivante. Soit (Ow,mw) l’anneau local des entiers de Kw. Alors
pour tout entier i ≥ 0, Gw,i est le sous-groupe des éléments g ∈Gw agissant trivialement
sur Ow/mi+1

w . En particulier, Iw :=Gw,0 est le groupe d’inertie de la place w. On définit
le conducteur additif d’Artin local de ρ en w par la formule :

fw(ρ)=∑
i

gw,i

gw,0

(
dimV −dimVGw,i

)
où gw,i = #Gw,i et où VGw,i est le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants de V
par l’action de Gw,i. Notons que fw(ρ) ne dépend que de v et pas de w, car les groupes
de décomposition sont conjugués et χ est une fonction centrale. Artin a prouvé que
fw(ρ) était un entier naturel (cf. [Ser67, Chap VI, §4.4, Th. 2]). Par ailleurs, on voit que
fw(ρ)= 0 si et seulement si ρ est non-ramifiée en w, c’est-à-dire si Iw agit trivialement
sur V .

On définit à présent le conducteur d’Artin global attaché à ρ à l’aide des conducteurs
d’Artin locaux. Pour toute place v non-archimédienne de F, notons p l’idéal premier de
OF associé à v.

Définition 1.2.1. On définit le conducteur d’Artin global de ρ comme étant l’idéal entier
de OF :

f(ρ)=∏
p
pfw(ρ)

1.3. Fonctions L d’Artin et équation fonctionnelle. Soit (ρ,V ) une représenta-
tion d’Artin de caractère χ, se factorisant par le groupe de Galois G d’une extension
K /F. Soit v une place non-archimédienne de F, et soit w une extension de v à K . On
note Frobw le relèvement à Gw de l’automorphisme de Frobenius x 7→ xqv . Celui-ci agit
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sur le sous-espace V Iw ⊆V des vecteurs fixes par l’action de Iw. On définit le facteur L
local d’Artin en v comme étant la fonction méromorphe de la variable s ∈C

Lv(ρ, s)= det
(
1− q−s

v ρ(Frob−1
w )|V Iw

)−1

La définition ne dépend pas du choix de K , de w ou de Frobw. Soit S un ensemble fini
de places de F contenant toutes les places archimédiennes de F. On définit la fonction
L d’Artin attachée à ρ comme étant le produit infini (convergeant absolument pour
Re(s)> 1) :

LS(ρ, s)= ∏
v 6∈S

Lv(ρ, s),

v parcourant l’ensemble des places de F hors de S. On enlèvera l’indice S lorsque S
est égal à l’ensemble des places archimédiennes de F. Deux représentations d’Artin
équivalentes définissent la même fonction L, donc on notera aussi cette dernière LS(χ, s).
Par ailleurs, le formalisme d’Artin montre que l’on a les propriétés suivantes ([Neu99,
Chap. VII, §10, Prop. 10.4]) : LS(ρ⊕ρ′, s)= LS(ρ, s) ·LS(ρ′, s) pour ρ et ρ′ se factorisant
par G ; LS0(IndF0

F ρ, s) = LS(ρ, s) pour K /F0 une extension galoisienne telle que F ⊇ F0
et pour S0 l’ensemble des places de F0 en dessous de places appartenant à S. Enfin,
lorsque ρ est de dimension 1, il définit un caractère de Hecke d’ordre fini, et sa fonction
L de Hecke coïncide avec celle d’Artin. Ces observations, ainsi que l’usage du Théorème
1.1.1, montrent que les fonctions L d’Artin héritent des mêmes propriétés que celles de
Hecke : elles admettent un prolongement analytique en des fonctions méromorphes sur
C et vérifient une équation fonctionnelle. Rappelons la conjecture d’Artin :

Conjecture 1.3.1. Soit (ρ,V ) une représentation d’Artin sur F. Le prolongement mé-
romorphe de L(ρ, s) à C est holomorphe, excepté en s = 1 où elle a un zéro d’ordre
r = dimCVGF .

Soit (ρ,V ) une représentation d’Artin sur F de dimension n et se factorisant par G =
Gal(K /F). L’équation fonctionnelle relie la fonction L d’Artin complétée de ρ à celle de
sa contragrédiente (ρ∗,V∗) définie par V∗ =Hom(V ,C). Rappelons d’abord l’expression
du facteur L de ρ en une place archimédienne v. Soit w une place de K au-dessus de v,
et soit Frobw un générateur de Gal(Kw/Fv) (qui est trivial à moins que v ne soit réelle et
w complexe, auquel cas Frobw est simplement la conjugaison complexe). On pose

Lv(ρ, s)=
{
ΓC(s)n si v est complexe
ΓR(s)n+

ΓR(s+1)n−
si v est réelle

où n± est la dimension du sous-espace propre de Frobw associé à la valeur propre ±1, et
où

ΓR(s)=π−s/2Γ(s/2), ΓC(s)= 2(2π)−sΓ(s).
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La définition de Lv(ρ, s) ne dépend pas du choix de w. La fonction L complétée de ρ est
donnée par la formule

Λ(ρ, s)=
(∏

v|∞
Lv(ρ, s)

)
L(ρ, s).

Artin a déterminé la forme de l’équation fonctionnelle satisfaite par Λ(ρ, s). Posons

c(ρ)= |Disc(F/Q)|n ·NF/Q(f(ρ)),

où Disc(F/Q) est le discriminant absolu de F et NF/Q est la norme de F/Q.

Théorème 1.3.2. La fonction L complétée de ρ satisfait l’équation fonctionnelle sui-
vante :

c(ρ)s/2Λ(ρ, s)=W(ρ)c(ρ∗)(1−s)/2Λ(ρ∗,1− s)

où W(ρ) est nombre complexe de norme 1, appelé (en anglais) Artin root number.

2. Conjectures de Stark complexes

Les conjectures de Stark, complexes et p-adiques, visent à donner une interprétation
arithmétique aux valeurs spéciales en s = 0 et s = 1 des différentes fonctions L complexes
et p-adiques attachées à des représentations d’Artin.

2.1. Formule analytique du nombre de classes. On fixe K un corps de nombres.
Soit S∞ l’ensemble des places archimédiennes de K . Le premier exemple historique de
fonctions L est la fonction zêta de Dedekind, définie par le produit eulérien

ζK (s)=∏
p

1
1−Np−s , Re(s)> 1

où p parcourt l’ensemble des idéaux premiers de OK . Elle coïncide avec la fonction
L d’Artin du caractère trivial sur K et satisfait la Conjecture 1.3.1 et le Théorème
1.3.2 grâce au travail de Hecke. Avant lui, Dirichlet, dans le cas de corps quadratiques
imaginaires, puis Dedekind, pour un corps de nombres quelconque, ont calculé le résidu
en s = 1 de ζK (s). En utilisant l’équation fonctionnelle, on obtient le développement de
Taylor suivant de ζK (s) en s = 0 :

Théorème 2.1.1 (Dirichlet, Dedekind, Hecke). Le développement de Taylor en s = 0 de
ζK (s) est

ζK (s)=−hK RK

eK
· s|S∞|−1 +O(s|S∞|),

où hK désigne le nombre de classes d’idéaux de OK , RK le régulateur de K et eK = |µ(K)|
est le nombre de racines de l’unité dans K .
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DÉMONSTRATION. Le résidu du pôle simple en s = 1 de ζK (s) est 2r1 (2π)r2 hK RK
eK Disc(K /Q)1/2 (cf.

[Neu99, Corollary 5.11, §5, Chap. VII] ou [Lan94, Chap. VIII, §2, Theorem 5]), où r1
(resp. r2) est le nombre de places réelles (resp. complexes) de K . Par ailleurs, la fonction
L complétée ΛK (s) = ζK (s)ΓR(s)r1ΓC(s)r2 satisfait ds/2

K ΛK (s) = d(1−s)/2
K ΛK (1− s) et a un

pôle simple en s = 1, de même que ΓR(s) et ΓC(s) en s = 0. Donc l’équation fonctionnelle
montre que ζK (s) a un zéro d’ordre r1 + r2 −1 = |S∞| −1 en s = 0, et donne le résidu
voulu. �

On peut plus généralement considérer un ensemble fini de places S de K contenant S∞,
et définir

ζK ,S(s)= ∏
p∉S

1
1−Np−s , Re(s)> 1.

Corollaire 2.1.2. Le développement de Taylor en s = 0 de ζK ,S(s) est

ζK ,S(s)=−hSRS

eK
· s|S|−1 +O(s|S|),

où hS désigne le nombre de classes d’idéaux des S-unités O×
K ,S, et RS le S-régulateur de

K (cf. Section 2.3).

DÉMONSTRATION. Voir [Tat84, Chap. I, Corollaire 2.2]. �

Soit K /F une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de Galois G. La
théorie des représentation des groupes finis montre que la représentation régulière
de G, définie comme étant IndF

KC, est la somme directe de toutes les représentations
irréductibles ρ de G, avec multiplicité χ(1)= dimρ. Le formalisme d’Artin rappelé dans
la Section 1.3 montre en particulier que l’on a la factorisation :

ζK ,S(s)=∏
χ

LS(χ, s)χ(1),

où χ parcourt l’ensemble des caractères linéaires irréductibles de G. Au regard du
Théorème 2.1.1 et du Corollaire 2.1.2, il est naturel de chercher une expression arithmé-
tique du terme dominant du développement de Taylor en s = 0 des fonctions L d’Artin
(compatible à la factorisation précédente). Autrement dit :

Question 2.1.3. Étant donné un caractère linéaire irréductible χ de G, peut-on calculer
les nombres cS(χ) ∈C et rS(χ) ∈N tels que

LS(χ, s)= cS(χ)srS(χ) +O(srS(χ)+1)

au voisinage de s = 0 ?
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Dans la suite, nous rappelons la recette pour calculer rS(χ), ainsi que quelques conjec-
tures énoncées par Stark dans sa suite remarquable d’articles [Sta71, Sta75, Sta76,
Sta80]. Nos références sont [Tat84] et [Das].

2.2. Théorème des unités de Dirichlet et plongement logarithmique. Nous
rappelons ici comment calculer l’ordre d’annulation des fonctions L d’Artin en s = 0.
Soit SF un ensemble fini de places de F contenant toutes les places archimédiennes, et
soit SK l’ensemble des places de K au-dessus des places de SF . Pour une place w ∈ SK
au-dessus de v ∈ SF , on note Gw ⊆G le groupe de décomposition associé à w. On définit
le Z[G]-module

Y =YSK := ⊕
w∈SK Z.w

' ⊕
v∈SF IndG

Gw
Z,

ainsi que le sous-module X ⊆Y par X = {∑
w nw.w ∈Y /

∑
w nw = 0

}
. On a en particulier

une suite exacte de G-modules :

0 // X // Y // Z // 0

Elle se traduit, en termes de caractères linéaires χX et χY des complexifiés CX et CY ,
par la relation χY = χX +1.

Proposition 2.2.1. Soit V la réalisation d’un caractère linéaire complexe χ de G. On a

rSK (χ) = ∑
v∈SF dimCVGw −dimCVG

= dimCHomG(V∗,CX )

Ici, w désigne n’importe quelle place au-dessus de v (dimCVGw ne dépend pas du choix
de w) et V∗ =HomC(V ,C) désigne la représentation contragrédiente de V .

DÉMONSTRATION. Voir [Das, Proposition 3.2.2]. �

Nous terminons ce paragraphe en rappelant l’énoncé du théorème des unités de Diri-
chlet, ce qui nous sera utile pour étudier la structure galoisienne du (complexifié du)
groupe des S-unités d’un corps de nombre. Notons, pour toute place w ∈ K , | − |w la
valeur absolue sur K associée à w. On définit un "plongement logarithmique"

λ :O×
K ,SK

−→ RY
ε 7−→ ∑

w log(|ε|w) .w

On voit que le noyau de λ est égal µ(K). Par ailleurs, λ est à valeurs dans RX d’après la
formule du produit.

Théorème 2.2.2 (Théorème des unités de Dirichlet-Minkowski). λ induit un isomor-
phisme R[G]-équivariant λ :RO×

K ,SK
−→RX . En particulier, le groupe abélien O×

K ,SK
est

de type fini et de rang |SK |−1.
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DÉMONSTRATION. Voir [Lan94, Chap V, §1]. �

2.3. Conjecture de Stark non-abélienne. Le régulateur RS apparaissant dans
le Corollaire 2.1.2 est lié au covolume du réseau λ(OK ,S) dans RX . Plus précisément,
fixons w0 ∈ S = SK , et choisissons une base ε1, . . . ,ε|S|−1 de la partie libre de OK ,S. Alors
RS est défini comme étant la valeur absolue du déterminant de la matrice (log |εi|w)i,w
où i parcourt 1, . . . , |S|−1 et w parcourt S−{w0}. Plutôt qu’avec les εi, on peut définir RS
à partir d’un choix de morphisme injectif G-équivariant f : X ,→O×

K ,S. En complexifiant
f , on obtient un automorphisme λ◦ f de CX , et, d’après la preuve de [Das, Proposition
3.3.4], on a

det(λ◦ f )=±RS[O×
K ,S : f (X )µ(K)]

Définition 2.3.1 (Régulateur de Stark). Soit f : X ,→O×
K ,S un morphisme injectif G-

équivariant, et soit V une représentation complexe du groupe de Galois d’une extension
K /F de corps de nombres. On pose

RS(χ, f )= det((λ◦ f )V )

où (λ ◦ f )V désigne l’automorphisme complexe de HomG(V∗,CX ) induit par la post-
composition par λ ◦ f ∈ AutC(CX ). Il s’agit d’un déterminant rS(χ)× rS(χ), d’après la
Proposition 2.2.1.

Exemple 2.3.2. Supposons F =Q, SF = {∞}, et VG = {0}. Fixons w une place archimé-
dienne de K , et notons τ un générateur du groupe de Gw (i.e. τ= id si K est réel, et τ
est une conjugaison complexe si K est complexe). Soit {e i}i une base de V dans laquelle
la matrice de τ est donnée par

A(τ)=
(

ida 0
0 − idb

)
Notons que a = dimVGw = rS(χ). Notons plus généralement A(σ)= [ai, j(σ)]i, j la matrice
de l’automorphisme σ ∈G dans la base {e i}i. On peut définir un morphisme injectif f à
l’aide d’une unité de Minkowski, dont la définition et l’existence sont rappelées dans le
résultat suivant (cf. [Min00]) :

Proposition 2.3.3 (Théorème des unités de Minkowski). Il existe une unité ε ∈O×
K fixée

par τ, telle que l’unique relation multiplicative entre les σ(ε) pour σ parcourant G/Gw est∏
σ∈G/Gw

σ(ε)=±1

Une telle unité est appelée unité de Minkowski.

Étant donnée une unité de Minkowski ε, on peut définir un morphisme de Z[G]-module
Y −→O×

K envoyant la place w′ = σw sur l’unité ε′ = σ(ε). Sa restriction à X , notée fε,
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est injective par définition de ε. On obtient l’expression suivante pour le régulateur de
Stark :

R(χ, fε)= det

( ∑
σ∈G/Gw

ai, j(σ) log |σ(ε)|w
)

1≤i, j≤a

Nous donnons à présent l’énoncé de la conjecture de Stark non-abélienne.

Conjecture 2.3.4 (Conjecture de Stark non-abélienne). Soit K /F une extension galoi-
sienne de corps de nombres, de groupe de Galois G. Soit SF un ensemble fini de places de
places de F, et soit S = SK l’ensemble des places de K au-dessus de SF . Soit χ un caractère
linéaire complexe de G et soit f : X ,→O×

K ,S une injection G-équivariante. Définissons

A(χ, f )= RS(χ, f )
cS(χ)

∈C

Alors pour tout automorphisme α ∈AutQ(C), on a

A(α◦χ, f )=α(
A(χ, f )

)
En particulier, on a A(χ, f ) ∈Q(χ).

Remarque 2.3.5. (1) La véracité de la conjecture est indépendante des choix de f
et de S (cf. [Das, Section 3.6 & 3.7])

(2) Un argument utilisant le théorème d’induction de Brauer montre que la Conjec-
ture 2.3.4 est vraie en toute généralité, si elle est vraie pour toutes les extensions
galoisiennes K /Q, ou bien si elle est vraie pour toutes les extensions abéliennes
K /F (cf. [Das, Proposition 3.7.3]).

(3) Lorsque rS(χ) = 0, la Conjecture 2.3.4 est une conséquence du théorème de
rationalité des valeurs spéciales de fonctions ζ partielles, dû à Siegel [Sie70].

2.4. Conjecture de Stark abélienne de rang 1. Lorsque l’extension K /F est
abélienne et rS(χ)= 1, Stark ([Sta80]) a proposé un raffinement de la conjecture 2.3.4.
Elle prédit l’existence d’une S-unité εK /F,S de K engendrant des extensions abéliennes
de F, et propose pour tout caractère χ de G une formule pour L′

S(χ,0) en termes de
εK /F,S. Rubin [Rub96] a plus tard proposé une formule conjecturale générale lorsque
l’ordre d’annulation en s = 0 est supérieur ou égal à 1.

Notons que pour tout caractère linéaire χ de dimension 1 de G, c’est-à-dire un caractère
multiplicatif complexe de G, on a

rS(χ)=
{ |S|−1 si χ= 1

|{v ∈ SF / χ(Gw)= 1}| sinon



2. CONJECTURES DE STARK COMPLEXES 9

Nous énonçons à présent la conjecture de Stark abélienne de rang 1. Soit K /F une
extension abélienne de corps de nombres de groupe de Galois G, et soit SF un ensemble
fini de places de F satisfaisant les conditions suivantes :

• SF contient les places archimédiennes et les places ramifiées de K ,

• SF contient exactement une place totalement décomposée, notée v,

• |SF | ≥ 2.

Soit SK l’ensemble des places de K au-dessus de SF , et soit w ∈ SK une place de K
au-dessus de v. On pose

O×
K ,S,v = {ε ∈O×

K ,S / |ε|w′ = 1 pour tout w′ - v} si |SF | ≥ 3,

et
O×

K ,S,v = {ε ∈O×
K ,S / |ε|w′ = |ε|gw′ pour tout g ∈G},

si S = {v,v′} et si w′ est un prolongement de v′ à K .

Conjecture 2.4.1 (Conjecture de Stark abélienne de rang 1). Avec les hypothèses et
notations si-dessus, il existe une unité εK /F,S ∈ O×

K ,S,v telle que, pour tout caractère
multiplicatif χ de G,

L′
S(χ,0)=−1

e

∑
g
χ(g) log

∣∣g (
εK /F,S

)∣∣
w ,

où e = |µ(K)|. De plus, l’extension K(ε1/e
K /F,S)/F est abélienne.

Remarque 2.4.2. (1) Stark a prouvé la Conjecture 2.4.1 lorsque F =Q en utilisant
le théorème de Stickelberger, et lorsque F est un corps quadratique imaginaire
([Sta80, Theorem 2]) en utilisant les unités elliptiques et la seconde formule
limite de Kronecker. Voir [Tat84, Chap IV Prop. 3.9.] pour un résumé des
preuves.

(2) On voit aisément, grâce aux conditions en les places de SK , que l’unité εK /F,S
est uniquement déterminée à une racine de l’unité près. Dans le cas important
improuvé où F est un corps quadratique réel, la formule de la Conjecture 2.4.1
est équivalente à la formule suivante de la fonction L en s = 1 (voir [Fer18,
Conjecture 1.1.5]). Supposons que le terme ES(χ) défini plus bas ne s’annule
pour aucun caractère χ tel que rS(χ)= 1. Il existe une unité εK /F,S ∈O×

K ,S,v telle
que, pour tout caractère multiplicatif χ de G de signature mixte, on ait

LK /F (χ,1)=−2π
e

W(χ)√
cK /F (χ)

ES(χ)
∑
g
χ(g−1) log

∣∣g (
εK /F,S

)∣∣
w ,

où ES(χ)=∏
p∈S−S∞

(
1− χ(p)

Np

)(
1−χ(p)−1).
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On peut formuler une conjecture plus faible en ne travaillant qu’avec un seul ca-
ractère multiplicatif χ et en ne travaillant qu’à un multiple rationnel près. Notons(
O×

K ,S ⊗ZQ(χ)
)(χ−1)

la composante χ−1-isotypique du Q(χ)-espace vectoriel O×
K ,S ⊗ZQ(χ),

auquel on étend linéairement l’application log |·|w.

Conjecture 2.4.3. Soit χ un caractère multiplicatif de G. Sous les hypothèses de la

Conjecture 2.4.1 et les notations ci-dessus, il existe un élément ε∗χ ∈
(
O×

K ,S ⊗ZQ(χ)
)(χ−1)

tel
que

L′
S(χ,0)= log

∣∣∣ε∗χ∣∣∣w

La Conjecture 2.4.3 se déduit immédiatement de la Conjecture 2.4.1 en posant ε∗χ =
−1

e
∑

g∈G χ(g)⊗ g
(
εK /F,S

)
.

On peut formuler une conjecture analogue en s = 1, en s’inspirant de la conjecture de la
Remarque 2.4.2. On se restreint au cas où F est quadratique réel.

Conjecture 2.4.4. Soit χ un caractère de G de signature mixte tel que ES(χ) 6= 0 (voir

Remarque 2.4.2). Il existe une unité εχ ∈
(
O×

K ,S ⊗ZQ(χ)
)(χ)

telle que

LK /F (χ,1)=π · W(χ)ES(χ)√
cK /F (χ)

log
∣∣εχ∣∣w .

Remarque 2.4.5. Les espaces vectoriels
(
O×

K ,S ⊗ZQ(χ)
)(χ)

et
(
O×

K ,S ⊗ZQ(χ)
)(χ−1)

sont de
dimension 1, donc les énoncés des Conjectures 2.4.3 et 2.4.4 donnent uniquement une
expression de la "période" pour ces valeurs spéciales de fonctions L abéliennes.

2.5. Conjecture de Stark d’une forme modulaire de poids 1. La fonction
L d’une forme modulaire parabolique primitive de poids 1 à multiplication complexe
par un corps quadratique imaginaire F coïncide avec celle d’un caractère χ du groupe
de Galois d’une extension K abélienne de F. Stark montre dans [Sta77, Theorem 2]
comment déduire de la seconde formule limite de Kronecker une expression pour L′(χ,0)
en terme de logarithmes d’unités elliptiques, et conjecture l’existence de telles unités
pour des formes modulaires sans multiplication complexe. Nous suivons l’exposition de
[Tat84, Chapitre 3, §4.].

Soit f (z)=∑
n≥1 anqn une forme modulaire parabolique primitive de poids 1 de niveau

Γ1(N), et soit χ f le caractère linéaire de sa représentation de Deligne-Serre ρ (cf.
Théorème 5.1.1). Posons K = Qkerρ, F = Q, et SF = {∞}. Comme ρ est impaire, on a
r(χ f )= 1 d’après la Proposition 2.2.1.
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Notons E = Q(χ f ), et pour tout σ ∈ ∆ = Gal(E/Q), notons σ( f ) la forme parabolique
conjuguée dont la q-expansion en ∞ est donnée par

σ( f )(z)= ∑
n≥1

σ(an)qn.

Pour b ∈ E∗, on peut considérer la forme modulaire à coefficients rationnels

g = ∑
σ∈∆

σ(b)σ( f )

et définir

I(g)=
∫ ∞

0
g(i y)

d y
y

= ∑
σ∈∆

σ(b)L′(σ( f ),0)

La conjecture de Stark prédit l’existence d’une unité ε de K ⊆C engendrant K et d’un
entier m tel que

I(g)= 1
m

log(ε) .

Ainsi, le calcul expmI(g) donne une manière concrète de construire K . Chinburg précise
cette conjecture dans sa thèse [Chi80] en prédisant que l’on peut choisir m = 1 dès lors
que g est à coefficients entiers. Il vérifie la conjecture dans cinq cas particuliers où ρ est
tétraédrale.

3. Représentations d’Artin totalement paires et Conjecture de Gross-Stark

3.1. Fonction L p-adique de Deligne-Ribet. Fixons un nombre premier p im-
pair. Kummer découvre en 1851 ([Kum51]) une relation de congruence p-adique satis-
faites par les nombres de Bernouilli Bn ∈Q, définis par la série génératrice

t
et −1

= ∑
n≥0

Bn
tn

n!

Il montre que toute paire d’entiers strictement positifs pairs (m,n) tels que m ≡ n 6≡ 0
mod (p−1)pa où a ∈N, on a(

1− pm−1) Bm

m
≡ (

1− pn−1) Bn

n
mod pa+1.

Cette congruence se traduit par la congruence p-adique des valeurs spéciales de fonc-
tions L de Dirichlet en des entiers proches p-adiquement, et suggère que l’on peut
interpoler p-adiquement ces valeurs spéciales.

Les résultats suivants, dûs à Kubota et Leopoldt (pour F = Q), puis Deligne-Ribet,
Cassou-Noguès, Barsky dans le cas général, montrent l’existence d’une fonction ana-
lytique méromorphe de la variable p-adique interpolant les valeurs spéciales de la
fonction L d’une représentation d’Artin se factorisant par le groupe de Galois d’une
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extension de corps totalement réels. Pour une telle représentation d’Artin ρ et un entier
n ≥ 1, posons

L∗(ρ,1−n) := LK /F,Sp (ρω−n,1−n),

où Sp désigne l’ensemble des places de F au-dessus de p, et où ω désigne le caractère
de Teichmüller, vu comme une représentation d’Artin de dimension 1 sur F. Plus géné-
ralement, pour un ensemble fini S ⊇ Sp de places non-archimédiennes de F contenant
Sp, on pose

L∗
S(ρ,1−n) := LK /F,S(ρω−n,1−n).

Le théorème de Klingen-Siegel montre que ce sont des éléments du corps de nombres
Q(ρω), et on peut donc les voir dans Cp grâce au plongement ιp. On peut par ailleurs
montrer qu’ils sont non-nuls en utilisant l’équation fonctionnelle du Théorème 1.3.2. En
dimension 1, on a le Théorème suivant.

Théorème 3.1.1. Soit χ un caractère multiplicatif du groupe de Galois d’une extension
de corps totalement réels K /F, et soit S un ensemble de places non-archimédiennes de F
contenant Sp. Il existe une (unique) fonction analytique p-adique sur Zp − {1} (et même
sur Zp si χ 6= 1) telle que, pour tout entier n ≥ 1,

(1) Lp,S(χ,1−n)= L∗
S(χ,1−n)

On oubliera l’indice S dans la fonction Lp,S lorsque S = Sp. Plus généralement, si ρ est
une représentation d’Artin découpant une extension de corps totalement réels, alors
le théorème 1.1.1 montre que l’on peut construire une (unique) fonction méromorphe
p-adique Lp,S(ρ, s) satisfaisant la même propriété d’interpolation 1 pour tout entier
n ≥ 1 sauf un nombre fini.

Notation 3.1.2 (Greenberg). Soit ρ une représentation d’Artin sur un corps de nombres
F. On note K =Qkerρ l’extension de F découpée par ρ, et on note F∞ = FQ∞ l’extension
cyclotomique de F. On dit que ρ est de type (S) si K ∩F∞ = F. On dit que ρ est de type
(W) si ρ est de dimension 1 et si K ⊆ F∞.

Iwasawa pour F = Q, puis Deligne-Ribet pour F général, ont utilisé les éléments de
Stickelberger pour construire des séries formelles à partir desquelles on peut définir
les éléments Lp,S(χ, s). On appelle parfois encore ces séries formelles des fonctions L p-
adiques. Soit γ ∈Gal(F∞/F) un générateur topologique de Gal(F∞/F), d’image u ∈ 1+pZp
via Gal(F∞/F)�Gal(Q∞/Q) ' 1+ pZp. Notons H(ρ;T) le polynôme de Zp[ρ][T] défini
par ρ(γ)(1+T)−1 si ρ est de type (W), ou bien H(ρ;T)= 1 sinon.

Théorème 3.1.3 (Deligne-Ribet,Wiles). Soit ρ une représentation d’Artin découpant
une extension K /F de corps totalement réels, et soit S un ensemble fini de places non-
archimédiennes contenant Sp. Il existe une unique série formelle Lp,S(ρ;T) ∈Zp[ρ][[T]]⊗
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Qp telle que, pour tout s ∈Zp, on ait

Lp,S(ρ,us −1)
H(ρ,us −1)

= Lp,S(ρ, s)

De plus, si ψ est un caractère d’Artin sur F de type (W), alors

Lp(ρψ;T)=Lp(ρ;ψ(γ)(1+T)−1)

DÉMONSTRATION. La contribution de Deligne et Ribet concerne les cas où ρ est
de dimension 1. Lorsque ρ est de dimension supérieure, le Théorème 1.1.1 montre
l’existence de représentations totalement paires de dimension 1 (ψi)i∈ItJ définies sur
des sous-extensions de K /F telles que

L∗
S(ρ,1−n)=

∏
i∈I L∗

S(ψi,1−n)∏
j∈J L∗

S(ψ j,1−n)

pour presque tout n ≥ 1. On peut alors définir Lp,S(ρ;T) comme étant égal au quotient∏
i∈I

Lp,S(ψi;T)/
∏
j∈J

Lp,S(ψ j;T).

Lp,S(ρ;T) vit a priori dans le corps des fractions de Zp[ρ][[T]], mais on sait d’après
Greenberg que c’est un élément de Zp[ρ][[T]]⊗Qp, comme conséquence directe de la
Conjecture Principale d’Iwasawa sur les corps totalement réels prouvée par Wiles (cf.
[Wil90, Theorem 1.1] et [Gre14]). �

3.2. Conjecture de Gross-Stark. Soit ψ un caractère d’Artin totalement pair sur
un corps totalement réel. Gross ([Gro81]) propose un analogue p-adique à la conjecture
de Stark, donnant l’ordre d’annulation et le terme dominant de la fonction Lp(ψ, s) en
s = 0, en fonction de L(χ,0) où χ=ψω−1.

Soit H le corps CM découpé par χ. On partitionne l’ensemble Sp des places de F
au-dessus de p en RtR′, avec

R = {p | χ(p)= 1}, R = {p | χ(p) 6= 1}

et où χ(p) = 0 par définition lorsque p est ramifié dans H/F. Comme χ est totalement
impair, on voit que L∗(χ, s) s’annule à l’ordre r = #R d’après la Proposition 2.2.1.

Conjecture 3.2.1 (Gross). On a

ords=0 Lp(ψ, s)= r

Nous rappelons à présent la formule pour le terme dominant L(r)
p (ψ,0) proposée par

Gross, et démontrée récemment par Dasgupta-Kakde-Ventullo.
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Pour tout P un idéal premier de OH au-dessus de p, on considère les morphismes
continus

oP := ordP : H×
P −→Z,

`P := logp ◦NHP/Qp : H×
P −→Zp.

On considère Ep = OH[ 1
p ]×, ainsi que le groupe abélien libre Yp = ⊕

P|pZP. Ce sont
des modules sur G =Gal(H/F), et l’on note respectivement E−

p et Y−
p les sous-modules

sur lesquels la conjugaison complexe Frob∞ ∈G agit par multiplication par −1. On a
deux applications, similaires au plongement logarithmique (cf. Section 2.2), données
par

op : U− −→ X− op(u)= (oP(u))P∈Sp

`p : U− −→Zp X− `p(u)= (−`P(u))P∈Sp

Le noyau de op est fini. En effet, ker op est le sous-groupe de O×
H des unités u sa-

tisfaisant Frob∞(u) = u−1, donc d’après le Théorème 2.2.2, ker op ⊗R s’injecte dans(⊕
v∈S∞ IndG

Gw
R
)−

qui est trivial. Les modules RU− et RX− sont en fait isomorphes
d’après le même théorème, et donc op induit un isomorphisme G-équivariant

QE−
p

' // QY−
p

Soit L une extension de Qp contenant l’image de χ. Notons oχp (resp. `χp) la restriction des
applications op et `p aux composantes χ-isotypiques (L⊗Ep)(χ) et (L⊗Yp)(χ). Par analogie
au régulateur de Stark (2.3), le régulateur p-adique de Gross est défini par

Rp(χ)= det
(
`
χ
p ◦ (oχp)−1) ∈ L

Le théorème principal de [DKV18] est le suivant.

Théorème 3.2.2. On a
1
r!

L(r)
p (ψ,0)= L(χ,0) Rp(χ)

∏
p∈R′

(
1−χ(p)

)
Ce Théorème n’a pas été démontré en supposant la Conjecture 3.2.1 vraie. L’inégalité
ords=0 Lp(ψ, s) ≥ r étant déjà connue (voir par exemple [CD14, Theorem 3]), on voit
que la Conjecture 3.2.1 est équivalente à la non-annulation du régulateur p-adique
Rp(χ).

4. Et les autres représentations d’Artin ?

4.1. Point de vue motivique. Il nous semble nécessaire, pour comprendre les
fonctions L p-adiques et la théorie d’Iwasawa des autres représentations d’Artin, d’élar-
gir notre cadre aux motifs. Ici, la donnée d’un motif M sur Q à coefficients dans un corps
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de nombres E ⊆Q sera la donnée de ses réalisations HB(M) (Betti), HdR(M) (de Rham),
et Hλ(M) (λ-adique), qui sont des espaces vectoriels sur respectivement E et sur Eλ (où
λ est une place finie de E), et munis des structures additionnelles suivantes.

(1) HB(M) est muni d’une involution linéaire F∞.

(2) Le groupe de Galois GQ a une action linéaire ρλ sur Hλ(M).

(3) Il existe un isomorphisme Iλ : HB(M)⊗Eλ ' Hλ(M) compatible aux actions de
F∞ et de la conjugaison complexe, i.e. Iλ(F∞)= ρλ(Frob∞).

(4) HdR(M) admet une filtration décroissante {FkHdR(M)}k.

(5) On a une décomposition de Hodge HB(M)⊗C=∑
i+ j H i, j(M) telle que F∞

(
H i, j(M)

)=
H j,i(M) pour tout couple d’entiers (i,j).

(6) Il existe un isomorphisme de comparaison I∞ : HB(M)⊗C' HdR(M)⊗C tel que
I∞

(⊕
i≥k H i, j(M)

)= FkHdR(M)⊗C.

On dit que M est pur de poids w ∈Z si l’on a de plus H i, j(M)= 0 dès que i+ j 6= w. On
peut par ailleurs définir un motif dual M∗ =Hom(M,Q), pur de poids −w, en considérant
les duaux (algébriques) de ses réalisations. On a aussi une version motivique du n-ième
tordu à la Tate, que l’on notera M(n).

Une représentation d’Artin (ρ,V ) sur Q et réalisable sur un corps de nombres E définit
un motif pur de poids 0 (voir [Del79, Paragraphe 6]), noté [ρ], avec les réalisations
suivantes : HB([ρ]) = V , F∞ = ρ(Frob∞), H i, j([ρ]) = V ⊗C si i = j = 0 et H i, j([ρ]) =
0 sinon, HdR([ρ]) =

(
V ⊗Q

)GQ

avec gr0HdR([ρ]) = HdR([ρ]) et I∞ égal à l’inverse de
l’isomorphisme (v⊗α)⊗ z 7→ v⊗ ι∞(α)z, et enfin Hλ([ρ]) = V ⊗Eλ. On a par ailleurs
[ρ]∗ = [ρ∗], où ρ∗ désigne la représentation contragrédiente de ρ. Enfin, on peut tordre
tout motif M sur Q par ρ, et l’on notera M(ρ) le motif résultant.

On peut généraliser ([Del79, Ser70]) la définition du facteur local d’Artin Lv(ρ, s) à
tout motif M pur de poids w sur Q en considérant le polynôme

Ep(T) := det
(
id−Tρ(Frob−1

p )|Hλ(M)Ip
)
.

Il est conjecturé que ses coefficients ne dépendent pas du choix de λ - p, et sont al-
gébriques. Les racines de Ep(T) ont par ailleurs toutes une valeur absolue complexe
égale à pw/2, et la fonction L ainsi obtenue, notée L(M; s), converge sur le demi-plan
Re(s)> 1+w/2. Celle-ci peut de plus être complétée par le produit de facteurs L à l’infini,
défini par

Γ(M; s) := ∏
i< j
ΓC(s− i)hi, j × ∏

i

∏
ε∈{0,1}

ΓR(s− i+ε)hi,i,ε
,
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où hi, j, hi,i,0 et hi,i,1 sont les C-dimensions respectives de H i, j(M), de H i,i(M)F∞=1 et de
H i,i(M)F∞=−1. La conjecture suivante généralise les résultats de la section 1.3.

Conjecture 4.1.1. La fonction L(M; s) admet un prolongement méromorphe à C, et
même holomorphe si w est impair, ou bien si w est pair et Q(−w/2) n’est pas un facteur
direct de M. Elle satisfait de plus une équation fonctionnelle de la forme

Λ(M; s)= A ·Bs ·Λ(M∗;1− s)

où Λ(M; s) := L(M; s) ·Γ(M; s), A ∈C et B ∈R>0.

La transcendance de certaines valeurs spéciales de L(M; s) font l’objet de conjectures
formulées par Deligne ([Del79]).

Définition 4.1.2 (Deligne). Un entier n ∈ Z est dit critique pour M, si les fonctions
méromorphes Γ(M; s) et Γ(M∗;1− s) n’ont pas de pôle en s = n. On dit qu’un motif M est
critique si l’entier 0 est critique pour M.

Soit M un motif critique et pur de poids w. Si w est pair, on suppose que F∞ agit
scalairement sur Hp,p(M), où w = 2p. Deligne définit une période c+(M) ∈C×/E× comme
étant le déterminant dans une E-base de la restriction de I∞ à (HB(M)⊗C)F∞=+1, et
conjecture que :

L(M;0)/c+(M) ∈ E.

4.2. Fonctions L p-adiques de motifs. Soit p un nombre premier. Étant donné un
motif pur M de poids w sur Q et à coefficients dans E satisfaisant toutes les conjectures
précédentes, on peut espérer interpoler p-adiquement les valeurs critiques des tordus
M(χ) de M, normalisées par les périodes de Deligne de sorte qu’elles puissent vues
comme éléments de Qp via ιp. Ici, χ varie parmi les caractères pairs de Gal(Q(µp∞)/Q).
Notons que si s = n est critique pour M, il en sera alors de même pour M(χ). On
peut interpréter ces twists comme étant une "déformation cyclotomique de M". Par
analogie avec la construction de la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt, on peut
(dans de situations favorables) espérer construire une distribution (voire une mesure)
sur Gal(Q(µp∞)+/Q) interpolant ces valeurs critiques de fonctions L. La formulation
de conjectures sur l’existence et les propriétés de telles mesures cyclotomiques com-
mencent avec les travaux de Coates et Perrin-Riou ([CPR89, Coa91, Coa89]), que nous
transcrivons "en termes de séries formelles" par souci de cohérence avec le paragraphe
précédent. Ils font les hypothèses que M a bonne réduction ordinaire en p, que nous
rappelons.

Définition 4.2.1. On dit que M a bonne réduction en p si, pour tout λ - p, la réalisation
λ-adique Hλ(M) de M est non-ramifiée en p.

Notons p l’idéal de E au-dessus de p qui est déterminé par notre plongement ιp.
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Définition 4.2.2. On dit que M est ordinaire au sens de Greenberg s’il existe une
filtration décroissante exhaustive séparée de GQp -modules FilkV de V := Hp(M) telle
que les tordus de Tate (grkV )(−k) des gradués de V sont non-ramifiés pour tout k ∈Z.

Soit M un motif avec bonne réduction ordinaire au sens de Greenberg. La Conjecture A
de [Coa89] prédit que si Q(−w/2) n’est pas un facteur de M, alors il existe une unique
série formelle Lp(M;T) ∈OEp[[T]]⊗Qp telle que pour toute racine de l’unité ζ ∈µp∞ et
tout entier pair n ∈Z tel que M(χζω−n)(n) est critique, on a

Lp(M;ζ ·un−1 −1)= Λ(∞,p)(M(χζω−n),n)
c+(M) · (2πi)r ,

où l’indice (∞, p) signifie que l’on a corrigé les facteurs à l’infini et en p de la fonction L
complétée, et où r =∑

j<0 j ·h j,k. On peut définir une fonction L p-adique analytique en
posant simplement

Lp(M; s) :=Lp(M;us −1).
La correction du facteur en p, dans le cas de motifs d’Artin totalement pairs, consiste
simplement à le retirer de la fonction L, comme l’illustre l’équation 1. Enfin, il est
intéressant de noter que la conjecture précédente implique l’existence d’une équation
fonctionnelle reliant Lp(M;T) à Lp(M∗(1); 1

1+T −1) faisant intervenir le conducteur de
M et un facteur ε global p-adique (cf. [Coa89, eq. 57 p. 170]).

Remarque 4.2.3. Lorsque M est un motif critique qui n’est plus ordinaire, mais que
V = Hp(M) est quand même semi-stable, la théorie de Perrin-Riou [PR95a] (qui utilise
le langage des (ϕ,Γ)-modules) suggère que l’on puisse attacher une fonction méro-
morphe p-adique Lp(M;D, s) dépendant du choix d’un sous-(φ, N)-module D ⊆ Dst(V )
supplémentaire à Fil0Dst(V ) (un tel D est dit régulier, cf. [Ben11, §0.2.]).

Il y a ici a priori indétermination à multiplication par un nombre algébrique près, du
fait de la même indétermination du choix de la période de Deligne. On peut néanmoins
parfois espérer construire la série Lp(M;T) à une unité p-adique près, ce qui dépendra
du choix :

• de périodes de Deligne à une unité p-adique près,

• d’une structure intégrale de la réalisation p-adique de M, c’est-à-dire d’un
OEp-réseau GQ-stable T ⊆V .

Si M est ordinaire au sens de Greenberg, la filtration ordinaire sur V = Hp(M) induit une
filtration similaire sur tout OEp-réseau GQ-stable T ⊆V , en posant FilkT =FilkV ∩T ⊆
T.

Toutes ces constructions, même conjecturales dans leur plus grande généralité, sup-
posent toujours l’existence de valeurs critiques pour M. Cependant, le lemme suivant
nous dit que les motifs d’Artin ont rarement des valeurs critiques.
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Lemme 4.2.4. Soit ρ une représentation d’Artin sur Q. Alors il n’y a pas d’entier critique
pour le motif d’Artin [ρ], excepté lorsque ρ(Frob∞) est scalaire.

DÉMONSTRATION. Le facteur Γ pour le motif ρ est égal au facteur L en la place ∞
défini dans la section 1.3. Si la conjugaison complexe n’agit pas par un scalaire, alors la
fonction Γ([ρ], s) (resp. la fonction Γ([ρ∗],1− s)) a les mêmes pôles que ΓR(s) ·ΓR(s+1)
(resp. que ΓR(1− s) ·ΓR(2− s)). Or on vérifie que tout entier n ∈Z est un pôle de l’une de
ces deux dernières fonctions, donc aucun entier n’est critique pour [ρ]. �

Le Lemme 4.2.4 montre qu’il existe beaucoup de motifs sans entier critique, et donc
qui ne rentrent pas dans le cadre des conjectures précédentes sur la construction de
fonctions L p-adiques. Une idée, évoquée dans [Gre94] et inspirée de la théorie des
déformations de Mazur [Maz89], consiste en mettre un motif M0 dans une famille
analytique p-adique de motifs contenant "beaucoup" de motifs critiques. S’il on a de plus
une fonction L p-adique interpolant les fonctions L p-adiques de ces motifs critiques,
alors il paraît raisonnable de la spécialiser en M0 et d’appeler cette spécialisation
"fonction L p-adique de M0". Il faut néanmoins garder en mémoire que cette procédure,
quand elle est effective, dépend de la famille analytique p-adique déformant M0. Pour
rigidifier la déformation p-adique de M0, on ne considérera que des déformations
"ordinaires" dans un sens proche celui de la Définition 4.2.2 mais plus adapté à nos
motifs non-critiques.

S’inspirant de [Gre91, Gre94, Och06, FO12], et de la théorie de Hida (que nous
utiliserons intensivement plus tard), on considérera dans la suite un module libre T de
rang fini et muni d’une action linéaire et continue de GQ sur un anneau local noethérien
intègre A, complet de caractéristique 0 et de corps résiduel une extension finie de Fp et
satisfaisant les propriétés suivantes :

• L’action de GQ sur T est non-ramifiée en-dehors d’un nombre fini de places.

• Pour tout κ dans un sous-ensemble Zariski-dense C⊆Homct(A,Qp), la spéciali-
sation Tκ :=T⊗Aκ(A) définit un réseau de la réalisation p-adique d’un motif
critique Mκ satisfaisant les conjectures précédentes.

• La GQ-représentation T est ordinaire en p, au sens où il existe un sous A-
module libre et GQp -stable T+ de T, tel que le quotient T− :=T/T+ soit A-libre
et GQp -non-ramifié (condition de Panchishkin).

Soit T0 un réseau GQ-stable de la réalisation p-adique V0 = Hp(M0) d’un motif M0,
obtenu comme la spécialisation en κ0 ∈ Homct(A,Qp) de T, c’est-à-dire κ0(A) ⊆OEp et
T0 'T⊗A,κOEp .
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Définition 4.2.5. (1) Une p-stabilisation ordinaire de M0 est la donnée d’un sous-
espace GQp -stable V+

0 de V0, de quotient GQp -non-ramifié, et de la même dimen-
sion que V Frob∞=1

0 (condition de ±-criticalité, voir [PR95b, §2.4.7]).

(2) Soit (V0,V+
0 ) une p-stabilisation ordinaire de M0, et soit T+

0 = V+
0 ∩ T. On

dit que (T,T+) est une déformation ordinaire de (T0,T+
0 ) si l’isomorphisme

T⊗A,κOEp ' T0 envoie T+⊗A,κOEp sur T+
0 .

Notons que comme p est impair, une déformation ordinaire (T,T+) d’un motif satisfait
RangT+ = RangTFrob∞=1. Il est suggéré (par exemple dans [Gre94]) qu’il existe un
élément non-nul Lp(T,T+;T) ∈Frac(A[[T]]) interpolant en tout T = ζ−1 (où ζ ∈µp∞) et
pour tout κ ∈C (sauf un nombre fini), les valeurs critiques Λ(∞,p)(Mκ(χζ),0)/c+(Mκ) de
fonctions L, modifiées en p et en ∞, de tordus de Mκ, possiblement corrigées par un
facteur d’interpolation eκ ∈Q×

p (voir [Gre94, Pages 218-219]). Supposons par ailleurs
que l’on a Lp(T;T) = A(T)/B(T), avec κ0(B(T)) 6= 0. Si M0 est non-critique, un candi-
dat naturel pour Lp(M0;T) serait alors κ0(Lp(T;T)), et donnant ainsi une fonction
méromorphe p-adique Lp(M0, s) :=Lp(M0;us −1).

Bien que notre cadre des "déformations ordinaires" ne soit pas "twist-invariant" comme
pour les déformations quasi-ordinaires introduites par Hida, nous allons voir qu’il est
très adapté à l’étude que nous allons entreprendre sur la déformation de motifs d’Artin
non-critiques les plus simples, à savoir les motifs provenant de formes modulaires
paraboliques primitives de poids 1.

5. Représentations d’Artin attachées aux formes modulaires de poids 1

5.1. La fonction L p-adique de Bellaïche-Dimitrov. Soit (ρ,V ) une représen-
tation d’Artin de dimension 2 sur Q. Si la conjugaison complexe Frob∞ n’agit pas
scalairement, alors detρ(Frob∞)=−1 et l’on dit classiquement que ρ est impaire. De-
ligne et Serre ont montré que l’on pouvait produire de telles représentations à partir de
formes modulaires classiques de poids 1.

Théorème 5.1.1. Soit f (z)=∑
n≥1 anqn une forme parabolique primitive de poids 1 de

niveau Γ1(N) et caractère ε. Il existe une unique représentation d’Artin ρ de dimension 2
sur Q, impaire et irréductible, de conducteur N tel que, pour tout nombre premier ` - N,
on ait

Trρ(Frob`)= a`

DÉMONSTRATION. C’est le théorème principal de [DS74, Théorème 4.1]. L’unicité
découle directement du théorème de Cebotarev. �
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Réciproquement, on sait depuis le travail de Khare et Wintenberger que toute représen-
tation d’Artin de dimension 2 sur Q, impaire et irréductible est modulaire, autrement
dit on a le :

Théorème 5.1.2. Toute représentation d’Artin ρ de dimension 2 sur Q, impaire et
irréductible est isomorphe à la représentation de Deligne-Serre d’une forme modulaire
parabolique primitive de poids 1.

DÉMONSTRATION. Voir [KW09, Corollary 10.2.(ii)]. �

Une application majeure de ce résultat est la preuve de la conjecture d’Artin 1.3.1 pour
de telles représentations. En effet, on peut reformuler le théorème précédent en termes
de fonctions L : la fonction L(ρ, s) coïncide avec la fonction L d’une forme modulaire, dont
on sait déjà qu’elle est holomorphe et qu’elle satisfait l’équation fonctionnelle attendue.
La généralisation de cette preuve aux représentations d’Artin de dimension 2, totale-
ment impaires et irréductibles sur un corps totalement réel a été achevée par [PS16],
complétant les travaux de [BDSBT01, Tay03, Sas13, Pil17, Kas13, KST14].

En utilisant la géométrie de la coubre de Hecke, Bellaïche et Dimitrov ont proposé
une première définition de la fonction L p-adique dans le cadre des formes modulaires
paraboliques primitives de poids 1. Fixons une forme modulaire f (z) =∑

n≥1 anqn pa-
rabolique primitive de poids 1, niveau M et caractère ε, et rappelons d’abord quelques
définitions. Le corps E engendré par les coefficients an,ε(l) ∈Q est un corps de nombres,
que l’on voit à l’intérieur de Qp via ιp.

Définition 5.1.3. On dit que f est régulière en p, si les racines du p-ième polynôme de
Hecke X2 −ap X +ε(p) sont distinctes.

Définition 5.1.4. Une p-stabilisation de pente finie de f est une forme modulaire de
niveau Γ1(M)∩Γ0(p), propre pour les opérateurs de Hecke, qui a les mêmes valeurs
propres que f en-dehors de p et qui a une valeur propre non-nulle pour Up.

On peut construire toute p-stabilisation fα de pente finie de f à partir du choix d’une
racine α non-nulle du p-ième polynôme de Hecke de f . Supposons f régulière en p. Il y a
deux choix pour α lorsque p - M, et un unique choix lorsque p|M. Notons β l’autre racine
de X2−ap X+ε(p). Si p - M, alors on définit fα(z)= f (z)−β f (pz), et fβ(z)= f (z)−α f (pz).
Ces deux formes modulaires (distinctes) sont les p-stabilisations de f avec valeur propre
α et β respectivement, pour l’opérateur Up. Si p|M, on a nécessairement α= ap, β= 0
et fα(z) = f (z). Dans tous les cas, la p-stabilisation fα est p-ordinaire, car α est une
racine de l’unité (comme conséquence du Théorème 5.1.1) donc est une p-unité.

Soit N la partie première à p de M, et soit E la coubre de Hecke parabolique de niveau
modéré N, construite avec les opérateurs de Hecke Up et T`, ` - N p. Elle est réduite
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et munie d’un morphisme localement fini et plat κ :E−→WN , appelée "application de
poids", où l’espace des poids WN est l’espace rigide analytique sur Qp qui a pour Cp-
points Homct(Z×

p×(Z/NZ)× ,C×
p) (voir [CM98] pour N = 1 et [Buz07] pour N quelconque).

Par ailleurs, la forme fα définit un Ep-point sur E, qui appartient en fait à l’ouvert
admissible Eord, défini par |Up| = 1, et appelé lieu ordinaire de la coubre de Hecke. Le
résultat principal de [BD16] étudie la géométrie de E au point fα lorsque f est régulière
en p.

Théorème 5.1.5. Soit f une forme parabolique primitive de poids 1 et niveau Γ1(M)
qui est régulière en p. Alors la coubre de Hecke E est lisse en fα. De plus, κ est étale en fα
si et seulement si il n’existe pas de corps quadratique réel F dans lequel p décompose et
tel que la restriction à GF de la représentation de Deligne-Serre de f est réductible.

Le Paragraphe V.4 de [Bel] explique comment déduire du Théorème 5.1.5 l’existence
d’une fonction L p-adique rigide analytique sur U ×W1, où U est un voisinage affinoïde
admissible de fα dans Eord, qui interpole les fonctions L p-adiques de tous les points
y ∈U correspondant à des formes propres classiques p-ordinaires de poids k ≥ 2. Elle
est construite comme étant la transformée de Mellin p-adique (cf. [Bel, Chap. III, §5.3.])
d’une certaine mesure µ sur Gal(Q(µp∞)/Q)'Z×

p . On peut par ailleurs obtenir une série
formelle à partir de µ en appliquant la transformée Γ de Leopoldt à la restriction de µ à
Gal(Q∞/Q)'Γ. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.6. Il existe un voisinage ouvert admissible affinoïde U = Spm(A) (où
A est une Ep-algèbre affinoïde) de fα dans Eord, deux constantes 0 < c < C et une série
formelle L†

p(T) ∈A[[T]], tels que :

(1) pour tout point g ∈ U correspondant à un morphisme κ : A −→ Cp, la série
formelle L†

p(g;T) := κ(L†
p(T)) ∈Cp[[T]] converge et est bornée sur mCp ,

(2) pour toute forme classique g ∈U de poids ≥ 2, on a

L†
p(g;T)= e(g)Lp(g;T)

où Lp(g;T) est la fonction L p-adique usuelle de g (cf. Proposition 2.2.1) et où
e(g) ∈C×

p est un terme d’erreur p-adique satisfaisant c < |e(g)|p < C.

De plus, L†
p(T) unique à multiplication par un élément de A× près.

Rappelons qu’une série F(T) ∈Cp[[T]] converge et est bornée sur mCp si et seulement si
ses coefficients sont bornés, autrement dit si F(T) ∈OCp [[T]]⊗Qp.

Définition 5.1.7. Soit κ0 : A −→ Ep le morphisme correspondant à fα ∈ U(Ep). On
définit la fonction L p-adique de fα, que l’on note LBD

p ( fα;T) ∈OEp[[T]]⊗Qp, comme
étant la spécialisation κ0(L†

p(T)) de L†
p(T) en fα. Elle est bien définie à multiplication
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par un élément de E×
p près. On notera aussi LBD

p ( fα, s) :=LBD
p ( fα,us −1) la fonction L

p-adique holomorphe associée.

Nous terminons ce paragraphe en discutant le lien avec l’approche de la Section 4.2.
Soit (ρ,V ) la représentation de Deligne-Serre de f . Lorsque f est régulière, le choix
d’une p-stabilisation de pente finie de f correspond au choix d’une racine α du p-ième
polynôme de Hecke de f . Cela revient donc au choix d’une p-stabilisation ordinaire
(V ,V+) du motif d’Artin [ρ], le Frobenius arithmétique Frobp agissant sur V− par
multiplication par α. D’après [BD16, Proposition 5.1], (V ,V+) peut par ailleurs être
déformée p-adiquement, au sens où il existe une représentation continue

ρU : GQ −→GL2(A)

se spécialisant en ρ, c’est-à-dire κ0 ◦ρU ' ρ. Elle satisfait en outre ρU (Frob`) = (T`)|U
pour tout ` - N p, et donc elle interpole la réalisation p-adique des motifs attachés aux
formes modulaires classiques g ∈ U de poids ≥ 2, qui forment un ensemble Zariski-
dense dans U . Enfin, ρU est une déformation ordinaire de [ρ] en un sens analogue à la
Définition 4.2.5, la principale différence étant que l’on a inversé p, c’est-à-dire que A

est une Qp algèbre et non pas de caractéristique mixte. Nous verrons comment obtenir
une vraie déformation ordinaire de (V ,V+), qui plus est universelle, sous certaines
conditions dans la Section 2.1 du Chapitre 3.

5.2. Conjecture de Stark p-adique pour les formes modulaires de poids 1.
Dans sa thèse de doctorat, Ferrara [Fer18] considère la fonction LBD

p ( fα, s) et formule
une conjecture de Stark p-adique, lorsque f est à multiplication complexe, et sous
l’hypothèse que p est premier à M et à l’ordre de l’image de ρ, la représentation de
Deligne-Serre de f .

Une forme f de poids 1 et à multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire
F admet un q-développement de la forme

f (z)= ∑
a∈OF , (a,f)=1

χ(a)qNF/Qa,

où χ : GF −→Q× est un caractère d’Artin sur F de conducteur f, vu comme un caractère
de Hecke sur F. En termes galoisiens, cela équivaut à ce que ρ est l’induite de χ à
GQ, c’est-à-dire ρ ' IndQFχ. Le niveau de f est N = |Disc(F/Q)| ·NF/Qf d’après [Neu99,
Chap. VII, Proposition 11.7.(iii)]. Les racines du p-ième polynôme de Hecke de f sont
χ(p) et χ(p) lorsque pOF = pp est décomposé dans F, et sont ±√

χ(pOF ) lorsque p est
inerte dans F. On prendra α= χ(p) lorsque p est décomposé dans F (avec la convention
que p est l’idéal de F défini par ιp), et on prendra α=√

χ(pOF ) si p est inerte. Notons
H/Q (resp. K /F), l’extension de corps découpée par ρ (resp. par χ), et notons Hn = HQn
(resp. Kn = KQn). On note τ la restriction de Frob∞ à Hn, Kn ou F indifféremment.
L’extension K /Q n’est pas nécessairement galoisienne, et on a Hn = Knτ(Kn). Comme Kn
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et τ(Kn) sont des extensions abéliennes de F, il en est de même pour l’extension Hn/F.
On est ainsi dans le cadre de la conjecture de Stark abélienne de rang 1, démontrée par
Stark, pour S égal à l’ensemble des places de F au-dessus de p et des places ramifiant
dans H. On pose

εn := εHn/F,S ∈O×
Hn

l’unité de Stark pour l’extension Hn/F, pour l’ensemble de places S et pour la place
archimédienne déistinguée v0 définie par ι∞.

L’hypothèse p - N · [H :Q] entraîne la factorisation Gn ' G ×Γn où Gn = Gal(Hn/Q) et
G =G0. Pour tout ζ ∈µp∞ , on considère la projection ρ⊗χζ-isotypique de εn, vu comme
élément du Gn-module Q⊗ZO×

Hn
, c’est-à-dire l’élément

ε
(ρ⊗χζ)
n := 2

[H :Q] · pn

∑
g∈G,0≤i≤pn−1

Trρ(g−1) ·ζ−i ⊗ gγi(εn) ∈
(
Q⊗ZO×

Hn

)(ρ⊗χζ)

Le sous-groupe de décomposition de G en p déterminé par ιp est engendré par le
Frobenius arithmétique Frobp ∈G ⊆Gn. Celui-ci agit sur la composante ρ⊗χζ-isotypique
des unités de Hn avec valeurs propres α et β. On considère la "β-projection" de ε(ρ⊗χζ)

n ,
donnée par

|ε(ρ⊗χζ)
n |β = 1

f

∑
0≤ j≤ f−1

β− j ·Frob j
p(ε(ρ⊗χζ)

n ),

où f est l’ordre dans G de Frobp. En utilisant ιp, on peut définir un logarithme p-adique
sur O×

Hn
, que l’on étend linéairement en un morphisme logp : Q⊗ZO×

Hn
−→ Cp, par

la formule logp
(∑

j a j ⊗ z j
) = ∑

j ιp(a j) logp(ιp(z j)). Ferrara ([Fer18, Conjecture 3.2.3])
propose la conjecture suivante.

Conjecture 5.2.1. Soient ζ,ζ′ ∈µp∞ deux racines de l’unité d’ordres respectifs pn et pm.
Sous réserve que LBD

p (ζ′−1) 6= 0, on a :

LBD
p (ζ−1)

LBD
p (ζ′−1)

=

(
1− χ−1

ζ
(p)
α

)(
1− χζ(p)β

p

)
G(χζ)
χζ(N)(

1− χ−1
ζ′ (p)

α

)(
1− χζ′ (p)β

p

)
G(χζ′ )
χζ′ (N)

· logp |ε(ρ⊗χζ)
n |β

logp |ε
(ρ⊗χζ′ )
n |β

,

où G(χ) désigne la somme de Gauss d’un caractère de Dirichlet χ.

On peut vérifier la véracité de cette conjecture dans le cas où p est décomposé dans F,
comme dans [Fer18, Chap. IV]. L’idée est de montrer que la fonction L p-adique LBD

p (T)
est proportionnelle à la restriction cyclotomique de la fonction L p-adique de Katz sur
F, centrée en le caractère χ, et de faire appel à la formule limite de Kronecker p-adique,
due à Katz. Lorsque p est inerte, la Conjecture 5.2.1 reste non-prouvée. Il y a en outre
une conjecture analogue en T = ζ ·u−1 −1, correspondant à la spécialisation s = 0 de la
variable s, quand ζ= 1.
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Donner une interprétation arithmétique des fonctions L p-adiques est le but de la
théorie d’Iwasawa. Il est naturel d’essayer de prouver la Conjecture 5.2.1 sous cette
angle, et nous donnerons quelques résultats dans ce sens dans le chapitre 3 (voir
Théorème 1.1.3).



Chapitre II

Aspects algébriques de la théorie d’Iwasawa des motifs d’Artin

1. Idéaux caractéristiques et fonctions L p-adiques algébriques

Nous rappelons dans cette section comment attacher un idéal caractéristique carA(M) à
un module M sur un anneau A. Il faut pour cela supposer que A est un anneau de Krull,
et que M est de type fini et de torsion sur A. Notre référence principale est [Bou07,
Chapitre VII]. Comme tous nos anneaux sont noethériens, il suffit de supposer que A
est intégralement clos. Si de plus A est un anneau factoriel, alors carA(M) est principal
et on définira la fonction L p-adique algébrique de M comme étant un générateur de
carA(M). Dans les applications nous considérerons typiquement des anneaux de séries
formelles à coefficients dans O ou dans Zp. Nous étudions dans un deuxième temps
le lien entre idéaux caractéristiques et changements de bases, en vue d’applications à
l’étude des groupes de Selmer "en famille".

Dans toute la suite, A désigne un anneau noethérien intégralement clos, de corps des
fractions K .

1.1. Idéaux premiers de hauteur 1 et idéaux divisoriels. Soit PA l’ensemble
des idéaux premiers de hauteur 1 de A, c’est-à-dire l’ensemble des idéaux premiers
non-nuls p ne contenant pas d’autre idéal premier que (0). On a le théorème classique
suivant ([Bou07, Chap. VII, Théorème 1.7.4]).

Théorème 1.1.1. (1) Pour tout p ∈PA, le localisé Ap est un anneau de valuation
discrète.

(2) On a
A = ⋂

p∈PA

Ap

(3) Pour tout x 6= 0 dans A, il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux p ∈ PA tels que
x ∈ p.

On notera ordp la valuation essentielle attachée à p, c’est-à-dire la valuation (normali-
sée)

ordp : K −→Z∪ {∞}

25
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qui étend celle de Ap. Si M est un A-module de type fini et de torsion, on note ordp(M) la
longueur (finie) du Ap-module localisé Mp de M en p. D’après le point (3) du Théorème
1.1.1, le uplet d’entiers (ordp(M))p est presque nul. Par ailleurs, on a clairement ordp(x)=
ordp(A/(x)) pour tout x 6= 0 dans A.

Définition 1.1.2 (Idéal divisoriel). Soit a un idéal fractionnaire de A. On dit que a est
un idéal divisoriel s’il est égal à l’intersection des idéaux principaux le contenant.

D’après le point (2) du théorème 1.1.1, pour tout x ∈ A et pour tout idéal entier divisoriel
a, on a x ∈ a si et seulement si ordp(x)≥ ordp(A/a) pour tout p ∈PA. Réciproquement, si
(mp)p est un uplet d’entiers presque tous nuls, alors l’ensemble

a= {x ∈ A : ordp(x)≥ mp, ∀p ∈PA}

est un idéal divisoriel de A, et l’on a mp = ordp(a). En particulier, si a est un idéal
entier divisoriel et p1, . . . ,pd sont les idéaux premiers de hauteur 1 contenant a, alors,
en posant mi = ordpi (A/a), on a

a= pm1
1 . . .pmd

d .

Ainsi, pour deux idéaux divisoriels a et b, on a a⊆ b si et seulement si ordp(a)≥ ordp(b)
pour tout idéal p ∈PA.

Définition 1.1.3 (Idéal caractéristique). Soit M un A-module de type fini et de torsion.
On appelle idéal caractéristique de M, et l’on note carA(M), l’idéal entier divisoriel

carA(M)= {x ∈ A : ordp(x)≥ ordp(M), ∀p ∈PA}.

Comme l’application qui à un module de longueur finie associe sa longueur est additive
sur les suites exactes, on en déduit le lemme suivant :

Lemme 1.1.4. L’application qui, à un A-module de type fini et de torsion, associe son
idéal caractéristique est multiplicative sur les suites exactes. Autrement dit, si l’on a une
suite exacte

0 // N // M // P // 0
alors carA(M)= carA(N)carA(P).

Définition 1.1.5. Soit M un A-module de type fini. M est dit pseudo-nul s’il vérifie
l’une des deux conditions équivalentes suivantes :

(1) Pour tout idéal p ∈PA ∪ {(0)}, on a Mp = 0

(2) L’annulateur de M n’est contenu dans aucun idéal premier de hauteur 1.

Soit M un A-module de type fini. Si M est pseudo-nul, alors M est nécessairement
de torsion, car on a M ⊗A K = M(0) = 0. Par ailleurs, si M est de torsion, alors M est
pseudo-nul si et seulement si carA(M)= A.
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Définition 1.1.6. Soit φ : M −→ N une application linéaire entre A-modules de type fini.
On dit que φ est un peudo-isomorphisme si le noyau et le conoyau de φ sont pseudo-nuls.
Si un tel φ existe, on dit que M est pseudo-isomorphe à N.

De manière équivalente, φ est un pseudo-isomorphisme si et seulement si les appli-
cations localisées φp : Mp −→ Np sont des isomorphismes pour tout idéal p ∈PA. Si M
est pseudo-isomorphe à N, alors M est de torsion si et seulement si N l’est, auquel cas
on a carA(M) = carA(N) d’après le lemme 1.1.4. Par ailleurs, la relation "être pseudo-
isomorphe à" n’est généralement pas symétrique. Lorsque A =Zp[[T]], M = pA+T A et
N = A, on montre en utilisant l’algorithme de division que M est pseudo-isomorphe à N,
mais que N n’est pas pseudo-isomorphe à M (voir par exemple [Was97, Chap. 13, §2.]).
La relation devient néanmoins symétrique si on la restreint à la catégorie des modules
de type fini et de torsion sur A, ce qui se déduit de la preuve du théorème suivant.

Théorème 1.1.7 (Théorème de structure). Soit M un A-module de type fini et de torsion.
Il existe p1, . . . ,pd ∈ PA (se répétant possiblement), des entiers mi > 0 et un pseudo-
isomorphisme de M vers

⊕
i A/pmi

i . Autrement dit, il existe une suite exacte

0 // C // M // ⊕
i A/pmi

i
// D // 0

où C,D sont des modules pseudo-nuls.

DÉMONSTRATION. Voir [Bou07, Chap. VII, §4.4, Théorème 5]. �

Les idéaux pi et les entiers mi sont uniquement déterminés, comme conséquence du
théorème d’unicité des diviseurs élémentaires sur un anneau principal (et en particulier
sur les anneaux de valuation discrète Ap). Grâce au Lemme 1.1.4, l’idéal caractéristique
du module M est donné par :

carA(M)= pm1
1 . . .pmd

d

Lorsque A est isomorphe à un anneau des séries formelles O[[T]] sur un anneau complet
de valuation discrète O, on peut étendre l’énoncé du Théorème 1.1.7 aux A-modules de
type fini. Supposons par commodité que O est l’anneau des entiers d’une extension finie
de Qp, et notons $ ∈O une uniformisante. Les idéaux premiers de hauteur 1 de O[[T]]
sont principaux et engendrés soit par $, soit par un polynôme P(T) ∈O[T] distingué (i.e.
un polynôme monique tel que P(T)≡ Tn mod$).

Théorème 1.1.8 (Théorème de structure sur l’algèbre d’Iwasawa). Les modules de type
fini et pseudo-nuls sur O[[T]] sont finis. Si M est un O[[T]]-module de type fini, alors il
existe des entiers r ∈N, µi > 0 et m j > 0, des polynômes distingués irréductibles P j(T) et
une suite exacte de O[[T]]-modules :

(fini) // M // (
⊕

iO[[T]]/($µi ))
⊕(⊕

jO[T]/(P j(T)m j )
)

// (fini)
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DÉMONSTRATION. Si M est de type fini et pseudo-nul, alors son annihilateur a est
de hauteur 2. L’existence de la division euclidienne dans O[[T]] (cf. par exemple [Was97,
Chap. 7, Prop. 2]) montre qu’il existe deux éléments f , g ∈ a premier entre eux, et donc
que a contient une puissance mN de l’idéal maximal m= ($,T). Donc M est de longueur
finie sur O[[T]]/mN qui est d’ordre fini, donc M est fini. Pour le théorème de structure
des modules de type fini, voir par exemple [Lan90, Chap. 5, Theorem 3.1]. �

1.2. Idéaux caractéristiques et changement de bases. Les résultats de ce pa-
ragraphe sont probablement bien connus des experts, mais nous les reprouvons ici,
faute de référence. La preuve du point (1) de la proposition 1.2.2 est tirée de [Och05,
Lemma 3.1].

Lemme 1.2.1. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p ∈PA.

(1) Si M est pseudo-nul, alors M[p] et M/pM sont de torsion sur A/p.

(2) Si M/pM est de torsion sur A/p, alors p ne divise pas carA(M).

DÉMONSTRATION. Supposons M pseudo-nul. Alors il existe un élément x ∈ A−p tel
que xM = 0. Donc l’image de x dans A/p est un élément non-nul tuant M[p] et M/pM, ce
qui prouve que ces deux modules sont de torsion sur A/p.

Montrons le point (2) par contraposée et supposons que p divise l’idéal caractéristique
de M. Alors d’après le théorème 1.1.7, il existe une application A-linéaire M −→ A/p de
conoyau pseudo-nul. En tensorisant par A/p au-dessus de A, on obtient un morphisme
de A/p-modules M/pM −→ A/p dont le conoyau est de torsion d’après le point (1). Donc
M/pM n’est pas de torsion sur A/p. �

Proposition 1.2.2. Soit M un A-module de type fini et de torsion, soit p ∈PA. Supposons
que p est principal et que A/p est encore un anneau intégralement clos.

(1) Si M est pseudo-nul, alors on a carA/p(M[p])= carA/p(M/pM).

(2) Si M n’a pas de sous-A-modules pseudo-nuls différents de {0} et si M/pM est de
torsion sur A/p, alors

carA/p(M/pM)= carA(M)/pcarA(M).

(3) Plus généralement, si l’on suppose uniquement que M/pM est de torsion sur A/p,
alors M[p] est aussi de torsion sur A/p et on a la relation

carA/p(M/pM)= carA/p(M[p]). (carA(M)/pcarA(M)) .

DÉMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que A est de dimen-
sion de Krull au moins égale à 2. Soit x ∈ A un générateur de p. Supposons d’abord
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M pseudo-nul. D’après le lemme 1.2.1, les A/p-modules M[p] et M/pM sont de torsion.
Comme A/p est supposé intégralement clos, il a un sens de considérer leurs idéaux
caractéristiques. La multiplication par x sur M induit une suite exacte de A-modules :

0 // M[p] // M // M // M/pM // 0

Fixons maintenant un idéal q ∈PA/p, et montrons que ordq(M[p])= ordq(M/pM). Notons
Q⊆ A l’image inverse de q par la projection A � A/p. C’est un idéal premier de A de
hauteur 2 contenant p. En localisant en Q la suite exacte précédente, on obtient une
suite exacte :

0 // M[p]Q // MQ
// MQ

// (M/pM)Q // 0

Comme M est pseudo-nul, le localisé MQ est pseudo-nul sur AQ, qui est un anneau
noethérien intégralement clos de dimension de Krull égale à 2. L’annulateur de MQ

contient donc une puissance de l’idéal maximal QAQ, et ainsi MQ est de longueur
finie. On en déduit que ordQM[p] = ordQ(M/pM). Comme ordqM[p] = ordQM[p] et
ordq(M/pM) = ordQ(M/pM), cela montre que les A/p-modules M[p] et M/pM ont la
même q-longueur, ce qui termine la preuve du point (1).

Traitons les point (2). Supposons maintenant que M n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-triviaux, et que M/pM est de torsion sur A/p. Alors d’après le lemme 1.2.1,
on sait que p n’apparaît pas dans la suite des idéaux premiers p1, . . . ,pd ∈PA divisant
carA M. Par ailleurs, le pseudo-isomorphisme donné par le théorème 1.1.7 est injectif, et
donc définit une suite exacte courte

0 // M // ⊕
i A/pmi

i
// D // 0

où les mi sont des entiers positifs et D est un A-module pseudo-nul. En considérant la
multiplication par x, on en déduit une suite exacte longue⊕

i A/pmi
i [p] // D[p] // M/pM // ⊕

i A/pmi
i ⊗A A/p // D/pD // 0

Comme x n’appartient pas aux pi, le premier terme de cette suite exacte est nul.
D’après le point (1) appliqué à D et d’après le lemme 1.1.4, on a donc carA/p(M/pM)=
carA/p

(⊕
i A/pmi

i ⊗A A/p
)
, c’est-à-dire,

carA/p(M/pM)=∏
i
pmi

i /ppmi
i = carA(M)/pcarA(M).

Montrons maintenant le point (3). Supposons uniquement que M/pM est de torsion sur
A/p. D’après le théorème 1.1.7, il existe un pseudo-isomorphisme φ définissant une suite
exacte

0 // C // M // ⊕
i A/pmi

i
// D // 0

où C,D sont des A-modules pseudo-nuls. D’après le lemme 1.2.1, on sait que p est
distinct des pi, et donc A/pmi

i [p] = 0. On a en particulier C[p] = M[p]. Comme C est
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pseudo-nul, C[p] est de torsion sur A/p d’après le lemme 1.2.1, et donc M[p] aussi.
Définissions le A-module M′ comme étant l’image de M par φ. Alors M′ est pseudo-
isomorphe à M et donc a le même idéal caractéristique que M. De plus, c’est un sous-
module de

⊕
i A/pmi

i , donc il n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux. Enfin,
M′/pM′ est un quotient de M/pM, donc il est de torsion sur A/p. D’après le point (2)
précédemment démontré, on a donc

carA/p(M′/pM′)= carA(M)/pcarA(M)

Il reste à montrer que carA/p(M/pM) = carA/p(M[p]).carA/p(M′/pM′). On a une suite
exacte courte

0 // C // M // M′ // 0

Comme A/pmi
i [p]= 0 pour tout 1≤ i ≤ d, on a M′[p]= 0, d’où une suite exacte courte de

A/p-modules de torsion induite par la multiplication par x :

0 // C/pC // M/pM // M′/pM′ // 0

D’après le lemme 1.1.4, on a donc carA/p(M/pM)= carA/p(C/pC).carA/p(M′/pM′). D’après
le point (1), on a de plus carA/p(C/pC) = carA/pC[p]. Comme C[p] = M[p], on a ainsi
montré que

carA/p(M/pM) = carA/p(M[p]).carA/p(M′/pM′)
= carA/p(M[p]).carA(M)/pcarA(M),

ce qui termine la preuve de la proposition. �

1.3. Séries caractéristiques et invariants d’Iwasawa.

Définition 1.3.1. Soit M un module de type fini et de torsion sur A. La série caracté-
ristique de M, notée Lp(M) ∈ A− {0}, est un générateur de l’idéal caractéristique de M.
Lorsqu’elle existe, elle est unique à multiplication par une unité de A près.

Dans la littérature, on étend parfois cette définition en posant Lp(M) = 0 lorsque M
n’est pas de torsion. Lorsque A est factoriel, ses idéaux premiers de hauteur 1 sont tous
principaux, et donc la série caractéristique existe toujours. C’est le cas, par exemple,
quand A est régulier d’après le théorème de Auslander–Buchsbaum, et a fortiori lorsque
A est une algèbre de séries formelles sur un anneau de valuation discrète.

Considérons le cas particulier où A =O[[T]], où O est l’anneau des entiers d’une exten-
sion finie de Qp, d’uniformisante $. Rappelons que, d’après le théorème de préparation
de Weierstrass (cf. [Was97, Chap. 7, §1, Theorem 7.3]), une série formelle non-nulle
f (T) ∈ A se décompose de manière unique en un produit f (T)=$µU(T)P(T), où µ ∈N,
U(T) ∈A× et P(T) ∈O[T] est un polynôme distingué. On s’intéresse en théorie d’Iwa-
sawa aux invariants suivants.
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Définition 1.3.2. Supposons que A =O[[T]], et soit M un A-module de type fini et de
torsion. Soit Lp(M;T) ∈O[[T]]− {0} la série caractéristique de M, que l’on décompose en
Lp(M;T)=$µU(T)P(T). Les λ- et µ-invariants de M sont définis comme étant

λ(M) := degT P(T), µ(M) :=µ.

Nous terminons cette section avec un lemme utile interprétant le terme constant de la
série caractéristique comme étant un quotient de Herbrand. Rappelons d’abord qu’un
A-module de type fini et de torsion est pseudo-nul si et seulement si il est fini. Rappelons
aussi qu’un O-module N de type fini est de torsion si et seulement si il est fini, auquel
cas carO N est engendré par #N.

Lemme 1.3.3. Supposons que A =O[[T]] et soit M un A-module de type fini et de torsion,
de série caractéristique Lp(M;T). Si M/TM est fini, alors M[T] est aussi fini, et l’on a

Lp(M;0) =̇ #(M/TM)
#M[T]

où =̇ désigne l’égalité à multiplication par une unité de O près.

DÉMONSTRATION. Soit p l’idéal premier de hauteur 1 de A engendré par T. On a
A/p=O, et par définition, Lp(M;0) est un générateur de carA(M)/pcarA(M). Si M/pM
est de torsion sur A/p, alors, d’après le point (3) de la proposition 1.2.2, M[p] est fini, et
l’on a une égalité entre idéaux principaux

(#M[p]).(Lp(M;0))= (#(M/pM)),

d’où l’égalité Lp(M;0) =̇ #(M/TM)
#M[T] . �

2. Groupe de Selmer d’une représentation ordinaire

2.1. Motivation. En théorie d’Iwasawa, les groupes de Selmer sont des objets
algébriques généralisant les modules d’Iwasawa, et apportant une interprétation de
nature arithmétique aux fonctions L p-adiques. Ils apparaissent dans les travaux de
Mazur ([Maz72]) sur la structure de A(F∞), où A/F est une variété abélienne sur un
corps de nombres F et où F∞/F est la Zp-extension cyclotomique de F.

Soit M le motif (pur de poids −1) sur Q attaché à une courbe elliptique E/Q. Sa réa-
lisation p-adique est V = T ⊗Zp Qp, où T = Tp(E) est le module de Tate de E. Notons
D =V /T ' E[p∞] le groupe p-divisible des points de p∞-torsion de E sur Q. Lorsque E
a bonne réduction ordinaire en p, le groupe formel sur Zp attaché au modèle de Néron
de E sur Zp est de hauteur 1 et de dimension 1, et le groupe p-divisible associé D+ est
un sous-Zp-module de D isomorphe à Qp/Zp. Il est de plus GQp -stable, et le quotient
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D− = D/D+ est un groupe p-divisible étale donc GQp -non-ramifié. En considérant les
modules de Tate, on obtient une suite exacte de GQp -modules

0 // T+ // T // T− // 0,

où T± est libre de rang 1 sur Zp, et telle que T− non-ramifié. Les propriétés de l’accouple-
ment de Weil montre par ailleurs que la GQp -action sur T+ est donnée par le caractère
p-cyclotomique, et donc V satisfait à la fois les définitions d’ordinarité de Greenberg (Dé-
finition 4.2.2, avec Fil0V :=V et Fil1V :=V+ := T+⊗Qp) et de p-stabilisation ordinaire
(Définition 4.2.5). Coates et Greenberg ont montré (comme corollaire direct des résultats
de [CG96, Section 4]) que le p-groupe de Selmer de la déformation Zp-cyclotomique de
E/Q était coïncidait

(2) Sel∞(T,T+)= ker

[
H1(Q∞,D)−→ H1(Ip,D−)× ∏

` 6=p
H1(I`,D)

]
,

où I` désigne le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu de Q∞ défini par
le plongement ι`. Plus généralement, Greenberg propose dans [Gre89] et [Gre91] de
prendre l’égalité 2 comme définition du groupe de Selmer attaché à un motif ordinaire
en p (au sens de Greenberg), de réalisation p-adique V , en choisissant un réseau GQ-
stable T de V , en posant D = V /T et en définissant D+ ⊆ D comme étant l’image de
Fil1V dans D. Cette définition est ambiguë à cause du choix du réseau, et deux réseaux
non-homothétiques peuvent conduire à deux groupes de Selmer différents, comme
l’a déjà remarqué Mazur dans son travail sur les µ-invariants de courbes elliptiques
isogènes.

Nous donnons à présent une définition générale d’un groupe de Selmer qui convient
particulièrement à notre cadre, c’est-à-dire convenant aux p-stabilisations ordinaires
de motifs, et aux déformations ordinaires. La définition donnée est apparentée à celles
trouvées, entre autres, dans [SU14, Section 3] ou [Gre16].

2.2. Groupe de Greenberg-Selmer et fonction L p-adique algébrique. Soient
A une Zp-algèbre profinie, et T un A-module libre de rang fini muni d’une action conti-
nue de GΣ :=Gal(QΣ/Q), où Σ est un ensemble fini de places de Q contenant p et ∞, et
QΣ ⊆Q est la plus grande extension algébrique de Q non-ramifiée en dehors de Σ. On se
donne une suite exacte courte de GQp -modules libres sur A

0 // T+ // T // T− // 0

On pose D = T⊗AA∨ et D± = T±⊗AA∨, où A∨ = Homct(A,Qp/Zp) désigne le dual de
Pontryagin de A. Ce sont des A-modules co-libres, c’est-à-dire que leurs duaux de Pon-
tryagin sont libres sur A. Pour tout n ∈N∪ {∞}, on définit la déformation cyclotomique
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Dn := IndQ
Qn
D de niveau n de D comme étant l’induite de GQn à GQ de D, vu comme

GQn-module discret. Autrement dit, il s’agit du A-module des fonctions localement
constantes f : GQ −→D telles que

∀g ∈GQ, ∀h ∈GQn , f (hg)= hf (g).

Il est muni de l’action de GQ donnée par la formule (γ. f )(g) = f (gγ), et il est canoni-
quement isomorphe à D⊗A A[Γn] si n est fini (resp. à D⊗A A[[Γ]] si n =∞), muni de
l’action de GQ sur les deux facteurs du produit tensoriel. On peut voir Dn (resp. D∞)
comme un module co-libre de rang d sur l’anneau A[Γn] (resp. sur l’anneau A[[Γ]]). On
définit similairement D±

n , et on a aussi une suite exacte courte

0 // D+
n

// Dn // D−
n

// 0

Nous travaillerons avec la définition suivante.

Définition 2.2.1. Soit n ∈N∪ {∞}. On appelle groupe de Selmer de niveau n attaché à
(T,T+) le noyau de la flèche de restriction globale-locale :

Seln(T,T+) := ker

[
H1(QΣ/Q,Dn)−→ H1(Ip,D−

n)× ∏
`∈Σ,` 6=p

H1(I`,Dn)

]
,

où Ip = Ip(QΣ/Q) et I` = I`(QΣ/Q). Le groupe de Selmer dual est défini comme étant

Xn(T,T+)=Seln(T,T+)∨

Ce sont des modules sur l’anneau de groupe A[Γn] si n est fini (resp. sur l’anneau de
groupe complété A[[Γ]] si n =∞).

D’après les propriétés de base de la cohomologie des modules discrets, on a Sel∞(T,T+)=
lim−−→n

Seln(T,T+). Par ailleurs, H1(QΣ/Q,Dn)∨ étant de type fini sur A[Γn] pour n fini
(resp. sur A[[Γ]] pour n = ∞), cela est encore vrai pour Xn(T,T+) (voir par exemple
[NSW08, Chap VIII, §3, Theorem 20]). Par ailleurs, on ne considérera jamais la coho-
mologie locale aux places archimédiennes, puisque qu’elle est toujours triviale lorsque
p est impair.

Remarque 2.2.2. Le morphisme d’inflation en cohomologie des groupes définit une
application linéaire injective inf : H1(QΣ/Q,Dn) ,→ H1(Q,Dn). Une classe de cocycle
continu ς ∈ H1(Q,Dn) appartenant à l’image de l’application inf satisfait res`ς= 0 pour
tout ` ∉ Σ, où res`ς ∈ H1(I`,Dn) est la restriction de ς au sous-groupe d’inertie en `.
Réciproquement, supposons que ς ∈ H1(Q,Dn) satisfait res`ς= 0 pour tout ` ∉Σ. Comme
Dn est non-ramifié en ` ∉Σ, on a H1(I`,Dn)=Homct(I`,Dn), et donc tout représentant
c de ς est nul sur le sous-groupe fermé engendré par les I`, c’est-à-dire sur Gal(Q/QΣ).
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On en conclut que ς ∈ H1(QΣ/Q,Dn) d’après la suite exacte d’inflation-restriction. En
particulier, l’application d’inflation fournit l’identification suivante :

Seln(T,T+)' ker

[
H1(Q,Dn)−→ H1(Ip,D−

n)× ∏
` 6=p

H1(I`,Dn)

]
.

Définition 2.2.3. Supposons que le groupe de Selmer dual X∞(T,T+) est de torsion sur
A[[Γ]]. La fonction L p-adique algébrique Lp(T,T+) ∈A[[Γ]]− {0} attachée à (T,T+) est
la série caractéristique associée à X∞(T,T+) (cf 1.3.1).

2.3. Lemme de Shapiro. Soit G un sous-groupe fermé de GΣ et soit H un sous-
groupe ouvert normal de G. Le lemme de Shapiro relie la cohomologie de D, vu comme
H-module, à la cohomologie du G-module induit IndG

HD. On a, pour tout entier i ≥ 0,
l’isomorphisme de Shapiro (fonctoriel par rapport à D et à H, voir [Nek06, Chap. 8,
§1.]) :

H i(H,D)' H i(G,IndG
HD)(3)

Lemme 2.3.1. On a un isomorphisme :

Seln(T,T+)= ker

[
H1(QΣ/Qn,D)−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)× ∏

`∈Σ,` 6=p
H1(I`,D)

]

DÉMONSTRATION. Supposons n fini. D’après le lemme de Shapiro pour G =GΣ et
H = GΣ∩GQn , on a ainsi H1(QΣ/Qn,D) ' H1(QΣ/Q,Dn). Par ailleurs, on peut vérifier
qu’un cocycle de H1(QΣ/Q,Dn) est non-ramifié en ` ∈Σ−{p} si et seulement si son image
dans H1(QΣ/Qn,D) est non-ramifiée en au moins une place λ de Qn au-dessus de `

(auquel cas il sera non-ramifié en toute place au-dessus de `). Par ailleurs, la condition
locale en p est aussi conservée sous cet isomorphisme. On a en effet Ip(Qn/Q)=Γn, et
d’après le lemme de Shapiro on a un isomorphisme H1(Ip(Q/Qn),D−)' H1(Ip(Q/Q),D−

n)
compatible à l’isomorphisme précédent. L’isomorphisme recherché s’en déduit aisément.
Le cas où n =∞ s’obtient par passage à la limite injective sur n ∈N, qui est une opération
exacte et commutant à la formation de groupes de cohomologie continue de modules
discrets. �

Remarque 2.3.2. Soit λ la place de Q∞ définie par ι`, pour un nombre premier ` 6= p.
Le groupe de Galois Gal(Qnr

`
/Q∞,λ) = GQ∞,λ /I` est d’ordre premier à p, donc la suite

exacte d’inflation-restriction montre que l’application de restriction

H1(Q∞,λ,D)−→ H1(I`,D)

est injective. On a donc la description alternative suivante de Sel∞(T,T+) :

Sel∞(T,T+)' ker

[
H1(QΣ/Q∞,D)−→ H1(Ip(QΣ/Q∞),D−)× ∏

λ|`∈Σ,` 6=p
H1(Q∞,λ,D)

]
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Le lemme de Shapiro montre alors que l’on a aussi :

Sel∞(T,T+)= ker

[
H1(QΣ/Q,D∞)−→ H1(Ip,D−

∞)× ∏
`∈Σ,` 6=p

H1(Q`,D∞)

]

2.4. Changement de bases. On conserve les notations précédentes. Pour tout
idéal a⊆A, on a un isomorphisme naturel

(A/a)∨ =A∨[a],

et donc on a T/a⊗A/a (A/a)∨ =D[a] (et similairement pour T+). En particulier, on a une
application naturelle

(4) Sel∞(T/a,T+/a)−→Sel∞(T,T+)[a].

Il s’agit d’un isomorphisme sous certaines conditions générales, comme le précise la
proposition suivante, inspirée de [SU14, Proposition 3.7].

Proposition 2.4.1. Soit n ∈N∪ {∞}. Supposons que l’idéal a est principal, que Ip(Q/Qn)
agit trivialement sur D−, et que les A-modules DGQn et DI` sont divisibles pour tout
` ∈Σ.

Alors l’application de changement de base (4) induit un isomorphisme

Seln(T/a,T+/a)'Seln(T,T+)[a],

et donc, par dualité un isomorphisme

Xn(T,T+)/aXn(T,T+)' Xn(T/a,T+/a).

DÉMONSTRATION. Soit x ∈ A un générateur de a. D’après le lemme 3, on a

Seln(T,T+)= ker

[
H1(QΣ/Qn,D)−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)× ∏

`∈Σ,` 6=p
H1(I`,D)

]
On montre d’abord que l’application naturelle τ : H1(QΣ/Qn,D[a])−→ H1(QΣ/Qn,D)[a]
est un isomorphisme. Comme a est engendré par x et que D est A-divisible, on a une
suite exacte courte induite par la multiplication par x :

0 // D[a] // D // D // 0

Celle-ci induit une suite exacte longue associée en cohomologie :

DGQn // DGQn // H1(QΣ/Qn,D[a]) τ // H1(QΣ/Qn,D) // H1(QΣ/Qn,D)

où la première et la dernière flèche sont induites par la multiplication par x. Par
hypothèse la première flèche est surjective, et par définition le noyau de la dernière
flèche est égal à H1(QΣ/Qn,D)[a]. Donc τ est un isomorphisme.
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Pour montrer que τ envoie Seln(T/a,T+/a) sur Seln(T,T+)[a], il suffit de prouver que les
applications

H1(Ip(QΣ/Qn),D−[a])−→ H1(Ip(QΣ/Qn),D−)[a]

et, pour ` ∈Σ,
H1(I`,D[a])−→ H1(I`,D)[a])

sont injectives. La première l’est clairement, car les H1 sont des Hom par hypothèse, et
la deuxième est injective par le même argument que précédemment (et utilisant le fait
que DI` est A-divisible). �

2.5. Structure des groupes de Selmer. Jusqu’à la fin de cette section, nous
supposons que A est un anneau de séries formelles à coefficients dans une extension
finie O de Zp, de corps résiduel F. On a ainsi A=O[[X1, . . . , Xm]], m ≥ 1 ou bien A=O.
Notons mA son idéal maximal. On conserve les notations des paragraphes précédents,
et on note d (resp. d±) le rang de T (resp. de T∨). On introduit de plus le A-module
libre T∗ = HomZp (D,µp∞) de rang d et son dual D∗ = T∗⊗AA∨. On note encore les
modules induits avec un indice. Le résultat principal de [Gre16] donne des conditions
suffisantes pour qu’un groupe de Selmer dual, défini de manière générale, n’admettent
pas de sous-modules pseudo-nuls différents de 0. Combinée à la Proposition 1.2.2, cette
propriété sera utile pour calculer les diverses spécialisations de fonctions L p-adiques
algébriques. Nous simplifions le critère dans le but de l’appliquer dans la suite aux
groupes de Selmer attachés à un motif muni d’une p-stabilisation ordinaire, ou bien à
une déformation ordinaire.

Proposition 2.5.1. Supposons que :

(a) X∞(T,T+) est de torsion sur A[[Γ]].

(b) H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de torsion sur A[[Γ]].

(c) RangATFrob∞ = d+

(d) L’inertie en p de Q∞ agit trivialement sur D−.

(e) En tant que F[GQ]-représentation, D[mA] n’a pas de quotient isomorphe à F ou
à µp.

Alors X∞(T,T+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls.

DÉMONSTRATION. On va montrer que l’on peut appliquer [Gre16, Proposition 4.1.1]
au A[[Γ]]-module D∞. Avec les notations de loc. cit., on pose L` = 0 pour l ∈Σ, l 6= p et
enfin

Lp = ker
[
H1(Qp,D∞)−→ H1(Ip,D−

∞)
]
.
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La remarque 2.3.2 montre que le groupe de Selmer défini dans loc. cit. est bien égal
à Sel∞(T,T+), et par ailleurs, la conclusion de la proposition 4.1.1 de loc. cit. est équi-
valente à ce que X∞(T,T+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux d’après
[Gre06, Proposition 2.4].

La condition RFX(D∞) est vérifiée car D∞ est réflexif, et LEO(D∞) l’est aussi d’après
notre hypothèse (b). Montrons que l’on a LOC(1)

`
(D∞) pour tout `, c’est-à-dire que

(T∗∞)GQ` = 0. Il suffit de prouver que le rang sur A[[Γ]] de (T∗∞)GQ` est nul. D’après
[Gre06, Proposition 3.10], celui-ci est égal au corang de

(
D∗∞

)GQ` = H0(Q`,D∗∞). D’après
le lemme de Shapiro, on a H0(Q`,D∗∞) = ∏

λ|`H0(Q∞,λ,D∗). Ce dernier module est de
corang fini sur A, en particulier son corang sur A[[Γ]] est nul, ce qu’on voulait démontrer.

Montrons maintenant que L∨
p n’a pas de sous-A[[Γ]]-modules pseudo-nuls non-triviaux.

On a

Lp = ker
[

H1(Qp,D∞) a // H1(Qp,D−∞) b // H1(Ip,D−∞)
]

L’application a est surjective. En effet, cokera s’injecte dans H2(Qp,D+∞). D’après le

théorème de dualité locale de Tate, on a H2(Qp,D+∞) '
(
(T+,∗

∞ )GQp
)∨

qui est trivial car

(T+,∗
∞ )GQp = 0 par le même argument que précédemment. On a ainsi une suite exacte

courte :

0 // kera // Lp // kerb // 0

Il suffit de montrer que (kera)∨ et (kerb)∨ n’ont pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux. Comme kera est un quotient de H1(Qp,D+∞), il suffit de montrer la même
propriété pour H1(Qp,D+∞)∨. Or ceci est vrai d’après [Gre06, Proposition 3.7], qui
s’applique car on sait que H2(Qp,D+∞)= 0. Décrivons maintenant kerb. D’après la suite
exacte d’inflation-restriction, on a kerb ' H1(Ẑ,H0(Ip,D−∞)) où Ẑ est topologiquement
engendré par Frobp. D’après le lemme de Shapiro, on a H0(Ip,D−∞)= H0(Ip(Q/Q∞),D−)
qui est égal à D− d’après notre hypothèse (d). On a donc kerb 'D−/(Frobp−1)D− et ainsi
(kerb)∨ est un sous-module de (D−)∨. En tant que modules sur l’anneau A[[Γ]]'A[[T]],
on a (D−)∨ 'Ad− = (A[[T]]/(T))d−

. Ce dernier module n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non-triviaux, donc (kerb)∨ non plus et donc L∨

p non plus.

On vérifie maintenant l’hypothèse CRK(D∞,L), c’est-à-dire l’égalité des corangs sur
A[[Γ]] :

Corang(H1(QΣ/Q,D∞))=Corang(Sel∞(T,T+))+ ∑
`∈Σ−{∞}

Corang(Q`(T,T+))

où Q`(T,T+) = H1(Q`,D∞)/L` pour tout premier l ∈ Σ. On va montrer que les deux
termes de l’égalité sont égaux à d− sous les hypothèses de la proposition. D’après
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[Gre06, Proposition 4.1], on a

Corang(H1(QΣ/Q,D∞))=Corang(DGQ)+Corang(H2(QΣ/Q∞,D))+d−Corang(DGal(C/R)
∞ )

D’après les hypothèses (b) et (e), les deux premiers termes de la somme sont nuls. D’autre
part, on a Corang(DGal(C/R)∞ ) = CorangA(DGal(C/R)) = RangATGal(C/R) = d+. Cela montre
que le corang de H1(QΣ/Q,D∞) est bien égal à d−. Calculons maintenant le terme de
droite de l’égalité de CRK(D∞,L). On va montrer que le corang de Q`(T,T+) est 0 si
l 6= p et qu’il est égal à d− pour ` = p. Cela terminera la vérification de CRK(D∞,L)
vu que, d’après l’hypothèse (a), le A[[Γ]]-module Sel∞(T,T+) a un corang égal à 0. Si
` 6= p, on a Q`(T,T+) = H1(Q`,D∞). Son corang est égal à la somme des corangs de
H0(Q`,D∞) et de H0(Q`,T∗∞)∨ d’après la proposition 4.2(b) de loc. cit. et d’après la
dualité locale de Tate. Or ces deux modules sont de co-torsion sur A[[Γ]] d’après le
même argument utilisant le lemme de Shapiro que précédemment, donc de corang nul.
Enfin, pour `= p, on a vu que Lp et kera ont le même corang. Comme a est surjectif,
Qp(T,T+) et H1(Qp,D−∞) ont le même corang. D’après la proposition 4.2(a) de loc. cit.
et un argument identique à celui pour ` 6= p, ce dernier a un corang égal à d−. Ceci
termine la vérification de l’hypothèse CRK(D∞,L).

Pour appliquer [Gre16, Proposition 4.1.1], il suffit maintenant de vérifier l’une des trois
hypothèses supplémentaires. La condition (b) stipulant que D∞ est co-libre et que la
GQ-représentation résiduelle de D∞ n’a pas de quotient isomorphe à µp est clairement
vérifiée, car cette dernière est isomorphe à D[mA] et qu’elle vérifie la même condition
d’après notre hypothèse (e). �

3. Groupe de Selmer d’un motif d’Artin

3.1. Notations et définition. Nous introduisons dans ce paragraphe le groupe
de Selmer d’un motif d’Artin [ρ] absolument irréductible et non-trivial sur Q, à coeffi-
cients dans un corps de nombres E. Il dépendra du choix que l’on fixera dans toute la
suite,

• d’une p-stabilisation ordinaire (V ,V+) de la réalisation p-adique de [ρ] (cf.
Définition 4.2.5),

• et d’un réseau GQ-stable T de V .

On posera L = Ep et O=OL. Ainsi, V est un L-espace vectoriel de dimension d et T est
un O-module libre de rang d.

On note H ⊆Q le corps de nombres découpé par ρ, et Hn le compositum de H et de Qn
pour n ∈N∪ {∞}. On pose G :=Gal(H/Q), ainsi que
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Gn :=Gal(Hn/Q), G(n) =Gal(Hn/Qn).

Si n0 est l’entier vérifiant H∩Q∞ =Qn0 , alors G(n) s’identifie au sous-groupe de G qui
est isomorphe à Gal(H/Qmin(n,n0)). On notera encore ρ la représentation p-adique de
dimension d à coefficients dans O des groupes G ou Gn induite par le motif d’Artin, et
ρ(n) la restriction de ρ à G(n).

Rappelons que la dimension d± de V± est, par hypothèse, égale à la dimension du sous-
espace propre de Frob∞ agissant sur V et associé à la valeur propre ±1. De plus, l’action
galoisienne sur V− est supposée non-ramifiée en p. On note T± :=V±∩T. C’est un O-
module libre de rang d±, et définissant une suite exacte courte de O[GQp ]-modules

0 // T+ // T // T− // 0

La différente inverse d−1
L de l’extension L/Qp est l’idéal fractionnaire de L constitué des

éléments x ∈ L tels que TrL/Qp (xO) ⊆ Zp. L’application y 7→ (
x 7→TrL/Qp (xy)

)
induit un

isomorphisme
L/d−1

L 'Homct(O,Qp/Zp)=O∨

(voir par exemple [Neu99, Chap. III, §2]). On fixe dans la suite un générateur de
d−1

L , ce qui permet d’identifier O∨ avec L/O, et donc d’identifier le O-module co-libre
D := T ⊗OO

∨ avec V /T.

Définition 3.1.1. Soit n ∈N⋃
{∞}. Le groupe de Selmer de niveau n attaché au motif

d’Artin [ρ], muni d’une p-stabilisation ordinaire (V ,V+) et d’un réseau GQ-stable T, est
défini comme étant

Seln(ρ,ρ+)=Seln(T,T+).

On note aussi
Xn(ρ,ρ+) :=Seln(ρ,ρ+)∨,

le groupe Selmer dual. C’est un module de type fini sur O[Γn] si n ∈N, et sur Λ=O[[Γ]]
si n =∞. Si X∞(ρ,ρ+) est de plus de torsion sur Λ, on note

Lp(ρ,ρ+;T) := Lp(X∞(ρ,ρ+);T)

sa fonction L p-adique algébrique (cf. 2.2.3).

Remarque 3.1.2. D’après le Lemme 2.3.1 et la Remarque 2.2.2, on a les descriptions
alternatives suivantes :

Seln(ρ,ρ+) = ker
[
H1(QΣ/Qn,D)−→ H1(Ip,D−)×∏

`∉Σ,` 6=p H1(I`,D)
]

= ker
[
H1(Qn,D)−→ H1(Ip,D−)×∏

` 6=p H1(I`,D)
]
.



40 II. ASPECTS ALGÉBRIQUES DE LA THÉORIE D’IWASAWA DES MOTIFS D’ARTIN

Nous discutons à présent la dépendance du groupe de Selmer et de ses invariants en
fonction du choix du réseau. Pour T1 ⊆ T2 sont deux O-réseaux GQ-stables de V , on note
X1∞(ρ,ρ+) et X2∞(ρ,ρ+) les groupes de Selmer duaux correspondants.

Proposition 3.1.3. Les Λ-modules X1∞(ρ,ρ+) et X2∞(ρ,ρ+) ont le même rang. S’ils sont
de torsion, alors leurs fonctions L p-adiques algébriques diffèrent d’une puissance de
p. Si de plus ρ est résiduellement irréductible, ou si ρ(Frob∞)= 1 (i.e. H est totalement
réel), alors elles sont égales.

DÉMONSTRATION. Si T1 et T2 sont homothétiques, alors leurs groupes de Selmer
sont clairement isomorphes. On se ramène au cas où $T1 ⊆ T2 ⊆ T1 en considérant
les réseaux (GQ-stables) intermédiaires T2 +$ jT1 (égaux à T1 pour j = 0 et à T2
pour j >> 0). En particulier, le G-module Φ = T2/T1 est tué par $, et c’est même
une sous-représentation de ρ. On retrouve par ailleurs le fait (classique) que si ρ
est résiduellement irréductible, alors tous les réseaux stables sont homothétiques (la
réciproque étant aussi vraie).

Notons D i = V /Ti, et X i = X i∞(ρ,ρ+) pour i = 1,2. Le module Φ est le noyau de la
projection canonique D1 � D2, d’où la suite exacte en cohomologie :

H1(QΣ/Q∞,Φ) // H1(QΣ/Q∞,D1) // H1(QΣ/Q∞,D2) // H2(QΣ/Q∞,Φ)

Les Λ-modules Yi := H i(QΣ/Q∞,Φ)∨ sont de torsion, car tués par $. En particulier, le
conoyau Y de l’application naturelle X2 −→ X1 est de torsion, comme quotient de Y1,
et donc RangΛ X2 ≥RangΛ X1. En considérant la paire de réseaux $T1 ⊆ T2, on obtient
l’autre inégalité et donc les deux modules ont même rang. Supposons maintenant que X1
et X2 sont de torsion, et soit F1 et F2 leurs fonctions L p-adiques algébriques. On vérifie
d’abord que l’idéal caractéristique de Y divise une puissance de ($). En effet, si P est
un élément irréductible 6=$ de Λ, alors Y /PY est pseudo-nul car tué par $ et P. Donc
Y /PY est fini, et donc P ne divise pas carΛ(Y ) d’après le Lemme 1.2.1. Donc carΛ(Y )
divise ($K ) pour K >> 0, et d’après le Lemme 1.1.4, F1 divise $K ·F2. En inversant les
rôles de X1 et X2, on en déduit que F1 =$MF2 à une unité de Λ près, pour un certain
entier M ∈Z.

Le fait que F1 = F2 (à une unité près) lorsque ρ(Frob∞) = 1 est prouvé dans [Gre14,
Prop. 2.4] en utilisant un calcul de caractéristique d’Euler-Poincaré. Il suffit de montrer
que F1 et F2 ont la même valuation $-adique, i.e. X1 et X2 ont même µ-invariant.
L’idée de la preuve est la suivante : on montre d’abord que (le dual de Pontryagin
de) l’image de l’application de restriction global-local définissant Sel∞(ρ,ρ+) a un µ-
invariant égal à 0 (cf. par exemple [GV00, §2]). Il suffit donc de voir que H1(QΣ/Q∞,D1)∨
et H1(QΣ/Q∞,D2)∨ ont le même µ-invariant. En complétant la suite exacte précédente
on montre qu’il suffit de voir que Y1 et Y2 ont le même µ-invariant. Cela revient à
prouver que #(Y1)Γpn /#(Y1)Γpn est borné avec n, et en étudiant une flèche de contrôle, en
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appliquant le lemme de Shapiro et en utilisant un théorème de calcul de caractéristique
d’Euler-Poincaré global ([Mil86, Chap. 1, Theorem 5.1], voir aussi [DDT97, Theorem
2.18]), il faut montrer que la quantité

#(Φn)Frob∞=1

#(Φn) ·#(Φn)GQ

où Φn = IndQ
Qn
Φ. Comme ρ(Frob∞)= 1 et ρ est irréductible, cette quantité est bornée (et

égale à 1). �

La Proposition 3.1.3 montre que la fonction L p-adique du groupe de Selmer d’une
p-stabilisation ordinaire d’un motif d’Artin est bien définie (lorsque celui-ci est de
torsion) à une multiplication par une unité de Λ⊗Zp Qp près. Il reste toujours une
indétermination du µ-invariant, et il est naturel de chercher comment le µ-invariant
varie avec le choix du réseau, ou bien de calculer sa valeur minimale. Le début de la
Section 3.2 permet de montrer aisément le lemme suivant.

Lemme 3.1.4. Supposons X∞(ρ,ρ+) de torsion (cela ne dépend pas du choix du réseau
GQ-stable, d’après la Proposition 3.1.3). Si µ = 0 pour un choix de réseau, alors µ = 0
pour n’importe quel choix de réseau, et en particulier, Lp(ρ,ρ+;T) ne dépendra pas du
choix du réseau.

DÉMONSTRATION. On fixe un choix de réseau, et on utilise le Lemme 3.5.1 (et ses
notations) de la section suivante. X∞(ρ,ρ+) est pseudo-isomorphe au dual de Sel′∞(ρ,ρ+),
noté X ′. Or, X ′ satisfait µ= 0 si et seulement si X ′/$X ′ est fini (cf. Lemme 1.2.1). Comme
Homct(−,D)[$]=Homct(−,D[$]), le dual de X ′/$X ′ est :

ker
[
HomG(∞)(X∞,D[$])−→HomG(∞)

v
(Ip(M∞/H∞),D−[$])

]
qui ne dépend que de la représentation résiduelle D[$] de ρ. Comme ρ est une re-
présentation d’Artin, cette dernière ne dépend pas du choix du réseau, et donc il en
est de même de la finitude de X ′/$X ′. Donc µ = 0 ne dépend pas du choix du réseau.
D’après la Proposition 3.1.3, la fonction L p-adique de ρ ne dépend donc pas du choix
du réseau. �

La suite et fin de ce chapitre est dédiée à la preuve du théorème suivant.

Théorème 3.1.5. Supposons d+ = 1.

(i) Pour tout entier n ∈N, le O-module Seln(ρ,ρ+) est fini.

(ii) Le Λ-module X∞(ρ,ρ+) est de torsion.



42 II. ASPECTS ALGÉBRIQUES DE LA THÉORIE D’IWASAWA DES MOTIFS D’ARTIN

(iii) Si H∩Q∞ =Q, alors Lp(ρ,ρ+;T) ne s’annule pas sur µp∞ − {1}.

En posant e(ρ,ρ+) := dimH0(Qp,V−), on a de plus :

Lp(ρ,ρ+;0) 6= 0⇐⇒ e(ρ,ρ+)= 0,

ordTLp(ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

(iv) Supposons que D[$]G =HomG(D[$],µp)= 0. Alors X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-Λ-
module fini non-nul.

La preuve du (i) suit le Théorème 3.4.7 et repose sur les résultats des Sections 3.2 et
3.4. La preuve du (ii) et (iii) suit le Corollaire 3.5.4, et celle du (iv) est donnée après la
Proposition 3.5.6.

3.2. Isomorphismes de restriction. Soit Mn/Hn la pro-p-extension abélienne
maximale de Hn non-ramifiée en-dehors des places de Hn divisant p et ∞. On note Xn
son groupe de Galois. La suite d’inflation-restriction permet de comparer le groupe de
Selmer d’un motif d’Artin à certains sous-groupes du groupe des homomorphismes de
source Xn.

Soit n ∈N. On a la suite exacte d’inflation-restriction :

0 // H1(G(n),D) inf // H1(Qn,D) res // HomG(n)(GHn ,D) // H2(G(n),D)

L’image de Seln(ρ,ρ+) par l’application de restriction dans HomG(n)(GHn ,D) est incluse
dans HomG(n)(Xn,D), et plus précisément dans

Sel′n(ρ,ρ+) := ker
[
HomG(n)(Xn,D)−→HomG(n)

v
(Ip(Mn/Hn),D−)

]
,

où G(n)
v désigne le sous-groupe de décomposition de G(n) en la place v de Hn définie par

ιp.

Lemme 3.2.1. L’application Seln(ρ,ρ+)−→Sel′n(ρ,ρ+) induite par l’application de res-
triction à un noyau et un conoyau fini quelque soit n ∈N∪ {∞}. C’est un isomorphisme si
l’on suppose que p - #G.

DÉMONSTRATION. On a un diagramme commutatif à lignes exactes

0 // Seln(ρ,ρ+) //

α

��

H1(Qn,D) //

res
��

Hom(Ip(Q/Qn),D−)×∏
` 6=p H1(I`(Q/Qn),D)

α′
��

0 // Sel′n(ρ,ρ+) // HomG(n)(GHn ,D) // Hom(Ip(Q/Hn),D−)×∏
` 6=p H1(I`(Q/Hn),D)
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Pour i = 1,2 on sait que H i(G(n),D) est fini (car son dual de Pontryagin est de type fini
O et tué par l’ordre de G(n)), et il est même trivial si p - #G(n). Il en est donc de même
pour les noyaux et conoyaux de la flèche res. Similairement, le noyau de α′ est fini (car
Hn/Qn ramifie en un nombre fini de places), et même ker

(
α′)= 0 si p - #G. Le lemme du

serpent montre alors que α a un noyau et un conoyau fini, et que α est un isomorphisme
lorsque p ne divise pas l’ordre de G. �

Lemme 3.2.2. Le conoyau de l’application κn : HomG(n)(Xn,V ) −→ HomG(n)(Xn,D) in-
duite par la projection canonique V � D est fini, et même trivial si p ne divise pas l’ordre
de G.

DÉMONSTRATION. Notons (Xn)div le quotient de Xn par son sous-groupe de torsion.
Comme (Xn)divest libre sur Zp, on a une suite exacte courte de G(n)-modules

0 // Hom(Xn,T) // Hom(Xn,V ) // Hom((Xn)div ,D) // 0 .

En prenant les G(n)-invariants, on voit que coker(κn) s’injecte dans H1(G(n),Hom(Xn,T))
qui est fini car Hom(Xn,T) est de type fini, et même trivial dès que p est premier à
l’ordre de G(n). �

Considérons le diagramme commutatif suivant à lignes exactes :

0 // HomG(n)(Xn,T) //

αn

��

HomG(n)(Xn,V )
κn //

βn
��

HomG(n)(Xn,D)

rn

��
0 // HomG(n)

v
(Ip(Mn/Hn),T−) // HomG(n)

v
(Ip(Mn/Hn),V−) // HomG(n)

v
(Ip(Mn/Hn),D−)

On a le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.3. Si βn est un isomorphisme, alors Seln(ρ,ρ+) est fini.

DÉMONSTRATION. Comme Xn est compact, on a

HomG(n)(Xn,T)⊗Zp Qp =HomG(n)(Xn,V ).

On en déduit que, si βn est surjective, alors coker(αn) est fini. Donc d’après le lemme du
serpent, si β est un isomorphisme, alors Sel′n(ρ,ρ+)∩ im(κn) est fini, et de même pour
Seln(ρ,ρ+) d’après les Lemmes 3.2.1 et 3.2.2. �

Le morphisme βn ⊗1 : HomG(n)(Xn,QpV )−→HomG(n)
v

(Ip(Mn/Hn),QpV−) est équivariant

pour l’action de Gn/G(n) 'Γn, et on va le décomposer en une somme sur les caractères χ :
Γn −→Q×

p . Considérons V (n) le Qp[G(n)] sur lequel ρ(n) agit. D’après la loi de réciprocité
de Frobenius, la source de β⊗1 est HomG(n)(Xn,QpV )'HomGn(Xn,IndGn

G(n)V
(n)). D’autre
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part, un calcul sur les idempotents montre que IndGn
G(n)V

(n) '⊕
χ∈Γ̂n

V (χ), où V (χ) est le
Qp[Gn]-module irréductible associé à la représentation ρ⊗χ.

Notation 3.2.4. Pour tout caractère multiplicatif χ de Γn, on pose V (χ)+ :=QpV+⊗
Qp

Qp(χ), et on note βn,χ l’application de restriction

βn,χ : HomGn(Xn,V (χ))−→HomGn,v(Ip(Mn/Hn),V (χ)−),

où Gn,v désigne le sous-groupe de décomposition de Gn en la place v de Hn définie par
ιp.

Remarquons que
(
V (χ),V (χ)+

)
définit une p-stabilisation ordinaire car χ est pair, et

qu’on a donc dimV (χ)+ = d+ = dimV (χ)Frob∞=1.

Corollaire 3.2.5. Si βn,χ est un isomorphisme pour tout χ ∈ Γ̂n, alors Seln(ρ,ρ+) est
fini.

Lorsque d+ = 1, nous montrons dans la Section 3.3 que la source et le but des appli-
cations βn,χ ont la même dimension sur Qp, et nous montrons dans la Section 3.4 que
les βn,χ sont injectives. Ces deux résultats reposent sur la description de la partie
ρ⊗χ-isotypique de Xn à l’aide de la théorie du corps de classes et du théorème de
Baker-Brumer.

3.3. Théorie du corps de classes et composantes ρ-isotypiques. On fixe comme
précédemment un entier n ∈N. La théorie des corps de classes permet d’étudier la struc-
ture du Zp-module Xn. On a un isomorphisme de Zp-algèbres

(5) OHn ⊗Zp ' ∏
w|p

OHn,w

donné par les plongements de H dans ses complétés p-adiques. Par analogie avec
le plongement logarithmique de Minkowski (cf. Chapitre 1, Section 2.2), on a des
morphismes de Gn-modules à gauche :

(6) O×
Hn

−→ (
OHn ⊗ZZp

)× λp−→ Qp[Gn]
ε 7→ ε⊗1; x⊗ c 7→ ∑

g∈Gn logp
(
ιp(g−1(x)c

)
.g

et l’on appellera "plongement logarithmique p-adique" l’application λp.

Notation 3.3.1. Pour un entier naturel n et une place w de Hn au-dessus de p, on
note :

• Un,w =
{

x ∈O×
Hn,w

/ x−1 ∉O×
Hn,w

}
le Zp-module des unités locales principales de

Hn,w.
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• Un :=∏
w|p Un,w le produit des unités locales principales de Hn au-dessus de p.

• En :=O×
Hn

⊗ZZp le complété p-adique (formel) des unités globales de Hn.

• Cn est le p-Sylow du groupe des classes d’idéaux de Hn.

On enlèvera l’indice n lorsque n = 0. Notons que les suites (Un,w)n, (Un)n et (En)n
forment des systèmes projectifs dont les flèches de transition sont les applications de
norme.

L’isomorphisme 5 identifie Un avec un sous-Zp-module d’indice fini de
(
OHn ⊗ZZp

)×. On
note encore λp la composée Un −→Qp[Gn]. Elle est de noyau fini, et envoie par ailleurs
Un,v dans Qp[Gn,v]. On a en particulier un isomorphisme λp ⊗1 : QpUn ' Qp[Gn], et
donc une décomposition en facteurs irréductibles de Qp[Gn]-modules :

QpUn '⊕
π

V dimVπ
π ,

où (π,Vπ) parcourt l’ensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations irréduc-
tibles de Gn sur Qp. D’autre part, d’après le Théorème 2.2.2 (et fixant un isomorphisme
C'Cp), on a une décomposition similaire pour En, donnée par

QpEn ' ⊕
π 6=1

V d+
π

π ,

où d+
π est la dimension du sous-espace propre de Vπ pour Frob∞ associé à la valeur

propre +1.

D’après la théorie des corps de classes (voir par exemple [NSW08, Chap X, Lemma
3.13]), on a une suite exacte de Zp[Gn]-modules

En
ι // Un

rec // Xn // Cn // 0(7)

où rec est l’application de réciprocité d’Artin et où ι est l’extension Zp-linéaire du
plongement diagonal O×

Hn
,→ (

OHn ⊗ZZp
)× décrit en 6. Par ailleurs, pour toute place

w de Hn divisant p, on sait que rec envoie Un,w isomorphiquement sur le sous-groupe
d’inertie de Xn en w. En particulier, Ip(Mn/Hn) est l’image isomorphe de Un,v.

L’injectivité de ι équivaut à la non-annulation d’un analogue p-adique du régulateur
de Hn (cf. Section 2.3) qui a été introduit par Leopoldt. Par analogie, on a la conjecture
suivante ([Leo62]).

Conjecture 3.3.2 (Conjecture de Leopoldt pour Hn et p). L’application ι est injective.
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Pour un corps de nombres abélien sur Q ou sur un corps quadratique imaginaire à
la place de Hn, la conjecture de Leopoldt est une conséquence du théorème de Baker-
Brumer ([Bru67]).

Théorème 3.3.3 (Théorème de Baker-Brumer). Soient α1, · · · ,αn ∈ Q× des nombres
algébriques non-nuls. Si les nombres logp(α1), · · · , logp(αn) ∈Q×

p sont linéairement indé-
pendants sur Q, alors ils le sont encore sur Q.

Bien que Hn ne soit jamais abélien sur Q, le Théorème 3.3.3 permet quand même de
montrer le résultat suivant (inspiré de la preuve de [EKW84, Théorème 1]).

Proposition 3.3.4. Soit π une sous-Qp[Gn]-représentation irréductible de QpEn. Alors

l’image par ι de la composante π-isotypique
(
QpEn

)π
de QpEn dans QpUn est non-nulle.

DÉMONSTRATION. On a un diagramme commutatif :

QO×
Hn

//
� _

QpUn
λp

'
// Qp[Gn]

QpEn =QpO
×
Hn

ι

88

où la flèche en haut à gauche est l’extension linéaire à Q du plongement diagonal des
unités globales dans les unités locales. D’après la description de λp et le théorème 3.3.3,
la composée des flèches de la ligne du haut est injective. D’autre part, π descend en
une Q-représentation que l’on note encore π. Comme l’image de

(
QEn

)π
dans QpUn est

non-nulle, on voit que l’image par ι de
(
QpEn

)π
est bien non-nulle. �

Corollaire 3.3.5. Supposons d+ = 1. Alors pour tout χ ∈ Γ̂n, les dimensions de la source
et du but du morphisme βn,χ (cf. 3.2.4) sont toutes deux égales à d−1.

DÉMONSTRATION. Considérons la source HomGn(Xn,V (χ)) de βn,χ. Sa dimension
est égale à la multiplicité de ρ ⊗χ dans QpXn d’après le lemme de Schur. Comme
d+
ρ⊗χ = 1, la représentation irréductible ρ⊗χ apparaît avec multiplicité 1 dans QpEn.

Or la restriction de ι à
(
QpEn

)ρ⊗χ
est non-nulle d’après la Proposition 3.3.4. Elle est

donc injective, et on a d’après 7 une suite exacte courte :

0 //
(
QpEn

)ρ⊗χ
//
(
QpUn

)ρ⊗χ
//
(
QpXn

)ρ⊗χ
// 0

Ainsi, la multiplicité de ρ⊗χ dans
(
QpXn

)ρ⊗χ
est bien d−1.



3. GROUPE DE SELMER D’UN MOTIF D’ARTIN 47

Calculons la dimension du but HomGn,v(Ip(Mn/Hn),V (χ)−) de βn,χ. L’application de
réciprocité d’Artin envoie isomorphiquement Un,v ⊆ Un sur Ip(Mn/Hn) ⊆Xn. D’autre
part, le plongement logarithmique p-adique λp identifie QpUn,v avec la représenta-
tion régulière Qp[Gn,v] de Gn,v. Ainsi, on est amenés à montrer que la dimension de
HomGn,v(Qp[Gn,v],V (χ)−)'V (χ)− est d−1, ce qui est clair. �

3.4. Finitude des groupes de Selmer. On montre à présent que l’application
βn,χ (cf. Notation 3.2.4) est injective grâce à une nouvelle application du théorème de
Baker-Brumer (cf. Théorème 3.3.3). Grâce à l’application de réciprocité d’Artin (cf. 7
dans la Section 3.3), le noyau de βn,χ est égal à

(8) kerβn,χ = ker
[
HomGn(Xn,V (χ)) ,→HomGn(Un,V (χ))�HomGn,v(Un,v,V (χ)−)

]
Les résultats de ce paragraphe s’inspirent des idées de [BD16, §3 et §4]. Le Qp-espace
vectoriel HomGn(Un,Qp) est muni d’une action à gauche de Gn donnée par (g. f )(x⊗ c)=
f (g−1(x)⊗ c), pour g ∈Gn et x⊗ c ∈Un. On a un isomorphisme Gn-équivariant

(9)
{
Qp[Gn] −→ Homct(Un,Qp)

g 7→ (
x⊗ c 7→ logp

(
ιp(g−1(x))c

))
Lemme 3.4.1. Soit f ∈HomGn(Un,V (χ)). Alors f s’écrit sous la forme

f (x⊗ c)= ∑
g∈Gn

logp
(
ιp(g−1(x))c

)(
ρ⊗χ)

(g)(~v)=λp(x⊗ c) ·~v

pour un unique vecteur~v ∈V (χ), et la restriction à Un,v est donnée par

f (u)= ∑
g∈Gn,v

logp
(
g−1(u)

)(
ρ⊗χ)

(g)(~v)=λp(u) ·~v

De plus, f (Un,v)⊆V (χ)+ si et seulement si~v ∈V (χ)+.

DÉMONSTRATION. On a HomGn(Un,V (χ))=
(
Homct(Un,Qp)⊗V (χ)

)Gn
, donc d’après

l’isomorphisme 9 il existe des vecteurs~vg ∈V (χ) tels que

f (x⊗ c)= ∑
g∈Gn

logp
(
ιp(g−1(x))c

)
~vg.

En utilisant la Gn-invariance, on a facilement~vg =
(
ρ⊗χ)

(g)(~v1). On a donc bien f (x⊗
c)=λp(x⊗c)·~v avec~v = ~v1. L’unicité de~v est claire, car l’image de λp engendreQp[Gn]. La
description de f sur Un,v se déduit de celle de λp. Enfin, comme λp(QpUn,v)=Qp[Gn,v],
on a aussi f (QpUn,v)=Qp[Gn,v] ·~v. Or, V (χ)+ est Gn,v-stable, donc f (Un,v)⊆V (χ)+ si et
seulement si~v ∈V (χ)+. �
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Définition 3.4.2. On définit Homct(Un,Qp)
Q

comme étant le sous-Q-espace vectoriel de
Homct(Un,Qp) engendré par les éléments logp(ιp◦g−1⊗1) quand g décrit Gn, c’est-à-dire
l’image de Q[Gn] via l’isomorphisme décrit en 9.

Définition 3.4.3. On définit Homct(Xn,Qp)
Q

comme étant l’intersection de l’image de
Homct(Xn,Qp) avec Homct(Un,Qp)

Q
dans Homct(Un,Qp).

On peut déterminer la structure de Q[Gn]-module de Homct(Xn,Qp)
Q

à l’aide du théo-
rème de Baker-Brumer :

Théorème 3.4.4 ([BD16], Theorem 3.5). On a la décomposition en Q[Gn]-modules
irréductibles suivante :

Homct(Xn,Qp)
Q
' ⊕
π=1 ou πFrob∞=1=0

V dimπ
π

où la somme est prise sur toutes les Q-représentations irréductibles π de Gn avec π triviale
ou bien telle que la conjugaison complexe Frob∞ ∈Gn ne fixe aucun vecteur non-nul de
Vπ.

Soit W ⊆V (χ) une Q-structure de V (χ). On a le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 3.4.5. Si d+ = 1, alors(
Homct(Xn,Qp)

Q
⊗W

)Gn = 0.

Proposition 3.4.6. Supposons d+ = 1. Alors βn,χ est injective.

DÉMONSTRATION. Par hypothèse, V (χ) est de dimension 1 sur Qp. On fixe une
Q-droite W+ ⊆V (χ)+, et on note W le sous-Q[Gn]-module de V (χ) engendré par W+. En
paticulier, W est une Q-structure de V (χ).

Considérons f ∈ kerβn,χ. C’est un morphisme de Un dans V (χ) qui envoie Un,v dans
V (χ)+, donc d’après le Lemme 3.4.1, il existe un vecteur~v ∈V (χ)+ tel que

f (x⊗ c)= ∑
g∈Gn

logp
(
ιp(g−1(x))c

)(
ρ⊗χ)

(g)(~v)

pour tout x⊗ c ∈ Un. Comme V (χ) est de dimension 1, quitte à normaliser f on peut

supposer que ~v ∈ W+. On en déduit que f ∈
(
Homct(Xn,Qp)

Q
⊗W

)Gn
, et donc f = 0

d’après le corollaire 3.4.5. �

On a achevé de démontrer le théorème suivant.
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Théorème 3.4.7 (=Théorème 3.1.5 (i)). Supposons d+ = 1. Alors Seln(ρ,ρ+) est fini pour
tout entier n.

DÉMONSTRATION. D’après le Corollaire 3.2.5, il suffit de montrer que βn,χ est un
isomorphisme pour tout n et tout χ ∈ Γ̂n. Cela résulte immédiatement de la combinaison
de la Proposition 3.4.6 et du Corollaire 3.3.5. �

3.5. Structure du groupe de Selmer et phénomène des zéros triviaux. On
supposera dorénavant que d+ = 1. On montre dans cette section que X∞(ρ,ρ+) est
de torsion sur Λ=O[[Γ]] en calculant le O-rang de ses co-invariants pour l’action du
sous-groupe Γpn

de Γ. On mettra aussi en évidence l’existence d’un phénomène des
zéros triviaux, et nous montrerons que X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls
non-triviaux sous une faible hypothèse.

Pour tout entier naturel n, le dual de Pontryagin de X∞(ρ,ρ+)Γpn s’identifie au O[[Γn]]-
module Sel∞(ρ,ρ+)Γ

pn
que l’on va étudier. Rappelons que H∩Q∞ =Qn0 , donc le groupe

de Galois Γ′ := Gal(H∞/H) s’identifie au sous-groupe Γpn0 de Γ par restriction des
automorphismes.

Soit n ≥ n0, et soit m = n−n0. L’application de restriction H1(Q∞,D)−→HomG(∞)(GH∞ ,D)
est équivariante pour l’action de Γpn 'Γ′pm

, et son noyau et conoyau sont finis. Comme
Γ est cyclique, on montre facilement que H1(Q∞,D)Γ

pn
−→HomG(∞)(GH∞ ,D)Γ

′pm
a aussi

un noyau et conoyau finis. Un argument similaire à celui de la preuve du Lemme 3.2.1
montre que ceci est encore vrai pour la restriction aux groupes de Selmer. On en déduit
le lemme suivant :

Lemme 3.5.1. L’application naturelle de restriction

Sel∞(ρ,ρ+)Γ
pn

−→Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm

a un noyau et conoyau finis pour tout m = n−n0 ≥ 0. C’est même un isomorphisme si p
ne divise pas [H :Q].

D’après le Lemme 3.5.1, on est amenés à étudier les invariants de Sel′∞(ρ,ρ+). Rappelons
que l’on a par définition

Sel′m(ρ,ρ+)= ker
[

HomG(m)(Xm,D)
rm // HomG(m)

v
(Ip(Mm/Hm),D−)

]

Nous étudions le noyau et conoyau des applications de contrôle,

Sel′m(ρ,ρ+)−→Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm
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qui sont induites par l’application de restriction sur les groupes de Galois

X∞ =Gal(M∞/H∞)−→Xm =Gal(Mm/Hm)

Lemme 3.5.2. On a un diagramme commutatif de Zp[Gm]-modules à lignes exactes :

0 // (X∞)Γ′pm
res // Xm // Gal(H∞/Hm) // 0

0 // Ip(Mm/H∞) //
?�

Ip(Mm/Hm) //
?�

Ip(H∞/Hm) //
?�

0

DÉMONSTRATION. On a clairement Mm ⊇ H∞, et donc on a une tour d’extensions
M∞/Mm/H∞/Hm. L’action de Γ

′pm
sur X∞ =Gal(M∞/H∞) est donnée par la conjugaison,

donc on peut écrire (X∞)Γ′pm =Gal(K /H∞), où K /H∞ est la sous-extension maximale de
M∞/H∞ telle que K soit abélien sur Hm. Il suffit de prouver que K = Mm, ce que l’on
montre par double inclusion. On a d’une part K ⊆ Mm, par maximalité de Mm/Hm car
l’extension K /Hm est abélienne et est non-ramifiée en dehors de p (car K /H∞ et H∞/Hm
le sont). On a d’autre part Mm ⊆ K , par maximalité de K car Mm/Hm est abélienne et
Mm/H∞ est une sous-extension de M∞/H∞ �

En appliquant le foncteur contravariant HomG(m)(−,D) à la ligne du haut du diagramme
commutatif du Lemme 3.5.2, on obtient une suite exacte

0 // HomG(m)(Gal(H∞/Hm),D) // HomG(m)(Xm,D)
sm // HomG(m)(X∞,D)Γ

′pm
,

et l’application sm a conoyau fini. Notons aussi que G(m) =G(∞) dès que m ≥ n0, ce que
l’on suppose dans la suite. On peut insérer sm dans un diagramme commutatif à lignes
exactes :

0 // HomG(m)(Gal(H∞/Hm),D) //

tm

��

HomG(m)(Xm,D)
sm //

rm

��

HomG(∞)(X∞,D)Γ
′pm

��
0 // HomG(m)

v
(Ip(H∞/Hm),D−) // HomG(m)

v
(Ip(Mm/Hm),D−) // HomG(∞)

v
(Ip(Mm/H∞),D−)

Le lemme du serpent donne ainsi une suite exacte :

Sel′m(ρ,ρ+) // Sel′∞(ρ,ρ+)Γ
′pm ⋂

im(sm) // coker(tm) // coker(rm)(10)

Proposition 3.5.3. Supposons n ≥ 2n0. Le O-rang de X∞(ρ,ρ+)Γpn est égal à

e(ρ,ρ+) := dimH0(Q∞,v,V−)−dimH0(Q∞,V )
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DÉMONSTRATION. Fixons n ≥ 2n0 et posons comme précédemment m = n − n0.
D’après le lemme 3.5.1, le O-rang de X∞(ρ,ρ+)Γpn est égal au O-corang de Sel′∞(ρ,ρ+)Γ

′pm
.

D’après la suite exacte 10, il est égal au O-corang de coker(tm), car le conoyau de sm
fini, ainsi que Sel′m(ρ,ρ+) = ker(rm) et coker(rm). Cela découle en effet du Théorème
3.4.7 et d’une adaptation du Corollaire 3.3.5 montrant que la source et le but de rm ont
même corang.

Il reste à montrer que le corang de coker(tm) est e(ρ,ρ+). Le noyau de tm est fini
car il s’injecte dans Sel′m(ρ,ρ+). Une autre preuve plus directe, utilisant le fait que ρ
est irréductible et que d+ = 1, consiste en calculer explicitement ker(tm). Le corang
recherché est donc égal à la différence des corangs du but et de la source de tm qui est
exactement égal à e(ρ,ρ+). �

Corollaire 3.5.4 (=Théorème 3.1.5 (ii) et (iii)). Le Λ-module X∞(ρ,ρ+) est de torsion.
Si H∩Q∞ =Q, alors la fonction L p-adique algébrique Lp(ρ,ρ+;T) ∈Λ de X∞(ρ,ρ+) ne
s’annule pas sur µp∞ − {1}. On a de plus Lp(ρ,ρ+;0) 6= 0 si et seulement si e(ρ,ρ+)= 0, et
son ordre d’annulation en T = 0 est minoré par e(ρ,ρ+) :

ordTLp(ρ,ρ+;T)≥ e(ρ,ρ+).

DÉMONSTRATION. Notons ωn(T) = (1+T)pn −1. Avec l’identification γ = 1+T, le
groupe Γpn

est généré par ωn(T)+1. Ainsi, pour un Λ-module Z, on a ZΓpn = Z/ωn(T)Z.

D’après la proposition 3.5.3, le O-rang de X∞(ρ,ρ+)Γpn est égal à e(ρ,ρ+) pour tout
entier n ≥ n0. Soit r le rang de X∞(ρ,ρ+) sur Λ. D’après le théorème de structure des
Λ-modules de type fini (cf. Théorème 1.1.8), il existe des polynômes Pi(T) de Λ, des
entiers µ j > 0 et un pseudo-isomorphisme

φ : X∞(ρ,ρ+)−→Λr ⊕(⊕
i
Λ/(Pi)

)⊕(⊕
j
Λ/(pµ j )

)
Soit Y l’image de φ, et soient C son noyau et D son conoyau. On a deux suites exactes
courtes

0 // C // X∞(ρ,ρ+) // Y // 0,

0 // Y // Λr ⊕
(
⊕

iΛ/(Pi))
⊕(⊕

jΛ/(pµ j )
)

// D // 0

La multiplication par ωn(T) induit deux suites exactes longues O-modules de type fini.
Comme C et D sont finis, on en déduit les deux égalités :

RangO X∞(ρ,ρ+)Γpn =RangOYΓpn ,

RangOYΓpn =RangO

[
(O[T]/ωn(T))r ⊕(⊕

i
O[T]/(Pi(T),ωn(T))

)⊕(⊕
j
Λ/(pµ j ,ωn(T))

)]
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Ainsi, pour tout entier n ≥ n0, on a :

(En) : e(ρ,ρ+)= rpn +∑
i

degT pgcd(Pi(T),ωn(T)).

En particulier, on obtient r = 0, c’est-à-dire X∞( fα) est de torsion sur Λ. Sa fonction L
p-adique algébrique Lp(ρ,ρ+;T) peut être choisie comme étant égale à p

∑
j µ j

∏
i Pi(T).

Supposons maintenant de plus que H∩Q∞ =Q, c’est-à-dire n0 = 0. Comme ω0(T)= T,
l’équation (E0) montre que Lp(ρ,ρ+;0) 6= 0 si et seulement si e(ρ,ρ+) = 0, et en outre
que Lp(ρ,ρ+;T) s’annule en 0 à un ordre ≥ e(ρ,ρ+). Enfin, pour n ≥ 0 quelconque, en
retranchant (E0) à (En) on voit que Lp(ρ,ρ+;T) est premier au polynôme ωn(T)

T , dont les
racines sont exactement les ζ−1, où ζ parcourt µpn−{1}. Autrement dit, Lp(ρ,ρ+;ζ−1) 6= 0
pour tout ζ ∈µp∞ − {1}. �

Nous proposons une conjecture de type "zéros triviaux", imitant du côté algébrique les
phénomènes prédits du côté analytique par le Théorème de Ferrero-Greenberg [FG79],
la Conjecture 3.2.1 de Gross, ou la conjecture des zéros triviaux de [Ben14].

Conjecture 3.5.5. Avec les notations du Corollaire 3.5.4, si H∩Q∞ =Q, alors on a

ordTLp(ρ,ρ+;T)= e(ρ,ρ+).

Nous achevons la preuve du Théorème 3.1.5 en prouvant l’absence de sous-modules
pseudo-nuls non-nuls de X∞(ρ,ρ+). Il s’agit d’une application du critère de la Proposition
1.1.7, rendue possible car on a démontré que X∞(ρ,ρ+) était de torsion.

Proposition 3.5.6. Supposons que D[$]G = HomG(D[$],µp) = 0. Alors le Λ-module
X∞(ρ,ρ+) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-triviaux.

DÉMONSTRATION. On va vérifier les hypothèses de la proposition 2.5.1, avec A=O

et T = T. Le point (a) a été montré dans le Corollaire 3.5.4. Montrons que H2(QΣ/Q∞,D)
est de cotorsion sur Λ. D’après la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [NSW08,
Chap. 2, §4, Theorem 1]), le noyau de l’application de restriction H2(QΣ/Q∞,D) −→
H2(QΣ/H∞,D) est contrôlé par la cohomologie du groupe fini G(∞) à valeurs un O-module
co-finiment engendré. Ce noyau est donc fini, et il suffit de montrer que H2(QΣ/H∞,D)
est de cotorsion. Comme QΣ = HΣ, on peut utiliser la formule de caractéristique d’Euler-
Poincaré prouvée dans [Gre06, Proposition 4.1] et donnant (après application du lemme
de Shapiro) :

CorangΛ
(
H2(HΣ/H∞,D)

)=CorangΛ
(
H1(HΣ/H∞,D)

)−CorangΛ
(
H0(HΣ/H∞,D)

)−d ·r2

où r2 est le nombre de places complexes de H. Le Λ-corang du H0 est 0, car il est égal à
D ' (L/O)d, qui est de co-torsion sur Λ. Il faut donc montrer que le corang du H1 est égal
à d · r2. Comme QΣ est aussi la plus grande extension de H∞ non-ramifiée en dehors de
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Σ, et que l’action de GH∞ sur D est triviale, on a H1(QΣ/H∞,D)=Homct(X∞,Σ/H∞),D)
où X∞,Σ est le groupe de Galois de la plus grande pro-p extension abélienne de H∞
non-ramifiée en dehors de Σ. Or, X∞,Σ a le même rang sur Λ que X∞, qui est égal à r2
d’après [Iwa73, Theorem 17]. Ainsi, Homct(X∞,Σ,D)∨ 'X⊕d

∞,Σ a pour rang d ·r2, ce qu’on
voulait montrer. L’hypothèse (b) est donc vérifiée. Les hypothèses (c) et (d) font partie de
la définition de la p-stabilisation ordinaire. Enfin, l’hypothèse (e) est vérifiée d’après
nos hypothèses sur la représentation résiduelle de ρ. On peut conclure que X∞(ρ,ρ+)
n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-nuls. �





Chapitre III

Fonction L p-adique d’une forme de poids 1 et Conjecture
Principale

Nous appliquons les résultats du chapitre précédent aux représentations d’Artin cor-
respondant aux formes modulaires classiques de poids 1 de niveau premier à p et
p-régulières. Sous de faibles hypothèses, on calcule aussi le terme constant de sa fonc-
tion L p-adique algébrique en termes du logarithme p-adique d’une unité globale. On
construit ensuite une fonction L p-adique analytique par déformation de ρ. Enfin, on
formule une Conjecture Principale, dont on démontre une divisibilité par un argument
de passage à la limite.

1. Groupe de Selmer d’une forme modulaire classique de poids 1

1.1. Cadre et notations. Nous reprenons dans ce chapitre le cadre des formes
modulaires de poids 1 du Chapitre 1, Section 5 et celui des représentations d’Artin du
Chapitre 2, Section 3. Soit ρ une représentation d’Artin de dimension 2 et irréductible
sur Q, de conducteur N et à coefficients dans un corps de nombres E. On suppose
que ρ est impaire, et on note f la forme modulaire parabolique primitive de poids 1
associée à ρ par le Théorème 5.1.2. f est de niveau N, a pour caractère ε= detρ, et son
q-développement f (z)=∑

n≥1 anqn ∈ E[[q]] à la pointe ∞ satisfait

Trρ(Frob`)= a`
pour tout nombre premier ` ne divisant pas N. Soient α et β les racines du p-ième
polynôme de Hecke X2 −ap X +ε(p) ∈ E[X ] de f . Nous supposerons dans toute la suite
que :

(rég) f est régulière en p, i.e. α 6=β,

(nr) ρ est non-ramifiée en p, i.e. p - N,

(hyp) p ne divise par l’ordre de l’image de ρ, i.e. p - [H :Q],

où H ⊆Q est le corps de nombres découpé par ρ. Cela entraîne que :

• ρ est (via le plongement ιp) à valeurs dans l’anneau des entiers O d’une exten-
sion non-ramifiée L de Qp,

55
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• la réduction modulo p réalise un isomorphisme ρ ' ρ, donc ρ est résiduellement
irréductible,

• et l’idempotent eρ ∈ L[G] associé à ρ est à coefficients dans O.

Comme H et Q∞ sont linéairement disjoints, le groupe de Galois Gal(H∞/H) s’identifie
à Γ, et l’algèbre de groupe complétée O[[Gal(H∞/H)]] à l’algèbre d’Iwasawa Λ=O[[T]].
En outre, pour tout n ∈N∪ {∞}, on a

Gn 'G×Γn

où Gn =Gal(Hn/Q) et G =Gal(H/Q).

Le complété Hv ⊆Qp de H en v est une extension non-ramifiée deQp. On choisira L assez
grand pour que Hv ⊆ L et µ#G(Qp) ⊆ L. Les valeurs propres α,β ∈ µ#G(L) de ρ(Frobv)
sont distinctes, donc V admet exactement deux droites Gv-stables et supplémentaires
V Frobv=α et V Frobv=β, sur lesquelles Frobv agit respectivement par multiplication par α
et β. Ainsi, le choix d’une p-stabilisation ordinaire de ρ revient au choix d’une de ces
deux droites stables, c’est-à-dire au choix d’une p-stabilisation de f .

Définition 1.1.1. Soit fα la p-stabilisation de f de valeur propre α pour Up. Le groupe
de Selmer de niveau n ∈N⋃

{∞} attaché à fα est le O-module

Seln( fα) :=Seln(ρ,ρ+),

où l’on a choisi la p-stabilisation ordinaire V+ ⊆V de ρ comme étant égale à la droite
sur laquelle Frobv agit par multiplication par β. On note aussi

Xn( fα) :=Seln( fα)∨

le groupe de Selmer dual de fα.

On identifiera la droite sur laquelle Frobv agit par multiplication par α avec son
image V− par la projection canonique V � V−. On a donc V = V+⊕

V−, mais aussi
T = T+⊕

T− et D = D+⊕
D−. Dans une base adaptée à cette décomposition, on a

ρ(Frobv)∼
(
β

α

)
. Récapitulons les propriétés de Seln( fα) démontrées dans le chapitre

précédent.

Proposition 1.1.2. (1) La définition de Seln( fα) ne dépend pas du choix du réseau
GQ-stable T de V .

(2) Seln( fα) s’identifie avec le noyau de l’application de restriction

HomG(Xn,D)−→HomGv(Ip(Mn/Hn),D−)

où Xn est le groupe de Galois de la pro-p extension maximale abélienne Mn de
Hn qui est non-ramifiée en-dehors des places divisant p.
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(3) Si n est fini, alors Seln( fα) est fini.

(4) Le Λ-module X∞( fα) est de torsion. Il n’a de plus aucun sous-module fini diffé-
rent de {0}.

(5) La fonction L p-adique algébrique Lp( fα;T) de X∞( fα) satisfait Lp( fα;ζ−1) 6= 0
pour tout ζ ∈µp∞ − {1}, ainsi que

Lp( fα;0)= 0⇐⇒α= 1

DÉMONSTRATION. Comme ρ est résiduellement irréductible, il n’y a qu’une classe
d’homothétie de réseaux GQ-stables de V , donc Seln( fα) ne dépend pas du choix de T.
La deuxième assertion est vraie car p - #G et on peut appliquer le Lemme 3.2.1. Le reste
résulte d’une application du Théorème 3.1.5. �

Dans la Section 1.2, nous donnons une description plus détaillée de Seln( fα), et nous
obtenons en particulier une formule pour Lp( fα;0) lorsque α 6= 1, que nous décrivons à
présent. Comme O contient (#G)−1 et les racines de l’unité d’ordre #G, l’algèbre O[G]
est semi-simple et admet une décomposition

O[G]=⊕
π

eπO[G]'⊕
π

Tdimπ
π

où (π,Vπ) parcourt les représentations irréductibles de G et où Tπ est un réseau G-
stable de Vπ (unique à homothétie près). Pour tout O[G]-module M, on a ainsi une
décomposition en somme directe M = ⊕

π eπM. On notera Mρ = eρM la composante
ρ-isotypique d’un O[G]-module M, et plus généralement Mρ = eρ(M ⊗Zp O) pour un
Zp[G]-module M.

Théorème 1.1.3 (=Corollaire 1.2.19). Supposons que α 6= 1. Soit C la composante p-
primaire du groupe des classes de H, et soit ερ un générateur du O[G]-module Eρ =(
O×

H ⊗O
)ρ. À multiplication par une unité p-adique près, on a

Lp( fα;0)= logp ◦ιp|ερ|β
p

√
#(Cρ),

où | · |β est la projection (défini dans 5.2) sur la O-droite où Frobv agit par multiplication
par β.

Nous donnons un survol de la preuve, qui s’étalera sur la Section 1.2.

RÉSUMÉ DE LA PREUVE. Comme X∞( fα) n’a pas de sous-modules finis non-nuls,
Lp( fα;0) est égal au cardinal du module de ses O-invariants, et qui est lui-même égal
au cardinal de Sel0( fα). En utilisant la théorie des corps de classes, on décrit Sel0( fα)
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comme extension d’un module d’ordre
√

#(Cρ) et d’un module Sel#0 qui s’insère dans la
suite exacte suivante :

0 // HomG(U ,T) // { f ∈HomG(U ,V ) : f (E)⊆ T, f −(Uv)⊆ T−} // Sel#0 // 0,

où U (comme dans le chapitre 2) le produit des unités p-locales principales de H et
Uv =O

×,1
Hv

, et où f ± est la composée de f avec la projection V �V±.

Un élément f ∈HomG(U ,V ) est de la forme f (x⊗c)=λp(x⊗c)·~v où λp est le plongement
logarithmique p-adique (cf. équation 6) et ~v ∈ V . Comme Hv est une extension non-
ramifiée de Qp, on a logp(H×

v ) = pOHv , et le Lemme 1.2.13 montrera que l’on a même

O·λp

(
UFrobv=α

v

)
= pO[Gv]Frobv=α. En particulier, f −(Uv)⊆ T− si et seulement si p~v− ∈ T−,

et de même, f (U)⊆ T si et seulement si p~v ∈ T. Enfin, si l’on fixe une base (t+, t−) de T =
T+⊕

T− et un isomorphisme Eρ ' T (donnant une base (ε+,ε−) de Eρ), la Proposition
1.2.16 montrera que f (E)⊆ T si et seulement si s+z++ s−z− ∈O, où s± = logp ◦ιp

(
ε±

)
et

où (z+, z−) sont les coordonnées de~v.

On en déduit sans difficultés que Sel#0 ' {z+ ∈ L : s+z+ ∈O}/{z+ ∈ L : pz+ ∈O}, et donc

on aura bien #Sel#0 =
logp ◦ιp

(
s+

)
p

= logp ◦ιp|ερ|β
p

à une unité de O près, avec la notation

de l’énoncé du théorème. �

Avant de donner les détails de la preuve du Théorème 1.1.3 dans la Section 1.2, nous
donnons l’énoncé de la généralisation directe du théorème précédent aux représentations
d’Artin de dimension supérieure. On reprend les notations de la Section 3.1.

Soit ρ une représentation d’Artin absolument irréductible de dimension d sur Q, munie
d’une p-stabilisation ordinaire V+ ⊆V . Supposons que p est premier à N, à #G et à d, et
que les valeurs propres de ρ(Frobv) sont distinctes. Fixons une O-base (ti)1≤i≤d de T, un
isomorphisme Eρ ' Td+

et notons (εik)1≤i≤d,1≤k≤d+ la base de Eρ correspondante.

Théorème 1.1.4. Si la matrice carrée S = (
logp ◦ιp(εik)

)
1≤i,k≤d+ ∈ Md+(pO) est inver-

sible, et si H0(Qp,V−)= 0, alors X∞(ρ,ρ+) est de torsion sur O[[T]], et son terme constant
est donné par

Lp(ρ,ρ+;0)= det(S)
pd+ · d

√
#(Cρ)

à une unité de O près.

Remarque 1.1.5. L’élément det(S) ressemble à un régulateur p-adique et n’est défini
qu’à une unité de O près. On a par ailleurs det(S) 6= 0 si l’on croit à la conjecture de
Schanuel p-adique ([CM09, Conjecture 3.10]).
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1.2. Calcul de Seln( fα) et du terme constant de la fonction L p-adique algé-
brique.

1.2.1. Groupes de Selmer auxilaires. On conserve les notations de la section pré-
cédente. On commence par rappeler la compatibilité entre dualité de Pontryagin et
l’action de G sur des O-modules. Comme l’extension O/Zp est non-ramifiée, sa diffé-
rente est l’idéal unité et l’application de trace induit un isomorphisme L/O'O∨ donné
par y 7→ TrL/Qp (·y) (cf. 3.1), ainsi que D ' V /T. On utilisera plusieurs fois le lemme
élémentaire suivant :

Lemme 1.2.2. Soit M un O[G]-module.

(1) La partie ρ-isotypique Mρ de M est (non-canoniquement) isomorphe à HomG(T, M)⊕2

en tant que O-module.

(2) Si M est de type fini, alors on a HomG(T, M)∨ 'HomG(M,D).

DÉMONSTRATION. Montrons le point (1). Comme O[G]=⊕
πTdimπ

π et eρO[G]= T⊕2,
on a par orthogonalité des idempotents :

Mρ =HomG(O[G], M)=HomG(T⊕2, M)=HomG(T, M)⊕2.

Montrons le point (2). Notons d’abord que HomO(T,D)= coker(HomO(T,T)−→HomO(T,V ))
car T est libre sur O, et donc HomG(T,D) = coker(HomG(T,T)−→HomG(T,V )) car G
est d’ordre premier à p. Comme les réseaux G-stables de V sont tous L-homothétiques,
HomG(T,D) s’identifie naturellement à L/O. On a donc l’isomorphisme recherché pour
M = T. Soit M un O[G]-module de type fini. On peut supposer que M = Mρ. On a une
présentation finie O[G]m →O[G]n → M → 0 qui, en appliquant l’idempotent eρ, donne
la présentation

T2m r // T2n s // M // 0

de O[G]-modules. On a HomG(M,D)= ker r∗ et HomG(T, M)= coker r∗ où r∗ : HomG(T2n,D)→
HomG(T2m,D) et r∗ : HomG(T,T2m)→HomG(T,T2n) sont respectivement la pré-composition
et la post-composition par r. En utilisant l’isomorphisme construit précédemment et
l’exactitude du foncteur de dualité, on a aisément HomG(T, M)∨ = (coker r∗)∨ ' ker r∗ =
HomG(M,D). �

On introduit des groupes de Selmer auxiliaires pour étudier Seln( fα). À l’aide de la suite
exacte 7 et grâce à la Proposition 3.3.4, on a une suite exacte

0 // Eρ
n

ι // Uρ
n

rec // X
ρ
n

// C
ρ
n

// 0

où En = O×
H ⊗ZZp est le complété formel des unités de Hn, où Un est le produit des

unités locales principales de Hn, et où Cn est la p-partie du groupe des classes de Hn
(voir la Section 3.3 où ces notations sont introduites). Comme µp 6⊆ Hv, les Zp-modules
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En et Un sont libres (de rang fini) pour tout n. En notant E∞, U∞ et C∞ les limites
projectives respectives pour les applications de norme, la suite exacte précédente est
encore valable pour n =∞.

Soit n ∈N. En appliquant le foncteur contravariant (exact) HomG(−,D), on a une suite
exacte courte de O[Γn]-modules :

0 // HomG(Cn,D) // HomG(Xn,D) // HomG(Un/En,D) // 0

où l’on a abusivement noté HomG(Un/En,D) à la place de HomG(Un/ι(En),D) (c’est-
à-dire qu’on identifie Eρ

n avec son image isomorphe par ι). Comme l’application de
reciprocité locale envoie bijectivement le groupe d’inertie Iv(Mn/Hn) sur Un,v, on peut
compléter la suite exacte précédente en un diagramme commutatif dont la ligne et la
colonne centrale sont exactes :

0

��
Seln( fα)

��
0 // HomG(Cn,D) // HomG(Xn,D) //

��

HomG(Un/En,D) //

��

0

HomGv(Iv(Mn/Hn),D−) ' // HomGv(Un,v,D−)

Définition 1.2.3. Pour tout n ∈N⋃
{∞}, on définit :

SelIwn := HomG(Cn,D) resp. X Iw
n := (

SelIwn
)∨

Sel#n := ker
[
HomG(Un/En,D)−→HomGv(Un,v,D−)

]
resp. X#

n := (
Sel#n

)∨
D’après le diagramme commutatif précédent, on a pour tout entier n une suite exacte
courte de O[Γn]-modules :

0−→SelIwn −→Seln( fα)−→Sel#n −→ 0(11)

Elle reste valable pour n =∞ sur Λ, car le passage à la limite directe est une opération
exacte sur les modules discrets. On obtient, d’après la Proposition 1.1.2 (4), trois Λ-
modules qui sont de co-torsion, c’est-à-dire que leurs duaux de Pontryagin sont de
torsion.

Remarque 1.2.4. La célèbre conjecture d’Iwasawa dit que le µ-invariant de C∞ est
nul (et H peut être remplacé par n’importe quel corps de nombres). En considérant
les composantes isotypiques, cela équivaut à ce que le µ-invariant de Cπ∞ soit nul pour
toute représentation irréductible π de G. D’autre part, la fonction L p-adique algébrique
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de
(
SelIw∞

)∨
est égale à

√
Lp(Cρ∞;T) ∈Λ d’après le Lemme 1.2.2. En particulier, la "ρ-

composante de la conjecture µ = 0 d’Iwasawa" se déduit d’une conjecture µ = 0 pour
X∞( fα) (voir plus tard la Proposition 2.3.7).

1.2.5. Traces et réseaux. On décrit dans la suite le O[Γn]-module Sel]n et d’autres
sous-modules de HomG(Un,D). Comme Un est libre sur Zp, on a une suite exacte
courte

(12) 0−→HomG(Un,T)−→HomG(Un,V )−→HomG(Un,D)−→ 0

Notation 1.2.6. Pour tout n ∈N, notons Qp,n ⊆Qp le n-ième étage de la Zp-extension
cyclotomique de Qp et Ln = L ·Qp,n, ainsi que Zp,n et On leurs anneaux des entiers
respectifs. Le choix de L non-ramifiée et contenant Hv entraîne que Ln ⊇ Hn,v et aussi
L∩Qp,n =Qp. Pour n =∞, on posera Qp,∞ =⋃

nQp,n et L∞ =⋃
n Ln. On définit enfin sur

l’extension L∞/L un opérateur trace (normalisé) :

Tr :
{

L∞ −→ L
x 7→ 1

pn TrLn/L(x) si x ∈ Ln

L’application L-linéaire Tr est bien définie, car si x ∈ Ln et si m ≥ n, alors 1
pn TrLn/L(x)=

1
pm TrLm/L(x).

Soit n ∈N. L’application

(x, y) 7−→Tr(xy)

est une forme L-bilinéaire sur Ln qui est symétrique et non-dégénérée. Pour R un
sous-O-module de Ln, on définit

R⊥ := {y ∈ Ln / ∀x ∈ R, Tr(xy) ∈O}.

L’application R 7→ R⊥ est décroissante, et l’on a (aR)⊥ = a−1R⊥ pour tout a ∈ L×
n. Si

0 6= R ⊆ Ln a une structure de On-module (nécessairement libre de rang 1) alors il en est
de même pour R⊥. De même, si R est un O-réseau de Ln (i.e. R est un sous-O-module
de rang pn), alors R⊥ aussi.

Notation 1.2.7. Dans toute la suite, on fixe une O-base (t+, t−) de T (et donc aussi une
L-base de V ) adaptée à la décomposition T = T+⊕

T−. On écrira systématiquement un
vecteur de V dans cette base. De plus, on notera ( f +, f −) les coordonnées relatives à
cette base d’un morphisme f à valeurs dans V .

Proposition 1.2.8. (1) Tout élément f ∈ HomG(Un,V ) s’écrit de manière unique
dans la base (t+, t−) sous la forme
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f (x⊗ c)=Tr

( ∑
g∈G

logp
(
ιp(g−1(x))c

)
ρ(g)

(
z+
z−

))

où x⊗ c ∈Un ⊆ (OHn ⊗ZZp)× (cf. Section 3.3), et où z+, z− ∈ Ln (la trace Tr est
calculée coordonnée par coordonnée). La restriction de f à Un,v est donnée par

f (u)=Tr

(
fv−1∑
j=0

(
logp ◦Frob j

v(u)
)(
β− j · z+
α− j · z−

))

pour tout u ∈Un,v, et où fv est l’ordre de Gv.

(2) L’application Φn qui, au couple (z+, z−) ∈ L2
n associe f définie comme en (1) est

un L-isomorphisme équivariant pour l’action naturelle de Γn ' Gal(Ln/L) sur
L2

n et sur HomG(Un,V ).

DÉMONSTRATION. On a Gal(Hn,v/Qp)=Gv ×Γn, ainsi qu’un isomorphisme Gv ×Γn-
équivariant

Qp[Gv ×Γn]'HomZp (O×
Hn,v

,Qp)(13)

g 7→ logp ◦g−1

Soit f0 = ∑
g∈Gv×Γn zg logp ◦g−1 ∈ Hom(O×

Hn,v,Qp). Si f0 est à valeurs dans Ln, alors
pour tout h ∈ Gal(Qp/Ln), h ◦ f0 = f0. Comme les éléments logp ◦g−1 sont à valeurs
dans Ln, on en déduit que h(zg) = zg pour h arbitraire, et donc zg ∈ Ln pour tout
g ∈Gv×Γn. Supposons maintenant que f0 ∈Hom(O×

Hn,v
,L). Pour tout γ ∈Gal(Ln/L)'Γn,

on a γ◦ f0 = f0, dont on déduit que γ(zgγ)= zg pour tout g ∈Gv ×Γn. On a ainsi

f0 = ∑
g∈Gv

∑
γ∈Γn zgγ logp ◦γ−1 g−1

= ∑
g∈Gv

∑
γ∈Γn γ

−1 (
γ(zgγ) logp ◦g−1)

= ∑
g∈Gv

∑
γ∈Γn γ

−1 (
zg logp ◦g−1)

= Tr
(∑

g∈Gv zg logp ◦g−1)
De même, comme Un ' IndG

Gv
Un,v, un élément f0 ∈ Hom((OHn ⊗Zp)×,L) s’écrit de ma-

nière unique f0 =Tr
(∑

g∈G zg logp ◦g−1), et l’on a un isomorphisme similaire à l’isomor-
phisme 9. On a

f0(x⊗ c)=Tr

( ∑
g∈G

zg logp
(
ιp ◦ g−1(x)c

))
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avec (zg)g∈G ∈ LG . Considérons à présent f ∈ HomG(Un,V ). Comme HomG(Un,V ) =(
HomZp (O×

Hn
,L)⊗L V

)G
, on peut écrire f dans la base (t+, t−) de V sous la forme

f (x⊗ c)=Tr

( ∑
g∈G

logp
(
ιp ◦ g−1(x)c

)(z+g
z−g

))

f étant G-équivariante, on a pour tout g ∈G l’identité
(
z+g
z−g

)
= ρ(g)

(
z+1
z−1

)
, qui donne (en

posant z+ = z+1 , z− = z−1 ) la description du point (1). La définition de Φn donnée par la
formule Φn(z+, z−)= f est G-équivariante. En effet, si γ ∈Γn, alors γ commute avec g,
ιp, logp et ρ(g) pour tout g ∈G, d’où :

γ. f = f ◦γ−1

= Tr
(∑

g∈G
(
logp(ιp(g−1(γ−1(x)))c)

)
ρ(g)

(
z+
z−

))
= Tr

(
γ−1 (∑

g∈G
(
logp(ιp(g−1(x))c)

))
ρ(g)

(
z+
z−

))
= Tr

(∑
g∈G

(
logp(ιp(g−1(x))c)

)
ρ(g)

(
γ(z+)
γ(z−)

))
= Φn(γ(z+),γ(z−))

�

1.2.9. Logarithme p-adique d’unités locales et réseaux. Soit πn une uniformisante
de Zp,n. C’est aussi une uniformisante de OHn,v , de On et on a par définition Un,v =
1+πnOHn,v . Il est facile de voir (cf. [Neu99, Chap. 2, §5, Prop. 5.5]) que l’on a logp(1+
pOHn,v)= pOHn,v , mais on n’a en revanche pas de description aussi explicite de l’image
de Un,v. Néanmoins, pour 1+πna ∈ 1+πnOHn,v , on a facilement

vp
(
logp(1+πna)

)= vp

(
πna+ (πna)2

2
+·· ·+ (πna)pn

pn +·· ·
)
≥ vp

(
π

pn

n

pn

)
= 1−n

On a ainsi l’encadrement pOHn,v ⊆ logp(Un,v)⊆ p1−nOHn,v .

Notation 1.2.10. • On définit R+
n,loc ⊆ Ln (resp. R−

n,loc ⊆ Ln) comme étant l’image
du sous-module de Un,v ⊗Zp O sur lequel Frobv agit par multiplication par β
(resp. multiplication par α) par l’application composée

Un,v ⊗Zp O
logp ⊗1

// Hn,v ⊗Zp O
m // Ln
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où m désigne la multiplication interne dans Ln. On a donc, pour ζ=β ou ζ=α
selon le choix du signe ±,

R±
n,loc =

{∑
i

ai

f−1∑
j=0

ζ− j logp(F j(xi)), xi ∈Un,v,ai ∈O
}

.

• On fixe un isomorphisme de G-modules Eρ
n ' T⊕pn

, et on définit de même R±
n,gl

comme étant l’image du sous-O-module
(
Eρ

n
)± := (

T±)⊕pn
par la composée

En ⊗Zp O
ιp⊗1
// Un,v ⊗Zp O

logp ⊗1
// Hn,v ⊗Zp O

m // Ln

Autrement dit, on a

R±
n,gl =

{∑
i

bi logp(ιp(xi)), x =∑
i

xi ⊗bi ∈
(
Eρ

n
)±}

On a clairement R±
n,gl ⊆ R±

n,loc ⊆ Ln, car Frobv agit par multiplication par ζ sur les

éléments de
(
Eρ

n
)±.

La fin de cette section est dédiée à la preuve de la Proposition suivante :

Proposition 1.2.11 (=Corollaire 1.2.17). Pour tout entier n, les modules R±
n,gl et R±

n,loc
sont des réseaux de Ln, et de plus :

Sel]n '
(
R+

n,gl

)⊥
(
R+

n,loc

)⊥
Lorsque n = 0, on obtiendra une description explicite de Sel#0, et on pourra en déduire le
Théorème 1.1.3.

Proposition 1.2.12. R±
n,loc est un réseau de Ln, et pour n = 0, on a R±

0,loc = pO.

DÉMONSTRATION. Posons ζ = β ou ζ = α selon le choix du signe ±. On a déjà vu
que R±

n,loc ⊆ p1−nOHn,v ·On = p1−nOn. Montrons que R±
n,loc contient un réseau de Ln.

L’application définissant R±
n,loc est Gv-équivariante, donc R±

n,loc contient le O-module
S = m

(
(pOHn,v ⊗O)Frobv=ζ). On a le lemme :

Lemme 1.2.13. Il existe x ∈OHn,v tel que
∑ f−1

j=0 ζ
− j Frob j

v(x) soit une unité de On.
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PREUVE DU LEMME. On réduit la somme modulo l’uniformisante πn de On. Soit
Fn = On/(πn) le corps résiduel de Ln. D’une part, le polynôme P(X ) = ∑ fv−1

j=0 ζ− j X p j ∈
Fn[X ] est de degré p fv−1 et d’autre part, le corps résiduel de Hn,v est Fp fv ⊆ Fn. Donc P
n’est pas identiquement nul sur Fp f , et donc il existe x ∈OHn,v tel que P(x mod πn) 6= 0,
et un tel x convient. �

Soit x0 comme dans le lemme. Posons y0 = ∑ f−1
j=0 ζ

− jF j(x). On a O · py0 ⊆ S ainsi que

tpy0 = p
∑ f−1

j=0 ζ
− jF j(t · x0) ∈ S pour tout t ∈Zp,n. On a donc O ·Zp,n · py0 ⊆ S. Comme L

et Qp,n sont arithmétiquement disjoints, on a O ·Zp,n =On, et comme y0 est une unité
de On, on a O.Zp,n.py0 = pOn. On a ainsi montré que pOn ⊆ S ⊆ R±

n,loc ⊆ p1−nOn. Donc
R±

n,loc est un réseau de Ln, et pour n = 0, on a bien R±
0,loc = pO. �

Corollaire 1.2.14. Soit f =Φn(z+, z−) ∈ HomG(Un,V ) (cf. Proposition 1.2.8). On a les
équivalences

(1) f ±(Un,v)= 0⇐⇒ z± = 0 et f ±(Un,v)⊆ T± ⇐⇒ z± ∈
(
R±

n,loc

)⊥
(2) Si n = 0, alors f ±(Uv)⊆ T± ⇐⇒ pz± ∈O

DÉMONSTRATION. D’après la description de f dans la Proposition 1.2.8, on a
f ±(Un,v) = 0 (resp. f ±(Un,v) ⊆ T±) si et seulement si Tr(xz±) = 0 (resp. Tr(xz±) ∈ O)
pour tout x ∈ R±

n,loc. Par ailleurs, l’égalité Tr(xz±) = 0 est encore vraie pour tout x
dans le L-espace engendré par R±

n,loc, qui est égal à Ln. Donc f ±(Un,v) = 0 équivaut à
z± = 0, ce qui prouve le point (1). Le point (2) se déduit du (1), car pour n = 0, on a(
R±

n,loc

)⊥ = (pO)⊥ = 1
pO. �

Notation 1.2.15. À l’aide de l’isomorphisme Eρ
n ' T

⊕
pn

, on définit (x+i , x−i ) la préimage
de la base (t+, t−) de la i-ème copie de T (cf. notation 1.2.7). On notera aussi s+i et s−i les
images de x+i et de x−i par l’application Λp := m◦ (logp ◦ιp ⊗1) utilisée pour définir R±

n,gl.
Notons que la famille

(
s±i

)
1≤i≤pn engendre R±

n,gl en tant que O-module.

Si
(
ag bg
cg dg

)
∈GL2(O) est la matrice de ρ(g) dans la base (t+, t−), alors pour tout g ∈G et

pour tout 1 ≤ i ≤ pn, on a les relations g(x+i ) = (x+i )ag (x−i )cg et g(x−i ) = (x+i )bg (x−i )dg . On
en déduit facilement une égalité de matrices lignes :(

Λp(g(x+i )) Λp(g(x−i ))
)= (

s+i s−i
)
ρ(g).
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Proposition 1.2.16. Soit f =Φn(z+, z−). Alors on a (avec les notations en 1.2.15) les
équivalences suivantes :

f (En)= 0⇐⇒∀1≤ i ≤ pn, Tr(s+i z++ s−i z−)= 0

f (En)⊆ T ⇐⇒∀1≤ i ≤ pn, Tr(s+i z++ s−i z−) ∈O
De plus, R±

n,gl et R±
n,loc sont des réseaux de Ln.

DÉMONSTRATION. On a f (En) ⊆ T si et seulement si f (Eρ
n) ⊆ T si et seulement si

f (x+i ), f (x−i ) ∈ T pour tout 1≤ i ≤ pn, c’est-à-dire si la matrice carrée Mi := (
f (x+i ) f (x−i )

) ∈
M2(L) est à coefficients dans O. On peut réécrire cette matrice sous la forme :

Mi = Tr
(∑

g∈G ρ(g)
(
z+
z−

)(
Λp(g−1(x+i )) Λp(g−1(x−i ))

))
= Tr

(∑
g∈G ρ(g)

(
z+
z−

)(
s+i s−i

)
ρ(g−1)

)
où Tr désigne l’opérateur trace (défini en 1.2.6) appliqué à chaque entrée de la matrice.
On observe que Mi est une matrice commutant avec ρ(G) qui est absolument irréductible.
Donc Mi est scalaire, disons Mi = λiI2. En prenant la trace matricielle, on trouve
λi = #G

2 Tr(s+i z++ s−i z−). Comme p - 2 ·#G, on obtient que f (En) ⊆ T si et seulement si
Tr(s+i z++ s−i z−) ∈ O pour tout 1 ≤ i ≤ pn, d’où la première équivalence. La deuxième
équivalence est similaire : on a f (En)= 0 si et seulement si Mi = 0 pour tout 1≤ i ≤ pn,
c’est-à-dire si Tr(s+i z++ s−i z−)= 0. �

Corollaire 1.2.17 (=Proposition 1.2.11). On a un isomorphisme de O[Γn]-modules

Sel]n '
(
R+

n,gl

)⊥
(
R+

n,loc

)⊥
DÉMONSTRATION. Grâce à la suite exacte 12, on voit que le O[Γn]-module Sel#n est

isomorphe à {
f ∈HomG(Un,V ) / f −(Un,v)⊆ T−, f (En)⊆ T

}{
f ∈HomG(Un,V ) / f (Un,v)⊆ T

}
En utilisant la description avec l’isomorphisme Φn ainsi que le corollaire 1.2.14 et la
Proposition 1.2.16, ce dernier module est isomorphe à{

(z+, z−) ∈ L2
n / z− ∈

(
R−

n,loc

)⊥
et ∀1≤ i ≤ pn,Tr(s+i z++ s−i z−) ∈O

}
(
R+

n,loc

)⊥×
(
R−

n,loc

)⊥
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Enfin, pour z− ∈
(
R−

n,loc

)⊥
, on a z− ∈

(
R+

n,gl

)⊥
donc Tr(s−i z−) ∈O pour tout 1≤ i ≤ pn. Donc

Sel#n est isomorphe à :

{
(z+, z−) ∈ L2

n / z− ∈
(
R−

n,loc

)⊥
et ∀1≤ i ≤ pn,Tr(s+i z+) ∈O

}
(
R+

n,loc

)⊥×
(
R−

n,loc

)⊥ =
(
R+

n,gl

)⊥×
(
R−

n,loc

)⊥
(
R+

n,loc

)⊥×
(
R−

n,loc

)⊥ =
(
R+

n,gl

)⊥
(
R+

n,loc

)⊥ .

Le fait que R±
n,loc soit un réseau est prouvé dans la Proposition 1.2.12. De même pour

R±
n,gl qui est d’indice fini dans R±

n,loc. Cela résulte de la description précédente de Sel#n
qui est par ailleurs fini, car Seln( fα) l’est d’après la Proposition 1.1.2. �

Pour n = 0, le corollaire précédent dit que le générateur s+0 du O-module R+
0,gl (défini à

une unité multiplicative de O près) est non-nul. Cet élément est le logarithme p-adique
d’une unité globale dont on rappelle la construction. Le O-module HomG(Eρ,T) est libre
de rang 1. On fixe un isomorphisme entre Eρ = eρ(O×

H ⊗ZO) et T, et on choisit x+0 ∈ Eρ

la préimage d’un générateur du sous-O-module T+ de T. Avec les notations 1.2.10, on a
alors s+0 = m◦ (logp ◦ιp⊗1)(x+0 ) ∈ pO. On écrit simplement s+0 = logp ◦ιp(x+0 ). Comme ρ est
à coefficients dans un corps de nombres E ' ιp(E)⊆ L, on peut trouver un O×-multiple
de s+0 qui soit le logarithme d’un élément de (O×

H ⊗ZE)ρ.

Définition 1.2.18. On définit l’unité globale ε+ρ comme étant un élément
∑

i εi ⊗αi ∈(
O×

H ⊗ZE
)ρ tel que son logarithme p-adique logp ◦ιp(ερ)=∑

i ιp(αi) logp(ιp(εi)) engendre
R+

0,gl. Elle est définie à une puissance à un élément de E×∩O× près.

Alternativement, on peut aussi poser

ε+ρ = |ερ|β,

où ερ est n’importe que générateur du O[G]-module irréductible
(
O×

H ⊗ZO
)ρ, et qui est

dans
(
O×

H ⊗ZE
)ρ.

Corollaire 1.2.19. On a un isomorphisme

Sel]0 'O/
logp ◦ιp(ε+ρ )

p O.

De plus, si α 6= 1 alors on a la formule

Lp( fα;0)=
logp ◦ιp

(
ε+ρ

)
p

√
#(Cρ)

à une unité de O près.
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DÉMONSTRATION. D’après le corollaire 1.2.17, on a Sel]0 '
(
R+

0,gl

)⊥
/
(
R+

0,loc

)⊥
. Or on

a
(
R+

0,gl

)⊥ = (
logp(ερ)O

)⊥ = logp(ερ)−1O d’une part, et
(
R+

0,loc

)⊥ = (pO)⊥ = 1
pO d’après la

Proposition 1.2.12 d’autre part, d’où l’isomorphisme annoncé.

Supposons α 6= 1. D’après la Proposition 1.1.2 (4), X∞( fα) n’a pas de sous-module fini
non-trivial, et donc d’après le Lemme 1.3.3, Lp( fα;0) est égal à l’ordre de X∞( fα)Γ.
D’autre part, comme p ne divise pas #G, la suite exacte 10 introduite dans le chapitre
précédent a la forme simple suivante :

0 // Sel0( fα) // Sel∞( fα)Γ // (D−)e(ρ,ρ+) // 0

Or, e(ρ,ρ+)= 0 précisément car α 6= 1, et donc X∞( fα)Γ a le même cardinal que Sel0( fα).
D’après la suite exacte 11, cet ordre est égal à #

(
SelIw0

) ·#(
Sel#0

)
. Il suffit donc de montrer

que l’ordre de SelIw0 est égal à
√

#(Cρ), mais ceci résulte du Lemme 1.2.2. �

1.3. Formes modulaires à multiplication complexe. On se propose de déter-
miner le groupe de Selmer dans le cas particulier où f est à multiplication complexe
par un corps quadratique imaginaire F, comme dans la Section 5.2. Il existe un ca-
ractère d’ordre fini ψ : GF −→ E× tel que ρ ' IndQFψ. On note τ le caractère non-trivial
de Gal(F/Q) (qui est aussi la restriction de Frob∞ à F) et ψτ : GF −→ E× le caractère
donné par ψτ(h) =ψ(τhτ) pour tout h ∈ GF . L’extension K /F découpée par ψ est une
sous-extension de H/F, avec H = K ·τ(K).

En tant que GF -module, T est la somme directe de Tψ et Tψτ , qui sont deux O-droites
sur lesquelles GF agit respectivement par ψ et par ψτ. Il existe une unique base, à
O×-homothétie près, dans laquelle on a :

∀h ∈GF , ρ(h)∼
(
ψ(h)

ψτ(h)

)
, et ρ(Frob∞)∼

(
1

1

)
On fixe une telle base dans la suite. L’expression des valeurs propres de ρ(Frobv) diffère
selon que p est décomposé ou inerte dans F. Si p est décomposé, alors Frobv ∈ GF ,
et donc {α,β} = {ψ(Frobv),ψτ(Frobv)}. Si l’on voit ψ comme un caractère de Hecke,
on a ψ(Frobv) = ψ(p) et ψτ(Frobv) = ψ(p), où pOF = pp et où p est l’idéal premier de
OF au-dessus de p déterminé par v (i.e. par ιp). Lorsque p est inerte dans F, alors
α+β = 0 et αβ = ψ(pOF), donc {α,β} = {±√

ψ(pOF)}. On a par ailleurs γ = ±γ′, où
γ := ψ(Frobv Frob∞) et où γ′ := ψ(Frob∞Frobv), et on supposera (par simplicité, cf.
Remarque 1.3.3) que γ= γ′, de sorte que α=±γ. On fixe un choix pour α, en prenant
α=ψ(p) si p est décomposé, et α= γ si p est inerte dans F.

On a une factorisation de GF -modules D = Dψ
⊕

Dψτ
, et pour un cocycle galoisien σ à

valeurs dans D, on note σ1 et σ2 ses projections sur Dψ et sur Dψτ . Pour tout n ∈N∪{∞},
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on pose Fn = F ·Qn et on note encore τ ∈Gal(Fn/Qn) l’involution non-triviale. Le lemme
de Shapiro fournit un isomorphisme

(14) Sh :
{

H1(Qn,D) '−→ H1(Fn,Dψ)
[σ] 7−→ [

σ1|GFn

]
L’application réciproque est donnée ainsi : pour un cocyle σ̃1 : GFn −→ Dψ, on peut
définir cocycle σ en décrétant que, pour tout h ∈GFn , on a σ1(h)= σ̃1(h), σ1(hτ)= σ̃1(h),
σ2(h)= σ̃1(τhτ), et σ2(hτ)= σ̃1(τhτ).

La Proposition suivante détermine l’image de Seln( fα) par l’isomorphisme 14. Lorsque p
est décomposé dans F, on retrouve le (dual du) module d’Iwasawa attaché au caractère
ψ.

Proposition 1.3.1. Soit Xp(Kn) (resp. Xp(Kn)) le groupe de Galois de la pro-p extension
abélienne maximale de Kn non ramifiée en dehors de p lorsque p est décomposé dans F
(resp. en dehors de pOF lorsque p est inerte). On a, pour tout n ∈N∪ {∞},

Xn( fα)'
{

Xp(Kn)(ψ) si p est décomposé(
Xp(Kn)/

{
hτhτ : h ∈ Ip

})(ψ) si p est inerte

où Ip désigne le sous-groupe d’inertie de gX (Kn) défini par ιp et l’exposant (ψ) renvoie à
la composante ψ-isotypique de O[Gal(K /F)]'O[Gal(Kn/Fn)]-modules.

DÉMONSTRATION. Le sous-module Seln( fα)⊆ H1(Qn,D) étant défini par des condi-
tions de trivialité locale, il s’agit de déterminer les conditions analogues de trivialité
définissant Sh(Seln( fα)) à l’intérieur de H1(Fn,Dψ).

Vu la description de l’isomorphisme de Shapiro, une classe de cocycle [σ] ∈ H1(Qn,D)
est non-ramifiée en une place λ de Qn si et seulement si Sh([σ]) est non-ramifiée aux
places de Fn divisant λ. Pour décrire la condition en p, il faut d’abord comprendre
la position de D+ dans D en termes de Dψ et Dψτ . Rappelons qu’on a fixé une base

adaptée à T = Tψ
⊕

Tψτ
, et que notre choix pour α entraîne que ρ(Frobv)∼

(
β

α

)
si p

est décomposé, et ρ(Frobv)∼
(

α

α

)
si p est inerte dans F. Soit d = (d1,d2) ∈ D. Si p est

décomposé, alors d ∈ D+ ⇐⇒ Frobv .d = βd ⇐⇒ (βd1,αd2) = (βd1,βd2) ⇐⇒ d2 = 0 car
α−β est une unité p-adique. On a donc D+ = Dψ dans ce cas. Lorsque p est inerte, on
obtient d ∈ D+ si et seulement si d1+d2 = 0. Ainsi, une classe de cocycle [σ] ∈ H1(Qn,D)
satisfait σ(Ip)⊆ D+ si et seulement si σ1(Ip)= 0 lorsque p est décomposé, et σ(Ip)⊆ D+
si et seulement si (σ1 +σ2)(Ip)= 0 lorsque p est inerte (notons que σ1|Ip ne dépend pas
du choix du représentant σ, car l’action galoisienne est non-ramifiée en p). Par suite,
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on obtient la description voulue de Seln( fα) ' Sh(Seln( fα)) grâce à la suite d’inflation-
restriction. �

Remarque 1.3.2. Lorsque p est décomposé dans F, le groupe de Selmer X∞( fα) s’iden-
tifie ainsi avec le module d’Iwasawa de la conjecture principale (cyclotomique) pour ψ
et pour le corps quadratique F (voir par exemple [Rub91, Theorem 4.1 (i)]). Lorsque p
est inerte, le module obtenu pourrait être similaire au groupe de Selmer des courbes
elliptiques à multiplication complexe et avec bonne réduction supersingulière en p. Par
ailleurs, Xp(K∞) n’est pas de torsion sur Λ.

Remarque 1.3.3. Supposons par simplicité que K = τ(K) = H. Soit (εψ,εψτ) une base
de Eρ, unique à homothétie près, telle que εψ (resp. εψτ) engendre E(ψ) (resp. E(ψτ)) et
telle que Frob∞(εψ)= εψτ . Si α 6= 1, alors le Théorème 1.1.3 montre que

(15) Lp( fα;0)=


logp ◦ιp

(
εψ

)
p

·#(
C(ψ)) si p décomposé dans F

logp ◦ιp
(
εψ/εψτ

)
p

·#(
C(ψ)) si p inerte dans F

à une unité de O près. Indiquons pour finir comment ces formules changent pour d’autres
choix de α.

Supposons d’abord p décomposé. Si α=ψ(p), alors Xn( fα)=Xp(Kn)(ψ) et εψ est changé
en εψτ dans la formule 15.

Supposons maintenant p inerte, et rappelons que l’on a supposé que γ= γ′. Si l’on choisit
α=−γ, alors on peut vérifier que εψ/εψτ est changé pour εψ ·εψτ dans la formule 15.

Supposons toujours p inerte, mais plus que γ= γ′ comme depuis le début de cette section.
On a donc γ=−γ′, et on a donc −αβ=α2 =−γ2 =−ψ(pOF). On fixe une racine carrée
α de −ψ(pOF ). L’élément i :=α/γ est une racine 4-ième de l’unité dans O, et on vérifie
qu’il existe une unique O-base de T, à homothétie près, dans laquelle on a

∀h ∈GF , ρ(h)∼
(
ψ(h)

ψτ(h)

)
, et ρ(Frob∞)∼

(
i

−i

)

Dans cette base, on a ρ(Frobv)∼
(

α

α

)
comme dans la preuve de la Proposition 1.3.1.

La formule 15 s’adapte ainsi en remplaçant le terme εψ/εψτ par ε′ψ/ε′ψτ
, où (ε′ψ,ε′ψτ

) est
l’unique base de Eρ (à homothétie près) telle que ε′ψ (resp. ε′ψτ

) engendre E(ψ) (resp.
E(ψτ)) et telle que Frob∞(ε′ψ)=−i ·ε′ψτ

.
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2. Conjecture principale des formes modulaires de poids 1

L’existence d’une (unique) famille de Hida passant par fα permet de définir une défor-
mation ordinaire attachée à la p-stabilisation de ρ, et à coefficients dans une algèbre de
Hecke. Elle admet beaucoup de spécialisations motiviques, correspondant à des formes
modulaires p-ordinaires de poids k ≥ 2. On utilisera la construction d’une fonction L
p-adique à coefficients entiers sur Λpds =Zp[[X ]] de [EPW06] pour définir une fonction
L p-adique analytique attachée à fα, et nous proposons une Conjecture Principale, dont
nous prouvons une divisibilité à l’aide d’un célèbre théorème de Kato.

2.1. Familles de Hida et déformations ordinaires.

2.1.1. Spécialisations. On pose u = 1+ p un générateur du groupe multiplicatif
1+ pZp. Soit H une extension finie de Zp[[X ]]. On dit qu’un morphisme d’anneaux
φ :H−→Qp est une spécialisation classique de H s’il existe un entier k ≥ 1 et une racine
de l’unité ζ ∈µp∞ primitive d’ordre pr−1 (où r > 0) tels que φ(X )= ζuk−1 −1. On dit que
φ est une spécialisation algébrique si, de plus, k ≥ 2. On pose kφ := k, rφ := r, et aussi
χφ = χζ. La spécialisation φ définit par ailleurs un idéal pφ := kerφ de H, qui est premier
de hauteur 1, et un anneau Oφ := imφ qui est une extension finie de Zp.

2.1.2. Familles de Hida. Une forme parabolique ordinaire Zp[[X ]]-adique de niveau
modéré N et de caractère ε est un q-développement formel f=∑

n≥0 an(f)qn à coefficients
dans une extension finie H de Zp[[X ]] telle que, pour toute spécialisation algébrique φ
de H, le q-développement

gφ :=φ(f)=∑
n
φ(an(f))qn ∈ Skφ(N prφ ,εχφω1−kφ ,Oφ)

définit une forme parabolique ordinaire p-stabilisée de poids kφ et de niveau N prφ . On
dit que f est N-nouvelle si toutes ses spécialisations classiques le sont. Une famille de
Hida primitive f est une forme parabolique ordinaire Zp[[X ]]-adique N-nouvelle qui est
propre pour les opérateurs de Hecke U` (resp. T`, 〈`〉) pour `|N p (resp. ` - N p).

Soit HN l’algèbre de Hecke universelle ordinaire de niveau modéré N. C’est une Zp[[X ]]-
algèbre générée par les opérateurs de Hecke agissant sur l’espace des formes parabo-
liques ordinaires. Elle est libre de rang fini d’après [Hid86b, Theorem 3.1], et ses spécia-
lisations algébriques correspondent aux formes paraboliques propres de niveau modéré
N. Le quotient Hnew

N de HN agissant fidèlement sur l’espace des formes N-nouvelles
est de même une Zp[[X ]]-algèbre finie réduite et sans torsion. Ses spécialisations al-
gébriques sont de plus en bijection avec les (orbites galoisiennes de) formes propres
classiques de poids k ≥ 2 et niveau modéré N qui sont nouvelles en N.
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Étant donnée une forme primitive g p-stabilisée de poids k ≥ 2, Hida a montré que g
était la spécialisation d’une famille de Hida primitive. Ce résultat a été étendu aux
formes de poids 1 par Wiles.

Théorème 2.1.3 (Wiles). Il existe une famille de Hida primitive f se spécialisant en fα.

DÉMONSTRATION. Voir [Wil88, Theorem 3]. �

Comme f est p-régulière, on sait même que f est unique à conjugaison près d’après
le théorème principal de [BD16] (voir aussi [Dim14, Corollary 1.15]). La famille f
définit un morphisme d’anneaux Hnew

N −→ Frac(Zp[[X ]]), dont le noyau a est un idéal
premier minimal de Hnew

N . On peut alors voir f à coefficients dans Hf :=Hnew
N /a. On note

φα :Hf −→Qp la spécialisation classique de poids 1 associée à fα, et on note simplement
pα = kerφα l’idéal premier de hauteur 1 associé à fα. Les coefficients de Fourier de fα
sont dans O, donc φα est à valeurs dans O.

Remarque 2.1.4. Soit φ une spécialisation algébrique de poids k de Hf telle que p−
1|k−1 et χφ = 1. Alors, par définition, gφ := φ(f) est de niveau N p et son caractère ε
est de niveau N. Comme p - N, gφ est nécessairement p-old d’après [Miy06, Theorem
4.6.17/2]. Ainsi, gφ est la p-stabilisation d’une forme primitive de niveau N.

2.1.5. Déformation ordinaire. Soit φ une spécialisation classique de Hf. Les travaux
de Deligne ([Del71]), généralisant ceux de Eichler et de Shimura, montrent l’existence
d’une représentation galoisienne (ρφ,Vφ) irréductible sur Q et à coefficients dans Oφ⊗Qp,
non-ramifiée en-dehors de N p, de dimension 2 et impaire attachée à gφ, au sens où

∀` - N p, ρφ(Frob`)= a`(gφ).

Par ailleurs, comme gφ est ordinaire de poids ≥ 2, Vφ admet une unique p-stabilisation
ordinaire V+

φ ⊆Vφ, et Frobp agit le quotient V−
φ par multiplication par ap(gφ). D’autre

part, la représentation résiduelle de ρφ est isomorphe à ρ, donc ρφ est résiduellement
irréductible et Vφ admet une seule classe d’homothétie de réseaux GQ-stables. En fait,
on peut réaliser une construction d’une représentation "en famille", interpolant un
réseau stable de chacun des Vφ, dont on rappelle brièvement la construction.

D’après [Hid86a, Theorem 2.1], il existe une représentation galoisienne sur Hf⊗Zp[[X ]]
Frac(Zp[[X ]]) qui interpole V et les Vφ, pour toute spécialisation algébrique φ de Hf. De
plus, l’espace des Ip-coinvariants est une droite sur laquelle Frobv agit par multiplica-
tion par ap(f), d’après [Wil88, Theorem 2.2.2]. Comme ρ̄ est absolument irréductible,
cette représentation est même définie sur Hf, d’après le théorème de Nyssen [Nys96] et
de Rouquier [Rou96]. On obtient le résultat suivant.

Théorème 2.1.6. Supposons que rho est absolument irréductible et p-distinguée (ce qui
résulte de nos hypothèses (rég) et (hyp), cf. Paragraphe 1.1). Il existe un Hf-module libre
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de rang 2, noté Tf, et une représentation continue impaire et irréductible

ρf : GQ −→GLHf(Tf),

non-ramifiée en-dehors de N p telle que Tr(ρf(Frob`)) = a`(f) pour tout ` - N p. On a en
outre les propriétés suivantes :

• Pour toute spécialisation algébrique gφ =φ(f) de f, le Oφ-module Tφ :=Tf⊗Hf,φOφ

s’identifie à un réseau de Vφ. De même, on a T 'Tf⊗Hf,φαO.

• Il existe T+
f ⊆ Tf un sous-Hf-module libre de rang 1 qui est stable par GQp

vérifiant les propriétés suivantes. Le quotient T−
f := Tf/T+

f est libre de rang 1,
et l’action de GQp sur T−

f est donnée par le caractère non-ramifié δ tel que
δ(Frobp)= ap(f). De plus, pour toute spécialisation algébrique gφ de f, la filtra-
tion obtenue se spécialise sur la filtration ordinaire T±

φ attachée à Tφ. De même,
on a T± 'T±⊗Hf,φαO. En particulier, Tf est une déformation ordinaire de ρ, au
sens de la définition 4.2.5.

2.2. Fonctions L p-adiques de formes modulaires ordinaires en famille.
Soit g une forme modulaire cuspidale primitive de poids k ≥ 2 et p-stabilisée, à co-
efficients dans une extension finie de Qp. Lorsque vp(ap(g)) < k−1, on sait attacher
grâce à Amice-Vélu [AV75] et Vishik [Vis76] (voir aussi [MTT86]) une distribution
d’ordre de croissance ≤ vp(ap(g)) interpolant les valeurs spéciales L(g,χ,n) où χ est un
caractère de conducteur une puissance de p et 0< n < k est un entier critique, convena-
blement normalisées par deux périodes complexes ω±

g . Lorsque g est p-ordinaire et que
le choix est convenablement normalisé, on obtient une série formelle Lp(g,T) à coeffi-
cients dans une extension finie de Zp. Dans notre situation où nous aimerions construire
une série interpolant celles associées aux spécialisations gφ, il convient de faire un
choix de "périodes canoniques en famille". Comme ρ et irréductible et p-distinguée, nous
pouvons faire appel à la construction de la fonction L p-adique en famille donnée par
Emerton-Pollack-Weston [EPW06], et utilisant un résultat important de Wiles [Wil95].
On survole à présent [EPW06, 3§.], et définissons Lp(f,T) ∈Hf[[T]] en explicitant la
propriété d’interpolation.

La Zp[[X ]]-algèbre HN est finie donc semi-locale, elle est isomorphe au produit fini de ses
localisés aux idéaux maximaux

∏
m′ (HN)m′ . On note m l’idéal maximal correspondant

à ρ̄. On note aussi H∗
N l’algèbre de Hecke universelle ordinaire agissant sur toutes

les formes Zp[[X ]]-adiques ordinaires (non-nécessairement paraboliques). Pour k ≥ 2
et r ≥ 1, soit H∗

n,r,k (resp. HN,r,k) l’algèbre de Hecke agissant sur toutes les formes
modulaires (resp. les formes paraboliques) p-ordinaires de poids k et de niveau N pr.
La suite exacte en homologie de la paire (X1(N pr), {pointes}) (où X1(N pr) est la courbe
modulaire compacte de niveau N pr) induit (après localisation en l’idéal maximal induit
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par m et projection ordinaire) un isomorphisme

H1(X1(N pr), L̃k(Zp))ord
m ' H1(X1(N pr), {pointes}, L̃k(Zp))ord

m

de
(
Hn,r,k

)
m '

(
H∗

n,r,k

)
m

-modules, où L̃k(Zp) est le système local associé au Zp-module

des polynômes à coefficients dans Zp de degré ≤ k−2. On note
(
MN,r,k

)
m ces modules

isomorphes.
(
MN,r,k

)
m est la somme directe des deux sous-espaces propres

(
MN,r,k

)±
m

pour l’action induite par la conjugaison complexe sur X1(N pr), qui sont tous deux
libres de rang 1 sur HN,r,k d’après [EPW06, Proposition 3.1.1], car ρ est irréductible et
p-distinguée.

Étant donnée une forme propre parabolique p-ordinaire g de poids k ≥ 2, niveau N pr,
et de représentation résiduelle ρ, on peut construire sa fonction L p-adique comme suit.
Par hypothèse, g définit un morphisme de Zp-algèbres(

Hn,k,r
)
m −→Og

où Og est l’extension finie de Zp engendrée par les coefficients de Fourier g. En fixant
un isomorphisme α±

N,r,k :
(
MN,r,k

)±
m ' (

Hn,r,k
)
m, cela donne une application

H1(X1(N pr), L̃k(Og))±m
δ±g−→Og

Fixons un isomorphisme j :Qp 'C ; l’intégration sur les cycles donne aussi une fonction-
nelle

H1(X1(N pr), L̃k(C))±
ω±

g−→C

se factorisant par H1(X1(N pr), L̃k(C))±
m′ où m′ est l’idéal maximal de HN,r,k ⊗Zp, j C

correspondant à m. En étendant δ±g à C, il existe deux périodes "canoniques" Ω±
g ∈C×

satisfaisant
ω±

g =Ω±
g ·δ±g

L’ambiguïté de la période est déterminée par l’isomorphisme α±
N,r,k (étendu scalairement

à Og) et donc Ω±
g est bien défini à multiplication par un élément de O×

g ⊆ Q×
p ' C×

près.

La description de
(
MN,r,k

)±
m en termes de groupe d’homologie relative permet de définir

une application P1(Q) −→ (
MN,r,k

)±
m envoyant un élément a ∈ P1(Q) sur l’image du

chemin [∞,a] sur la courbe modulaire X1(N pr). Cela permet de définir une mesure µ±
k

sur Z×
p (cf. [EPW06, Proposition 3.2.2]) à valeurs dans l’algèbre de Hecke, interpolant

les valeurs spéciales de L(g,χ, s)/Ω±
g . En restreignant µ±

k à 1+ pZp, on a :

Proposition 2.2.1. Avec les notations précédentes et l’isomorphisme α±
N,r,k fixé, il existe

une unique série formelle Lp(g : T) ∈ Og[[T]] satisfaisant la formule d’interpolation
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suivante : pour tout 0≤ m ≤ k−2 et ξ racine primitive pt−1-ème de l’unité, on a

Lp(g,ξ(1+ p)m −1)= eg(ξ,m)
pt′(m+1)m!

ap(g)t′(−2iπ)m+1G(ωmχ−1
ξ

)Ω(−1)m
g

L(g,ωmχ−1
ξ ,m+1)

où ω est le caractère de Teichmüller et χξ : GQ� Γ� µpt−1 est le caractère envoyant γ
sur ξ, avec eg(ξ,m) := 1−ap(g)−1 pm et t′ := 0 lorsque ξ= 1 et p−1|m, et eg(ξ,m) := 1 et
t′ := t sinon, où G(−) désigne la somme de Gauss de caractères de Dirichlet, et où Ω±

g est
la période canonique de g définie par α±

N,r,k.

Soit pN,r,k le produit de tous les idéaux premiers de hauteur 1 de HN , de poids k et de
niveau divisant N pr et de représentation résiduelle ρ. On a deux isomorphismes natu-
rels (HN)m /pN,r,k '

(
HN,r,k

)
m et

(
H∗

N
)
m

/pN,r,k '
(
H∗

N,r,k

)
m

, de même qu’un isomorphisme

(MN)±m⊗(HN)m /pN,r,k '
(
MN,r,k

)±
m, où (MN)m est le (HN)m ' (

H∗
N

)
m

-module libre de rang
2 défini comme étant la limite projective

lim←−−
r

H1(X1(N pr),Zp)ord
m ' lim←−−

r
H1(X1(N pr), {pointes},Zp)ord

m

(cf. [EPW06, Proposition 3.3.1] et sa preuve). En particulier, le choix d’un isomor-
phisme

α±
N : (HN)m ' (MN)±m

fixe, pour tout k et r, un choix d’isomorphisme

α±
N,r,k :

(
MN,r,k

)±
m ' (

Hn,r,k
)
m

en posant α±
N,r,k =α±

N mod pN,r,k. En ce sens, on peut dire que le choix des périodes Ω±
g

est effectué en famille (voir loc. cit.). On peut de même construire une mesure sur Z×
p à

coefficients dans (HN)m interpolant les mesures µ±
k . En vue de nos applications, nous

considérons plutôt la composée avec la projection

(HN)m�
(
Hnew

N
)
m�Hf

Proposition 2.2.2. Fixons l’isomorphisme précédent α±
N . Il existe un élément Lp(f;T) ∈

Hf[[T]] tel que, pour toute spécialisation algébrique gφ =φ(f) de f, on ait

φ̃
(
Lp(f,T)

)=Lp(gφ;T)

où φ̃ :Hf[[T]]�Oφ[[T]] est applique φ aux coefficients des séries formelles, et où Lp(gφ;T)
est la fonction L p-adique analytique de gφ calculée dans la Proposition 2.2.1 avec
l’isomorphisme α±

N,r,k =α±
N mod pN,r,k.

L’élément Lp(f;T) est défini à multiplication par une unité de Hf près.
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Définition 2.2.3. On définit Lp( fα;T) ∈O[[T]] la fonction L p-adique analytique de fα
comme étant l’image de Lp(f,T) par l’application φ̃α :Hf[[T]] −→O[[T]]. Elle est bien
définie à une unité multiplicative de O près.

Remarque 2.2.4. Il semble a priori difficile de montrer que la série formelle que l’on a
défini n’est pas identiquement nulle. On verra néanmoins que cela est vrai, en admettant
la véracité de la conjecture principale pour les formes modulaires de poids supérieur
(Conjecture 2.3.2).

2.3. Conjectures principales.

2.3.1. Soit gφ une spécialisation classique de f. Le groupe de Selmer (resp. groupe
de Selmer dual) attaché à gφ est par définition le Oφ[[T]]-module

Sel∞(φ) :=Sel∞(Tφ,T+
φ ), resp. X∞(φ) :=Sel∞(φ)∨

On pose Lp(gφ,T) := Lp(X∞(φ),T) lorsque X∞(φ) est de torsion sur Oφ[[T]]. La conjec-
ture principale pour les formes primitives p-ordinaires p-stabilisées de poids k ≥ 2
prédit l’égalité suivante ([SU14, Conjecture 3.24]).

Conjecture 2.3.2. Le Oφ[[T]]-module X∞(φ) est de torsion, et il existe une unité uφ de
Oφ[[T]] telle que

uφ ·Lp(gφ,T)=Lp(gφ,T).

Kato a prouvé une divisibilité partielle dans le cas où gφ est la p-stabilisation d’une
forme primitive ordinaire de niveau premier à p ([Kat04, Theorem 17.4]). D’après la
discussion du paragraphe 2.1.4, ceci est valable précisément lorsque p−1|kφ−1 et
χφ = 1. On a donc le Théorème suivant.

Théorème 2.3.3 (Kato). Supposons que p−1|kφ−1 et χφ = 1. Le Oφ[[T]]-module X∞(φ)
est de torsion, et

Lp(gφ,T) divise Lp(gφ,T))

dans Oφ[[T]][ 1
p ].

Malheureusement, nous ne pouvons faire appel aux résultats de Skinner-Urban [SU14]
établissant l’autre divisibilité, sous l’hypothèse additionnelle (trop restrictive pour nos
applications) de trivialité du caractère central.

Théorème 2.3.4 (Kato,Skinner-Urban). Soit g la p-stabilisation p-ordinaire d’une
forme parabolique primitive de niveau N premier à p, de poids k ≥ 2 et de caractère ε.
Soit ρg la représentation de Deligne-Eichler-Shimura associée à g. Supposons que :

• χ= 1 et k = 2 mod p−1,

• la représentation résiduelle ρg de g est irréductible et p-distinguée,
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• il existe un nombre premier `||N tel que ρg est ramifiée en `.

Alors il existe une unité ug de Og[[T]][ 1
p ] telle que

ug ·Lp(g,T)=Lp(g,T).

Si, de plus, il existe une base de Tg dans laquelle l’image de ρg contient SL2(Zp), alors
l’élément ug est une unité de Og[[T]].

DÉMONSTRATION. Voir [SU14, Theorem 3.29]. �

Nous formulons la conjecture suivante :

Conjecture 2.3.5. Il existe une unité u de O[[T]] telle que

u ·Lp( fα,T)=Lp( fα,T)

Les arguments de passage à la limite utilisé dans la preuve du Théorème 2.3.6 mon-
treront (sous les hypothèses du Théorème 2.3.6) que la conjecture 2.3.2 implique la
conjecture 2.3.5. Notre résultat est le suivant :

Théorème 2.3.6. On a
Lp( fα,T) divise Lp( fα,T)

dans O[[T]][ 1
p ]. De plus, si la conjecture 2.3.2 est vraie pour toute spécialisation gφ de

poids kφ suffisamment proche p-adiquement de 1 et de niveau N p, alors la conjecture
2.3.5 est vraie.

On peut facilement déduire dans la foulée un résultat de la même veine sur les µ-
invariants des groupes de Selmer, dans l’esprit des résultats de [EPW06] (la proposition
analogue pour les µ-invariants analytiques résulte immédiatement de l’existence de
Lp(f,T)).

Proposition 2.3.7. Si µ = 0 pour X∞( fα), alors il en est de même pour X∞(gφ) pour
toute spécialisation φ de f, et réciproquement.

3. Preuve du Théorème 2.3.6 et fonctions L p-adiques au voisinage de fα

3.1. Articulation de la preuve. D’après le résultat principal de [BD16] (voir
aussi [Dim14, 7.3§, Proposition 1.12]), on sait que (Hf)pα est un anneau de valuation
discrète. Dans le paragraphe 3.2, on construit un paramétrage de f au voisinage de
fα, donnant une suite de formes modulaires primitives p-stabilisées gn (cf. notation
3.2.4) dont les coefficients de Fourier vivent dans une extension finie O′ fixée de O et
convergent vers ceux de fα. Les étapes de la preuve du Théorème 2.3.6 sont rassemblées
dans le schéma suivant :
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Lp(gn,T)

(c) n→+∞
��

(a)
divise Lp(gn,T)

(b)n→+∞
��

Lp( fα,T) Lp( fα,T)

Toutes les fonctions L p-adiques sont des éléments de l’anneau topologique O′[[T]], et les
divisibilités sont dans O′[[T]][ 1

p ]. Le point (a) est une application du théorème de Kato
(Théorème 2.3.3). Les points (b) et (c) sont respectivement démontrés dans le lemme
3.3.1 et la Proposition 3.4.1, après avoir construit une fonction L p-adique analytique
et algébrique au voisinage de fα dans les paragraphes 3.3 et 3.4. Une fois les points
(a), (b) et (c) prouvés, la preuve du Théorème 2.3.6 découle immédiatement du lemme
suivant, pour A = O′[[T]], π une uniformisante de O′, an = Lp(gn,T), a = Lp( fα,T),
bn =Lp(gn,T), et b =Lp( fα,T).

Lemme 3.1.1. Soit A un anneau topologique compact. Soient (an)n et (bn)n deux suites
d’éléments de A convergeant respectivement vers a et b.

(1) Si an divise bn dans A pour tout n, alors a divise b.

(2) Soit π ∈ A un élément premier, régulier et topologiquement nilpotent. Si an divise
bn dans A[ 1

π
] pour tout n, et si a 6= 0, alors a divise b dans A[ 1

π
].

DÉMONSTRATION. Commençons par le (1). Écrivons bn = ancn avec cn ∈ A. Comme
A est compact, on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que (cn)n converge.
On a ainsi b = ac par passage à la limite, et donc (a)⊇ (b).

Traitons (2). Soit n ∈N. Il existe k(n) ∈N et cn ∈ A tels que πk(n)bn = ancn. L’élément
π étant régulier, quitte à simplifier suffisamment de fois par π, on peut supposer que
l’on a, ou bien k(n)= 0, ou bien π - cn. Dans tous les cas, π étant premier, on a πk(n)|an.
Par hypothèse, an converge vers a 6= 0 et π est topologiquement nilpotent, donc k(n)
est borné avec n d’après (1). Ainsi, il existe un entier K suffisamment grand tel que
(an)⊇ (πK bn) pour tout n, et donc (a)⊇ (πK b) par (1), ce qu’on voulait démontrer. �

3.2. Lissité et paramétrage local de la famille de Hida. Soit F(W)=∑
n cnWn ∈

Qp[[W]] une série formelle de rayon de convergence positif. Alors il existe un entier r
tel que F(W) converge sur le disque de rayon p−r, c’est-à-dire que la suite (cn pnr)n est
bornée. On peut donc voir F(Y ) comme un élément du sous-anneau Zp[[W/pr]][ 1

p ] de

Qp[[W]].

Lemme 3.2.1. Soit F(W) ∈Qp[[W]]. Supposons que F(W) est entier sur Zp[[W]]. Alors
il existe une extension finie M de Qp et un entier r tel que F(W) ∈OM[[W /pr]].
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DÉMONSTRATION. Soit Q(W , Z) ∈ Zp[[W]][Z] un polynôme (en la variable Z) uni-
taire de degré dQ qui s’annule en F(W). Comme Qp[[W]] est intègre, Q(W , Z) a un
nombre fini de racines dans Qp[[W]]. Le théorème d’approximation d’Artin [Art68,
Theorem 1.2] implique que, pour tout entier c ≥ 0 et pour toute racine G(W) de Q(W , Z),
il existe une série formelle Ĝ(W) ∈Qp[[W]] de rayon de convergence positif qui est une
racine de Q(W , Z) et qui satisfait la congruence G(W)≡ Ĝ(W) mod W c. En choisissant
c suffisamment grand, on voit que l’on a G(W) = Ĝ(W), et donc toute racine du poly-
nôme Q(W , Z) converge au voisinage de 0. En particulier, il existe un entier r tel que
F(W) ∈Zp[[W /pr]][ 1

p ].

Soit M le compositum de toutes les extensions de Qp de degré inférieur ou égal à
dQ . Pour tout w ∈ pr+1Zp, l’équation Q(w,F(w)) = 0 implique que F(w) satisfait une
équation de degré dQ , et donc F(w) ∈ M. On en déduit que F(W) est à coefficients dans
M, et donc F(W) ∈OM[[W /pr]][ 1

p ]. Enfin, comme F(W) est entier, il est p-entier et donc
F(W) ∈OM[[W /pr]] comme annoncé. �

Soient r ≥ 0 et e ≥ 1 des entiers et M une extension finie de L. On notera OM[[X1/e/pr]]
la OM[[X ]]-algèbre OM[[X ,Y ]]/(preY e − X ). Un morphisme de spécialisation X = a pour
a ∈mCp s’étend à OM[[X1/e/pr]] dès que p−rea ∈mCp , et dépend du choix d’une racine
e-ième de p−rea dans Cp.

Proposition 3.2.2. Il existe des entiers r et e ≥ 1, une extension finie M/L et un mor-
phisme (injectif) de Zp[[X ]]-algèbres Φ tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(16) Hf
φα //

Φ ''

OM

Zp[[X ]]

OO

// OM[[X1/e/pr]]

X=0

OO

DÉMONSTRATION. Comme (Hf)pα est un anneau de valuation discrète d’égale carac-
téristique, son complété est un anneau de séries formelles en une variables sur sur son
corps résiduel. Donc il existe un morphisme injectif d’anneaux topologiques

Φ : (Hf)pα ,→Qp[[Y0]]

où Y0 est une variable formelle. L’élément X ∈ (Hf)pα satisfait limn→+∞ X n = 0, donc
comme élément de Qp[[Y0]], X est une série formelle sans terme constant X = aY e

0 +
bY e+1

0 +. . . où e ≥ 1 et a 6= 0. Soit H(Y0) ∈Qp[[Y0]] une racine e-ième de la série a+bY0+. . .,
de sorte que X = (Y0H(Y0))e. Comme H(0) 6= 0, on voit que Y = Y0H(Y0) définit une
nouvelle variable formelle, i.e. on a un isomorphisme d’anneaux topologiques Qp[[Y0]]'
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Qp[[Y ]]'Qp[[X1/e]]. La restriction de Φ à Hf donne un morphisme de Zp[[X ]]-algèbres
Hf ,→Qp[[X1/e]]. D’après le lemme 3.2.1, l’image de ce morphisme est incluse dans un
anneau de la forme OM[[X1/e/pr]] pour une certaine extension finie M de L, car Hf est
fini sur Zp[[X ]]. On note encore Φ le morphisme de Zp[[X ]]-algèbres obtenu :

Φ :Hf ,→OM[[X1/e/pr]]

Il vérifie par construction Φ−1 (
(X1/e/pr)

)= pα, ce qui rend le diagramme 16 commutatif.
�

Corollaire 3.2.3. Soit Y la variable formelle X1/e/pr et soit A :=OM[[X1/e/pr]]'OM[[Y ]].
On définit

f†(Y )= ∑
m≥1

am(f†;Y )qm ∈A[[q]] où am(f†;Y ) :=Φ(am(f))

Alors f†(Y ) paramètre f au voisinage de fα au sens suivant : on a f†(0)= fα, et pour tout
entier k ≥ 2 tel que pre|k−1, et pour tout choix y ∈ M d’une racine e-ième de uk−1−1

pre , f†(y)
est une spécialisation algébrique de f de poids k, de niveau N p et caractère εω1−k.

DÉMONSTRATION. On a en effet pre+1|uk−1 −1, donc |y|p < 1 et il existe un unique
morphisme Ψy :A−→OM satisfaisant Ψy(Y )= y. On a de plus Ψy(X )= uk−1−1, donc
la composée φy =Ψy ◦Φ :Hf −→OM est une spécialisation algébrique de Hf de poids k et
de caractère χφy = 1. La forme f†(y)=φy(f) définit bien une spécialisation algébrique de
f avec les propriétés annoncées. �

Notation 3.2.4. Quitte à agrandir M, on peut supposer que M contient toutes les
extensions de Qp de degré ≤ e, et donc M contient toutes les racines e-ièmes d’éléments
de Q×

p . On fixe dans toute la suite une telle extension M.

Pour tout entier naturel n, on note k(n) = (p−1)pn+re +1. On fixe yn ∈ M une racine
e-ième de uk(n)−1−1

pre et on pose gn = f†(yn). Comme p−1|k(n)−1, gn est la p-stabilisation
d’une forme primitive classique de poids k(n), de niveau N, de caractère ε et à coefficients
dans OM d’après le corollaire 3.2.3 et la remarque 2.1.4. On note φn : Hf −→ OM le
morphisme de spécialisation correspondant à gn et pn = pφn ⊆Hf. Notons que dans OM ,
on a

lim
n→+∞ yn = 0,

donc les coefficients du q-développement de gn convergent vers ceux de fα lorsque
n →∞.

3.3. Fonction L p-adique analytique au voisinage de fα. On définit une fonc-
tion L p-adique analytique au voisinage de fα comme étant l’élément L†

p(Y ,T) ∈A[[T]]
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obtenu en prenant l’image de Lp(f,T) par le morphisme Φ̃ :Hf[[T]]→A[[T]] appliquant
Φ aux coefficients. Ainsi, d’après le corollaire 3.2.3 et avec les notations 3.2.4, on a :

L†
p(0,T)=Lp( fα,T) et L†

p(yn,T)=Lp(gn,T)

pour tout entier naturel n.

Lemme 3.3.1. La suite (Lp(gn,T))n converge vers Lp( fα,T) dans OM[[T]].

DÉMONSTRATION. Il est clair que toute série formelle F(Y ,T) ∈OM[[Y ,T]] définit
une application continue y 7−→ F(y,T) sur OM −O×

M à valeurs dans OM[[T]]. En considé-
rant F(Y ,T)=L†

p(Y ,T), on a donc limn→+∞Lp(gn,T)= limn→+∞L†
p(yn,T)=L†

p(0,T)=
Lp( fα,T) dans OM[[T]]. �

3.4. Fonction L p-adique algébrique au voisinage de fα. Il n’existe pas a
priori de fonction L p-adique algébrique associée au groupe de Selmer X∞(Tf,T+

f ),
ni même d’idéal caractéristique, car l’anneau Hf[[T]] n’est pas nécessairement factoriel,
ni même intégralement clos (cf. définitions 1.1.3, 1.3.1 et 2.2.3). Notre paramétrage local
de la famille de Hida nous permet de surmonter ce problème et de travailler sur un
anneau de séries formelles A[[T]]'OM[[Y ,T]], qui est factoriel et sur lequel on peut en
outre appliquer les résultats des sections 1 et 2.

On notera simplement les A-modules T=Tf⊗Hf,ΦA et D=T⊗AA∨. On définit similai-
rement T± et D±. On définit aussi les A[[T]]-modules

Sel∞(f†)=Sel∞(T,T+), resp. X∞(f†)=Sel∞(f†)∨

Rappelons que pour tout entier naturel n, le groupe de Selmer Sel∞(φn) attaché à gn
est de torsion d’après le Théorème 2.3.3. Nous démontrons dans la suite la proposition
suivante.

Proposition 3.4.1. La suite (Lp(gn,T))n converge vers Lp( fα,T) dans OM[[T]].

Lemme 3.4.2. On a des isomorphismes de OM[[T]]-modules :

X∞(f†)/ (Y − yn) · X∞(f†)' X∞(φn)⊗Oφn
OM ,

X∞(f†)/Y · X∞(f†)' X∞( fα)⊗OOM

pour tout entier n. En particulier, X∞(f†) est de torsion sur A[[T]].

DÉMONSTRATION. Cela résulte d’une application directe de la Proposition 2.4.1.
Avec les notations de la Proposition, a est l’idéal principal de A engendré par Y − yn
ou bien par Y . Montrons que ses hypothèses sont vérifiées. L’idéal a est principal par
définition. Le groupe d’inertie en p agit trivialement sur D− parce que ceci est déjà
le cas pour T−

f . Il reste à montrer que DGQ∞ et DI` (pour `|N) sont A-divisibles. Il
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suffit de démontrer qu’ils sont A-colibres. On note Dgn =Vgn /Tgn le OM-module discret
usuel construit à partir de la représentation de Deligne de gn, et on note encore D le
OM-module D⊗OOM . Les propriétés de spécialisation énoncées dans le Théorème 2.1.6
donnent les identifications Dgn 'D[Y − yn] et D 'D[Y ]. Soit $ une uniformisante de OM ,
soit FM =OM /$ et soit M= ($,Y ) l’idéal maximal de A. La représentation résiduelle D
de ρf vérifie D ' Dgn[$]' D[$] en tant que FM[GQ]-modules.

On a déjà DGQ∞ = 0. En effet, comme l’action galoisienne est A-linéaire, on a DGQ∞ [Y ]=
DGQ∞ . Comme H∩Q∞ =Q et ρ est irréductible, on a DGQ∞ = DGQ = 0. D’après le lemme
de Nakayama, on a bien DGQ∞ = 0.

Soit `|N, et montrons que DI` est colibre sur A. Soit P= (
DI`

)∨ le dual de Pontriyagin
de DI` . Soit n ∈N. Par la dualité de Pontryagin, on a les trois identifications suivantes :

P/YP'
(
D I`

)∨
, P/(Y − yn)P'

(
D I`

gn

)∨
, P/MP' D I` .

Comme ρ ' ρ, le conducteur modéré de ρ est égal à N, et en particulier on a ord`
(
Cond(ρ)

)=
ord`(N)= ord`

(
Cond(ρgn)

)
. Par invariance du conducteur de Swan [Liv89, Proposition

1.1], on a donc

dimFM D I` = dimM V I`
gn

En outre, un théorème classique de Tate en cohomologie des groupes profinis [Tat76,
Proposition 2.3] montre que dimM V I`

gn est égal au OM-rang de
(
D I`

gn

)∨
(voir [Gre06,

Proposition 3.10] pour une généralisation de ce résultat).

On peut maintenant montrer que P est libre sur A. Si D I` = 0 alors on a automa-
tiquement P = 0 par le lemme de Nakayama. Si D I` est de dimension 1, alors P
est monogène, et donc P ' A/( f (Y )) pour un certain f (Y ) ∈ A. De plus, le module
P/ (Y − yn)P'OM /( f (yn)) est de rang 1, donc il est infini. Cela implique que l’élément
f (Y ) s’annule en toutes les valeurs Y = yn, n ≥ 0, et donc f (Y )= 0 d’après le théorème
de préparation de Weierstrass. Ainsi, P est libre comme voulu, et l’on a terminé la
vérification.

D’après la Proposition 1.1.2, X∞( fα) est de O[[T]]-torsion, donc X∞(f†)/Y · X∞(f†) est de
torsion sur OM[[T]]. L’assertion élémentaire suivante montre pour finir que X∞(f†) est
de torsion sur A[[T]].

Fait : Soit M un module de type fini sur un anneau B. Supposons qu’il existe un idéal
premier Q⊆ B tel que M/QM est de torsion sur B/Q. Alors il existe s ∈ B−Q qui tue M,
et en particulier M est de torsion. �

Lemme 3.4.3. Le A[[T]]-module X∞(f†) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non-
triviaux.
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DÉMONSTRATION. On va montrer que l’on peut appliquer la Proposition 2.5.1. L’hy-
pothèse (a) est vérifiée d’après le lemme 3.4.2. Montrons que (b) est satisfaite, à savoir
que le module H := H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de torsion sur A[[T]]. On a montré dans la preuve
de la Proposition 3.5.6 que H2(QΣ/Q∞,D)∨ est de type fini et de torsion sur OM[[T]]. La
multiplication par Y définit une suite exacte courte

0 // D // D // D // 0

induisant une application surjective H2(QΣ/Q∞,D)� H2(QΣ/Q∞,D)[Y ]. Donc le OM[[T]]-
module H/Y ·H est un sous-module d’un module de type fini et de torsion. Il est donc
de type fini et de torsion, et de même pour le A[[T]]-module H. L’hypothèse (c) est
clairement vérifiée, car la représentation ρf est impaire. L’hypothèse (d) aussi, car Ip
agit trivialement sur D−. Enfin, l’hypothèse (e) est vérifiée car ρf est résiduellement
irréductible de dimension 2. Cela termine la vérification des hypothèses, et donc la
preuve du lemme. �

Remarque 3.4.4. Une variante du lemme précédent pour X∞(f)= X∞(Tf,T+
f ) est mon-

trée dans [Och06, Proposition 8.1] sous l’hypothèse que Hf est régulier.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.4.1. Le groupe de Selmer X∞(f†) est de type fini
et de torsion sur l’anneau A[[T]] qui est factoriel, donc possède une fonction L p-
adique algébrique L†

p(Y ,T) ∈A[[T]]. D’après les lemmes 3.4.2, 3.4.3 et en appliquant
la Proposition 2.4.1 (2), les idéaux caractéristiques de Sel∞(φn) et de Sel∞( fα) sont
engendrés respectivement par L†

p(yn,T) et L†
p(0,T). Autrement dit, on a :

Lp(gn,T)= L†
p(yn,T) resp. Lp( fα,T)= L†

p(0,T)

L’argument de la preuve du lemme 3.3.1 montre alors que limn→+∞ Lp(gn,T)= Lp( fα,T)
dans OM[[T]], ce qui termine la preuve de la Proposition 3.4.1. �
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