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✸✳✻ ❈7✐2&7❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✲◆②I✉✐,2 ♣♦✉7 2♦✉2 ,✐❣♥❛❧ ♣"7✐♦❞✐I✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

❚!✺ ✲ ❉❋❚ 0♦✉0 ●◆❯✲❖❝*❛✈❡ ✿ ❛♥❛❧②)❡ ❞❡) )♦♥) ❞❡ ❞✐✈❡2) ✐♥)%2✉♠❡♥%) ✸✺

❯♥ ♣7❡♠✐❡7 ❡①❡♠♣❧❡ ,✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

❯♥ ❛✉27❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

❊2✉❞❡ ❞❡ ,✐❣♥❛✉① ,♦♥♦7❡, ✿ ❧❡ ✓❧❛✔ ❞❡ ❞✐❛♣❛,♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

❊2✉❞❡ ❞❡ ,✐❣♥❛✉① ,♦♥♦7❡, ✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣♦✐♥#, ,✉% ❧❛ %-,♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✳ ✳ ✸✼

❊2✉❞❡ ❞❡ ,✐❣♥❛✉① ,♦♥♦7❡, ✿ ❈♦♠♣❛%❛✐,♦♥ ❞❡ ♣❧✉,✐❡✉%, ✐♥,#%✉♠❡♥#, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

❚!✻ ✲ ❉❋❚ ❡* 0♣❡❝*(♦❣(❛♠♠❡ ✿ :2✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❙❤❛③❛♠ ✸✽

✹ ❚(❛♥0❢♦(♠?❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ❉✐0❝(C*❡ ✷❉ ✭❉❋❚✷❉✮ ✿ ❛♥❛❧②)❡ ❤❛2♠♦♥✐6✉❡ ❞❡) ✐♠❛❣❡)

♥✉♠02✐)0❡) ✸✾

❚!✼ ✲ ❉❋❚✷❉ 0♦✉0 ●◆❯✲❖❝*❛✈❡ ✿ ❛♥❛❧②)❡ ❞✬✐♠❛❣❡) )✐♠♣❧❡) ❡% ❝♦♠♣❧❡①❡) ✹✵

❉"✜♥✐2✐♦♥ ❞❡, ❡,♣❛❝❡, 7"❡❧, ❡2 7"❝✐♣7♦I✉❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

❆♥❛❧②,❡ ❞❡ ♠♦2✐❢, ♣"7✐♦❞✐I✉❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

❉✐✛7❛❝2✐♦♥ ♣❛7 ❞❡, ❢❡♥2❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

❉✐✛7❛❝2✐♦♥ ♣❛7 ❞❡, 27♦✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

 ♦✉7 ❛❧❧❡7 ♣❧✉, ❧♦✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

❚!✽ ✲ ❋✐❧*(❛❣❡ M ✷❉ ✿ 2✉❞✐♠❡♥%) ❞❡ %2❛✐%❡♠❡♥% ❞✬✐♠❛❣❡) ✹✺

▼❡,✉7❡ ❞✬✐♥2❡7❢7❛♥❣❡ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉7✐❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

❋✐❧27❛❣❡ Y ✷ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ✿  ❛,,❡✲❜❛,✴ ❛,,❡✲❤❛✉2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

❆♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❛✉ ❞"27❛♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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✶

❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◆❖▼❇❘❊❙ ❊❚

❙■●◆❆❯❳ ❉❆◆❙ ❯◆ ❖❘❉■◆❆❚❊❯❘

▲✬✉#✐❧✐#& ❞✬✉♥ ♦*❞✐♥❛#❡✉* ❡-# ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* ❧✉✐ ❢❛✐*❡ ❢❛✐*❡ ❧❡ #*❛✈❛✐❧ ❡♥♥✉②❡✉① 3 ♥♦#*❡ ♣❧❛❝❡✳ ❊♥ ♣❤②✲

-✐9✉❡ ❡①♣&*✐♠❡♥#❛❧❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦**❡-♣♦♥❞ -♦✉✈❡♥# 3 ♣*♦❣*❛♠♠❡* ✉♥❡ -&*✐❡ ❞❡ #*❛♥-❢♦*♠❛#✐♦♥- ♣❧✉- ♦✉

♠♦✐♥- ❝♦♠♣❧❡①❡- ❞✬✉♥ -✐❣♥❛❧ ♣♦✉* ❡♥ ❡①#*❛✐*❡ ❞❡- ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥-✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✉ #*❛✐#❡♠❡♥# ♥✉♠&✲

*✐9✉❡✱ ❝❡- ♦♣&*❛#✐♦♥- -♦♥# ✐♥ ✜♥❡ #*❛❞✉✐#❡- ❡♥ ✉♥❡ -&*✐❡ ❞✬♦♣&*❛#✐♦♥- ❛*✐#❤♠&#✐9✉❡- -✐♠♣❧❡- ❡①&❝✉#&❡-

♣❛* ❧❡ ♣*♦❝❡--❡✉*✳ ❇✐❡♥ 9✉❡ ❧✬❛*✐#❤♠&#✐9✉❡ ❞❡- ♥♦♠❜*❡- ❜✐♥❛✐*❡- ♦✉ ❧❛ ❧♦❣✐9✉❡ ♣✉✐--❡ ❛✈♦✐* ❞❡- ❛-✲

♣❡❝#- ✐♥#&*❡--❛♥#-✱ ♥♦✉- ♦♠❡##*♦♥- ✈♦❧♦♥#❛✐*❡♠❡♥# ❝❡- ♥♦#✐♦♥-✳ ◆♦✉- ♥♦✉- ❝♦♥#❡♥#❡*♦♥- ❞✬❛❜♦*❞❡*

❝♦♠♠❡♥# -♦♥# *❡♣*&-❡♥#&- ✭❝♦❞&-✮ ❧❡- ♥♦♠❜*❡- ❞❛♥- ✉♥ ♦*❞✐♥❛#❡✉* ♣♦✉*✱ ❡♥-✉✐#❡✱ ✐♥#*♦❞✉✐*❡ 9✉❡❧9✉❡-

-#*✉❝#✉*❡- ❞❡ ❞♦♥♥&❡- #❡❧- 9✉❡ ❧❡- #❛❜❧❡❛✉①✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉- ✐♥#*♦❞✉✐*♦♥- ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ❞✬&❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉*

♣*&❝✐-❡* ❝♦♠♠❡♥# -♦♥# *❡♣*&-❡♥#&- ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡- -✐❣♥❛✉① #❡♠♣♦*❡❧- ❡# ❧❡- ✐♠❛❣❡-✳

✶✳✶ ❘❡♣%&'❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡' ♥♦♠❜%❡'

✶✳✶✳✶ ●#♥#%❛❧✐)#*

▲❡- ❞♦♥♥&❡- -♦♥# *❡♣*&-❡♥#&❡- ❡♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐# ❜✐♥❛✐*❡ ❞❛♥- ✉♥ ♦*❞✐♥❛#❡✉*✳ ❈✬❡-#✲3✲❞✐*❡ ♣❛* ✉♥❡ -&*✐❡

❞❡ 0 ❡# ❞❡ 1✱ 9✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✓❜✐#-✔✳ ❯♥❡ -&*✐❡ ❞❡ ❜✐#- *❡♣*&-❡♥#❡♥# ✭✓❝♦❞❡♥#✔✮ ✉♥❡ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥✳

H♦✉* ❧❡- ❞♦♥♥&❡- ♥♦♥ ♥✉♠&*✐9✉❡- ✐❧ ❡①✐-#❡ ❞❡ ♠✉❧#✐♣❧❡- ❢❛I♦♥ ❞❡ *❡♣*&-❡♥#❡* ❧❡- ❞♦♥♥&❡-✳ ◆♦✉-

♥✬❛❜♦*❞❡*♦♥- ♣❛- ❝❡- *❡♣*&-❡♥#❛#✐♦♥- ✐❝✐ ❡# ♥♦✉- ♥♦✉- ❧✐♠✐#❡*♦♥- ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❧❡- ♣❧✉- ✉#✐❧✐-&- ♣♦✉* ❧❡-

♥♦♠❜*❡-✳

❈♦♥❝❡*♥❛♥# ❧❡- ♥♦♠❜*❡- ♦✉ ❧❡- ❧✐-#❡- ❞❡ ♥♦♠❜*❡-✱ ❝❡ 9✉✐ ♥♦✉- ✐♥#&*❡--❡ ❡-# ❧❛ ♣♦--✐❜✐❧✐#& ❞✬❡✛❡❝#✉❡*

❞❡- ♦♣&*❛#✐♦♥- ❡# ❞❡- -&*✐❡- ❞✬♦♣&*❛#✐♦♥-✳ ❉❛♥- ❧❛ ♣❧✉♣❛*# ❞❡- ❝❛- ✉♥❡ *❡♣*&-❡♥#❛#✐♦♥ ❡♥ ❜❛-❡ 2 -❡*❛
❝♦♠♠♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡- ♦♣&*❛#✐♦♥- ❛*✐#❤♠&#✐9✉❡- -❡*♦♥# ♥❛#✉*❡❧❧❡♠❡♥# *&❛❧✐-&❡- ♣❛* ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❛♥-

❝❡##❡ *❡♣*&-❡♥#❛#✐♦♥✳

✶✳✶✳✷ ❊♥)✐❡%* ♥❛)✉%❡❧*

❈♦♥-✐❞&*♦♥- ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ❡♥#✐❡* ♥❛#✉*❡❧

✶

*❡♣*&-❡♥#& -✉* N ❜✐#-✳ ❉❛♥- ❝❡ ❝❛- ❧❛ -&*✐❡ ❞❡ ❜✐#-

❝♦**❡-♣♦♥❞ 3 ❧❛ ❞&❝♦♠♣♦-✐#✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❡♥#✐❡* ❡♥ ❜❛-❡ 2✳ ▲❡ ♣❧✉- ♣❡#✐# &❧&♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❜❛-❡ ❡-# 20

❡# ❧❡ ♣❧✉- ❣*❛♥❞ ❡-# 2N − 1✳ ▲❛ -&*✐❡ ❞❡ ❜✐#- ❡-# ♥✉♠&*♦#&❡ ❞❡ ❧❛ ❞*♦✐#❡ ✈❡*- ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦#❡ xi
❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞✉ ❜✐# i ✭xi = 0 ♦✉ 1✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❡♥#✐❡*✱ U ❛✐♥-✐ *❡♣*&-❡♥#& -✬&❝*✐# ❞♦♥❝ ✿

✶✳ ❊♥ ✐♥❢♦'♠❛*✐+✉❡ ♦♥ ♣❛'❧❡ ❝♦✉'❛♠♠❡♥* ❞✬❡♥*✐❡' ♥♦♥✲4✐❣♥6 ✭✉♥4✐❣♥❡❞ ✐♥*❡❣❡'✱ ✉✐♥*✮✳

✹



❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ■❧❧✉$%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♣&.$❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠.&✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥%✐❡& ♥❛%✉&❡❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❜✐%$ ❡$% N ✳ ▲❡$ ❜✐%$

$♦♥% ♥✉♠.&♦%.$ ❞❡ ❧❛ ❞&♦✐%❡ ✈❡&$ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳

U =
N−1
∑

i=0

xii ✭✶✳✶✮

❙♦✉' ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●◆❯✲❖❝2❛✈❡✱ ❝❡ 2②♣❡ ❞❡ ♥♦♠❜<❡ ❡'2 ♥♦♠♠= ✿ ✉✐♥#✽✱ ✉✐♥#✶✻✱ ✳✳✳ ❖♥ '✬❡♥ '❡<✈✐<❛

❛''❡③ ♣❡✉ ❞❛♥' ✉♥ ♣<❡♠✐❡< 2❡♠♣'✳ ■❧' '✬❛✈=<❡<♦♥2 ✉2✐❧❡' ♣♦✉< ❧❛ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡' ✐♠❛❣❡'✳

❊①❡#❝✐❝❡&

• ❉♦♥♥❡③ ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❡♥ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❞=❝✐♠❛❧❡ ❞❡' ♥♦♠❜<❡' '✉✐✈❛♥2 ✭❝♦❞=' '✉< 8 ❜✐2'✮ ✿ ✵✵✵✵✵✵✵✶✱

✵✵✵✵✵✵✶✵✱ ✵✵✵✵✵✶✶✶ ❀

• ◗✉❡❧ ❡'2 ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❡♥ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❞=❝✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣❧✉' ❣<❛♥❞ ♥♦♠❜<❡ ❝♦❞= '✉< 8 ❜✐2' ❄ '✉< N

❜✐2' ❄

• ❉=2❡<♠✐♥❡③ ❧❛ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❜✐♥❛✐<❡ ❞✉ ♥♦♠❜<❡ ❞=❝✐♠❛❧ 43✳ ✲ ✉!✐❧✐$❡③ ✉♥❡ $✉❝❝❡$$✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✲

$✐♦♥$ ♣❛/ 2 ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞2❝✐♠❛❧✳ ◗✉❡ ❢❛✐/❡ ❞❡$ /❡$!❡$ ❄

✶✳✶✳✸ ❊♥%✐❡() (❡❧❛%✐❢)

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ■❧❧✉$%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♣&.$❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠.&✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥%✐❡& &❡❧❛%✐❢✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❜✐%$ ❡$% N ✳ ▲❡$ ❜✐%$

$♦♥% ♥✉♠.&♦%.$ ❞❡ ❧❛ ❞&♦✐%❡ ✈❡&$ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡ ❞❡&♥✐❡& ❜✐% ✭; ❣❛✉❝❤❡✮ ❡$% ❧❡ ❜✐% ❞❡ $✐❣♥❡✳ ▲❡$ ❛✉%&❡$ ❜✐%$ ❝♦❞❡♥% ♣♦✉&

✉♥ ❡♥%✐❡& ♥♦♥✲$✐❣♥.✳

F♦✉< ❧❡' ❡♥2✐❡<' <❡❧❛2✐❢ ♦♥ ✐♥2<♦❞✉✐2 ✉♥ ❜✐2 ❞❡ '✐❣♥❡ ✭❜✐2 N − 1✮✳ ▲❡' ❜✐2' ❞❡ 0 I N − 2 ❝♦❞❡♥2

♣♦✉< ✉♥ ❡♥2✐❡< ♥❛2✉<❡❧❧❡✳ ❯♥ ❡♥2✐❡< <❡❧❛2✐❢✱ S✱ <❡♣<='❡♥2= '✉< N ❜✐2'✱ '✬=❝<✐2 ✿

S = (−1)xN−1 × (
N−2
∑

i=0

xi × 2i) ✭✶✳✷✮

♦K xi ❡'2 ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❞✉ ❜✐2 i ✭xi = 0 ♦✉ 1✮✳
❙♦✉' ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●◆❯✲❖❝2❛✈❡✱ ❝❡ 2②♣❡ ❞❡ ♥♦♠❜<❡ ❡'2 ♥♦♠♠= ✿ ✐♥#✽✱ ✐♥#✶✻✱ ✳✳✳ ❖♥ ♥♦2❡<❛ L✉❡ ❧❡'

♣❧✉' ✉2✐❧✐'= '♦♥2 ❧❡' ❡♥2✐❡<' ❝♦❞=' '✉< 16 ❜✐2' L✉✐ '♦♥2 ♥♦♠♠=' ✐♥#✳

❊①❡#❝✐❝❡&

• ❉♦♥♥❡③ ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❡♥ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❞=❝✐♠❛❧❡ ❞❡' ♥♦♠❜<❡' '✉✐✈❛♥2 ✭❝♦❞=' '✉< 8 ❜✐2'✮ ✿ ✵✵✵✵✵✵✵✶✱

✶✵✵✵✵✵✶✵✱ ✵✵✵✵✵✶✶✶ ❀

• ◗✉❡❧ ❡'2 ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❡♥ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❞=❝✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣❧✉' ❣<❛♥❞ ♥♦♠❜<❡ ❝♦❞= '✉< 8 ❜✐2' ❄ ❞✉ ♣❧✉'

♣❡2✐2 ❄

• ❆ ♣<✐♦<✐ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❜✐♥❛✐<❡ ✶✵✵✵✵✵✵✵ ♥✬=①✐'2❡ ♣❛'✳ ◗✉❡ ✈♦✉❞<✐❡③✲✈♦✉' ❡♥ ❢❛✐<❡ ❄

• ❉=2❡<♠✐♥❡③ ❧❛ <❡♣<='❡♥2❛2✐♦♥ ❜✐♥❛✐<❡ ❞✉ ♥♦♠❜<❡ ❞=❝✐♠❛❧ −43✳

✺



✶✳✶✳✹ ◆♦♠❜'❡) '*❡❧) ✿ '❡♣'*)❡♥/❛/✐♦♥ 2 ✈✐'❣✉❧❡ ✢♦/❛♥/❡

❖♥ ♥❡ ♠❡♥$✐♦♥♥❡'❛ ✐❝✐ *✉❡ ❧❛ '❡♣'./❡♥$❛$✐♦♥ ❞✐$❡ 1 ✈✐'❣✉❧❡ ✢♦$❛♥$❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ '❡//❡♠❜❧❡ 1 ❧❛

♥♦$❛$✐♦♥ ❞✐$❡ /❝✐❡♥$✐✜*✉❡ ❞❡/ ♥♦♠❜'❡/✳ :❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❧✉$=$ *✉❡ ❞✬.❝'✐'❡ +0, 000134 ♦♥ ♣'.❢@'❡
+0, 134 × 10−3

✳ ❉❡ ♠❛♥✐@'❡ ❣.♥.'❛❧❡✱ ❡♥ ❜❛/❡ b✱ ✉♥ ♥♦♠❜'❡ F ❞❛♥/ ❝❡$$❡ '❡♣'./❡♥$❛$✐♦♥ 1 ✈✐'❣✉❧❡

✢♦$❛♥$❡✱ /✬.❝'✐$ ✿

F = s×M × be ✭✶✳✸✮

♦G s ❡/$ ❧❡ /✐❣♥❡✱ b ❡/$ ❧❛ ❜❛/❡ ❡$ e ❧✬❡①♣♦/❛♥$✳M ❡/$ ❧❛ ♠❛♥$✐//❡ *✉✐ '❡♣'./❡♥$❡ ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ❡♥$'❡ 0 ❡$
1 *✉✐ ♣'.❝✐/❡ ❧❡/ ❝❤✐✛'❡/ /✐❣♥✐✜❝❛$✐❢/✳ ❉❛♥/ ♥♦$'❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣'.❝.❞❡♥$ ✭+0, 134× 10−3

✮✱ ♦♥ ❛ ✿ s = 1✱
b = 10✱ e = −3 ❡$ M = 0, 134✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ■❧❧✉$%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♣&.$❡♥%❛%✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐%❡ ❡♥ ✈✐&❣✉❧❡ ✢♦%❛♥%❡ ❞✬✉♥ &.❡❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❜✐%$ ❡$%

N = 1 + k + p✳ ▲❡ $✐❣♥❡ ❡$% ❝♦❞. $✉& 1 ❜✐%✳ ▲✬❡①♣♦$❛♥% $✉& k ❜✐%$ ❡% ❧❛ ♠❛♥%✐$$❡ $✉& p ❜✐%$ $♦♥% ♥✉♠.&♦%.$✳

❉❛♥/ ✉♥ ♦'❞✐♥❛$❡✉' ❧❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❡/$ ❧❡ ♠J♠❡✱ /❛✉❢ *✉❡ ❧❡/ ♥♦♠❜'❡/ /♦♥$ ❝♦❞./ ❡♥ ❢♦'♠❛$ ❜✐♥❛✐'❡✳

• ▲❡ /✐❣♥❡ s ❡/$ $♦✉❥♦✉'/ ❝♦❞. /✉' ✉♥ /❡✉❧ ❜✐$ ✿ s ∈ {−1; 1}✳

• ▲✬❡①♣♦/❛♥$ ❡/$ ❝♦❞. /✉' k ❜✐$/ ✿ e ∈ [−2k−1; 2k−1]✳

• ▲❛ ♠❛♥$✐//❡ ❡/$ ❝♦❞.❡ /✉' p ❜✐$/ *✉✐ ❝♦''❡/♣♦♥❞❡♥$ ❛✉ p ❝❤✐✛'❡/ ✭di✮ ❛♣'@/ ❧❛ ✈✐'❣✉❧❡✳ ◆✬♦✉❜❧✐♦♥/
♣❛/ *✉❡ ❧✬♦'❞✐♥❛$❡✉' ❝♦❞❡ ❡♥ ❜✐♥❛✐'❡ ✭❜❛/❡ 2✮ ✿

M = d−1, d−2, ..., d−p

M = d−1 × 2−1 + d−2 × 2−2 + ...+ d−p × 2−p

▲❛ ♥♦'♠❡ ■❊❊✼✺✹ /♣.❝✐✜❡ ❞❡✉① ❢♦'♠❛$/ ❞❡ '❡♣'./❡♥$❛$✐♦♥ ❡♥ ✈✐'❣✉❧❡ ✢♦$❛♥$❡✳ ❉❛♥/ ❝❤❛*✉❡ ❝❛/

❧❡ /✐❣♥❡ ❡/$ ❝♦❞. ♣❛' ✉♥ /❡✉❧ ❜✐$✳ :♦✉' ❧❡/ ♥♦♠❜'❡/ ❞✐$ 1 /✐♠♣❧❡ ♣'.❝✐/✐♦♥ *✉✐ /♦♥$ ❝♦❞./ /✉' 32 ❜✐$/
❛✉ $♦$❛❧ ✿ k = 8 ❡$ p = 23✳ ▲✬❡①♣♦/❛♥$ E ♥✬❛ ♣❛/ ❞❡ ❜✐$ ❞❡ /✐❣♥❡ ❡$ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ❞❡/ ❡①♣♦/❛♥$/ ♥.❣❛$✐❢/

♦✉ ♣♦/✐$✐❢ ♣❛' ❧❛ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥ /✉✐✈❛♥$❡ ✿ e = E − 127✳ ▲❡ ♥♦♠❜'❡ '.❡❧ /✐♠♣❧❡ ♣'.❝✐/✐♦♥/ /✬.❝'✐$ ❛❧♦'/ ✿
F = (−1)s×M×2E−127

✳ :♦✉' ❧❡/ ♥♦♠❜'❡/ ❞✐$ 1 ❞♦✉❜❧❡ ♣'.❝✐/✐♦♥ *✉✐ /♦♥$ ❝♦❞./ /✉' 64 ❜✐$/ ❛✉ $♦$❛❧ ✿
k = 11 ❡$ p = 52✳ ❉❡ ♠❛♥✐@'❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✿ D = (−1)s ×M × 2E−1023

✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●◆❯✲❖❝$❛✈❡

❝❡/ $②♣❡/ ❞❡ ♥♦♠❜'❡/ /♦♥$ '❡/♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ♥♦♠♠./ ❢❧♦❛$ ❡$ ❞♦✉❜❧❡✳

❊①❡#❝✐❝❡& ✿

• ❙♦✐$ ❧❡ '.❡❧ '❡♣'./❡♥$. ❡♥ ❜✐♥❛✐'❡ 1 ✈✐'❣✉❧❡ ✢♦$$❛♥$❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐@'❡ /✉✐✈❛♥$❡ ✭k = 3 ❛✈❡❝ ❜✐$ ❞❡
/✐❣♥❡✱ p = 4✮ ✿ ✵ ✵✶✶ ✵✶✵✶✱ ❞♦♥♥❡③ /❛ '❡♣'./❡♥$❛$✐♦♥ ❞.❝✐♠❛❧❡✳

• ❊/$✐♠❡③ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❤✐✛'❡/ /✐❣♥✐✜❝❛$✐❢/ ❡♥ ❜❛/❡ ❞.❝✐♠❛❧ ❞❡/ '.❡❧/ /✐♠♣❧❡ ❡$ ❞♦✉❜❧❡ ♣'.❝✐/✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦♠'❡ ■❊❊❊✼✺✹✳

✶✳✷ ◗✉❡❧'✉❡( ()*✉❝)✉*❡( ❞❡ ❞♦♥♥/❡( ✿ ❚❛❜❧❡❛✉①✱ ✈❡❝)❡✉*( ❡) ♠❛)*✐❝❡(

▲❛ ♣❧✉♣❛'$ ❞❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ ❞❡ ♣'♦❣'❛♠♠❛$✐♦♥ /✬❛♣♣✉✐❡♥$ /✉' ❞❡/ /$'✉❝$✉'❡/ ❞❡ ❞♦♥♥.❡/✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡

✓♥✐✈❡❛✉ ✔ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡$ ❧❡ $②♣❡ ❞✬✐♥❢♦'♠❛$✐♦♥ 1 ❝♦❞❡'✱ ❧❡/ /$'✉❝$✉'❡/ ❞❡ ❞♦♥♥.❡/ /♦♥$ ♣❧✉/ ♦✉ ♠♦✐♥/

❛❜/$'❛✐$❡/✳ ◆♦✉/ ♥♦✉/ ❧✐♠✐$❡'♦♥/ ✐❝✐ ❛✉① /$'✉❝$✉'❡/ ❞❡ ❞♦♥♥.❡/ /✐♠♣❧❡/ *✉✐ ♥♦✉/ /❡'♦♥$ ✉$✐❧❡/ ♣♦✉'

❧✬❛♥❛❧②/❡ ❞❡ /✐❣♥❛✉① ♣❤②/✐*✉❡/✳ ❖♥ ❞✐/$✐♥❣✉❡ ❧❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ ❞✐$ ❞❡ ✓❜❛/ ♥✐✈❡❛✉ ✔✱ ❞♦♥$ ❧❡/ /$'✉❝$✉'❡/

❞❡ ❞♦♥♥.❡ /♦♥$ /✐♠♣❧❡ ❡$ ❧❡ ♣❧✉/ ♣'♦❝❤❡ ❞✉ ✓❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✔ ❞❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ ❞✐$ ❞❡ ✓❤❛✉$ ♥✐✈❡❛✉✔✱

❞♦♥$ ❧❡/ /$'✉❝$✉'❡/ ❞❡ ❞♦♥♥.❡/ ♣❡✉✈❡♥$ J$'❡ ♣❧✉/ ❛❜/$'❛✐$❡/✳

✻



✶✳✷✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉①

■❧ "✬❛❣✐' ❞✬✉♥❡ "',✉❝'✉,❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡ "✐♠♣❧❡ 2✉❡ ❧✬♦♥ ',♦✉✈❡ ❞❛♥" ❧❛ ♣❧✉♣❛,' ❞❡" ❧❛♥❣❛❣❡" ❞❡

♣,♦❣,❛♠♠❛'✐♦♥✳ ■❧ "✬❛❣✐' ❞✬✉♥❡ ❧✐"'❡ ♦,❞♦♥♥/❡ ❞❡ ♥♦♠❜,❡" 2✉✐ "♦♥' "'♦❝❦/" "✉❝❝❡""✐✈❡♠❡♥' ✭❡♥ ✜❧❡
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✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❛6✐♦♥ ❧✐♠✐62❡ ❛✉① $✐❣♥❛✉① ♣2(✐♦❞✐1✉❡$ ✿

❚❤0♦%7♠❡ ✶✳✸✳✶✳ #♦✉& ✉♥ (✐❣♥❛❧ ❤❛&♠♦♥✐.✉❡✱ S(t) = cos(2πft + φ)✱ ❞❡ ❢&3.✉❡♥❝❡ f ❡4 ❞❡ ♣❤❛(❡

5 ❧✬♦&✐❣✐♥❡ φ ❡4 ❞3♣❡♥❞❛♥4 ❞✉ 4❡♠♣( t✱ ❡4 ✉♥ 3❝❤❛♥4✐❧❧♦♥♥❛❣❡ &3❣✉❧✐❡& Si ❞❡ ❝❡ (✐❣♥❛❧ 5 ❧❛ ❢&3.✉❡♥❝❡

FS✱ ❧✬3❝❤❛♥4✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉4 74&❡ ❝♦♥(✐❞3&3 ❝♦♠♠❡ (✉✣(❛♥4 (✐ ✿ FS ≥ 2× f ✳

✸✳ ❊♥ ♣&❛%✐4✉❡ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ♥✬❡$% ♣❛$ ✐♥$%❛♥%❛♥.❡✱ ♠❛✐$ ♦♥ ❝♦♥$✐❞:&❡&❛ ✐❝✐ 4✉❡ ❧❡ %❡♠♣$ ❞❡ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ❡$% ♥.❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
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❚!✶ ✲ !❘■❙❊ ❊◆ ▼❆■◆ ❉❊ ●◆❯✲❖❈❚❆❱❊ ✿

❆!!❘❊◆❉❘❊ ▲❊❙ ❇❆❙❊❙ ❉❯ ▲❆◆●❆●❊

!❆❘ ▲✬❊❳❊▼!▲❊

❉✉"❛♥% ❝❡( ❛%❡❧✐❡"( ✈♦✉( ❛♣♣"❡♥❞"❡③ ❧❡( ❜❛(❡( ❞❡ ❧❛ ♣"♦❣"❛♠♠❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ (❝✐❡♥%✐✜4✉❡

●◆❯✲❖❝%❛✈❡✳ ❱♦✉( ✉%✐❧✐(❡"❡③ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣♦✉" ♠❛♥✐♣✉❧❡" ❞❡( ❞♦♥♥<❡( ♥✉♠<"✐4✉❡( <❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥<❡(

✭(♦♥✱ ✐♠❛❣❡✱ ✳✳✳✮ ❡% ❡♥ ❢❛✐"❡ ❧✬❛♥❛❧②(❡✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ❡(% ❧✐❜"❡ ❡% ♠✉❧%✐✲♣❧❛%❡❢♦"♠❡✱ ✈♦✉(

♣♦✉✈❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ❧✬✐♥(%❛❧❧❡" (✉" ✉♥ (②(%E♠❡ ❧✐♥✉① ♦✉ ✇✐♥❞♦✇(✳ ◆♦%❡③ 4✉✬✐❧ ❡①✐(%❡ ✉♥❡ ✈❡"(✐♦♥ ❡♥

❧✐❣♥❡ ❞❡ ❖❝%❛✈❡ 4✉✐ ♣❡✉% H%"❡ ✉%✐❧✐(<❡ I ❧✬❛❞"❡((❡ (✉✐✈❛♥%❡ ✿ ❤!!♣#✿✴✴♦❝!❛✈❡✲♦♥❧✐♥❡✳♥❡!✴✳

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥% ❡(% ❝♦♥(%"✉✐% ♣♦✉" ✈♦✉( ♣❡"♠❡%%"❡ ❞✬❛❜♦"❞❡" ❧❡( ❜❛(❡( ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ (❛♥( ❜❡(♦✐♥

❞✬❛✉%"❡ ❞♦❝✉♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ♣♦✉" ✉♥❡ ✉%✐❧✐(❛%✐♦♥ ♣❧✉( ♣♦✉((<❡ ✐❧ ✈♦✉( ❡(% "❡❝♦♠♠❛♥❞< ❞❡

❝♦♠♣❧<%❡" ❧❡( ✐♥❢♦"♠❛%✐♦♥( ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥% ❡♥ ✉%✐❧✐(❛♥% ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❖❝%❛✈❡ I

❧✬❛❞"❡((❡ (✉✐✈❛♥%❡ ✿ ❤!!♣✿✴✴♦❝!❛✈❡✳#♦✉1❝❡❢♦1❣❡✳♥❡!✴❞♦❝#✳❤!♠❧✳

❉❛♥( ❝❡ 4✉✐ (✉✐% ♥♦✉( ❛❧❧♦♥( "<❛❧✐(❡" ✉♥❡ (<"✐❡ ❞✬♦♣<"❛%✐♦♥( 4✉✐ ✈♦✉( ♣❡"♠❡%%"♦♥% ❞❡ ❝♦♠♣"❡♥❞"❡

❧❡( ❜❛(❡( ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ◆♦✉( ❛❜♦"❞❡"♦♥( ❝♦♠♠❡♥% ❢❛✐"❡ ❞❡( ♦♣<"❛%✐♦♥( (✐♠♣❧❡( (✉" ❧❡( ♥♦♠❜"❡(✱ ✈❡❝%❡✉"(

❡% ♠❛%"✐❝❡(✳ ◆♦✉( ❛♣♣"❡♥❞"♦♥( I ❛❝❝<❞❡" I ❝❡"%❛✐♥( <❧<♠❡♥%( ❞❡( ✈❡❝%❡✉"( ♦✉ ♠❛%"✐❝❡( ❡% ❞<❝"✐"♦♥(

❝♦♠♠❡♥% ❛✣❝❤❡" ❡% ♠❛♥✐♣✉❧❡" ✉♥ ❣"❛♣❤✐4✉❡✳

❉!♠❛$$❡$ ❛✈❡❝ ●◆❯✲❖❝-❛✈❡

▲❛ ♣❤✐❧♦'♦♣❤✐❡ ❞❡ ●◆❯✲❖❝0❛✈❡ ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ❡(% ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ (❝✐❡♥%✐✜4✉❡✳ ❈♦♠♠❡

▼❛%❧❛❜✱ ✐❧ ❡(% ❞<❞✐< ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠<"✐4✉❡✱ ❝✬❡(% I ❞✐"❡ 4✉✬✐❧ ♥✬❡(% ♣❛( ❝♦♥N✉ ♣♦✉" "<❛❧✐(❡" ❞✉ ❝❛❧❝✉❧

❢♦"♠❡❧✳ ❈♦♥%"❛✐"❡♠❡♥% I ▼❛♣❧❡ ♦✉ ▼❛①✐♠❛✱ ▼❛%❧❛❜ ❡% ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ♥❡ ♣"❛%✐4✉❡♥% ♣❛( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

(②♠❜♦❧✐4✉❡ ✿ ❧❡( ✈❛❧❡✉"( ♥✉♠<"✐4✉❡( (♦♥% ❝❛❧❝✉❧<❡(✳

▲❛ (%"✉❝%✉"❡ ❞❡ ❜❛(❡ ❞❛♥( ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ❡(% ❧❛ ♠❛%"✐❝❡✳ ▲❡( ♦♣<"❛%✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ (✉" ❧❡( ♠❛%"✐❝❡(

✭♣"♦❞✉✐%✱ ✐♥✈❡"(✐♦♥✱ ✳✳✳✮ (♦♥% ♣"<✲♣"♦❣"❛♠♠<❡(✳ ▲❛ (②♥%❛①❡ ♣♦✉" ❛❝❝E❞❡" ❛✉① <❧<♠❡♥%( ❞✬✉♥❡ ♠❛%"✐❝❡

❡(% (✐♠♣❧❡✳ ▲❡( ♠❛%"✐❝❡( ♣❡✉✈❡♥% H%"❡ ❞❡( ✈❡❝%❡✉"( ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❚♦✉% ❝❡❧❛ "❡♥❞ ❝❡%%❡ (%"✉❝%✉"❡

❞❡ ❞♦♥♥<❡( ❛❞❛♣%<❡ I ❧✬❛♥❛❧②(❡ ❞❡ (✐❣♥❛✉① ♣❤②(✐4✉❡(✳ ❊♥ ♦✉%"❡✱ ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ♣"<✲✐♥%E❣"❡ ✉♥ ❣"❛♥❞

♥♦♠❜"❡ ❞✬♦♣<"❛%✐♦♥( ❡% ❞❡ %"❛♥(❢♦"♠❛%✐♦♥( ♠❛%❤<♠❛%✐4✉❡( ✉%✐❧❡( I ❧❛ ♣❤②(✐4✉❡✳

●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ✭❝♦♠♠❡ ▼❛%❧❛❜✮ ❡(% ❛✉((✐ ✉♥ ✈<"✐%❛❜❧❡ ❡♥✈✐"♦♥❡♠❡♥% ❞❡ ♣"♦❣"❛♠❛%✐♦♥ ❞<❞✐< ❛✉

❝❛❧❝✉❧ (❝✐❡♥%✐✜4✉❡✳ ●◆❯✲❖❝%❛✈❡ ✐♥%E❣"❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣"♦❣"❛♠♠❛%✐♦♥ ❞✐% ❞❡ ✓❤❛✉% ♥✐✈❡❛✉ ✔✳ ❈✬❡(%

✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥%❡"♣"<%<✱ ♣❛" ♦♣♣♦(✐%✐♦♥ ❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡( ❝♦♠♣✐❧<(✱ 4✉✐ ♥❡ ♥<❝❡((✐%❡ ♣❛( ❧❛ ❝♦♥✈❡"(✐♦♥

♣"<❛❧❛❜❧❡ ❞❡( ❝♦♠♠❛♥❞❡( ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉" ❧❡✉" ❡①<❝✉%✐♦♥✳ ❊♥ ❝❡ (❡♥( ❝✬❡(% ✉♥ ♦✉%✐❧ (✐♠✐❧❛✐"❡
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❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ &②(❤♦♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜/❛✐/✐❡ ❙❝✐&②✳ ❖♥ ♣❡✉( ❞❡ ♠❛♥✐5/❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❝/7❡/ ❞❡8 ✈❛/✐❛❜❧❡8 ❡(

❧❡✉/8 ❛♣♣❧✐6✉❡/ ❞❡8 ♦♣7/❛(❡✉/8 ❞❡ ♠❛♥✐5/❡ ✐♥(❡/❛❝(✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥8♦❧❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ●◆❯✲❖❝(❛✈❡

♣❡/♠❡( ❛✉88✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛/( ❞❡8 8(/✉❝(✉/❡8 ❛❧❣♦/✐(❤♠✐6✉❡8 (❡❧❧❡8 6✉❡ ❧❡8 ❜♦✉❝❧❡8 ❢♦" ❡( ✇❤✐❧❡ ♦✉ ❧❡8

8(/✉❝(✉/❡8 ❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡8 (❡❧❧❡8 6✉❡ ✐❢ ♦✉ (✇✐)❝❤✳ ❊♥✜♥✱ ●◆❯✲❖❝(❛✈❡ ♦✛/❡ ❧❛ ♣♦88✐❜✐❧✐(7 ❞❡ ❝/7❡/

❞❡8 ❢✉♥❝)✐♦♥ ♣♦✉/ ❝♦♥8(/✉✐/❡ 8❛ ♣/♦♣/❡ ❧✐❜/❛✐/✐❡✳

▲✬✐♥$❡&❢❛❝❡ ❞❡ ●◆❯✲❖❝$❛✈❡ ❖❝(❛✈❡ ❞✐8♣♦8❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥(❡/❢❛❝❡ ❣/❛♣❤✐6✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡8( ❝♦♠♣♦87❡

❞❡ ♣❧✉8✐❡✉/8 ❢❡♥F(/❡8 ♦✉ ❝♦♥8♦❧❡8✳

• ❈♦♠♠❡ 8♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐6✉❡ ❧❛ ❝♦♥8♦❧❡ ❞❡ ✓❝♦♠♠❛♥❞❡ ✔ ✈♦✉8 ♣❡/♠❡( ❞✬❡♥(/❡/ ❧❡8 ♦♣7/❛(✐♦♥8 G

/7❛❧✐8❡/✳ ❈✬❡8( ✈♦(/❡ ✐♥(❡/❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳

• ▲❛ ❝♦♥8♦❧❡ ✓❤✐+,♦-✐.✉❡ ✔ ✈♦✉8 ♣❡/♠❡( ❞❡ /❡❧✐/❡ ❧❡8 ♦♣7/❛(✐♦♥8 ❞7❥G ❡✛❡❝(✉7❡8✳

• ▲❛ ❝♦♥8♦❧❡ ✓❡+♣❛❝❡ ❞❡ ,-❛✈❛✐❧ ✔ ✈♦✉8 ♣❡/♠❡( ❞❡ ✈✐8✉❛❧✐8❡/ ❧❡8 ✈❛/✐❛❜❧❡8 ❛✉6✉❡❧ ✈♦✉8 ❛✉/❡③ ❛✛❡❝(7

❞❡8 ✈❛❧❡✉/8✳ ❈❡8 ✈❛/✐❛❜❧❡8 ♣❡✉✈❡♥( F(/❡ ❛✣❝❤7❡8 ♦✉ /7✲✉(✐❧✐87❡8✳ ▲❡8 ✈❛/✐❛❜❧❡8 8♦♥( 8(♦❝❦7❡8 ❡♥

♠7♠♦✐/❡ ❘❆▼✳

• ▲❛ ❝♦♥8♦❧❡ ✓♥❛✈✐❣❛,❡✉- ✔ ✈♦✉8 ♣❡/♠❡( ❞❡ ❝❤❛/❣❡/ ♦✉ ❞✬❡♥/❡❣✐8(/❡/ ❞❡8 ✜❝❤✐❡/8✳ ▲❡ ♥❛✈✐❣❛(❡✉/
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❖♥ ❞✐/"✐♥❣✉❡ ♣❧✉/✐❡✉#/ "②♣❡/ ❞❡ ❞♦♥♥8❡/ ♥✉♠8#✐9✉❡/✳

• ▲❡/ ♥♦♠❜#❡/ #8❡❧/ ❞♦✉❜❧❡ ♣#8❝✐/✐♦♥ ✿ ❞♦✉❜❧❡

• ▲❡/ ♥♦♠❜#❡/ #8❡❧/ /✐♠♣❧❡ ♣#8❝✐/✐♦♥ ✿ 0✐♥❣❧❡

• ▲❡/ ❡♥"✐❡#/ ✿ ✐♥:✽ ❀ ✐♥:✶✻ ❀ ✐♥:✸✷ ❀ ✐♥:✻✹

• ▲❡/ ♥♦♠❜#❡/ ❝♦♠♣❧❡①❡/ ❝♦♠♣❧❡①

❖❝"❛✈❡ ♣#❡♥❞ ❛✉//✐ ❡♥ ❝❤❛#❣❡ ❞❡/ "②♣❡/ ❞❡ ❞♦♥♥8❡/ ♥♦♥✲♥✉♠8#✐9✉❡/✳ ◆♦✉/ ✉"✐❧✐/❡#♦♥/ ❛//❡③ ♣❡✉

❝❡ "②♣❡/ ❞❡ ❞♦♥♥8❡/✳ ❆ ✈♦✉/ ❞❡ ✈♦✉/ ❞♦❝✉♠❡♥"❡# /✉# ❝❡✉①✲❝✐✳✳✳

• ▲❡/ ❝❛#❛❝"B#❡/ ✿ ❝❤❛+

• ▲❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ✿ ❝❡❧❧

❊①❡♠♣❧❡&

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂✶

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂✶✳✵

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂0✐♥❣❧❡✭✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❦❂✐♥:✶✻✭✶✮

✄ ❡♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛❂✐♥:✻✹✭✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✐

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ③❂❝♦♠♣❧❡①✭✶✱✷✮

✄ ❡♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ③③❂❝♦♠♣❧❡①✭✷✱✷✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛❜0✭③✮

✄ ❡♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛♥❣❧❡✭③✮

✶✷



❯♥ ♣❡✉ ❞❡ &♦✉♣❧❡&&❡ ✳✳✳ ♣❡✉ ❡♥*+❛✐♥❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢✉&✐♦♥ ❈♦♥#$❛✐$❡♠❡♥# ) ❝❡$#❛✐♥+ ❧❛♥❣❛❣❡+

❖❝#❛✈❡ ♥❡ ✜❣❡ ♣❛+ ❧❡ #②♣❡ ❞❡+ ✈❛$✐❛❜❧❡+✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉# 7#$❡ ♣$❛#✐8✉❡ ) ❧✬✉+❛❣❡ ♠❛✐+ ✐❧ ❢❛✉# ❢❛✐$❡ ❛##❡♥#✐♦♥✳✳✳

❈❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❝❡$#❛✐♥❡ ♠❛;#$✐+❡ ❞❡ ❝❡ 8✉❡ ✈♦✉+ ❢❡$❡③✳✳✳

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂✶

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂✐♥)✽✭✶✮

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❝❧❡❛1 ❛❧❧

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✐

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✷✰✐

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✐❂✶

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✷✰✐

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

❱❡❝#❡✉%&✱ ♠❛#%✐❝❡& ❡# ♦♣-%❛#✐♦♥&

❱♦✉+ +❛✈❡③ ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ✐♥✐#✐❛❧✐+❡$ ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❡# ❡✛❡❝#✉❡$ ❞❡+ ♦♣A$❛#✐♦♥+ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❢♦♥❝#✐♦♥+ ❡#

♦♣A$❛#❡✉$+ ♠❛#❤A♠❛#✐8✉❡+ ✉+✉❡❧+✳ ◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❛❜♦$❞❡$ ❧✬✉#✐❧✐+❛#✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝#❡✉$+ ❡# ♠❛#$✐❝❡+✳

❱❡❝#❡✉%&

■♥✐*✐❛❧✐&❛*✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝*❡✉+&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂❬✶✱✷✱✸✱✹✱✺✱✻❪

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂❬✶❀✷❀✸❀✹❀✺❀✻❪

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂❬✶✱✷✱✸✱✹✱✺✱✻❪✬

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ②❂❬✶✿✻❪

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ②❂❬✶✿✷✿✶✸❪

✄ ❡♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ③❂❬✶✿✵✳✶✿✷❪

❖♣3+❛*✐♦♥& &✉+ ❧❡& ✈❡❝*❡✉+&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✯②

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ②✯①

◗✉❡ ❝♦♥+#❛#❡③ ✈♦✉+ ❄

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ②❂②✬

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦&

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✳✯②

◗✉❡ ❝♦♥+#❛#❡③ ✈♦✉+ ❄

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❝♦&✭③✮

✄ ❊♥#$❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ♣♦✇❡1✭②✱✷✮

◗✉❡ ❝♦♥+#❛#❡③ ✈♦✉+ ❄

✶✸



❛❝❝"❞❡③ ❛✉① "❧"♠❡♥+, ❞✬✉♥ ✈❡❝+❡✉/

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❝❧❡❛$ ❛❧❧

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂❬✶✿✶✵❪

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✱✶✵✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✱✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✵✱✶✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂①✬

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦3

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✵✱✶✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

▼❛"#✐❝❡'

■♥✐+✐❛❧✐,❛+✐♦♥ ❞❡ ♠❛+/✐❝❡, ❡+ ♦♣"/❛+✐♦♥, ,✉/ ❧❡, ♠❛+/✐❝❡,

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✶❂❬✶✱✷✱✸❀✶✱✷✱✸❪

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✷❂❬✶✱✷❀✶✱✷❀✶✱✷❪

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✶✯▼✷

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✷✯▼✶

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✸❂▼✷✬

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✶✯▼✸

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✶✳✯▼✸

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ♦♥❡3✭✷✱✷✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ③❡$♦3✭✷✱✷✮

❆❝❝"❞❡/ 5 ❞❡, "❧"♠❡♥+, ❞✬✉♥❡ ♠❛+/✐❝❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ✈❡❝+❡✉/

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ②❂❬✶✿✷✿✶✸❪✬

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①❂❬✶✿✶✵❪✬

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹❂①✯②✬

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✱✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✸✱✺✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✿✼✱✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✿❡♥❞✱✶✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❡♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✿✸✱✶✮

✄ ❡♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✿✸✱✿✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✶✱✿✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✿✱✷✮

✶✹



✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ▼✹✭✿✱✶✿✷✿✼✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✷✱✶✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✷✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✱✷✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✿✼✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ①✭✶✿✷✿✼✮

❆❧❣#❜%❡ ♠❛)%✐❝✐❡❧

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✈✶❂❬✶❀✵❪

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✈✷❂❬✵❀✶❪

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❘❂❬✵✱✶❀✶✱✵❪

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❘✯✈✶

❚!❛❝❡! ❞❡ ●!❛♣❤✐*✉❡,

❉❛♥/ ❝❡""❡ /❡❝"✐♦♥ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❛♣♣#❡♥❞#❡ 5 ❛✣❝❤❡# ❡" 8❞✐"❡# ❞❡/ ❣#❛♣❤✐:✉❡/✳

❈!"❡! ✉♥ ❣!❛♣❤✐+✉❡

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❝❧❡❛6 ❛❧❧

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ 7❂❬✵✿✵✳✵✵✶✿✸❪❀

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❢✵❂✶

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇✵❂✷✯♣✐✯❢✵

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ >✐❣♥❛❧❂>✐♥✭✇✵✯7✮❀

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❢✐❣✉6❡❀ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✱✬6✬✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ >✐❣♥❛❧✷❂❝♦>✭✇✵✯7✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✷✱✬❦✬✮

◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❢✐❣✉6❡❀ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✷✱✬✳6✬✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✷✱✬✲✳✲❝✬✮ ◗✉❡ ❝♦♥/"❛"❡③ ✈♦✉/ ❄

❆✣❝❤❡! ♣❧✉0✐❡✉!0 ❢♦♥❝3✐♦♥0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❢✐❣✉6❡❀ ♣❧♦7✭7✱>✐❣♥❛❧✱✬6✬✱7✱>✐❣♥❛❧✷✱✬❦✬✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❤♦❧❞ ♦♥❀ ♣❧♦7✭7✱❝♦>✭✷✯✇✵✯7✮✱✬❜✬✮

❈❤❛♥❣❡! ❧❡0 "❝❤❡❧❧❡0

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛①✐>✭❬✵✱✶✱✵✱✸❪✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛①✐>✭❬✵✱✸✱✵✱✶❪✮

✄ ❊♥"#❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❛①✐>✭❬✵✱✸✱✲✶✱✶❪✮

✶✺



❚!✷ ✲ ❋❖◆❈❚■❖◆❙ ❊❚ ❆▲●❖❘■❚❍▼■◗❯❊

❙❖❯❙ ●◆❯✲❖❈❚❆❱❊

▼❛✐♥$❡♥❛♥$ &✉❡ ✈♦✉* ❝♦♥♥❛✐**❡③ ❧❡* .✉❞✐♠❡♥$* ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ✈♦✉* ❞❡✈❡③ ❛✈♦✐. ❡♥✈✐❡ ❞✬4❝.✐.❡ ✈♦*

♣.♦♣.❡* ❢♦♥❝$✐♦♥* ✦ ❈❡❝✐ ❡*$ ❛**❡③ *✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❖❝$❛✈❡✳ ■❧ ✈♦✉* *✉✣$ ♣♦✉. ❝❡❧❛ ❞❡ ❝.4❡. ✉♥

✜❝❤✐❡. $❡①$❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉. ❡①$❡♥*✐♦♥ ✳♠✳ ❈❡ ✜❝❤✐❡. ♣❡✉$✲A$.❡ ❝.44 ❞❛♥* ✈♦$.❡ 4❞✐$❡✉. ❞❡ $❡①$❡ ♣.4❢4.4 ♦✉

❞❛♥* ❧✬4❞✐$❡✉. ✐♥$4❣.4 B ●◆❯✲❖❝$❛✈❡

✺

✳ ▲✬❡①$❡♥*✐♦♥ ✳♠ ❛**✉.❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛$✐❜✐❧✐$4 ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧▼❛"❧❛❜

✭❚❤❡ ▼❛$❤❲♦.❦* ■♥❝✳✮ &✉✐ ❡*$ ✉♥ 4&✉✐✈❛❧❡♥$ ❝♦♠♠❡.❝✐❛❧ B ❖❝$❛✈❡✳ ◆♦$❡③ B ❝❡ ♣.♦♣♦* &✉✬❖❝$❛✈❡ ❡*$

❝♦♥M✉ ♣♦✉. A$.❡ ❧❡ ♣❧✉* ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ♣♦**✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ▼❛"❧❛❜✳

■♥*✐*$♦♥* *✉. ❧❡ ❢❛✐$ &✉❡ ✈♦✉* ❞❡✈.❡③ ✐♥❞✐&✉❡. ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●◆❯✲❖❝$❛✈❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❝❝N* ✈❡.*

❧❡* ♣.♦❣.❛♠♠❡* &✉❡ ✈♦✉* 4❝.✐.❡③ ❡$ ❛♣♣❡❧❧❡.❡③✳ ❊♥ ❣4♥4.❛❧ ✐❧ *✉✣$ ❞❡ ❢❛✐.❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛❝❝N* ❧❡

.4♣❡.$♦✐.❡ ❝♦✉.❛♥$ ❞❡ ●◆❯✲❖❝$❛✈❡✳ ■❧ ✈♦✉* ❢❛✉❞.❛ ❛❧♦.* ❛♣♣.❡♥❞.❡ B ♥❛✈✐❣✉❡. ❞❛♥* ❧✬❛.❜♦.❡*❝❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉. ❛♣♣❡❧❡. ✈♦* ♣.♦♣.❡* ♣.♦❣.❛♠♠❡*

✻

✳

◆♦✉* ❛❜♦.❞❡.♦♥* ❧❛ ❞❡*❝.✐♣$✐♦♥ ❞❡* *❝.✐♣$* ❡$ ❞❡* ❢♦♥❝$✐♦♥* ✭❢✉♥❝&✐♦♥✮✳ ●◆❯✲❖❝$❛✈❡ ♣❡.♠❡$ ❧❛

❞4✜♥$✐♦♥ ❞❡ )❝*✐♣&) &✉✐ *♦♥$ ✉♥❡ *✉❝❝❡**✐♦♥* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡* &✉❡ ✈♦✉* ♣♦✉✈❡③ ❧✐*$❡. ❞❛♥* ✉♥ ✜❝❤✐❡.✳

▲❡* *❝.✐♣$* ♣❡.♠❡$$❡♥$ ❛✉**✐ ❧❛ ❝♦♥*$.✉❝$✐♦♥ ❞❡ *$.✉❝$✉.❡* ❛❧❣♦.✐$❤♠✐&✉❡*✳ ▲❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❡*$

$.N* ✐♠♣♦.$❛♥$❡ ❡♥ ♣.♦❣.❛♠♠❛$♦♥✳ ◆♦✉* ❧❛ ✈❡..♦♥* ♣❧✉* ❡♥ ❞4$❛✐❧✳

◆♦$❡③ ❡♥✜♥ &✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✜❝❤✐❡. ❞♦✐$ ❝♦..❡*♣♦♥❞.❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥✳

▼♦♥ ♣$❡♠✐❡$ (❝$✐♣* ❖❝*❛✈❡

✄ ❈.4❡③ ✉♥ ✜❝❤✐❡. )❝*✐♣&❴❤❡❧❧♦❴✇♦*❧❞✳♠ ❡$ ♦✉✈.❡③✲❧❡✳

✄ ❉❛♥* ❝❡ ✜❝❤✐❡. ❡♥$.❡③ ❧❡ $❡①$❡ *✉✐✈❛♥$ ❡$ ❡♥.❡❣✐*$.❡③ ✈♦* ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥*✳

♣*✐♥&❢ ✭ ✏ ❤❡❧❧♦\♥ ✏ ✮ ❀

♣*✐♥&❢ ✭ ✏ ✇♦*❧❞\♥ ✏ ✮ ❀

❛❂✶

❜❂✷

❝❂❛✰❜

✺✳ ▲✬$❞✐'❡✉* ❣❡❞✐' ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♣*❡♥❞ ♣❛* ❞$❢❛✉' ❧❛ ❝♦❧♦*❛'✐♦♥ 5②♥'❛①✐7✉❡ ❛❞❛♣'$❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ●◆❯✲❖❝'❛✈❡✳

✻✳ ◆♦'❡③ 7✉❡ ♣♦✉* ✉♥❡ ✉'✐❧✐5❛'✐♦♥ ❛✈❛♥❝$❡ ✐❧ ❡5' ♣♦55✐❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐7✉❡* A ●◆❯✲❖❝'❛✈❡ ✉♥❡ 5$*✐❡ ❞❡ *$♣❡*'♦✐*❡ ❞❛♥5

❧❡57✉❡❧5 ✈♦✉5 ❛*❝❤✐✈❡③ ✈♦5 ❢♦♥❝'✐♦♥5✳ ❈❡❝✐ 5❡ ❢❛✐' ✈✐❛ ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♥' ♣❛"❤✳ ❈❡ ♥❡ 5❡*❛ ♣❛5 ♥$❝❡55❛✐*❡ ❞❛♥5 ❧❡

❝❛❞*❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉*5 ❡' ♥♦✉5 ✈♦✉5 ❧❛✐55♦♥5 ❧❡ 5♦✐♥ ❞❡ ✈♦✉5 ❞♦❝✉♠❡♥'❡* 5✉* ❝❡ ♣♦✐♥'✳

✶✻



✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿  ❝"✐♣%❴❤❡❧❧♦❴✇♦"❧❞

▼❛ ♣#❡♠✐'#❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❖❝,❛✈❡

✄ ❈*3❡③ ✉♥ ✜❝❤✐❡* ❤❡❧❧♦❴✇♦"❧❞✳♠ ❡& ♦✉✈*❡③✲❧❡✳

✄ ❉❛♥# ❝❡ ✜❝❤✐❡* ❡♥&*❡③ ❧❡ &❡①&❡ #✉✐✈❛♥& ❡& ❡♥*❡❣✐#&*❡③ ✈♦# ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥#✳

❢✉♥❝%✐♦♥ ❤❡❧❧♦❴✇♦"❧❞

♣"✐♥%❢ ✭ ✏ ❤❡❧❧♦\♥ ✏ ✮ ❀

♣"✐♥%❢ ✭ ✏ ✇♦"❧❞\♥ ✏ ✮ ❀

❛❂✶

❜❂✷

❝❂❛✰❜

❡♥❞❢✉♥❝%✐♦♥

✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿ ❤❡❧❧♦❴✇♦"❧❞

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦ 

❊#&✲❝❡ ?✉❡ ❧❡# ✈❛*✐❛❜❧❡# ❛✱ ❜ ❡& ❝ ❡①✐#&❡♥& ❄

❊♥,#0❡1 ❡, ❙♦#,✐❡1 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥

❯♥ ♣#❡♠✐❡# ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❛✈❡❝ 0♦#-✐❡ ✉♥✐2✉❡♠❡♥-

✄ ❈*3❡③ ✉♥ ✜❝❤✐❡*  ♦♠♠❡✶✷✳♠ ❡& ♦✉✈*❡③ ❧❡✳

✄ ❉❛♥# ❝❡ ✜❝❤✐❡* ❡♥&*❡③ ❧❡ &❡①&❡ #✉✐✈❛♥& ❡& ❡♥*❡❣✐#&*❡③ ✈♦# ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥#✳

❢✉♥❝%✐♦♥ ❬❛❪❂ ♦♠♠❡✶✷

❜❂✶❀

❝❂✷❀

❛❂❜✰❝❀

❡♥❞❢✉♥❝%✐♦♥

✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿  ♦♠♠❡✶✷

◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦ 

❊#&✲❝❡ ?✉❡ ❧❡# ✈❛*✐❛❜❧❡# ❛✱ ❜ ❡& ❝ ❡①✐#&❡♥& ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡#& ❧❛ ❞✐✛3*❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ #❝*✐♣& ❄ E♦✉*?✉♦✐ ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ *❡#&❡③ ❞❛♥# ❧❡ *3♣❡*&♦✐*❡ ?✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& ✈♦&*❡ #❝*✐♣&✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

❞❂ ♦♠♠❡✶✷

◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ *❡#&❡③ ❞❛♥# ❧❡ *3♣❡*&♦✐*❡ ?✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& ✈♦&*❡ #❝*✐♣&✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

❛❂ ♦♠♠❡✶✷

◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

❯♥ 0❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❞❡✉① ❡♥-#4❡0✱ ✉♥❡ 0♦#-✐❡

✄ ❈*3❡③ ✉♥ ✜❝❤✐❡*  ♦♠♠❡✳♠ ❡& ♦✉✈*❡③ ❧❡✳

✄ ❉❛♥# ❝❡ ✜❝❤✐❡* ❡♥&*❡③ ❧❡ &❡①&❡ #✉✐✈❛♥& ❡& ❡♥*❡❣✐#&*❡③ ✈♦# ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥#✳

❢✉♥❝%✐♦♥ ❬❛❪❂ ♦♠♠❡✭❜✱❝✮

✶✼



❛❂❜✰❝❀

❡♥❞❢✉♥❝+✐♦♥

✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿ .♦♠♠❡✭✶✱✷✮✳ ◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦.

❊#&✲❝❡ 9✉❡ ❧❡# ✈❛*✐❛❜❧❡# ❛✱ ❜ ❡& ❝ ❡①✐#&❡♥& ❄ =♦✉*9✉♦✐ ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ *❡#&❡③ ❞❛♥# ❧❡ *>♣❡*&♦✐*❡ 9✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& ✈♦&*❡ #❝*✐♣&✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

❜❂✶❀ ❝❂✷❀ ❛❂.♦♠♠❡✭❜✱❝✮✳ ◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ *❡#&❡③ ❞❛♥# ❧❡ *>♣❡*&♦✐*❡ 9✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& ✈♦&*❡ #❝*✐♣&✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

❞❂✹✻✼✵❀ ❡❂.♦♠♠❡✭❛✰❞✮✳ ◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

❯♥ "#♦✐&✐'♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❞❡✉① ❡♥"#0❡&✱ ❞❡✉① &♦#"✐❡&

✄ ❈*>❡③ ✉♥ ✜❝❤✐❡* .♦♠♠❡❴❡+❴❞✐❢❢❡<❡♥❝❡✳♠ ❡& ♦✉✈*❡③ ❧❡✳

✄ ❉❛♥# ❝❡ ✜❝❤✐❡* ❡♥&*❡③ ❧❡ &❡①&❡ #✉✐✈❛♥& ❡& ❡♥*❡❣✐#&*❡③ ✈♦# ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥#✳

❢✉♥❝+✐♦♥ ❬.✱❞❪❂.♦♠♠❡❴❡+❴❞✐❢❢❡<❡♥❝❡✭♥✶✱♥✷✮

.❂♥✶✰♥✷❀

❞❂♥✶✲♥✷❀

❡♥❞❢✉♥❝+✐♦♥

✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿ .♦♠♠❡❴❡+❴❞✐❢❢❡<❡♥❝❡✭✶✱✷✮✳ ◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❉❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ♣❧❛❝❡③ ✈♦✉) ❞❛♥) ❧❡ ,-♣❡,.♦✐,❡ 0✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✈♦.,❡ )❝,✐♣.✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ✿ ❬..✱❞❞❪❂.♦♠♠❡❴❡+❴❞✐❢❢❡<❡♥❝❡✭✶✱✷✮✳ ◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③ ✈♦✉# ❄

✄ ❚♦✉❥♦✉*# ❞❛♥# ❖❝&❛✈❡✱ ❡♥&*❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ✇❤♦.

❊#&✲❝❡ 9✉❡ ❧❡# ✈❛*✐❛❜❧❡# . ❡& ❞ ❡①✐#&❡♥& ❄ =♦✉*9✉♦✐ ❄

❇♦✉❝❧❡ ❢♦"

▲✬♦*❞✐♥❛&❡✉* ♥✬❡#& ♣❛# ❜✐❡♥ ♠❛❧✐♥✳ ❈✬❡#& ❞♦♥❝ F ❧✉✐ 9✉✬✐❧ ❢❛✉& ❢❛✐*❡ ❢❛✐*❡ ❧❡# &H❝❤❡# *>♣>&✐&✐✈❡#✳✳✳

❯♥❡ #&*✉❝&✉*❡ ✉&✐❧❡ ❡♥ ♣*♦❣*❛♠♠❛&✐♦♥ ❡#& ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✐&❡# ❢♦<✱ ❝✬❡#& F ❞✐*❡ ✓♣♦✉* ✔ ❡♥ ❢*❛♥L❛✐#✳ ❈❡&&❡

#&*✉❝&✉*❡ ♣❡*♠❡& ❞❡ *>♣>&❡* ✉♥❡ ♦♣>*❛&✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ #>*✐❡ ❞✬♦♣>*❛&✐♦♥# ✉♥ ♥♦♠❜*❡ N ❞❡ ❢♦✐#✳

❊❝#✐#❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❢❛❝"♦#✐❡❧

=❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉* ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❡ ❢❛❝&♦*✐❡❧ ❞✬✉♥ ❡♥&✐❡* N ♦♥ ♣♦✉**❛✐& ✉&✐❧✐#❡* ❧✬❛❧❣♦*✐&❤♠❡ #✉✐✈❛♥& ✿

✶✳ ❛&&*✐❜✉♦♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉* N F ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ <❡.✉❧+❛+

✷✳ ♣♦✉< ✉♥ ❡♥&✐❡* j ✈❛*✐❛♥& ❞❡ 1 F N − 1✱ ♠✉❧&✐♣❧✐❡* <❡.✉❧+❛+ ♣❛* j

❈❡ 9✉✐ #✬>❝*✐& ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❝&❛✈❡ ✿

<❡.✉❧+❛+❂◆

❢♦< ❥❂✶✿◆✲✶

<❡.✉❧+❛+❂<❡.✉❧+❛+✯❥

❡♥❞

✄ ❊❝*✐✈❡③ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ 9✉✐ ♣*❡♥❞ ✉♥ ❡♥&✐❡* ❡♥ ❡♥&*>❡ ❡& *❡♥✈♦✐ ❡♥ #♦*&✐❡ ❧❡ ❢❛❝&♦*✐❡❧ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜*❡✳

✶✽



❆ ✈♦✉$ ❞❡ ❥♦✉❡(✳✳✳

✄ ❊❝"✐✈❡③ ✉♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ .✉✐ ♣"❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜"❡ ❡♥1✐❡" N ❡♥ ❡♥1"2❡ ❡1 .✉✐ "❡♥✈♦✐ ❧❛ 4♦♠♠❡ ❞❡4 N

♣"❡♠✐❡"4 ❡♥1✐❡"4✳ ❚❡41❡③ ❝❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡✳

✄ ❊❝"✐✈❡③ ✉♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ .✉✐ ♣"❡♥❞ ❡♥ ❡♥1"2❡ ✉♥ 1❛❜❧❡❛✉ ✭✶❉✮ ❞❡ ♥♦♠❜"❡4 xi ❡1 .✉✐ "❡♥✈♦✐ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡✱ < xi > ❞❡4 xi✳

❙!"✉❝!✉"❡ ✐❢

❯♥❡ 41"✉❝1✉"❡ ✉1✐❧❡ ❡♥ ♣"♦❣"❛♠♠❛1✐♦♥ ❡41 ❧❛ ♣♦44✐❜✐❧✐12 ❞❡ "2❛❧✐4❡" ✉♥❡ ♦♣2"❛1✐♦♥ 4✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥

❡41 "2❛❧✐42❡ ❡1 ✉♥❡ ❛✉1"❡ ♦♣2"❛1✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❝♦♥1"❛✐"❡✳

❊❝(✐(❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ✈❛❧❡✉( ❛❜$♦❧✉❡

❊❧❧❡ ♣♦✉""❛✐1 4✬2❝"✐"❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❖❝1❛✈❡ ✿

✐❢ ①❁✵

%❡'✉❧*❛*❂✲①❀

❡❧'❡

%❡'✉❧*❛*❂①❀

❡♥❞

✄ ❊❝"✐✈❡③ ✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ .✉✐ ♣"❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜"❡ ❡♥ ❡♥1"2❡ ❡1 "❡♥✈♦✐ ❡♥ 4♦"1✐❡ 4❛ ✈❛❧❡✉" ❛❜4♦❧✉❡✳

❆ ✈♦✉$ ❞❡ ❥♦✉❡(✳✳✳

✳✳✳❆✉① ❞24✳ ❖♥ ❝❤❡"❝❤❡ E "2❛❧✐4❡" ✉♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ .✉✐ 4✐♠✉❧❡ ❧❡ ❧❛♥❝2 ❞✬✉♥ ❞2 E ✻ ❢❛❝❡4✳ G♦✉" ❝❡❧❛

♥♦✉4 ✉1✐❧✐4❡"♦♥4 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ✐♥12❣"2❡ %❛♥❞✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ①❂%❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥4 ❧❛ ✈❛"✐❛❜❧❡ ① ✉♥ ♥♦♠❜"❡

♣4❡✉❞♦✲❛❧2❛1♦✐"❡ ✉♥✐❢♦"♠2♠❡♥1 ❞✐41"✐❜✉2 ❡♥1"❡ ✵ ❡1 ✶✳ ◆♦1♦♥4 .✉❡ ❧❡4 ♥♦♠❜"❡4 ❣2♥2"24 ♣❛" %❛♥❞ ♥❡

4♦♥1 ♣❛4 E 41"✐❝1❡♠❡♥1 ♣❛"❧❡" ❛❧2❛1♦✐"❡4✳ ■❧4 4♦♥1 ❡♥ ❢❛✐1 ✐44✉4 ❞✬✉♥❡ 42"✐❡ ♥✉♠2"✐.✉❡ ❞♦♥1 ❧❛ ✓♠2♠♦✐"❡

✔✭❝♦""❡❧❛1✐♦♥✮ ❡♥1"❡ ❞❡4 ♥♦♠❜"❡4 ❝♦♥42❝✉1✐❢4 ❡41 ❡①1"O♠❡♠❡♥1 ❢❛✐❜❧❡ ❡1 ✐❧4 ❛♣♣❛"❛✐44❡♥1 ❛❧2❛1♦✐"❡4 4✐

❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ♥✬❡41 ♣❛4 1"♦♣ ❣"❛♥❞

✼

✳ ❙✐ ❧✬♦♥ 4♦✉❤❛✐1❡ ❣2♥2"❡" ❧❛ ♠O♠❡ 42.✉❡♥❝❡ E

❝❤❛.✉❡ ❢♦✐4 .✉❡ ❧❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❡41 ❧❛♥❝2

✽

✐❧ ❢❛✉1 ✐♥1✐❛❧✐4❡" ❧❡ ❣2♥2"❛1❡✉" ❞❡ ♥♦♠❜"❡4 ♣4❡✉❞♦✲❛❧2❛1♦✐"❡4

♣❛" ✉♥❡ ❣"❛✐♥❡ E ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ %❛♥❞✭✧'❡❡❞✧✱✵✮ ♣❧❛❝2❡ ❛✉ ❞2❜✉1 ❞✉ ♣"♦❣"❛♠♠❡✳

✄ ❆ 1✐1"❡ ♣"2❧✐♠✐♥❛✐"❡✱ ✉1✐❧✐4❡③ ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ✐❢ ❡1 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ %❛♥❞ ♣♦✉" 2❝"✐"❡ ✉♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡

.✉✐ "❡♥✈♦✐1 4♦✐1 ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ✵ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ✶ ✭❡1 ✉♥✐.✉❡♠❡♥1 ❝❡4 ❞❡✉① ♥♦♠❜"❡4✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠O♠❡

♣"♦❜❛❜✐❧✐12✳

✄ ❆♣♣❡❧❧❡③ ✶✵✵✵ ❢♦✐4 ❝❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡✱ "❛♥❣❡" ❧❡4 ♥♦♠❜"❡4 ❞❛♥4 ✉♥ 1❛❜❧❡❛✉ ❡1 ✈2"✜❡" ❧✬2.✉✐♣"♦❜❛✲

❜✐❧✐12✳

✄ ❊❝"✐✈❡③ ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 ✉♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ .✉✐ "❡♥✈♦✐1 ❞❡ ♠❛♥✐R"❡ 2.✉✐♣"♦❜❛❜❧❡ ❧❡4 ♥♦♠❜"❡4 ✶✱ ✷✱ ✸✱

✹✱ ✺ ❡1 ✻ ✭❡1 ✉♥✐.✉❡♠❡♥1 ❝✬❡41 ✻ ♥♦♠❜"❡4✮✳ G♦✉" ❝❡❧❛ ✈♦✉4 ✈♦✉4 "❡♣♦"1❡"❡③ E ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥1❛1✐♦♥

❞❡ ●◆❯✲❖❝1❛✈❡ ❡1 ✉1✐❧✐4❡"❡③ ❧❡ 1❡41❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❡❧'❡✐❢✳

✄ ❆♣♣❡❧❧❡③ ✶✵✵✵ ❢♦✐4 ❝❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡✱ "❛♥❣❡" ❧❡4 ♥♦♠❜"❡4 ❞❛♥4 ✉♥ 1❛❜❧❡❛✉ ❡1 ✈2"✜❡" ❧✬2.✉✐♣"♦❜❛✲

❜✐❧✐12✳
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❙➱❘■❊❙ ❉❊ ❋❖❯❘■❊❘

❆✈❛♥$ ❞✬❡♥$(❡( ❞❛♥) ❧❡ ✈✐❢ ❞✉ )✉❥❡$ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②)❡ )♣❡❝$(❛❧❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) (❛♣♣❡❧❡( ✐❝✐ ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡

)3(✐❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡(✳ ❊❧❧❡ $(♦✉✈❡ )♦♥ ♦(✐❣✐♥❡ ❛✉ ✶✽:♠❡ )✐:❝❧❡ ♣♦✉( ❧✬✐♥$❡(♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥) ♣3(✐♦❞✐<✉❡)

❡♥ ❛)$(♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ❞❡)❝(✐♣$✐♦♥ ❞❡) ❝♦(❞❡) ✈✐❜(❛♥$❡) ❡$ ❧❛  ❤"♦$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉$ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ✭✶✽✷✷✮✳

✷✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥* ❡( ❚❤$♦./♠❡ ❞❡ ❉✐.✐❝❤❧❡(

❙♦✐$ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ f(t) ❞3♣❡♥❞❛♥$❡ ❞✉ $❡♠♣) t ∈ R <✉✐ ♣(❡♥❞ ❞❡) ✈❛❧❡✉() (3❡❧❧❡)✳ ❙♦✐$ ✉♥ (3❡❧ T0

$❡❧ <✉❡ ✿

f(t+ T0) = f(t) ∀t ∈ R ✭✷✳✶✮

▲❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ f ❡$ ❞✐$❡ ♣3(✐♦❞✐<✉❡ ❞❡ ♣3(✐♦❞❡ T0 )✉( R✳ ▲❛ ❣(❛♥❞❡✉( f0 =
1
T0
❡)$ ♥♦♠♠3❡ ❧❛ ❢(3<✉❡♥❝❡✳

❙♦✐$ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ f(t) ♣3(✐♦❞✐<✉❡✱ ❝♦♥)✐❞3(♦♥) ❧❛ ❞3❝♦♠♣♦)✐$✐♦♥ )✉✐✈❛♥$❡ ✿

f(t) =
∞
∑

k=−∞

ck(f)× e
j2π k

T0
t
= ck(f)× ej2πkf0t ✭✷✳✷✮

❈✬❡'( ❧❛ '+,✐❡ ❞❡ ❋♦✉,✐❡, ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛''♦❝✐+❡ 6 ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ f ❡( ❧❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥(' ck(f) '♦♥( ❧❡'

❝♦❡✣❝✐❡♥(' ❞❡ ❋♦✉,✐❡,✳

▲❛ ,❡♣,+'❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ ❋♦✉,✐❡,✱ |ck(f)|✱ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢,+<✉❡♥❝❡ f =
k
T0

= k × f0 ❡'( ❧❡ '♣❡❝(,❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ f ✳ ▲❛ ❢,+<✉❡♥❝❡ f0 ❡'( ♥♦♠♠+❡ ❢,+<✉❡♥❝❡

❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧❡ ❡( ❧❡' ❢,+<✉❡♥❝❡' k × f0 '♦♥( ❧❡' ❤❛,♠♦♥✐<✉❡'✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✶✳✶✳  ♦✉# $♦✉$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣+#✐♦❞✐-✉❡ ❞❡ ♣+#✐♦❞❡ T0✱ ❝♦♥$✐♥✉❡ ❡♥ t ❡$ ❞+#✐✈❛❜❧❡ 3 ❣❛✉❝❤❡

❡$ 3 ❞#♦✐$❡ ❡♥ t✱ ❧❛ 6+#✐❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❝♦♥✈❡#❣❡ ❡$ ✐❧ ② ❛ +❣❛❧✐$+ ❡♥$#❡ ❧❛ 6+#✐❡ ❡$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥✳

✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡) ❝♦❡✛❝✐❡♥.)

▲❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥(' ❞❡ ❋♦✉,✐❡, ❝♦♠♣❧❡①❡' '♦♥( ❞♦♥♥+' ♣❛, ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ ✿

cn(f) =
1

T0
×

∫ T0

t=0
f(t)× ej2πnf0tdt ∀n ∈ Z ✭✷✳✸✮

✷✵



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ✿  ♦✉# $✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝#❡✱ ♦♥ ♠♦♥.#❡#❛ ❞✬❛❜♦#❞ 1✉❡ ❧✬✐♥.3❣#❛❧❡ $✉# ✉♥❡ ♣3#✐♦❞❡ ❞✉

♣#♦❞✉✐. ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝.✐♦♥$ ❞❡ ❜❛$❡ ej2πkf0t × ej2πlf0t ❡$. ♥✉❧ $✐ k 6= l✳ ❊♥$✉✐.❡ ✐❧ $✉✣#❛ ❞❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❡#

❧✬❡①♣#❡$$✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ♣❛# e
j2π n

T0
t
❡. ❞✬✐♥.3❣#❡#✳

❙✐ f ❡$. ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♣❛✐#❡✱ ♦♥ ♠♦♥.#❡ 1✉❡ ✿

c−n(f) = cn(f) ∀n ∈ Z ✭✷✳✹✮

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ✿ ❆ ✈♦✉$ ❞❡ ❥♦✉❡#✱ 1✉❡❧1✉❡$ ❧✐❣♥❡$✳✳✳

❙✐ f ❡$. ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ✐♠♣❛✐#❡✱ ♦♥ ♠♦♥.#❡ 1✉❡ ✿

c−n(f) = −cn(f) ∀n ∈ Z ✭✷✳✺✮

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ✿ ❆ ✈♦✉$ ❞❡ ❥♦✉❡#✱ 1✉❡❧1✉❡$ ❧✐❣♥❡$✳✳✳

✷✳✸ ❙$%✐❡ ❞❡ ❋♦✉%✐❡% ❘$❡❧❧❡

❖♥ ♠♦♥.#❡ 1✉❡ ✿

f(t) = a0(f) +

∞
∑

k=1

ak(f)× cos(2πkf0t) + bk(f)× sin(2πkf0t) ✭✷✳✻✮

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ✿

• ❊♥ ✉.✐❧✐$❛♥. ❧❡$ #❡❧❛.✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡#✱ ❞3♠♦♥.#❡③ ❧❛ #❡❧❛.✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❀

• ❉♦♥♥❡③ ❧✬❡①♣#❡$$✐♦♥ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ an ❡. bn ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡$ cn ❀

• ❉♦♥♥❡③ ❧❛ ❞3✜♥✐.✐♦♥ ✐♥.3❣#❛❧❡ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ an(f) ❡. bn(f)✳

✷✳✹ ❊①❡%❝✐❝❡2

❈❡$ ❡①❡#❝✐❝❡$ $♦♥. ♣#3♣❛#❛.♦✐#❡$ ❛✉ ❚ ✸✳

❙✐❣♥❛❧ ❝❛''!

• ❈❛❧❝✉❧❡③ ❧❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❝♦♠♣❧❡①❡$ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❝#3♥❡❛✉ ♣3#✐♦❞✐1✉❡✱ ❞❡ ♣3#✐♦❞❡ T0✱

❞✬❛♠♣❧✐.✉❞❡ A ❡. ❞♦♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❡$. ♥✉❧❧❡✳ ❝❤♦✐$✐$$❡③ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ♣❛✐# ♣♦✉# ❝❡. ❡①❡♠♣❧❡✳

• ▼Q♠❡ 1✉❡$.✐♦♥ ❡♥ ♣#❡♥❛♥. ❧❡ ♠Q♠❡ $✐❣♥❛❧ ♠❛✐$ ✐♠♣❛✐#✳

• ❉♦♥♥❡③ ❧✬❡①♣#❡$$✐♦♥ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ an ❡. bn ❀

❙✐❣♥❛❧ &'✐❛♥❣❧❡

• ❈❛❧❝✉❧❡③ ❧❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❝♦♠♣❧❡①❡$ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ .#✐❛♥❣❧❡ ♣3#✐♦❞✐1✉❡✱ ❞❡ ♣3#✐♦❞❡ T0✱

❞✬❛♠♣❧✐.✉❞❡ A ❡. ❞♦♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❡$. ♥✉❧❧❡✳ ❝❤♦✐$✐$$❡③ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ♣❛✐# ♣♦✉# ❝❡. ❡①❡♠♣❧❡✳

• ▼Q♠❡ 1✉❡$.✐♦♥ ❡♥ ♣#❡♥❛♥. ❧❡ ♠Q♠❡ $✐❣♥❛❧ ♠❛✐$ ✐♠♣❛✐#✳

• ❉♦♥♥❡③ ❧✬❡①♣#❡$$✐♦♥ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ an ❡. bn ❀

✷✶
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 ❤"♥♦♠&♥❡ ❞❡ ●✐❜❜, ✿ ❊✛❡# ❞❡ #%♦♥❝❛#✉%❡ ❞❡ ❧❛ ,-%✐❡ ❞❡ ❋♦✉%✐❡%

❉❛♥# ❝❡&&❡ ♣❛(&✐❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# (❡❝♦♥#&(✉✐(❡ ✉♥ #✐❣♥❛❧ ♣.(✐♦❞✐0✉❡ 1 ♣❛(&✐( ❞❡ ❧❛ #.(✐❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡(✳

4♦✉( ❝❡❧❛ ♥♦✉# ✉&✐❧✐#❡(♦♥# ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢♦"✳ ➱✈✐❞❡♠❡♥& ♥♦✉# ♥❡ ♣♦✉((♦♥# ♣❛# ❣.♥.(❡( ❞❡# #♦♠♠❡#

✐♥✜♥✐❡#✳ ◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥&.(❡##❡(♦♥# ❞♦♥❝ 1 ❧✬❡✛❡& ❞❡ ❧❛ &(♦♥❝❛&✉(❡ ❞❡ ❧❛ #.(✐❡ #✉( ❧❡ #✐❣♥❛❧✳

❙✐❣♥❛❧ ❈❛''(

✄ ❉.✜♥✐( ❧❛ ❢(.0✉❡♥❝❡ ❞✬.❝❤❛♥&✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿ ❋!❂✹✹✶✵✵

✄ ❉.✜♥✐( ❧❛ ♣.(✐♦❞❡ ❞✬.❝❤❛♥&✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿ ❚!❂✶✴❋!

✄ ❈(..( ✉♥ ✈❡❝&❡✉( &❡♠♣# ❞✬✉♥❡ ❞✉(.❡ ❞❡ 0.5# ✿ (❡♠♣!❂❬✵✿❚!✿✵✳✺❪❀
❱♦✉# ♣♦✉✈❡③ ✈✐#✉❛❧✐#❡( ❧❡ ✈❡❝&❡✉( &❡♠♣# ♣♦✉( ❝♦♠♣(❡♥❞(❡ ❝❡&&❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ #❡(❛ ✐♠✲

♣♦(&❛♥&❡ &♦✉& ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡# ❚4✳

✄ ❊♥ ✈♦✉# ❛♣♣✉②❛♥& #✉( ❧❡# ❡①❡(❝✐❝❡# ❞❡ ✷✳✹✱ ❞♦♥♥❡( ❧✬❡①♣(❡##✐♦♥ ❞❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥&# cn ♣♦✉( ✉♥ #✐❣♥❛❧
❝(.♥❡❛✉ ♣.(✐♦❞✐0✉❡✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉( ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ A ❡& ❞❡ ❢(.0✉❡♥❝❡ f0✳ ❖♥ ♣♦✉((❛
❝❤♦✐#✐( ❧❡ #✐❣♥❛❧ ♣❛✐( ♦✉ ✐♠♣❛✐( ♣♦✉( ❢❛❝✐❧✐&❡( ❧❡# ❝❛❧❝✉❧#✳

✄ ❖♥ ♣(❡♥❞(❛ ❞❛♥# ❧❛ #✉✐&❡ A = 1V ❡& f0 = 440❍③✱ ❡♥&(❡③ ❧❡# ❝♦♠♠❛♥❞❡# ✿ ❢✵❂✹✹✵ ❡& ❆❂✶

✄ ❈(.❡( ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ✿ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❬❈✵✱❈◆❴♣♦!✱❈◆❴♥❡❣❪❂❝♦❡❢❴❢♦✉>✐❡>❴❝❛>>❡✭❆✱❢✵✱◆❍✮

❈❡❧❧❡✲❝✐ (❡♥✈❡((❛ ❡♥ #♦(&✐❡ ❧❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥&# cn✱ ❡& ♣(❡♥❞(❛ ❡♥ ❡♥&(.❡ ❧✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ ❆✱ ❧❛ ❢(.0✉❡♥❝❡
❢✵ ❡& ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❤❛♠♦(♥✐0✉❡# ❞.#✐(.❡# ◆❍✳

✄ ❈(.❡( ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ✿ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❬!✐❣♥❛❧❪❂!♦♠♠❡❴❤❛>♠♦✭❈✵✱❈◆❴♣♦!✱❈◆❴♥❡❣✱(❡♠♣!✮

❈❡❧❧❡✲❝✐ (❡♥✈❡((❛ ❡♥ #♦(&✐❡ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ◆❍ ♣(❡♠✐N(❡# ❤❛(♠♦♥✐0✉❡# ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❝❛((. ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞✉ (❡♠♣!✱ ❡& ♣(❡♥❞(❛ ❡♥ ❡♥&(.❡ ❧❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥&# ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ✭❈✵✱ ❈◆❴♣♦!✱ ❈◆❴♥❡❣✮✱ ❡& ❧❡ (❡♠♣!✳

✄ ❆✣❝❤❡( #✉( ✉♥ ♠R♠❡ ❣(❛♣❤✐0✉❡ ❧❛ ♣(❡♠✐N(❡ ❤❛(♠♦♥✐0✉❡ ❡♥ ♥♦✐(✱ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ✺ ♣(❡♠✐N(❡#

❤❛(♠♦♥✐0✉❡# ❡♥ (♦✉❣❡✱ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ✶✺ ♣(❡♠✐N(❡# ❤❛(♠♦♥✐0✉❡# ❡♥ ✈❡(&✳

❈♦♠♣❛'❛✐,♦♥

✄ ●.♥.(❡③ ✉♥❡ #.(✐❡ ❞❡ ✈❡❝&❡✉(# ❈✵❴❛❧✱ ❈◆❴♣♦!❴❛❧✱ ❈◆❴♥❡❣❴❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐N(❡ ❛❧.❛&♦✐(❡ ❛✈❡❝ ❧❛

❢♦♥❝&✐♦♥ >❛♥❞✳ ❯&✐❧✐#❡③ ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥&❛&✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉( ♠❛✐&(✐#❡( ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡# ✈❡❝&❡✉(#✳

✄ ✉&✐❧✐#❡③ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ !♦♠♠❡❴❤❛>♠♦ 0✉❡ ✈♦✉# ❛✈❡③ ❝(.. ♣♦✉( ❣.♥.(❡( ✉♥ #✐❣♥❛❧ 1 ♣❛(&✐( ❞❡ ❝❡#

❝♦♠♣♦#❛♥&❡# ❛❧.❛&♦✐(❡#✳

✷✷



✄ ❆✣❝❤❡% &✉% ✉♥ ♠*♠❡ ❣%❛♣❤✐/✉❡ ❧❛ ♣%❡♠✐1%❡ ❤❛%♠♦♥✐/✉❡ ❡♥ ♥♦✐%✱ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✺ ♣%❡♠✐1%❡&

❤❛%♠♦♥✐/✉❡& ❡♥ %♦✉❣❡✱ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✶✺ ♣%❡♠✐1%❡& ❤❛%♠♦♥✐/✉❡& ❡♥ ✈❡%8✳

❙✐❣♥❛❧ ❚'✐❛♥❣❧❡

✄ ❆✣❝❤❡% &✉% ✉♥ ♠:♠❡ ❣%❛♣❤✐/✉❡ ❧❛ ♣%❡♠✐1%❡ ❤❛%♠♦♥✐/✉❡ ❡♥ ♥♦✐%✱ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✺ ♣%❡♠✐1%❡&

❤❛%♠♦♥✐/✉❡& ❡♥ %♦✉❣❡✱ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✶✺ ♣%❡♠✐1%❡& ❤❛%♠♦♥✐/✉❡& ❡♥ ✈❡%8✱ ❝❡88❡ ❢♦✐& ♣♦✉% ✉♥

&✐❣♥❛❧ 8%✐❛♥❣❧❡✳

❙②♥#❤%&❡ ❞❡ &✐❣♥❛✉① &♦♥♥♦/❡&

❉❛♥& ❝❡8 ❡①❡%❝✐❝❡ ✈♦✉& ❛❧❧❡③ &②♥8❤*8✐&❡% ❞❡& &♦♥& /✉✐ ✈♦✉& ♣❡%♠❡88%♦♥& ❞❡ ❝♦♥&8%✉✐%❡ ✉♥❡ ♠*❧♦❞✐❡

❝♦♠♠❡ ✉♥ &②♥8❤*8✐&❡✉% ✦ ❱♦✉& ❝♦♠♠❡♥❝❡%❡③ ♣❛% ❣*♥*%❡% ❞❡& &♦♥& ❤❛%♠♦♥✐/✉❡& ✭❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ s(t) =
A × sin(2πf0t)✮✳ ❊♥&✉✐8❡ ♥♦✉& ✉8✐❧✐&❡%♦♥& ✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❝♦%❞❡ ✈✐❜%❛♥8❡ ♣♦✉% ❣*♥*%❡% ❞❡& &♦♥& ♣❧✉&
❝♦♠♣❧❡①❡&✱ ♣❧✉& %*❛❧✐&8❡&✳

)'*❛♠❜✉❧❡ ❯♥❡ ♠*❧♦❞✐❡ ❡&8 ❝♦♠♣♦&*❡ ❞❡ ♥♦8❡& ❡8 ❞❡ &✐❧❡♥❝❡&✳ ❯♥ ♠:♠❡ ✐♥&8%✉♠❡♥8 ❥♦✉❡ ❧❡& ♥♦8❡&

❞❡ ♠❛♥✐1%❡ &*/✉❡♥8✐❡❧❧❡ ♣♦✉% ❧❛ ♣❧✉♣❛%8✳ ▲❡& ♥♦✐%❡& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❡♥8 I ✉♥ 8❡♠♣& ❡8 ❧❡& ❜❧❛♥❝❤❡& I ❞❡✉①

8❡♠♣&✳ ◆♦✉& ♣%❡♥❞%♦♥& ✐❝✐ ✉♥ 8❡♠♣♦ ❞❡ ✶✶✵ ✭✶✶✵ 8❡♠♣& ♣❛% ♠✐♥✉8❡&✮✳ ❈✬❡&8 I ❞✐%❡ /✉✬✉♥ 8❡♠♣& ❞✉%❡

❡♥✈✐%♦♥ ✵✳✺&✳

■❧ ❡①✐&8❡ ♣❧✉&✐❡✉%& ❣❛♠♠❡& /✉✐ ❞*❝♦✉♣❡♥8 ❧✬♦❝8❛✈❡ ❡♥ ♣❧✉&✐❡✉%& ♥♦8❡&✳ ❱♦✐❝✐ /✉❡❧/✉❡& ❡①❡♠♣❧❡& ❞❡

❞*❝♦✉♣❛❣❡& ❡8 ❞❡ ❢%*/✉❡♥❝❡& ❛&&♦❝✐*❡& ✿

♥♦8❡ 8♦♥ ❥✉&8❡ ●❛♠♠❡ ●❛♠♠❡

Q②8❤❛❣♦%✐❝✐❡♥♥❡ ❚❡♠♣*%*❡

✭❍③✮ ✭❍③✮ ✭❍③✮

❞♦ ✷✻✹✱✵✵ ✷✻✵✱✼✹ ✷✻✶✱✻✸

❞♦★ ✷✼✺✱✵✵ ✷✼✽✱✹✹ ✷✼✼✱✶✽

%* ✷✾✼✱✵✵ ✷✾✸✱✸✸ ✷✾✸✱✻✻

♠✐ ❜ ✸✶✻✱✽✵ ✸✵✾✱✵✸ ✸✶✶✱✶✸

♠✐ ✸✸✵✱✵✵ ✸✸✵✱✵✵ ✸✷✾✱✻✸

❢❛ ✸✺✷✱✵✵ ✸✹✼✱✻✺ ✸✹✾✱✷✸

❢❛★ ✸✼✶✱✷✺ ✸✼✶✱✷✺ ✸✻✾✱✾✾

&♦❧ ✸✾✻✱✵✵ ✸✾✶✱✶✶ ✸✾✷✱✵✵

&♦❧★ ✹✶✷✱✺✵ ✹✶✼✱✻✻ ✹✶✺✱✸✵

❧❛ ✹✹✵✱✵✵ ✹✹✵✱✵✵ ✹✹✵✱✵✵

&✐ ❜ ✹✼✺✱✷✵ ✹✻✸✱✺✹ ✹✻✻✱✶✻

&✐ ✹✾✺✱✵✵ ✹✾✺✱✵✵ ✹✾✸✱✽✽

❞♦ ✺✷✽✱✵✵ ✺✷✶✱✹✽ ✺✷✸✱✷✺

❙②♥/❤*/✐1❡✉' 1❛♥1 /✐♠❜'❡ ✿  ♦♥ ❤❛%♠♦♥✐(✉❡ ❱♦✉& ❝♦♠♠❡♥❝❡%❡③ ♣❛% ❣*♥*%❡% ❞❡& &♦♥& ❤❛%✲

♠♦♥✐/✉❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ s(t) = A× sin(2πf0t)✳

✄ ❉*✜♥✐% ❧❛ ❢%*/✉❡♥❝❡ ❞✬*❝❤❛♥8✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿ ❋!❂✹✹✶✵✵

✄ ❈%*❡% ✉♥❡ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ❬!✐❣♥❛❧❪❂!♦♥❴❤❛4♠♦✭❢✵✱❆✱❋❙✱❉❚✮ /✉✐ I ♣❛%8✐% ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥*❡ ❞❡

❧❛ ❢%*/✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦8❡ ❢✵✱ ❞✬✉♥❡ ❛♠♣❧✐8✉❞❡ ❆✱ ❞✬✉♥❡ ❢%*/✉❡♥❝❡ ❞✬*❝❤❛♥8✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❋❙✱ ❡8 ❞✬✉♥❡

❞✉%*❡ ❞❡ ♥♦8❡ ❉❚✱ %❡♥✈♦✐ !✐❣♥❛❧ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥8 I ❧❛ ♥♦8❡ ❞*&✐%*❡✳

✄ ❊♥8%❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ !✐❣♥❛❧❴❧❛❂!♦♥❴❤❛4♠♦✭✹✹✵✱✶✱❋!✱✵✳✺✮❀

✄ ❱✐&✉❛❧✐&❡③ ❧❡ &✐❣♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞✉ 8❡♠♣&✳

✄ ❊♥%❡❣✐&8%❡③ ✈♦8%❡ &✐❣♥❛❧ I ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✇❛✈✇4✐*❡✭!✐❣♥❛❧❴❧❛✱❋!✱✬♠♦♥❧❛✳✇❛✈✬✮

✄ ➱❝♦✉8❡③ ✈♦8%❡ ♥♦8❡✳✳✳

✄ ❊♥8%❡③ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ !✐❣♥❛❧❴❞♦❂!♦♥❴❤❛4♠♦✭✷✼✺✱✶✱❋!✱✵✳✺✮❀
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✄ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛"✱ ❝,-❡, ✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ 1✐❣♥❛❧ 3✉✐ ❝♦♠♣,❡♥❞,❛ ❧❡1 ❞❡✉① ♥♦6❡1 7 ❧❛

1✉✐6❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉6❡✳

✄ ❊♥,❡❣✐16,❡③ ✈♦6,❡ 1✐❣♥❛❧ 7 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✇❛✈✇%✐"❡✭)✐❣♥❛❧❴❧❛✱❋)✱✬♠♦♥❧❛✳✇❛✈✬✮

✄ ➱❝♦✉6❡③ ✈♦6,❡ 1♦♥✳✳✳

✄ ❈,-❡③ ✉♥ 1❝,✐♣6 3✉✐ ❣-♥-,❡,❛ ❧❡ 1✐❣♥❛❧ ❝♦,,❡1♣♦♥❞❛♥6 7 ❧❛ ♠-❧♦❞✐❡ ❞♦♥6 ❧❛ ♣❛,6✐6✐♦♥ ❡16 ❝✐✲

❞❡11♦✉1✳ ❱♦✉1 ❡♥,❡❣✐16,❡,❡③ ❝❡ 1✐❣♥❛❧ ❛✉ ❢♦,♠❛6 ✳✇❛✈✳

❆66❡♥6✐♦♥ ✉♥❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❝♦,,❡1♣♦♥❞ 7 ❞❡✉① 6❡♠♣1 1♦✐6 ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❞✉,-❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✐,❡ ❡6 ✉♥❡

❝,♦❝❤❡ ❝♦,,❡1♣♦♥❞ 7 ✉♥ ❞❡♠✐ 6❡♠♣1 1♦✐6 ❧❛ ♠♦✐6✐- ❞❡ ❧❛ ❞✉,-❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✐,❡✳✳✳

❙②♥#❤%#✐'❡✉* ❛✈❡❝ #✐♠❜*❡ ✿  ♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ▲❡ 6✐♠❜,❡ ❞✬✉♥ ✐♥16,✉♠❡♥6 ❝♦,,❡1♣♦♥❞ 7 ❧❛ ♣,-✲

1❡♥❝❡ ❞✬❤❛,♠♦♥✐3✉❡1 ❡♥ ♣❧✉1 ❞❡ ❧❛ ❢,-3✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥6❛❧❡✳ ❈❡1 ❤❛,♠♦♥✐3✉❡1 1♦♥6 ❞✉❡1 7 ❧❛ ♠❛♥✐B,❡

❞♦♥6 ❧✬✐♥16,✉♠❡♥6 ❡16 16✐♠✉❧- ❛✐♥1✐ 3✉✬❛✉ ❝❛✈✐6- ,-1♦♥♥❛♥6❡1 3✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦1❡✳ ◆♦✉1 ♥♦✉1 ❝♦♥6❡♥6❡,♦♥1

✐❝✐ ❞❡ 1✐♠✉❧❡, ✉♥❡ ❝♦,❞❡ 1❛♥1 ,-1♦♥❛6❡✉,✳

❖♥ ♠♦♥6,❡ 3✉❡ ❧❛ 1♦❧✉6✐♦♥ 7 ❧✬-6❛6 16❛6✐♦♥♥❛✐,❡ ♣♦✉, ❧❛ ✈✐❜,❛6✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦,❞❡ ✭♥♦♥✲-❧❛16✐3✉❡✱

6❡♥❞✉❡ ♣❛, ✉♥❡ ❢♦,❝❡ ❞❡ 6❡♥1✐♦♥ ❞❡ ♥♦,♠❡ T ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❝♦6-✮ 1✬-❝,✐6 1♦✉1 ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞✬✉♥❡ 1✉♣❡,♣♦1✐6✐♦♥

❞❡ ❢♦♥❝6✐♦♥1 -❧-♠❡♥6❛✐,❡1 ❛♣♣❡❧-❡1 ♠♦❞❡1 ♣,♦♣,❡ ❞❡ ✈✐❜,❛6✐♦♥ ✿

u(x, t) =
+∞
∑

k=−∞

{Ck.e
j(k.2πf0.t)} × sin(k.β0.x) ✭✷✳✼✮

♦J f0 ❡6 β0 1♦♥6 ❞❡1 ❝♦♥16❛♥6❡1 3✉✐ ❞-♣❡♥❞❡♥6 ❞❡ ❧❛ 6❡♥1✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞❡ ❧❛ ❝♦,❞❡ ❡6 ❞❡ 1❛

♠❛11❡ ❧✐♥-✐3✉❡✳ x ❡16 ❧❛ ♣♦1✐6✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦,❞❡ ❡6 t ❡16 ❧❡ 6❡♠♣1✳ ▲❛ ✈✐❜,❛6✐♦♥ ♣,♦❞✉✐6❡ ♣❛, ✉♥

♣♦✐♥6 ❞❡ ❧❛ ❝♦,❞❡ ❡16 ❞♦♥❝ ❞✉ 6②♣❡ ✿

δp(t) =
+∞
∑

k=−∞

{Ck.e
j(k.2πf0.t)} ✭✷✳✽✮

M♦✉, ✉♥❡ ❝♦,❞❡ ♣✐♥❝-❡ 1❛♥1 ✈✐6❡11❡ ✐♥✐6✐❛❧❡✱ ♦♥ ♠♦♥6,❡ 3✉❡ ✿

ck = U0 ×
8

π2k2

{

(−1)(k−1)/2, k = 2n+ 1

0, k = 2n
✭✷✳✾✮

❡6 3✉❡ ✿

c−k = ck ✭✷✳✶✵✮

♦J U0 ❡16 ✉♥❡ ❝♦♥16❛♥6❡✳

✄ ●-♥-,❡, ❧❛ ♠-❧♦❞✐❡ ❞❡ ✓❆✉ ❝❧❛✐, ❞❡ ❧❛ ❧✉♥❡ ✔ ❛✈❡❝ ❧❡ 6✐♠❜,❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦,❞❡ ♣✐♥❝-❡✳

✷✹
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❆!!▲■❈❆❚■❖◆ ➚ ▲❆ ▼❊❙❯❘❊

❉✬■◆❚❊❘❋❘❆◆●❊❙

❉❛♥# ❝❡ ❚' ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ✐♠♣♦./❡. ❞❡# ❞♦♥♥1❡# #♦✉# ❢♦.♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡ #♦✉# ●◆❯✲❖❝/❛✈❡ ❛✜♥ ❞✬②

❛♣♣❧✐=✉❡. ✉♥ /.❛✐/❡♠❡♥/ ♥✉♠1.✐=✉❡✳ ◆♦✉# ♣.❡♥❞.♦♥# ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣1.✐❡♥❝❡ ❞✬✐♥/❡.❢1.❡♥❝❡# ❡♥

♦♣/✐=✉❡ ♣♦✉. ❛❜♦.❞❡. ♣❧✉#✐❡✉.# #✐/✉❛/✐♦♥# /②♣✐=✉❡# ❡♥ /.❛✐/❡♠❡♥/ ❞❡ #✐❣♥❛✉① ♣❤②#✐=✉❡#✳

❖❜❥❡❝%✐❢ ✿ ❊❝.✐.❡ ✉♥ ♣.♦❣.❛♠♠❡ ♣❡.♠❡//❛♥/ ❞✬❛♥❛❧②#❡. ❞❡ ♠❛♥✐C.❡ #②#/1♠❛/✐=✉❡ ❧✬❡♥.❡❣✐#/.❡✲

♠❡♥/ ❞✬✉♥ ♠♦/✐❢ ❞✬✐♥/❡.❢1.❡♥❝❡# ♦♣/✐=✉❡# ✿

✄ ■♠♣♦./❡. ❞❡# ❞♦♥♥1❡# ❡①♣1.✐♠❡♥/❛❧❡# #♦✉# ❢♦.♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡/ ❧❡# ✈✐#✉❛❧✐#❡. ❀

✄ ❘❡♣1.❡. ❧❡# ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞✬✉♥ #✐❣♥❛❧ ❡♥ 1❝.✐✈❛♥/ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❀

✄ ❉1/❡.♠✐♥❡. ❧✬✐♥/❡.❢.❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝=✉✐#✐/✐♦♥ ❀

✄ ❘❡♠♦♥/❡. H ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ♣❤②#✐=✉❡ ❡♥/.❡ ❧❡# ✷ ❢❡♥/❡# ❞❛♥# ❧✬❡①♣1.✐❡♥❝❡ ❀

✄ ❱✐#✉❛❧✐#❡. ❧❡# .1#✉❧/❛/# ❞❡ ♠❛♥✐C.❡ ❝❧❛✐.❡ ❡/ ♣.1❝✐#❡✳

)♦✉, ,-❛❧✐0❡, ❝❡ ❚)✱ ✐❧ ❡0% ✈✐✈❡♠❡♥% ❝♦♥0❡✐❧❧- ❞❡ 0❡ ,-❢-,❡, 7 ❧❛ ,✐❝❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥%❛✲

%✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞-❝,✐✈❛♥% ❧❡0 ❢♦♥❝%✐♦♥0 ❞✬❖❝%❛✈❡ ✭❤!!♣#✿✴✴♦❝!❛✈❡✳♦,❣✴❞♦❝✴✱ ❤!!♣#✿✴✴♦❝!❛✈❡✳

#♦✉,❝❡❢♦,❣❡✳✐♦✴❞♦❝#✳♣❤♣✮

▲✬❡①♣%&✐❡♥❝❡ ❞❡+ ❢❡♥-❡+ ❞✬❨♦✉♥❣

▲✬❡①♣1.✐❡♥❝❡ ❞❡# ❢❡♥/❡# ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ .1❛❧✐#1❡ ♣♦✉. ❧❛ ♣.❡♠✐C.❡ ❢♦✐# ❡♥ ✶✽✵✶ ♣❛. ❚❤♦♠❛# ❨♦✉♥❣✱ ♠❡/

❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐C.❡ #♣❡❝/❛❝✉❧❛✐.❡ ❧❛ ♥❛/✉.❡ ♦♥❞✉❧❛/♦✐.❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐C.❡✳ ▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡✱ =✉❡ ✈♦✉#

❝♦♥♥❛✐##❡③ ❜✐❡♥✱ ❡#/ ❧❡ #✉✐✈❛♥/ ✿ ❖♥ 1❝❧❛✐.❡ H ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐#❝❡❛✉ ❞❡ ❧✉♠✐C.❡ ♠♦♥♦❝❤.♦♠❛/✐=✉❡ ❞❡✉①

❢❡♥/❡# 1/.♦✐/❡# ❡/ ♣.♦❝❤❡# ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉/.❡✳ ❖♥ ♦❜#❡.✈❡ #✉. ✉♥ 1❝.❛♥ ♣❧❛❝1 ❛♣.C# ❧❡# ❢❡♥/❡# ✉♥❡ ✜❣✉.❡

❞✬✐♥/❡.❢1.❡♥❝❡# ♦T #✬❛❧/❡.♥❡♥/ ❢.❛♥❣❡# ❜.✐❧❧❛♥/❡# ❡/ ❢.❛♥❣❡# #♦♠❜.❡#✳ ▲✬✐♥/❡.❢.❛♥❣❡ ✭❞✐#/❛♥❝❡ #1♣❛.❛♥/

❞❡✉① ❢.❛♥❣❡# ❜.✐❧❧❛♥/❡# ♦✉ #♦♠❜.❡#✮ ❡#/ ❞✐.❡❝/❡♠❡♥/ ❧✐1 H ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ #1♣❛.❛♥/ ❧❡# ❢❡♥/❡# ❡/ ❛✉①

♣❛.❛♠C/.❡# ❡①♣1.✐♠❡♥/❛✉①✳ ▲❡ ❝♦♥/.❛#/❡ ❞❡# ❢.❛♥❣❡# =✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦.#=✉❡ ❧✬♦♥ #✬1❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ❝❡♥/.❡ ❞❡

❧✬1❝.❛♥ ❡/ ❧✉✐ ❧✐1 H ❧❛ ✜❣✉.❡ ❞❡ ❞✐✛.❛❝/✐♦♥ ❞❡# ♦✉✈❡./✉.❡#✳

'❛. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ /.♦✉✈❡ .❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥/ =✉❡ ❧✬1✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥/❡♥#✐/1 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐C.❡ ❧❡ ❧♦♥❣

✷✺



I(x) = I0 ·
2

(

πl

λD
x

)

· cos2
(

πd

λD
x

)

x I0
λ D l

d

fentes
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l

dsource (λ)

zone d’interférences

D

x
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D

µ
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x y
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x y



⊲ ❉❛♥# ✈♦&'❡ #❝'✐♣& ❛❥♦✉&❡③ ❧❡# ❧✐❣♥❡# ❞❡ ❝♦❞❡ #✉✐✈❛♥&❡# ❡& ❝♦♠♣✐❧❡③

❢✐❣✉$❡✱

✐♠❛❣❡)❝✭①✱ ②✱ ❛❝.✉✐)✐/✐♦♥✮

❝♦❧♦$❜❛$

◗✉❡ ❝♦♥#&❛&❡③✲✈♦✉# ❄ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦❧♦$❜❛$ ❛✣❝❤❡ #✉' ❧❛ ❞'♦✐&❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❡✉'

❛##♦❝✐❛♥& ❧❛ ❝♦✉❧❡✉' ❞❡ ❝❤❛:✉❡ ♣✐①❡❧ < ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ♥✉♠='✐:✉❡✳

◗✉❡❧❧❡ ❡#& ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❄ ?♦✉':✉♦✐ ❄

?❛' ❞=❢❛✉& ❧❛ ❜❛''❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' ❛##♦❝✐❡ ❧❡# ✈❛❧❡✉'# ❞❡ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡ < ❧❛ ♣❧✉#

❣'❛♥❞❡ < ❞❡# ❝♦✉❧❡✉'# ❛❧❧❛♥& ❞✉ ❜❧❡✉ ❛✉ ❥❛✉♥❡✱ ♠❛✐# ✐❧ ❡①✐#&❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉&'❡ '=♣❛'&✐&✐♦♥#✳

❉❡ ♠❛♥✐D'❡ ❣=♥='❛❧❡✱ ❧❛ ❜❛''❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉' ❧❛ ♣❧✉# ❛❞❛♣&=❡ ❞=♣❡♥❞'❛ ❞❡ ❧❛ ♥❛&✉'❡ ❞❡# ❞♦♥♥=❡# <

✈✐#✉❛❧✐#❡'✳ ❈❤❛♥❣❡③ ❧❛ ❝♦❧♦'❜❛' ❡♥ ❛❥♦✉&❛♥& ❧❛ ❧✐❣♥❡ #✉✐✈❛♥&❡ < ✈♦&'❡ ❝♦❞❡ ✿

❝♦❧♦$♠❛♣✭❣$❛②✮

❊♥ ♣'♦❣'❛♠♠❛&✐♦♥ #❝✐❡♥&✐✜:✉❡ ❝♦♠♠❡ #✉' ♣❛♣✐❡'✱ ✉♥❡ ✜❣✉%❡ ❞♦✐) ❝♦♥)❡♥✐% ❞❡+ ❛①❡+ ❛✈❡❝

❞❡+ ✉♥✐)/+ ❡) ✉♥ )✐)%❡ ✦ ❉❛♥# ♦❝&❛✈❡ ✐❧# #♦♥& ❞=✜♥✐# '❡#♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❛✈❡❝ ❧❡# ❝♦♠♠❛♥❞❡#

#✉✐✈❛♥&❡# :✉❡ ✈♦✉# ❛❥♦✉&❡③ < ✈♦&'❡ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ✿

①❧❛❜❡❧✭✬7♦)✐/✐♦♥ ❤♦$✐③♦♥/❛❧❡ ✭♣✐①❡❧✮✬✮

②❧❛❜❡❧✭✬7♦)✐/✐♦♥ ✈❡$/✐❝❛❧❡ ✭♣✐①❡❧✮✬✮

/✐/❧❡✭✧■♥/❡♥)✐/= ❧✉♠✐♥❡✉)❡✧✮

❉!"❡❝"✐♦♥ ❞❡) ♠❛①✐♠❛ ❞✬✐♥"❡♥)✐"! ❞❡ ❧❛ ✜❣✉2❡ ❞✬✐♥"❡2❢!2❡♥❝❡

❱♦&'❡ ♦❜❥❡❝&✐❢ ❡#& ❞❡ ❞=&❡❝&❡' ❞❡ ♠❛♥✐D'❡ ❛✉&♦♠❛&✐:✉❡ ❧❡# ♠❛①✐♠❛ ❞✬✐♥&❡♥#✐&= ❞❡# ❢'❛♥❣❡# ❞✬✐♥&❡'✲

❢='❡♥❝❡ ♣♦✉' ❞=&❡'♠✐♥❡' ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ♣'=❝✐#❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ?♦✉' ❝❡❧❛ ❧❛ ♠=&❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉# #✐♠♣❧❡ ❡#& ❞❡

#=❧❡❝&✐♦♥♥❡' ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❤♦'✐③♦♥&❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ❡& '❡♣='❡' ❧❡# ♠❛①✐♠❛✳ ❱♦✉# ❛❧❧❡③ ❞❛♥# ✉♥ ♣'❡♠✐❡'

&❡♠♣# ♣'♦❣'❛♠♠❡' ❝❡❝✐ ♣♦✉' ✈♦✉# '❡♥❞'❡ ❝♦♠♣&❡ :✉❡ ❝❡&&❡ ♠=&❤♦❞❡ ♥✬❡#& ♣❛# ✈✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉# ✈❡''♦♥#

❛♣'D# ❝♦♠♠❡♥& ② '❡♠=❞✐❡'✳

❉!"❡❝"✐♦♥ (✉* ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❤♦*✐③♦♥"❛❧❡

⊲ ❱♦✉# ❛❧❧❡③ &♦✉& ❞✬❛❜♦'❞ &'❛❝❡' ❞❛♥# ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✜❣✉'❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❤♦'✐③♦♥&❛❧❡ ❝❤♦✐#✐❡ ❛✉ ♠✐❧❡✉

❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ❞✬✐♥&❡'❢='❡♥❝❡✳ ?♦✉' ❝❡❧❛ ♦♥ ❞=✜♥✐ ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ ♣♦)✐/✐♦♥❴✈❡$/✐❝❛❧❡ :✉✐ ❝♦♥&✐❡♥&

❧❛ ❝♦♦'❞♦♥♥=❡ ✈❡'&✐❝❛❧❡ ❡♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ :✉❡ ✈♦✉# ✈♦✉❧❡③ &'❛❝❡' ❡& ❞♦♥& ✈♦✉# ❞=✜♥✐'❡③ ❧❛

✈❛❧❡✉' ✭❳❳❳ ❞❛♥# ❧❡ ❝♦❞❡ ❝✐✲❛♣'D#✮✳ ❱♦✉# ✉&✐❧✐#❡'❡③ ❡♥#✉✐&❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧♦/✭✮ ♣♦✉' &'❛❝❡' ❧❛

✜❣✉'❡✳

♣♦)✐/✐♦♥❴✈❡$/✐❝❛❧❡ ❂ ❳❳❳❀

❢✐❣✉$❡✱

♣❧♦/✭①✱ ❛❝.✉✐)✐/✐♦♥✭♣♦)✐/✐♦♥❴✈❡$/✐❝❛❧❡✱ ✿✮✮

①❧❛❜❡❧✭✬7♦)✐/✐♦♥ ❤♦$✐③♦♥/❛❧❡ ✭♣✐①❡❧✮✬✮

②❧❛❜❡❧✭✬■♥/❡♥)✐/= ✭✉✳ ❛✳✮✬✮

/✐/❧❡✭❬✧■♥/❡♥)✐/= ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ② ❂ ✧ ♥✉♠✷)/$✭♣♦)✐/✐♦♥❴✈❡$/✐❝❛❧❡✮ ✧ ♣①✧❪✮

▲✐#❡③ ❛&&❡♥&✐✈❡♠❡♥& ❝❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉' ❜✐❡♥ ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❝♦♠♠❡♥& ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♣❧♦/✭✮

✭◗✉❡❧# #♦♥& ❝❡# ❛'❣✉♠❡♥&# ❄✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♥✉♠✷)/$✭✮ ❡#& &'D# ✉&✐❧✐#❡ ♣✉✐#:✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡'&✐ ✉♥❡

✈❛❧❡✉' ♥✉♠='✐:✉❡ ✭✐❝✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❝♦♥&❡♥✉❡ ❞❛♥# ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ ♣♦)✐/✐♦♥❴✈❡$/✐❝❛❧❡✮ ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡

✷✼



❞❡ ❝❛$❛❝%&$❡'✳ ❈❡❧❛ ♣❡$♠❡% ❞✬❛✣❝❤❡$ '②'%1♠❛%✐3✉❡♠❡♥% ❧❛ ❤❛✉%❡✉$ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❛✉ %✐%$❡ ❞❡ ❧❛

✜❣✉$❡✳ ◆♦%❡③ ❧❛ ❢❛<♦♥ ❞♦♥% ✸ ❝❤❛>♥❡' ❞❡ ❝❛$❛❝%&$❡' '♦♥% ❝♦♥❝❛%1♥1❡' ♣♦✉$ ❢♦$♠❡$ ❧❡ %✐%$❡✳

⊲ ▼♦❞✐✜❡$ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ♣♦"✐$✐♦♥❴✈❡)$✐❝❛❧❡ ❡% $❡❧❛♥❝❡③ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉$ ✈1$✐✜❡$ '♦♥ ❜♦♥

❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%✳

⊲ ❆ ✈♦✉$ ❞❡ ❥♦✉❡( ✦

❉❛♥' ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✜❝❤✐❡$ ❢♦♥❝%✐♦♥ $)♦✉✈❡)❴♠❛①❴❧✐❣♥❡✳♠✱ ❝$1❡③ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ $)♦✉✈❡)❴♠❛①❴❧✐❣♥❡

3✉✐ ♣$❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❛$❣✉♠❡♥% ✉♥ %❛❜❧❡❛✉ D ✉♥❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✭✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡✮ ❡% 3✉✐ $❡✲

%♦✉$♥❡ ✉♥ %❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❡' ✐♥❞✐❝❡' ✭♣♦'✐%✐♦♥' ❡♥ ♣✐①❡❧✮ ❞❡' ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ I♦✉$ ❝❡❧❛ ✈♦✉'

❛❞♦♣%❡$❡③ ❧❛ '%$❛%1❣✐❡ '✉✐✈❛♥%❡ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❜❛❧❛②❡ ❝❤❛3✉❡ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ %❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥%$1❡ ❡♥ ❝♦♠✲

♠❡♥<❛♥% ♣❛$ '❛ ❞❡✉①✐&♠❡ ✈❛❧❡✉$ ❡% ❡♥ %❡$♠✐♥❛♥% D ❧✬❛✈❛♥% ❞❡$♥✐&$❡ ✭❜♦✉❝❧❡ ❢♦)✮✳ ❙✐ ✭❜♦✉❝❧❡

✐❢✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉( .❡$./❡ ❡$. ♣❧✉$ ❣(❛♥❞❡ 3✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ♣$1❝1❞❡♥%❡ ❊❚ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ '✉✐✈❛♥%❡ ❞✉

%❛❜❧❡❛✉✱ ❛❧♦$' ✐❧ '✬❛❣✐% ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❱♦✉' '%♦❝❦❡③ '♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥' ✉♥ %❛❜❧❡❛✉ 3✉✐ '❡$❛

❧❛ '♦$%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥✳

■❧ ❢❛✉% %♦✉❥♦✉$' %❡'%❡$ '❡' ❢♦♥❝%✐♦♥' '✉$ ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡' '✐♠♣❧❡' ❞♦♥% ✈♦✉' ♣♦✉✈❡③ ❝♦♥✜$♠❡$

❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ❧❡ $1'✉❧%❛%✳ ■❝✐✱ ✈♦✉' ♣♦✉✈❡③ ❝$1❡$ ❞❛♥' ✉♥ '❝$✐♣% '1♣❛$1 ✉♥ %❛❜❧❡❛✉ ❞✬❛❜'❝✐''❡ x ✿

① ❂ ❧✐♥"♣❛❝❡✭✵✱ ✶✵✵✵✱ ✶✵✵✵✮❀

❡% ✉♥ '✐❣♥❛❧ 3✉✐ '❡$❛✐% ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❣❛✉''✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛$❣❡✉$ %②♣✐3✉❡ ✷✺ ❝❡♥%$1❡ ❡♥ ✷✺✵✳ ❊♥

❛♣♣❡❧❛♥% ✈♦%$❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❛$❣✉♠❡♥% ✈♦%$❡ '✐❣♥❛❧ ❳❳❳ ❡% ❝♦♠♠❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❡ '♦$%✐❡ ❨❨❨

✭❆ ❝♦♠♣❧1%❡$ ✈♦✉' ♠T♠❡✮✱ ✈1$✐✜❡③ ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❡♥ %$❛<❛♥% ❧❡ $1'✉❧%❛% ❞❛♥' ✉♥❡ ✜❣✉$❡

❢✐❣✉)❡✱

♣❧♦$✭①✱ ❳❳❳✮✱ ❤♦❧❞ ♦♥

♣❧♦$✭①✭❨❨❨✮✱ "✐❣✭❨❨❨✮✱ ✬♦)✬✮

❈❡ ❝♦❞❡ %$❛❝❡ ✈♦%$❡ '✐❣♥❛❧ ❳❳❳ ❡% '✉♣❡$♣♦'❡ ✭❤♦❧❞ ♦♥✮ ❧❡✭'✮ ♠❛①✐♠✉♠✭'✮ ❞1%❡❝%1' '♦✉' ❢♦$♠❡

❞❡ ❝❡$❝❧❡ $♦✉❣❡ ✭✬♦)✬✮✳

❚❡'%❡③ ✈♦%$❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❛♥' ♣❧✉'✐❡✉$' '✐%✉❛%✐♦♥' ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥% ❧❡ '✐❣♥❛❧✳ I❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✷ ❣❛✉'✲

'✐❡♥♥❡' ❞✬❛♠♣❧✐%✉❞❡'✱ ❞❡ ❧❛$❣❡✉$' ❡% ❞❡ ♣♦'✐%✐♦♥' ❝❡♥%$❛❧❡' ❞✐✛1$❡♥%❡'✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝♦'✐♥✉'✱ ✉♥

♣$♦❞✉✐% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥' ❝♦'✐♥✉' ❡% '✐♥✉'✱ ❡%❝✳✳✳

⊲ ❯♥❡ ❢♦✐' ✈♦%$❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ $)♦✉✈❡)❴♠❛①❴❧✐❣♥❡ 1♣$♦✉✈1❡✱ ❛♣♣❧✐3✉❡③✲❧❛ D ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧❡

❝❤♦✐'✐❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ❞✬✐♥%❡$❢1$❡♥❝❡ ❡% %$❛❝❡③ ❧❡ $1'✉❧%❛% ❝♦♠♠❡ ♣$1❝1❞❡♠♠❡♥%✳
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◗✉❡ ❝♦♥&'❛'❡③✲✈♦✉& ❄ ◗✉✬❡&'✲❝❡✲.✉✐ ♥❡ ✈❛ ♣❛& ❄ ■❞❡♥'✐✜❡③ ❞❡✉① ♣5♦❜❧8♠❡& .✉✐ ♥✉✐&❡♥' : ❧❛

♠❡&✉5❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡5❢5❛♥❣❡✳
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