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1 Introduction
Ce cours présente un algorithme d’isolation de racines réelles. L’algorithme dont il s’agit prend

en entrée un polynôme P (x) en une indéterminée x, à coefficients réels et de degré quelconque. Il
retourne un ensemble d’intervalles avec la garantie que chaque intervalle retourné contient une et
une seule racine réelle de P (x). Un algorithme de ce type est implanté dans la fonction MAPLE
realroot [6].

Dans ce cours, on suppose que toutes les racines de P (x) sont simples. C’est une condition
essentielle pour garantir l’arrêt de la méthode. Ce n’est pas une vraie restriction parce qu’il est
toujours possible de transformer un polynôme P0(x) quelconque en un polynôme P (x) ayant exac-
tement les mêmes racines que P0(x), mais n’ayant que des racines simples : il suffit de diviser P0(x)
(division euclidienne de polynômes, algorithmique) par le plus grand diviseur commun de P0(x) et
de sa dérivée (le pgcd de deux polynômes peut se calculer par l’algorithme d’Euclide, qui n’est rien
d’autre qu’une suite de divisions euclidiennes).

Le fait que les intervalles retournés isolent des racines simples d’un polynôme donné P (x)
présente un avantage très important : le polynôme P (x) s’évalue en deux nombres de signes différents
aux deux bornes de l’intervalle, ce qui permet de raffiner indéfiniment chaque intervalle d’isolation,
après exécution de l’algorithme, grâce à la méthode dichotomique.

L’algorithme que nous allons donner n’isole que les racines réelles strictement positives de P (x).
Là non plus, ce n’est pas une vraie restriction puisque les racines réelles strictement négatives sont
les racines réelles strictement positives de P (−x).

La seule vraie restriction réside dans le fait que l’algorithme doit être capable de déterminer avec
certitude si un coefficient de P (x) est nul et, s’il ne l’est pas, de déterminer son signe. Concrètement,
les coefficients peuvent être des nombres rationnels ou des nombres réels α, eux-mêmes présentés
sous la forme d’un intervalle d’isolation et d’un polynôme A(x) tel que A(α) = 0. Cette dernière
possibilité est utilisée dans le cadre d’algorithmes d’analyse topologique de courbes algébriques
planes, par exemple.

La preuve d’un algorithme se décompose normalement en deux parties : la preuve que le résultat
retourné est correct (preuve de correction) ; et la preuve que les calculs ne se poursuivent jamais
indéfiniment (preuve d’arrêt). La preuve de correction repose essentiellement sur la règle des signes
de Descartes [7].

C’est la preuve d’arrêt qui est compliquée. Comme de nombreuses versions d’algorithmes d’iso-
lation ont été mises au point, il existe plusieurs preuves d’arrêt différentes. Autant que je sache,
elles revêtent toutes un caractère commun. Tout d’abord, elles consistent à raisonner sur les racines
complexes de P (x) (ce qui est surprenant pour un algorithme d’isolation de racines réelles). Ensuite,
elles utilisent toutes l’argument que l’algorithme a pour effet de « zoomer » sur certaines régions
du plan complexe, « écartant » les racines complexes les unes des autres. Toutes ces preuves se
concluent enfin par un argument qui montre que, si toutes les racines complexes sont suffisamment
éloignées les unes des autres, alors un certain phénomène se produit qui arrête les calculs.

Il est remarquable que le premier (semble-t-il) à avoir eu cette idée, l’ait publiée dans les Mé-
moires de la Société royale des sciences, de l’agriculture et des arts de Lille, en 1834 (voir figure 1).
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Figure 1 – La page de garde des mémoires de 1834 ainsi que la première page de l’article de
Vincent [11]. Photocopie prise aux Archives Départementales du Nord, à Lille. La Société existe
toujours en 2017 (son nom a un peu évolué). Il s’agit d’une des plus anciennes sociétés savantes
françaises toujours en activité.

Il s’agit d’Alexandre Joseph Hidulphe Vincent, membre correspondant de la société lilloise 1. Citons
[4, page 264] : Vincent’s theorem can be used to show [5] that if an interval contains a single root
and the remaining roots are sufficiently far away, a single variation will be obtained.

L’algorithme que nous allons décrire est donc une variation sur une idée de Vincent, due à
George Edwin Collins et Alkiviadis Akritas [3]. Je l’ai donc appelé algorithme de Vincent-Collins-
Akritas. Il est parfois connu sous le nom d’algorithme d’Uspensky [10] mais cette appellation semble
trompeuse 2. La preuve d’arrêt décrite dans ce document (le théorème des deux cercles) est due à
[4]. J’en ai eu connaissance via 3 [8].

1. À ma connaissance, c’est le texte le plus ancien qui lie la ville de Lille à l’informatique et, en particulier, à des
algorithmes qui sont utilisés (et même de plus en plus utilisés) aujourd’hui.

2. James Victor Uspensky a mis au point un algorithme nettement moins efficace en s’inspirant des idées de
Vincent. Après une longue enquête historique menée par Alkiviadis Akritas, à laquelle j’ai un peu participé, et où
on a même pu suspecter un comportement répréhensible de la part d’Uspensky [1], il apparaît (discussion entre A.
Akritas et une personne ayant connu Uspensky) qu’en toute bonne foi, Uspensky n’a eu accès qu’à des informations
très succintes sur les travaux de Vincent, via le livre de Joseph Alfred Serret (voir Figure 7).

3. J’en profite pour remercier Fabrice Rouillier pour ses notes de cours ainsi que ses interventions dans le cours
de DEUG Systèmes polynomiaux, que signifie : résoudre ?, créé à l’université Lille 1 et assuré plusieurs années, à la
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Figure 2 – Le cercle C0 mentionné dans le théorème 2 et les deux cercles C1 et C2 mentionnés
dans le théorème 3. Les trois cercles appartiennent au plan complexe.

2 La règle des signes
La règle des signes est publiée (sous une forme un peu plus faible) pour la première fois en 1636

dans [7]. Elle fut généralisée dans les années 1820 par Budan et Fourier dans le théorème qui porte
aujourd’hui leur nom [2].

Théorème 1 (règle des signes)
Soient P (x) ∈ R[x] un polynôme non nul, v(P ) le nombre de variations de signe dans la liste

des coefficients non nuls de P (x) et r(P ) le nombre de racines réelles positives de P (x) comptées
avec multiplicités. Alors v(P ) ≥ r(P ).

Preuve Par récurrence sur le degré de P (x).
Initialisation. si le degré est nul on a v(P ) = 0 et r(P ) = 0. Le théorème est donc vérifié.
Hérédité : On considère un polynôme

P (x) = ad x
d + · · ·+ a1 x+ a0 .

de degré d > 0 et on suppose (hypothèse de récurrence) que le théorème est vérifié pour tout
polynôme de degré strictement inférieur à d. On peut supposer a0 > 0 (on ne change ni r(P ) ni
v(P ) en divisant le polynôme par une puissance de x dans le cas a0 = 0 ou en le multipliant par −1
si a0 < 0). La dérivée de P (x) s’écrit P ′(x) = d ad x

d−1 + · · ·+ a1. On peut supposer a1 ̸= 0 (on ne
change ni r(P ′) ni v(P ′) en divisant la dérivée par une puissance de x dans le cas a1 = 0). Comme
degP ′ < degP , l’hypothèse de récurrence s’applique et v(P ′) ≥ r(P ′). Entre deux racines réelles
distinctes de P (x) il existe au moins une racine de P ′(x) (cette remarque se généralise aux racines
de P (x) de multiplicité k > 1 en se rappelant que ce sont des racines de P ′(x) de multiplicité k−1).
On voit donc que

r(P ′) + 1 ≥ r(P ) . (1)

On distingue deux cas.

suite de la conférence ISSAC 2002.
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Premier cas : a1 > 0. Comme a0 > 0, on voit que v(P ) = v(P ′). En x = 0, on a P (0) = a0 > 0
et P ′(0) = a1 > 0. Comme a1 est la pente de la tangente au graphe, en x = 0, on voit qu’entre 0
et +∞, le graphe de P (x) démarre avec une valeur positive et une pente positive. Donc P ′(x) a
nécessairement au moins une racine positive strictement inférieure à la plus petite racine réelle
positive de P (x) et donc r(P ′) ≥ r(P ). Par conséquent, v(P ) = v(P ′) ≥ r(P ′) ≥ r(P ) (la première
inégalité est due à l’hypothèse de récurrence et la seconde vient juste d’être établie) et le théorème
est prouvé dans le cas a1 > 0.
Second cas : a1 < 0. Comme a0 > 0, il y a dans la suite des coefficients de P , une variation de signe
qui n’apparaît plus dans la suite des coefficients de P ′ et donc v(P ) = v(P ′) + 1. Par conséquent,
v(P ) = v(P ′) + 1 ≥ r(P ′) + 1 ≥ r(P ) (la première inégalité est due à l’hypothèse de récurrence et
la seconde à (1)) et le théorème est prouvé dans tous les cas. □

Corollaire 1 Si v(P ) = 0 alors P (x) n’a aucune racine réelle strictement positive.

Corollaire 2 Si v(P ) = 1 alors P (x) a exactement une racine réelle strictement positive.

Preuve La règle des signes implique que r(P ) ≤ 1. Comme v(P ) = 1, les coefficients de tête et de
queue de P (x) sont de signes différents, ce qui implique que P (x) s’annule au moins une fois sur
]0,+∞[ et donc que r(P ) ≥ 1. □

3 Appliquer la règle des signes sur l’intervalle ]0, 1[

À tout réel x ∈ ]0, 1[, on peut faire correspondre un réel y ∈ ]1,+∞[ en posant x = 1
y . On peut

même lui faire correspondre un réel z ∈ ]0,+∞[ en posant y = z + 1 (et donc x = 1
z+1). Cette

correspondance établit une bijection de l’intervalle ]0, 1[ sur l’intervalle ]0,+∞[.

x = 1
y

0 1

y = z + 1

z

Figure 3 – Bijection entre ]0, 1[ et ]0,+∞[. Soit P (x) un polynôme quelconque de degré d. Les
racines de P (x) appartenant à ]0, 1[ sont en bijection avec les racines de R(z) appartenant à ]0,+∞[
où R(z) est défini par : R(z) = Q(z + 1) et Q(y) = yd P ( 1y ).

Soit P (x) un polynôme de degré d. À toute racine x ∈ ]0, 1[ de P (x), on peut faire correspondre
une racine y ∈ ]1,+∞[ du polynôme Q(y) défini par Q(y) = yd P (1/y) (la multiplication par yd

a uniquement pour but d’éviter l’introduction de fractions rationnelles). On peut même lui faire
correspondre une racine z ∈ ]0,+∞[ du polynôme R(z) défini par R(z) = Q(z+1). Là encore, cette
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correspondance établit une bijection de l’ensemble des racines de P (x) appartenant à l’intervalle
]0, 1[ sur l’ensemble des racines réelles strictement positives de R(z). Voir Figure 3.

Par conséquent, le nombre v(R) de variations de signe dans la suite des coefficients non nuls
de R(z), qui borne le nombre de racines réelles strictement positives de R(z), borne aussi le nombre
de racines de P (x) appartenant à l’intervalle ]0, 1[.

La définition et la proposition suivante synthétisent ces observations.

Définition 1 Soient P (x) un polynôme de degré d et R(z) = Q(z + 1) où Q(y) = yd P ( 1y ). On
note v01(P ) = v(R).

Proposition 1 Le nombre de racines de P (x) appartenant à l’intervalle ]0, 1[ est inférieur ou égal
à v01(P ).

4 Ramener toutes les racines dans ]0, 1[

x0 = C(P0)x
0 C(P0)ξ0

x

0 1ξ

Figure 4 – Bijection entre ]0, C(P0)[ et ]0, 1[. Soient P0(x0) un polynôme quelconque et P (x) =
P0(C(P0)x). Les racines réelles strictement positives de P0(x0) sont en bijection avec les racines de
P (x) appartenant à ]0, 1[.

La borne suivante n’est pas optimale mais sa preuve a l’avantage d’être simple.

Proposition 2 (Cauchy, 1829)
Soient P (x) ∈ C[x] un polynôme à coefficients complexes et α ∈ C une de ses racines. Notons

C(P ) =

d∑
i=0

∣∣∣∣ aiad
∣∣∣∣ ·

Alors |α| < C(P ).

Preuve Comme C(P ) ≥ 1, il suffit de considérer une racine α de P (x) de valeur absolue (ou
module pour les complexes) supérieure à 1. On a

ad α
d = −(ad−1 α

d−1 + · · ·+ a1 α+ a0) .

D’après l’inégalité triangulaire

|ad| |α|d ≤ |ad−1| |α|d−1 + · · ·+ |a1| |α|+ |a0| .
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Comme |α| ≥ 1, on peut majorer chaque terme de la somme en le multipliant par une puissance
appropriée de |α| pour obtenir

|ad| |α|d ≤ (|ad−1|+ · · ·+ |a0|) |α|d−1 .

Une borne valable pour le cas |α| ≥ 1 s’obtient en divisant les deux membres de l’inégalité par
|ad| |α|d−1. On ajoute un terme supplémentaire (valant 1) à la somme, pour obtenir une borne
valable dans tous les cas. □

La proposition suivante est illustrée Figure 4.

Proposition 3 Soient P0(x0) un polynôme à coefficients réels et P (x) = P0(C(P0)x). Il y a bijec-
tion entre les racines réelles strictement positives ξ0 de P0(x0) et les racines ξ de P (x) appartenant
à l’intervalle ]0, 1[. La bijection est donnée par ξ0 = C(P0) ξ.

Preuve C’est un corollaire de la proposition 2. □

5 Cas de deux variations de signe (ou plus)

x = y
2

0 11
2ξ

y

0 1η

Figure 5 – Bijection entre ]0, 12 [ et ]0, 1[. Soient P (x) un polynôme quelconque et Q(y) = P (y2 ).
Les racines ξ de P (x) appartenant à ]0, 12 [ sont en bijection avec les racines η de Q(y) appartenant
à ]0, 1[.

Les deux propositions suivantes sont illustrées Figures 5 et 6.

Proposition 4 Soient P (x) un polynôme à coefficients réels et Q(y) = P (y2 ). Il y a bijection
entre les racines ξ de P (x) appartenant à l’intervalle ]0, 12 [ et les racines η de Q(y) appartenant à
l’intervalle ]0, 1[. La bijection est donnée par ξ = η

2 .

Proposition 5 Soient P (x) un polynôme à coefficients réels et Q(y) = P (y+1
2 ). Il y a bijection

entre les racines ξ de P (x) appartenant à l’intervalle ]12 , 1[ et les racines η de Q(y) appartenant à
l’intervalle ]0, 1[. La bijection est donnée par ξ = η+1

2 .
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x = y+1
2

0 11
2 ξ

y

0 1η

Figure 6 – Bijection entre ]12 , 1[ et ]0, 1[. Soient P (x) un polynôme quelconque et Q(y) = P (y+1
2 ).

Les racines ξ de P (x) appartenant à ]12 , 1[ sont en bijection avec les racines η de Q(y) appartenant
à ]0, 1[.

6 L’algorithme de Vincent-Collins-Akritas
Il applique les propositions précédentes en faisant attention à ne pas perdre de racine, dans le

cas où 1
2 serait racine de P (x).

function Vincent Collins Akritas (P0(x0))
Retourne une liste d’intervalles isolant les racines réelles strictement positives de P0(x0)
Les intervalles sont soit ouverts soit réduits à un point
begin
P (x) := P0(C(P0)x)
return isole01 (P (x), ]0, C(P0)[)

end

function isole01 (P (x), ]a, b[)
Sous–fonction de Vincent Collins Akritas.
Toute racine ξ ∈ ]0, 1[ de P (x) correspond à une racine ξ0 = a+ ξ (b− a) ∈ ]a, b[ de P0(x0).
begin
n := v01 (P )
if n = 0 then

return ∅
elif n = 1 then

return {]a, b[}
else
Q(x) := P (x2 )
R(x) := P (x+1

2 )

m := a+b
2

if P (12) ̸= 0 then
return isole01 (Q, ]a,m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[)

else
return isole01 (Q, ]a,m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[) ∪ {[m,m]}

fi
fi

end
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7 La preuve d’arrêt
À chaque appel récursif, l’algorithme isole01 est amené à considérer un polynôme dont les racines

sont de plus en plus éloignées les unes des autres (à condition bien sûr que toutes les racines soient
simples). Cette observation vaut pour les racines réelles du polynôme P (x), comme le montrent les
figures 5 et 6. Elle vaut aussi pour les racines complexes.

Pour montrer l’arrêt de l’algorithme, il suffit donc de montrer que, si toutes les racines complexes
de P (x) sont « suffisamment éloignées », alors v01(P ) vaut soit zéro, soit un.

La fonction v01 retourne le nombre de variations de signe d’un polynôme R(z) dont les racines
sont liées à celles du polynôme P (x) par le changement de variable suivant :

x = 1
z+1 z = 1

x − 1 .

Lemme 1 Si x = a+ i b est un nombre complexe situé à l’extérieur du cercle C0 de rayon 1
2 , centré

en (12 , 0) (voir Figure 2), alors z = 1
x − 1 est à partie réelle strictement négative.

Preuve Les coordonnées de x satisfont donc à (la formule de gauche donne le carré de la distance
au centre de C0) : (

a− 1

2

)2

+ b2 >

(
1

2

)2

,

a2 + b2 > a . (2)

On a (l’inégalité étant due à (2)) :

1

x
=

a− i b

a2 + b2
et donc ℜ

(
1

x

)
=

a

a2 + b2
≤ a2 + b2

a2 + b2
= 1 .

La partie réelle de z est donc strictement négative. □

Le lemme ci-dessus a pour corollaire le théorème suivant, repris de [4, Theorem 2, page 267].
Noter que sa preuve nécessite la prise en compte des racines complexes de P (x), pas seulement les
réelles.

Théorème 2 Soit P (x) un polynôme à coefficients réels n’ayant aucune racine dans le cercle C0

de rayon 1
2 , centré en (12 , 0). Alors v01(P ) = 0.

Preuve Notons d = degP et R(z) = zd P (1/(z + 1)) de telle sorte que v01(P ) = v(R). Le
polynôme R(z) n’a que des racines à partie réelle négative. Le polynôme R(z) est donc un produit
de facteurs de la forme soit z − a, soit (z − a − i b)(z − a + i b) = z2 − 2 a z + a2 + b2 avec a < 0,
c’est-à-dire un produit de facteurs dont tous les coefficients sont positifs. Par conséquent, tous les
facteurs de R(z) ont même signe et v(R) = 0. □

Le théorème suivant est repris de [4, Theorem 1, page 267].

Théorème 3 (théorème des deux cercles)
Soit P (x) un polynôme à coefficients réels ayant exactement une racine réelle dans l’intervalle

]0, 1[ et toutes ses racines non réelles à l’extérieur de C1 ∪C2 où C1 et C2 sont les deux cercles de
rayon 1, centrés en (0, 0) et (1, 0). Alors v01(P ) = 1.
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Preuve Notons d = degP et R(z) = zd P (1/(z + 1)) de telle sorte que v01(P ) = v(R). Le
polynôme R(z) a exactement une racine réelle a strictement positive. Toutes les autres racines
de R(z) sont à partie réelle strictement négative (voir le lemme ci-dessus). Le polynôme R(z) peut
se construire en incorporant ses racines les unes après les autres. Plus précisément, il existe un
indice j tel que R(z) = Rj(z) où :

R0(z) = z − a ,
Ri+1(z) = Ri(z) (z − γ) si γ est une racine réelle

= Ri(z) (z − γ) (z − γ̄) si γ est une racine non réelle .

Pour montrer le théorème, il suffit de montrer que v(Ri) = 1 pour tout i ≥ 0. Cette propriété
est vérifiée pour R0(z). On suppose qu’elle est vérifiée pour Ri(z) et on montre qu’elle est vraie
pour Ri+1(z).
Le cas où γ est réelle. Le facteur z−γ a tous ses coefficients strictement positifs. Soient e = degRi

et

Ri(z) = ae z
e + ae−1 z

e−1 + · · ·+ aj z
j − aj−1 z

j−1 − · · · − a1 z − a0 .

On suppose le coefficient dominant ae positif pour simplifier, tous les ak positifs ou nuls, et l’unique
changement de signe entre les coefficients aj et aj−1. Notons λ = −γ de telle sorte que Ri+1(z) =
Ri(z) (z + λ) avec λ > 0. On obtient :

Ri+1(z) = ae z
e + (ae−1 + λae) z

e−1 + · · ·+ (aj + λaj+1) z
j︸ ︷︷ ︸

coefficients≥0

+(−aj−1 + λaj) z
j−1

+ (−aj−2 − λaj−1) z
j−2 + · · ·+ (−a0 − λa1) z − λa0︸ ︷︷ ︸
coefficients≤0

.

Le nombre de variations de signes de Ri+1(z) est donc égal à 1, quel que soit le signe de −aj−1+λaj .
Le cas où γ est non réelle. Le nombre γ est de la forme γ = 1/β−1 où le nombre complexe β = a+i b
est une racine de P (x) à l’extérieur de C1 ∪C2. Les coordonnées de β vérifient donc a2 + b2 > 1 et
(a− 1)2 + b2 > 1. Le polynôme Ri+1(z) est de la forme Ri(z)F (z) où

F (z) = (z − γ) (z − γ̄) = z2 +

(
(a2 + b2) + (a2 − 2 a+ b2)

a2 + b2

)
︸ ︷︷ ︸

s

z +
1 + (a2 − 2 a+ b2)

a2 + b2︸ ︷︷ ︸
t

·

On a s > t puisque a2+b2 > 1 (β à l’extérieur de C1). Le numérateur de t s’écrit aussi (a−1)2+b2.
On a donc d’une part t > 0, d’autre part s > 1 puisque (a− 1)2 + b2 > 1 (β à l’extérieur de C2).

Le polynôme Ri+1(z) = Ri(z) (z
2 + s z + t) est de la forme :

Ri+1(z) = ae z
e + (ae−1 + s ae) z

e−1 + (ae−2 + s ae−1 + t ae) z
e−2 + · · ·+ (aj + s aj+1 + t aj+2) z

j︸ ︷︷ ︸
coefficients≥0

+ (−aj−1 + s aj + t aj+1) z
j−1 + (−aj−2 − s aj−1 + t aj) z

j−2

+ (−aj−3 − s aj−2 − t aj−1) z
j−3 + · · ·+ (−a0 − s a1 − t a2) z

2 +−s a0 − t a1 z − t a0︸ ︷︷ ︸
coefficients≤0

9



Le nombre de variations de signes de Ri+1(z) est donc supérieur ou égal à 1. Pour montrer qu’il
est égal à 1, il suffit de montrer que

−aj−1 + s aj + t aj+1 > −aj−2 − s aj−1 + t aj

La différence entre les deux membres de l’inégalité est égale à aj−2+(s−1) aj−1+(s− t) aj+ t aj+1.
Comme s > 1 et s > t, cette différence est toujours positive ou nulle.

On a donc montré que v(Ri) = 1 pour tout i et donc que v01(P ) = 1. □
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Figure 7 – Victor Uspensky aurait eu connaissance des travaux de Vincent via le livre de Serret
[9]. L’unique référence à Vincent se trouve page 368.
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