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% Les propositions

SEERP indécidables

n 1931, le logicien Kurt Gédel prou-
vait un théoreme révolutionnaire qui
démontrait que les mathématiques
sont plus profondes que les mathé-
maticiens ne I'imaginaient. Toute tenta-
tive pour définir de qu’est une preuve
échoue nécessairement a cause des pro-
positions dites indécidables (on ne peut
déterminer ni leur vérité, ni leur faus-
seté) qui se glissent dans tout systeme.
Imaginez I'’émoi que ce résultat aurait
dd susciter : assez paradoxalement tou-
tefois, lI'incomplétude et l'indécidabilité
godélienne engendrent un intérét consi-
dérable chez nombre de ceux qu'elles
ne concernent pas vraiment (ou seule-
ment a titre de vagues métaphores) et une
indifférence aveugle chez les mathéma-
ticiens, qui devraient en étre troublés. Nous
allons examiner le théoreme de Godel et
'importance qu'il devrait avoir.

L'incomplétude godélienne concerne-t-elle
d'autres domaines que les mathématiques?

L’AXIOME
DES PARALLELES

L'exemple le plus simple d'une situation
d'incomplétude et d'indécidabilité est
ancienne : c’est la géométrie qui découle
de lI'axiome des paralléles. L'affaire
remonte aux Eléments d'Euclide, qui furent
écrits vers 300 avant J.-C. et qui rappor-
taient des résultats mathématiques plus
anciens encore. Euclide y développe une
conception axiomatique de la géométrie :
il énumere les propriétés primitives des
objets points, droites, plans, etc., qu'il
accepte sans démonstration (ce sont
les axiomes et postulats). Toute la géo-
meétrie n'est plus alors qu'une question de
raisonnement pur, de déduction logique.

La présentation d'Euclide ne décrit
pas les régles de raisonnement autori-
sées (elles n'ont été comprises qu’au

1. ON N'ECHAPPE PAS AU THEOREME DE GODEL
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Si un systeme formel permet de faire de l'arithmétique et qu'il est consistant
(c'est-a-dire qu'il ne se contredit pas), alors il existe des énoncés /dont S ne peut
démontrer ni qu'ils sont vrais, ni qu'ils sont faux (on les appelle des indécidables
de S).

Le théoreme de Godel permet de construire explicitement un tel indécidable / (sa
démonstration est fondée sur I'écriture d'un énoncé codant dans S I'affirmation :
"je ne suis pas démontrable dans S").

Une idée naturelle vient a I'esprit : partant d'un systéme S;, on construit un tel
indécidable /, et on Il'ajoute a S, comme nouvel axiome, ce qui donne un
nouveau systeme S, dans lequel bien sar /, n'est plus indécidable.

Puisque le théoreme de Godel appliqué a S; nous permet d'obtenir un autre
indécidable /, on I'ajoute aux axiomes de S, ce qui conduit a un nouveau
systéeme S, Etc.

Les systemes emboités S;, S, S, etc., sont de plus en plus puissants (ils
comportent de moins en moins d'indécidables). A l'infini, ils fournissent un
nouveau systeme formel S,. Malheureusement, ce systéme comporte encore
des indécidables! On n'échappe pas si facilement au théoréeme de Godel.
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cours du XIx® siécle). Euclide ignore les
notations qui, aujourd'hui, facilitent I'ex-
posé des démonstrations et leurs vérifi-
cations ; pour rendre plus aisée la lecture,
I'axiomatisation de la géométrie que nous
évoquons ici prend en compte les pro-
grés faits par la méthode axiomatique.

Parmi les propriétés posées par
Euclide, la pierre d’achoppement est
I'axiome des paralléles (ou cinquieme
postulat d'Euclide), qui énonce :

Si P estun pointdonné etsi D estune
droite ne contenant pas P, alors dans le
plan déterminé par P et D il existe une
droite unique D' contenant P et ne ren-
contrant pas D (la droite D' est dénom-
mée la paralléle & D passant par P).

La question s’est posée trés tot : pou-
vait-on déduire cet axiome des autres
axiomes, en apparence plus naturels?
On a longtemps pensé que cela devait
étre possible. Hélas, toutes les tenta-
tives échouérent pour prouver I'axiome
des paralleles a partir des autres
axiomes. Avec la maturité des méthodes
logiques, on a fini par démontrer en 1868
que I'’énoncé des paralléles ne se dédui-
sait pas des autres axiomes : aujour-
d'hui, il est donc inutile d'essayer de le
«prouver»!

Il s'agit bien la d'une situation d'in-
complétude et d'indécidabilité : la géo-
métrie euclidienne sans l'axiome des
paralléles, dénommée géométrie abso-
lue, est incompléete. Quelle que soit la
longueur des raisonnements qu'on fasse,
on ne peut déduire de la géométrie abso-
lue, ni l'axiome des paralléles ni sa néga-
tion (c'est-a-dire I'affirmation qu'il n'est
pas vérifié). Vis-a-vis de la géométrie
absolue, I'axiome des paralléles estindé-
cidable.

Méme si la preuve de cette indécida-
bilité a joué un réle important dans la com-
préhension de la nature de I'espace
physique, la conclusion qu'on en tire
n'est pas tres grave sur le plan mathé-
matique. On la formule ainsi : la géomé-
trie absolue n'est pas la théorie de l'espace,
car lagéométrie absolue n'est que le socle
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commun a plusieurs géomeétries possibles
gue I'on définit en ajoutant a la géométrie
absolue, soit I'axiome des paralléles, soit
un autre axiome. Parmiles différentes géo-
métries possibles obtenues en complétant
la géomeétrie absolue, c'est aux physiciens
de dire celle quileur convient le mieux pour
représenter I'espace.

Etre incomplet, pour un systéme for-
mel (comme celui de la géométrie eucli-
dienne), c'est laisser certaines propositions
en suspens : un systeme incomplet est
un systéme ou I'on ne peut prouver ni la
vérité ni la fausseté d'énoncés qu'il per-
met pourtant de formuler. Un indécidable
d’'un systéeme incomplet, c'est un énoncé
pour lequel le systéme ne sait rien dire.

L'incomplétude de la géométrie abso-
lue traduit simplement un oubli dans les
axiomes : depuis des siecles, de nom-
breux mathématiciens croyaient que
I'axiome des paralléles pouvait se déduire
des autres, ils se trompaient. En voila
une affaire!

Bien des problemes restent ouverts
concernant l'indécidabilité de probléemes
simples, y compris lorsqu'ils ont été réso-
lus dans un cadre particulier. Par
exemple, la démonstration du grand théo-
reme de Fermat par Andrew Wiles en
1994 s'est faite dans le cadre de la théo-
rie des ensembles — ce théoréme n'est
pas un indécidable de la théorie des
ensembles, mais savoir s'il s'agit d'un
indécidable de l'arithmétique est une
guestion difficile et non résolue dont nous
verrons la pertinence.

EN ATTENDANT GODEL...

Les phénomeénes d'indécidabilité et d'in-
complétude (méme si, dans le passé,
les mathématiciens n'utilisaient pas ces
termes) sont présents dans les mathé-
matiques depuis toujours. Ce qui a changé
en 1931, avec les fameux résultats de Kurt
Godel, c'est qu'il est aujourd’hui prouvé
gue ces phénomeénes — contrairement &
ce gqu'on pensait — sont universels : toute
théorie d'un certain niveau y est assujet-
tie. D'aucuns ont cru déduire de cette uni-
versalité que l'indécidabilité était
inquiétante. D'autres, sans contester la
justesse des résultats de Godel, sou-
tiennent a I'opposé qu'on ne doit pas
s'en préoccuper, etdonc, en quelque sorte,
gue la situation des mathématiques est
désespérée, mais pas grave.

Un exemple simplissime de sys-
teme formel estindiqué dans I'en-
cadré 3. Les logiciens affirment
gu’un systeme formel est consis-
tant (ou cohérent, ou non contra-
dictoire) quand il est impossible
d’y démontrer une proposition et
sa négation (autrement dit, le sys-
teme ne se contredit pas). Dans le
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2. L'AXIOME DES PARALLELES EST INDECIDABLE

Si P est un point donné et si D est une droite ne contenant pas P, alors dans le
plan déterminé par P et D il existe une droite unique D', contenant P et ne
rencontrant pas D.

Cette formulation de I'axiome des paralléles n'est pas exactement celle d'Euclide.
Il utilisait I'énoncé équivalent : si deux droites, coupées par une sécante, forment
des angles intérieurs d'un méme c6té dont la somme est inférieure a deux droits,
ces droites se coupent.

D'autres formulations équivalentes sont : si
une droite D coupe une droite, elle coupe
aussi toutes les droites paralleles a D
(axiome de Proclus) ; la somme des
angles d'un triangle vaut deux droits ; la
surface d'un triangle peut étre aussi
grande qu'on veut. La terminologie du
cinquiéme postulat d'Euclide ou
postulat des paralléles, est trom-

peuse, car chez Euclide certaines
définitions cachent des axiomes.

Dans la présentation moderne

de l'axiomatisation de la géo-

métrie — étudiée par David Hilbert —, il y a bien plus de cing postulats-axiomes
fondamentaux.

La premiere démonstration que |I'axiome des paralleles est indécidable dans la
géomeétrie absolue est due a Eugenio Beltrani en 1868. Il prouva que la géométrie
elliptique (ou de Riemann) est consistante si la

géométrie euclidienne l'est. Dans cette géométrie,

par un point ne passe pas forcément de droite P
parallele a une droite donnée, et la somme des
angles d'un triangle est supérieure a deux
droits. Il appelle point un couple de points
diamétralement opposés et droite un cercle
sur la sphére de diametre maximum. Avec ce
vocabulaire redéfini, il constate que les
axiomes de la géométrie sont vérifiés. Par
exemple : par deux points (au sens nouveau)
distincts passe une droite (au sens nouveau)
unique. Le seul axiome qui n'est pas satisfait
est celui des paralleles : une droite D étant
donnée, ainsi qu'un point P a l'extérieur de cette

droite, toute droite D' passant par P coupe D.

Une autre version de la démonstration de I'impossibilité

de déduire I'axiome des paralleles des autres axiomes est due au grand mathé-
maticien francais Henri Poincaré. On prend un disque (sans sa circonférence) et
on appelle droite les arcs de cercle situés dans ce disque qui coupent
orthogonalement le bord du disque. Dans cette géométrie hyperbolique (ou de
Lobachevski), par un point donné passent plusieurs droites paralléles a une
droite donnée, et la somme des angles d'un x

triangle est inférieure a deux droits (elle
est éventuellement nulle). Cette
géométrie a inspiré de magnifi-
ques ceuvres au graveur Maurits
Escher.

Les mathématiciens utilisent
aujourd'hui des dessins "a
la Escher" pour visualiser
les propriétés de la géo-
métrie hyperbolique.

logique
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logique

cadre de la logique usuelle, dés qu'un
systeme peut démontrer P et non-P
(une proposition et sa négation), alors il
peut tout démontrer. C'est pourquoi l'in-
consistance est crainte et bannie.

Le résultat de Kurt Godel de 1931,
qui universalise I'incomplétude déja
connue pour la géométrie absolue, se
décompose en deux parties. La premiére
indique que tout systéeme formel per-
mettant de faire de l'arithmétique (la théo-
rie élémentaire des nombres entiers) est
soit inconsistant (donc inintéressant,
puisque tout y est vrai et faux a la fois),
soit incomplet (donc insatisfaisant,
puisque le systéeme laisse en suspens
certains énonceés).

Autrement dit : tout systéeme formel,
a la fois assez puissant pour l'arithmé-
tique élémentaire et consistant contient
desindécidables. La seconde partie des
résultats de 1931 (ou second théoréme
de Gddel) indique que justement I'énoncé
qui affirme qu’un systéme est consis-
tant est I'un des indécidables de ce sys-
teme, ce que I'on traduit simplement en
disant qu'un systéme consistant ne
peut savoir gu'il I'est. Une démonstration
de ce théoreme due a Georges Boolos
est présentée sur le site Internet de Pour
la Science.

indécidables absolus (c'est-a-dire défi-
nitivement indémontrables dans tout sys-
teme formel), mais indique que, pour
chaque systéme formel particulier (assez
puissant et consistant), il y a au moins
un indécidable I.

Sivous repérez un indécidable pour
un systeme S auquel vous ajoutez le nou-
vel axiome |, vous créez un systéeme S'
ou I n'est plus indécidable. Fort bien, mais
avez-vous par la véritablement pro-
gressé? Hélas, guére : le théoréme de
Godel s'applique alors au nouveau sys-
téme S', et donc il existe au moins un indé-
cidable I' de S' (I' est bien sir aussi un
indécidable de S). Si vous ajoutez I' aux
axiomes de S', vous obtenez un systeme
S" qui contiendra un indécidable I", etc.

Ceux qui interprétent le phénomene
de l'indécidabilité comme établissant que
les mathématiques sont incomplétes se
trompent : un systeme particulier qui n'ac-
cede pas a une certaine vérité mathé-
matique peut toujours étre complété pour
y accéder.

Un piege existe, piége que nous allons
détailler pour assimiler le sens du théo-
reme de Godel. Le mathématicien n'est
jamais effrayé par l'infini et, devant les
systemes S, S', S", etc., il se dit qu'il suf-
fitd’ajouter jusqu'a l'infini les indécidables

UNE METHODE DE
COMPLETION INEFFICACE

Si ce mathématicien s'y prend trop nai-
vement, il ne réussira pas car, méme
aprés avoir ajouté I, I', 1", etc. jusqu'al'in-
fini, le systéme obtenu contiendra encore
des indécidables (on sait le démontrer).
L'impossibilité est analogue avec les ten-
tatives d’énumération des nombres
entiers : ce n'est pas parce que vous pre-
nez une infinité d'entiers (par exemple,
les entiers pairs, 2, 4, 6, 8, ...) que vous
prenez tous les entiers. Similairement,
ce n'est pas parce que vous ajoutez
une infinité d'indécidables a S qu’il n'y
en n'a plus.

Aprés un moment de réflexion, le
mathématicien propose une autre idée
un peu plus subtile. 1l dit :

—Je numérote toutes les formules ayant
un sens dans mon systeme S =S, : f,,
f,, £, f5, f,, ... (une telle numérotation
est possible pour des formules).

— Je les prends une a une en ajoutant
comme nouveaux axiomes celles qui
sont encore indécidables au moment ou
je les considere : a I'étape n du proces-
sus de complétion, j'arrive a un certain
systéme S, je regarde f_; si c'est un
indécidable de S, j'ajoute f, a S, pour

Insistons sur le fait que ces résul-  qu'on trouve et qu'on obtiendra alors un  obtenirS__,, sinon je conserve le méme
tats n'indiquent pas qu'il existe des  systéeme complet. S,:5,,1 =S,
3. UN EXEMPLE DE SYSTEME FORMEL

Dans un systéme formel (ou systéme de démonstrations), on |&||=| (régle B appliquée a la formule précédente).

détaille successivement ce que sont les formules, les |[|&]|=| (régle Aappliquée alaformule précédente)

axiomes, les régles d'inférence. Examinons un exemple de |[|&]||=] (regle B appliquée a la formule précédente)

systéme formel, dont la signification sera donnée par la suite. ||& ||| =| (régle B aplliquée a la formule précédente)
Formules : des batons | suivis du symbole®, puis & nouveau NON [|&][||| = || (régle C appliquée a la formule précédente)

des batons, puis le symbole =, puis encore des batons, ou la
méme chose précédée de un ou plusieurs NON.
Exemples : [[[[[[&I[1111 = 111l ; NON &I = 1l

Axiomes : Toutes les formules sans NON ou le nombre de
batons des trois paquets est le méme.

Exemple : [[[[I1&11lIl = Il

Regles d'inférence :

—regle A on permute les deux paquets devant le =.
Exemple : de [|||||&]] = |||, on déduit || &Il = I|

—régle B : on ajoute au paquet entre & et = le nombre de
batons qu'il y a dans le paquet a gauche de & .

Exemple : de |||& ]| = Il on déduit || &Il = Il

—regle C:on ajoute ou on soustrait au moins un des batons
du paquet derriere = et on fait précéder le tout de NON.
Exemple : de [[[&1]]]]] = Il on déduit : NON [[|&I]lI| = Il

—regle D : on ajoute deux fois NON devant une formule déja
obtenue.

Exemple : de ||| ]I[ll] = [Il. on déduit : NON NON [[|&]]|[I| = |I|
Une déduction (ou démonstration) dans le systéme # est une
suite de formules telle que chacune est soit un axiome, soit
provient de l'utilisation d'une des régles A, B, C ou D sur des
formules précédemment déduites.

Les axiomes et les regles d'inférence doivent étre
suffisamment simples pour que la vérification qu'une suite de
formules est une déduction correcte puisse se faire
mécaniquement (c'est-a-dire par algorithme).

Exemple de déduction dans le systéme §:

|&| =] (c'estun axiome)

Interprétation du systéme formel &

Ce systeme formel permet de démontrer (i) toutes les
propriétés vraies concernant le plus grand commun diviseur
de deux nombres entiers du type : le pgcd de 6 et 4 est 2 (ce
qui, avec nos notations, s'écrit |[|[|[&[l = ) ;

(ii) toutes les formules de ce type précédées d'un nombre
quelconque de NON.

Le fait que nous ayons réussi a établir || &]||||| = | signifie en
particulier que le pgcd de 2 et 5 est 1, autrement dit que 2 et
5 sont premiers entre eux. Ayant établi que NON || @||||| =1l
nous avons démontré que le pgcd de 2 et 5 n'est pas 2.

Les propriétés de ce systéme sont :

— correction vis-a-vis du domaine mathématique visé : tout
ce qu'on démontre en suivant le systeme est juste ;

— adéquation vis-a-vis du domaine mathématique visé : tout
ce qu'on peut formuler avec les formules du systeme et qui
est vrai est démontrable ;

— consistance (résulte de I'adéquation) : jamais on ne prouve
une formule et son contraire (la méme formule précédée de
NON) ;

— complétude : pour toute formule F du systeme, on peut
démontrer F ou NON-F.

Ce systeme capte completement le domaine mathématique
visé, et son étude peut étre menée entierement (c'est
rarement le cas). Il ne contient pas d'indécidables, mais, si
on omettait un seul axiome (par exemple ||& || = ||), certains
énoncés vrais (exemple : ||| & |||l = ||) deviendraient
indécidables. Le systeme modifié serait alors incomplet.
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— A l'infini, je dispose d'un systéme
S, ini GUi posséde peut-étre une infinité
d'axiomes, mais qui est complet.

Ce systéme semble contredire le théo-
reme de Gddel. Ou est la faille de ce rai-
sonnement?

Il est bien vrai qu'il n'y a plus d'indé-
cidable pour S, : par construction, il
ne peut y en avoir. Si au départ S était
consistant, S, ;. l'estaussi. En revanche,
et c'est ce qui ne va pas, le prétendu
systéme S, n'en est pas vraiment un,
car il n'existe aucun moyen algorithmique
de savoir si une formule donnée est un
axiome ou n'en est pas un. Or pour
gu'un systeme formel soit envisageable
en mathématiques, il faut bien sir qu'on
sache en reconnaitre les axiomes (on
dit que le systéme doit étre effectif). La
prétendue méthode pour passerde S, a
S,., aboutit a une abstraction mathé-
matique qui n'est pas utilisable comme
systeme formel.

L'énoncé du premier théoreme de
Gddel en faisant apparaitre cette précision
(qu'on omet souvent pour simplifier I'ex-
posé ou parce qu'on sous-entend le mot
effectif dans la définition de systéme for-
mel) est donc : tout systéeme formel effec-
tif permettant de faire de I'arithmétique
est soit incomplet, soit inconsistant.

COMPLETUDE
DE LA LOGIQUE

Mettons en paralléle le résultat d'incom-
plétude de Godel avec un autre résultat
de Gdédel, de deux ans plus ancien et qui,
lui, est positif. Il s'agit de la complétude
de lalogique. Ce résultat intéresse moins
les philosophes, alors que pourtant c'est
la comparaison des résultats de com-
plétude et d'incomplétude qui contient les
enseignements les plus précieux, et fait
entrevoir les mystéres les plus profonds
sur la nature des mathématiques.

Au lieu de s'intéresser a ce qui estvrai
des nombres entiers, on cherche a savoir
ce qui est vrai sur le plan de la logique
pure. On se pose des questions comme :

— est-il vrai que si {a implique b}
alors {non-b implique non-a}?

— est-il vrai que si {pour tout x, y :
P(x,y)} alors {pour tout z : P(z,2)}?

—est-il vrai que si{pour tout x, il existe
y tel que : Q(x,y)} alors {il existe y tel que
pour tout x : Q(x,y)}?

(Réponses : oui, oui, non)

Nous cherchons ici un systéme for-
mel pour ce que nous dénommons le cal-
cul des prédicats du premier ordre qui est
lalogique générale ou tout raisonnement
mathématique peut s'exprimer.

Le résultat de Godel de 1929 répond
a cette question : il existe des systemes
formels qui démontrent toutes les formules
justes du calcul des prédicats du premier
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4. HERCULE CONTRE L'HYDRE

Une hydre possede une multitude de tétes reliées a son corps et organisées
selon un réseau de cous reliés par des nceuds, le tout formant un arbre. Hercule

doit tuer I'hydre en coupant toutes les tétes.

PREMIERE
COUPURE

En brun, la partie
excitée de I'hydre.
La partie excitée
est dupliquée.

DEUXIEME
COUPURE

En brun, la partie
excitée par la
deuxiéme coupure.
La partie excitée

est ajoutée deux fois.

TROISIEME
COUPURE

En brun, la partie
excitée par la troisieme
coupure.

La partie excitée

est ajoutée trois fois.
S'il coupe la téte bleue
reliée directement

au corps de I'hydre,
elle ne repousse pas.

Coupera-t-on toutes
les tétes de I'hydre?
Cette affirmation,
démontrable avec des
théories puissantes,
est un indécidable

de l'arithmétique.

Hercule doit tuer I'hydre en ne coupant qu'une téte a la fois et en tranchant la
derniére partie du cou située avant la téte coupée. Lorsqu'il coupe une téte et
un cou, une multitude de nouveaux cous et tétes apparaissent : lorsqu'il vient
de couper la n-iéme téte et son cou, le cou en dessous de la partie qu'il vient de
couper et tout I'ensemble des nceuds, cous et tétes au-dessus de ce nceud ("le
bout excité de I'hydre") se reproduit en n exemplaires qui poussent a c6té du
bout excité. Toutefois, lorsque Hercule coupe un cou directement lié au corps

de I'hydre, les tétes ne repoussent plus.

Hercule peut-il vaincre I'hydre en éliminant toutes les tétes? L'opération de
coupe augmente beaucoup le nombre des tétes, mais diminue aussi le nombre
de tétes associées a un cou relié au corps. Aussi espére-t-on arriver au moment
ou toutes les tétes sont directement liées au corps et ou l'on peut les couper
sans déclencher de reproduction. On démontre, avec des théories plus
puissantes que l'arithmétique de Peano, que Hercule, avec n'importe quelle
stratégie de choix de téte a couper, vient a bout de I'hydre en un temps fini,
mais aussi que ce résultat est un indécidable de I'arithmétique de Peano.

107

logique



5. PEANO, FERMAT ET GODEL

L'arithmétique de Peano est le systeme formel dans lequel on
démontre les propriétés des nombres entiers comme «13 est un
nombre premier», «I'équation x2 + y2 = 72 posséde une infinité de
solutions», ou «tout nombre entier est la somme de quatre
carrés». On définit l'arithmétique de Peano en indiquant les
propriétés du nombre 0, de I'opération "est le successeur de", de
I'addition, de la multiplication et, surtout, en précisant qu'on peut
raisonner par récurrence pour toute formule arithmétique P(n) (si

P(0) est vrai et que pour toute valeur de n, P(n) vrai impliqgue P(n+1) vrai, alors

P(n) est vrai pour tout n).

Le philosophe Daniel Isaacson soutient que toutes les propriétés purement
arithmétiques sont démontrables dans le systeme de Peano qui, en un certain
sens, serait donc complet. L'incomplétude (établie par les théoremes de Gddel)

ne serait en mesure que de faire apparaitre des indécidables non
purement arithmétiques obtenus soit par codage (comme les
indécidables donnés par la démonstration de Gddel), soit artifi-
ciellement parce que provenant de concepts de haut niveau (de
type ensembliste, par exemple).

Cette analyse est soutenue par les résultats des logiciens frangais
P. Cegielski et O. Sudac, qui ont obtenu, pour certains résultats
d'arithmétique pure, comme le théoreme d'Hadamard et de La
Vallée Poussin, des démonstrations ne mettant en jeu que le
systeme de Peano.

D'autres résultats (voir le probleme d'Hercule et de I'hydre, illustré

sur la figure 4) sont plus difficiles a concilier avec l'analyse de

D. Isaacson. Aujourd'hui on ne sait pas ce qu'il en est du théoreme de Fermat
(démontré par Wiles en 1994), théoréme qui est incontestablement un énoncé
d'arithmétique pure et qu'on ne sait actuellement démontrer que dans des
systemes plus forts que l'arithmétique de Peano.

Godel).

La réponse a cette question est importante pour comprendre en
quel sens l'arithmétique de Peano est compléte et garantirait la
preuve d'Andrew Wiles. Elle ne reposerait plus implicitement,
comme c'est le cas aujourd'hui, sur I'hypothese de consistance
de la théorie des ensembles (hypothése jugée forte par beau-
coup de mathématiciens et improuvable de maniere satis-
faisante, comme I'établit le second théoreme d'incomplétude de

ordre et uniguement elles (et on sait
construire de tels systémes). Nombre de
logiciens jugent ce résultat aussi impor-
tant que le résultat d'incomplétude. C'est
I'un des triomphes de la logiqgue moderne
et il a étonné bien des philosophes qui
croyaient impossible de cerner toute la
logique et considéraient que I'opération de
vérification des raisonnements mathé-
matiques ne pouvait pas étre pas méca-
nisée (possibilité qui estune conséguence
du théoreme de complétude).

La mise en paralléle des résultats
positifs et négatifs de Godel étonne :
le domaine des vérités logiques abs-
traites est formalisable, alors que celui
des vérités concernant les entiers ne
I'est pas. Le domaine du raisonnement
est accessible, celui des nombres ne
I'est jamais entierement : I'abstrait le
plus pur et le plus général serait a
notre portée, alors que le concret des
nombres entiers serait par nature inépui-
sable et impossible a cerner, a moins,
comme le soutiennent certains philo-
sophes, que l'impression de clarté que
nous avons concernant les entiers ne
soit qu'uneillusion, l'incomplétude étant
un symptdme de l'irréalité de l'infini et
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une mise en garde contre les utilisations
imprudentes qu'on en fait.

Il ne fait aucun doute : les mathéma-
tiques sont concernées par l'incomplé-
tude et l'indécidabilité. Toute la réflexion
sur les mathématiques est hantée par les
résultats de Kurt Gédel, comme l'ouvrage
récent The Philosophy of Mathematics
de W. Hart (Oxford University Press, 1996)
lllustre avec finesse. Savoir si d'autres
domaines doivent en tenir compte est plus
délicat et I'on peut en douter tant le
manque de sérieux est la régle dans
l'usage pratiqué hors des mathématiques
des théorémes d'incomplétude (qu‘on pré-
fére aux théorémes de complétude, le
plus souvent ignorés).

L'USAGE PHILOSOPHIQUE
DE L'INCOMPLETUDE

Le texte suivant du philosophe Jacques
Bouveresse, que je me permets de citer
longuement, commente avec intelligence
et justesse la situation.

«Lorsqu'un philosophe se met a par-
ler de l'indécidabilité et du théoréme de
Godel dans le cadre d'une réflexion sur
le probleme de la littérature et de I'analyse

de textes littéraires, on pourrait évidem-
ment s'attendre a ce que ce soit pour intro-
duire, si possible, un peu plus de précision
dans la discussion de questions qui sont
par nature imprécises. Mais c'est en réa-
lité exactement l'inverse qui se passe,
puisque le flou et I'imprécision de l'usage
littéraire ont plutét tendance a remonter
immédiatement jusqu'aux notions tech-
niques telles qu'elles se présentent initia-
lement dans leur contexte d'origine, au
point que I'on finit tout simplement par ne
plus rien comprendre a ce qu'elles signi-
fient. Le résultat le plus évident me semble
étre que rien d'intéressant n'a été ajouté
par l'invocation du théoreme de Godel a
ce que I'on peut dire sans lui a propos d'une
question comme celle de l'indécidabilité
dans le domaine de la littérature, de la
métaphysique ou de la religion, mais que
I'on a, en revanche, perdu toute chance
d'avoir encore une idée précise de ce
que Godel a démontré exactement et
des conséquences qui en résultent. [...]
On peut remarquer que le théoréeme ne
représente pas seulement, comme il se dit
généralement, un échec, mais également
un succes pour le formalisme lui-méme,
dont Godel maitrise et exploite toutes les
ressources. Mais de cela, bien entendu,
la plupart des philosophes qui cherchent
a utiliser pour leurs propres fins le résul-
tat de Godel ne croient pas utile de savoir
quoi que ce soit. [...] La recommandation
que l'on peut formuler & I'usage de ceux
qui ont des ambitions de cette sorte est la
suivante : 1) Ne regardez surtout jamais
la démonstration du théoréme, ce qui serait
pourtant le meilleur moyen de savoir ce
gu'elle démontre au juste. Comme dit Witt-
genstein, si vous voulez savoir ce qu'une
démonstration démontre, regardez la
démonstration. 2) Ne lisez aucun des nom-
breux commentaires sérieux et informés
(mais il est vrai, malheureusement assez
techniques) qui ont été écrits sur le genre
de signification philosophique que I'on peut
ou ne peut pas attribuer au théoréme de
Godel. Car sivous le faisiez, vous risqueriez
de découvririmmédiatement qu'il estimpos-
sible de I'utiliser de lafagon a laquelle vous
songiez et qui a I'avantage d'étre consi-
dérée comme particulierement philoso-
phique. 3) Evitez aussi de regarder ce que
Gddel a dit lui-méme de la signification phi-
losophique de son résultat et des exten-
sions que l'on pourrait éventuellement
songer alui donner. [...] Une véritable mise
en paralléle de la situation en logique et
en sociologie par exemple consisterait a
rechercher les emboitements de systemes,
mais le plus souvent les utilisateurs de I'in-
complétude ne peuvent faire cette mise
en paralléle précise car ils croient faus-
sement que les indécidables le sont abso-
lument, ce qui est le contresens le plus
grand gu'on puisse faire (mais aussile plus
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courant). [...] Méme comme métaphore
vague (qu'on pourrait remplacer par
celle, géométrique et accessible a cha-
cun,mais ce ne serait pas drole, de som-
mets montagneux de plus en plus hauts)
l'incomplétude des systemes formels n'est
pas comprise. On ne retient de Godel
que l'idée (fausse et passablement reli-
gieuse) de vérités qui échappent a la vue
de ceux qui sont situés en un point théo-
rigue donné et qui par principe leur échap-
peront toujours, car le théoreme dit qu'il
en est ainsi! L'idée que celui qui évoque
le théoreme réalise un dépassement de
tout cela est souvent implicite et produit
sans doute I'effet (recherché) qu'il est au-
dessus de lamélée (pré-gddélienne), hors
de portée d'une certaine fagon des effets
du théoreme de Godel (car comme en psy-
chanalyse peut-étre le fait de savoir est
déja le début de la guérison !)» (Jacques
Bouveresse, Qu'appelle-t-il penser? Les
cahiers rationalistes, septembre 1998 et
novembre 1998).

LE THEOREME DE FERMAT
EST-IL DEMONTRE?

A linverse, l'importance au quotidien en
mathématiques de l'incomplétude n'est
pas toujours clairement percue. lllustrons-
la a propos du grand théoréme de Fer-
mat. Ce théoréme est l'affirmation qu'il
n'existe aucun quadruplet de nombres
entiers x, y, z et n avec x, y et z positifs,
et n supérieur a 2 tel que x" +y" = z". ||
s'agitdonc d'un énoncé d'arithmétique et
I'on s'attend, s'il est vrai, a ce qu'il soit
démontrable dans le systeme formel natu-
rel de l'arithmétique, qui est I'arithmétique
de Peano. Or ladémonstration d’Andrew
Wiles de 1994 utilise des moyens bien
plus puissants et fait usage de la théorie
des ensembles nommée théorie de Zer-
melo-Fraenkel. La question se pose donc :
le théoreme de Fermat peut-il étre démon-
tré dans l'arithmétique de Peano ou néces-
site-t-il vraiment l'usage de toute la
puissance de Zermelo-Fraenkel? Autre-
ment dit, ce théoréme est-il un indéci-
dable de l'arithmétique de Peano?
Personne ne sait répondre aujour-
d'hui, mais des équipes de chercheurs
s'occupent de cette question, en parti-
culier en France ou Patrick Cegielski et
Olivier Sudac ont déja obtenu des résul-
tats tres intéressants. lls ont montré que
le théoreme de Dirichlet (qui indique que,
dans toute progression arithmétique an+b,
a et b premiers entre eux, il y a une infi-
nité de nombres premiers) et le théoreme
de répartition des nombres premiers d’'Ha-
damard et de La Vallée-Poussin (qui
indique qu'il y a environ n/In(n) nombres
premiers inférieurs a n) étaient démon-
trables dans I'arithmétique de Peano. De
tels résultats sur la décidabilité des énon-
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cés d'arithmétique dans la théorie de
Peano sont importants pour le mathé-
maticien, car ils rendent plus sdres les
démonstrations obtenues dans Zermelo-
Fraenkel et les libérent d'hypothéses impli-
cites sur la réalité des ensembles.

En effet, la notion d'ensemble est beau-
coup plus délicate que celle de nombre
entier (la premiere permet d'ailleurs de
retrouver la seconde), et I'assurance
gue nous avons gue ces entités que nous
appelons ensembles existent est bien
moins grande que celle que nous avons
gue les entiers existent. D'ailleurs, face
aux nombreux problémes de la théorie
des ensembles, des mathématiciens de
trés grand renom comme Brouwer, Borel,
Lebesgue, Weil ou Poincaré ont exprimé
des doutes concernant les ensembles
ou méme les ont complétement rejetés.

Pour eux, la preuve de Wiles ne serait
pas complétement satisfaisante (ce qui
ne signifie pas qu'ils la jugeraient ininté-
ressante!). Une preuve du théoréme de
Fermat n'utilisant que l'arithmétique de
Peano serait un soulagement, et si I'on
devait découvrir qu'une telle preuve
n'existe pas — que le théoréme de Fer-
mat est un indécidable de I'arithmétique
de Peano —, ce serait une découverte
encore plus importante, qui amenerait a
reconsidérer l'arithmétique de Peano
qgu'on juge (sans preuve) comme suffi-
sante pour tous les résultats d'arithmé-
tique classique.

Un résultat de logique indique que,
si I'on ajoute a I'arithmétique de Peano
I'axiome affirmant que «la théorie des
ensembles est consistante», alors, avec
la preuve du théoreme de Fermat de
Wiles, on pourra en construire une dans
l'arithmétique de Peano. Pour penser que
le théoréme de Fermat est vraiment
démontré, il n'est donc pas nécessaire
de croire a I'existence des ensembles,
mais seulement a la consistance de la
théorie Zermelo-Fraenkel, ce qui est beau-
coup plus faible. Aujourd’hui, concernant
le théoréme de Fermat, trois attitudes sont
donc possibles.

(a) Soit on fait confiance a I'évidence
des ensembiles (ils existent, et ce qu'on
démontre avec eux est vrai sans qu'on
ait rien a craindre), et alors la démons-
tration de Wiles prouve définitivement le
théoreme de Fermat.

(b) Soit on fait confiance seulement
a la consistance du systéme formel Zer-
melo-Fraenkel, et alors la démonstra-
tion de Wiles est garantie par le fait qu'il
existe une preuve du théoreme de Fer-
mat dans I'arithmétique de Peano qui uti-
lise I'hnypothése de cette consistance.
Croire en la consistance de Zermelo-
Fraenkel sans croire aux ensembles peut
se justifier en disant que, depuis bient6t
un siécle qu'on utilise ZF, personne n'y

atrouvé de contradiction. Bien des mathé-
maticiens sont tentés par cette position,
qui leur évite I'engagement ontologique
de croire aux ensembles, mais ils doivent
se rendre compte que c'est la une posi-
tion contraire a celle qu'on prend habi-
tuellement concernant les conjectures
non démontrées : quand aucun contre-
exemple n'a été découvert concernant
une conjecture, on ne la considére pas
pour autant comme vraie ; pourquoi alors
considérer que Zermelo-Fraenkel ne
donne jamais de contradiction du seul fait
gu'on n'en a pas trouvé jusqu'a mainte-
nant! L'indécidabilité des preuves de
consistance que le second théoréme de
Godel énonce ne signifie pas que tous
les systemes auxquels on s'intéresse sont
consistants!

(c) Soit on considere gu'il reste des
doutes concernant la consistance de Zer-
melo-Fraenkel, et alors on doit aussi dou-
ter du théoréme de Fermat, et donc en
rechercher une preuve dans des sys-
temes plus faibles que Zermelo-Fraen-
kel, ou démontrer qu'il s'agit d'un
indécidable de l'arithmétique.

Le nombre premier de deux millions
de chiffres évoqué dans le dernier
article ne valait pas 50 000 $ mais rien
du tout. En effet une malheureuse
erreur typographique, qui, par les ver-
tus du copier-coller, s'estrépandue en
quatre exemplaires dans l'article, a
changé un "6" en "8". Le nombre pre-
mier gagnant a I'exposant 6 972 593
et non pas 8 972 593. Nous présen-
tons toutes nos excuses aux lecteurs
que cette erreur a pu géner.
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