
Polytech’Lille — GIS 3 — Calcul Numérique — Devoir à la Maison

Ce document comporte une présentation théorique, suivie de calculs effectués en Maple.
Les questions sont données dans la partie Maple.

1 Minima Locaux d’une Fonction d’une Variable
Voir la partie Maple pour un exemple. Pour trouver un minimum local d’une fonction

f(x) d’une variable réelle on procède en deux temps. On cherche d’abord les points du graphe
y = f(x) de la fonction qui ont une tangente horizontale. Comme le coefficient directeur de la
tangente à un point d’abscisse x0 est égal à f 1(x0), on cherche les racines de la dérivée f 1(x)
de la fonction à minimiser. Ensuite, pour chaque point à tangente horizontale d’abscisse x0,
on détermine s’il s’agit d’un minimum local en étudiant la dérivée seconde : si f 2(x0) ą 0
alors (x0, f(x0)) est un minimum local.

La raison se comprend bien en considérant le développement limité de la fonction f en
un point x0

f(x0 + h) = f(x0) + h f 1(x0)
looomooon
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même signe que f 2(x0)
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Fixons l’abscisse x0. La variable c’est h qui représente un déplacement par rapport à x0 :
si h ą 0 on se déplace vers la droite ; si h ă 0 on se déplace vers la gauche. Comme on
cherche un minimum local, on peut prendre h aussi petit qu’on veut (en valeur absolue) et
supposer |h| " |h|2 " |h|3 " ¨ ¨ ¨ On aura donc un minimum local si le premier terme non nul
du développement limité est positif, quel que soit le signe de h. Supposons f 1(x0) = 0. Alors
le premier terme après le terme constant s’annule. Supposons de plus la dérivée seconde
positive. Comme h2 ą 0 quel que soit h ‰ 0, on voit que f(x0 + h) ą f(x0) pour tout h non
nul suffisamment petit.

2 Minima Locaux d’une Fonction de Plusieurs Variables
On prend le cas d’une fonction f(x, y) de deux variables réelles pour simplifier mais le

raisonnement se généralise au cas de n variables. Dans le cadre du cours de régression linéaire,
la fonction f pourrait être une vraisemblance et les deux variables x et y deux paramètres
du modèle.

Pour trouver un minimum local (en régression linéaire, on chercherait plutôt un maximum
de la vraisemblance), on procède en deux temps. On cherche d’abord les points du graphe
z = f(x, y) de la fonction (voir la partie Maple pour un exemple) qui ont un plan tangent
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horizontal. Pour cela, on cherche les abscisses (x0, y0) qui annulent les deux dérivées partielles
de la fonction à minimiser

Bf

Bx
(x0, y0) =

Bf

By
(x0, y0) = 0 . (1)

Ensuite, pour chaque point à plan tangent horizontal d’abscisse (x0, y0) on détermine s’il
s’agit d’un minimum local en étudiant la matrice H des dérivées partielles secondes, dite
matrice hessienne de f , évaluée en (x0, y0)

H(x, y) =

(

B2f

Bx2

B2f

Bx By
B2f

Bx By

B2f

By2

)

=

(

fxx fxy
fxy fyy

)

.

Si H(x0, y0) est définie positive alors (x0, y0, f(x0, y0)) est un minimum local.
La raison se comprend bien en considérant le développement limité de la fonction f en

un point (x0, y0).

f(x0 + h, y0 + ℓ) = f(x0, y0) + h fx(x0, y0) + ℓ fy(x0, y0)
loooooooooooooomoooooooooooooon
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terme d’ordre deux
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et en remarquant que le terme d’ordre deux est de la forme vT Av (à un facteur 2 près)
où vT = (h ℓ) et A = H(x0, y0) :

h2 fxx(x0, y0) + 2h ℓ fxy(x0, y0) + ℓ2 fyy(x0, y0) =
(

h ℓ
)

H(x0, y0)

(

h

ℓ

)

. (2)

Fixons l’abscisse (x0, y0). La variable, c’est le couple (h, ℓ) qui représente un déplacement
par rapport à (x0, y0). On peut voir (h ℓ) comme les coordonnées d’un vecteur dans le plan
tangent au point (x0, y0, f(x0, y0)). Dire que ce point est un minimum local, c’est dire que,
quel que soit le vecteur (h ℓ) (qu’on peut supposer très petit puisqu’on cherche un minimum
local) on a f(x0 + h, y0 + ℓ) ą f(x0, y0) (la surface monte dans toutes les directions). C’est
donc dire que le terme d’ordre deux est strictement positif quel que soit le vecteur (h ℓ) non
nul. D’après l’identité (2), c’est dire que H(x0, y0) est définie positive.

3 Calcul du Minimum
Il suffit d’appliquer la méthode Newton (voir DM 1) pour chercher une solution du

système (1), c’est-à-dire un point (x0, y0) qui annule le vecteur gradient de f .
Il se trouve que la matrice jacobienne du vecteur gradient n’est rien d’autre que la matrice

hessienne de f .
On voit donc que la matrice hessienne joue un double rôle ici : elle fournit la matrice

jacobienne nécessaire à la méthode de Newton et elle permet de vérifier que la solution
obtenue est bien un minimum local.
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