
Polytech’Lille — GIS 3 — Calcul Numérique — Devoir à la Maison

Ce document comporte une présentation théorique, suivie de calculs effectués en Maple.
Les questions sont données dans la partie Maple.

1 Méthode de Newton en une variable
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Figure 1 – Interprétation graphique de la méthode de Newton. À chaque itération, le
terme un+1 est donné par l’intersection avec l’axe des x de la tangente au graphe, prise en
(un, f(un)).

La méthode de Newton est une méthode très utile de résolution d’équations numériques.
On cherche à résoudre f(x) = 0 où f est une fonction suffisamment dérivable (au moins
deux fois). On suppose qu’on connaît une approximation u0 d’une racine α de f . La recette
consiste à calculer les premiers termes de la suite définie par

un+1 = un ´ f(un)

f 1(un)
¨ (1)

Prenons par exemple f(x) = x2´2 (la racine recherchée est α =
?
2). La formule (1) générale

donne la formule ci-dessous. Si on part de u0 = 3, on obtient une approximation de α en très
peu d’itérations.

un+1 =
un

2
+

1

un

¨

Remarques :
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— on espère que la suite converge vers α mais, sans étude supplémentaire, on n’en est
pas sûr : la suite peut diverger, répéter indéfiniment la même séquence de termes ou
converger vers une autre racine que α ;

— à quel moment faut-il arrêter les calculs ? la réponse n’est pas évidente non plus : on
peut fixer un nombre maximal d’itérations, tester si |un+1 ´ un| ă ε (où ε est une
précision fixée par l’utilisateur), ou si |f(un)| ă ε … ou une combinaison de ces trois
critères.

Mais alors, pourquoi l’utilise-t-on (après tout, on dispose de la méthode dichotomique qui ne
présente pas toutes ces difficultés) ? Parce qu’elle converge beaucoup plus vite que la méthode
dichotomique.

1.1 Vitesse de convergence
Pour pouvoir analyser la vitesse de convergence de la méthode de Newton, il faut com-

mencer par supposer qu’elle converge vers la racine α. Supposons donc que la suite (1)
converge vers α et notons

en = |un ´ α|

l’erreur à la n-ème itération. On peut montrer que, sous réserve que α soit une racine simple
de f (c’est-à-dire que f 1(α) ‰ 0), la vitesse de convergence est (au minimum) quadratique.
Cela signifie qu’il existe une constante c ą 0 telle que

lim
nÑ+8

en+1

e2n
= c . (2)

Pour fixer les idées, oublions la limite et prenons c = 1. On a donc en+1 = e2n et donc, si
en = 10´p (c’est-à-dire si on a p décimales exactes à l’itération n) alors en+1 = 10´2 p (on
a 2 p décimales exactes à l’itération suivante). Dit autrement, si un est suffisamment proche
de α, le nombre de décimales exactes double (approximativement) à chaque itération.

1.2 Justification de la méthode
On s’appuie sur la figure 1. Notons G le graphe de la fonction y = f(x). D’après le

théorème des accroissements finis, il existe ξ P [α, u0] tel que la tangente au graphe G

en (ξ, f(ξ)) soit parallèle à la corde reliant les points A = (u0, f(u0)) et B = (α, 0). Dit
autrement, il existe ξ P [α, u0] tel que la pente f 1(ξ) de la tangente est égale à la pente de la
corde :

pente de la corde =
∆y

∆x
=

f(α) ´ f(u0)

α ´ u0

¨

Posons que la pente de la corde est égale à f 1(ξ) et tirons α. On trouve :

α = u0 ´ f(u0)

f 1(ξ)
¨
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Si on connaissait ξ on aurait α immédiatement. Comme on ne connaît pas ξ, on remplace f 1(ξ)
qui est inconnu par f 1(u0), qu’on peut calculer. On obtient alors une approximation u1 » α.
Plus généralement, on obtient la suite (1).

1.3 Reformulation de la méthode
Ce paragraphe prépare la section 2.
En multipliant les membres gauche et droit de la formule (1) par f 1(un) et regroupant

dans le membre gauche tous les termes qui dépendent de f 1(un), on voit que les termes un à
calculer dans la méthode de Newton vérifient

f 1(un) (un+1 ´ un) = ´f(un) .

On peut donc calculer un+1 à partir de un de la façon suivante :

résoudre f 1(un) z = ´f(un) ,
un+1 = un + z .

2 Méthode de Newton en plusieurs variables
On considère un vecteur f de deux fonctions de deux variables réelles x et y. Par exemple

f(x, y) =

(

f1(x, y)
f2(x, y)

)

=

(

x2 + 2 x y ´ 1
x2 y2 ´ y ´ 3

)

.

Les solutions (réelles) de l’équation f(x, y) = 0 sont des vecteurs (x y)T de réels tels que
f1(x, y) = f2(x, y) = 0. Sur l’exemple, il y a trois solutions réelles. L’une d’elles (x y)T =
(2 ´ 3

4
)T a des coordonnées rationnelles (les autres non).

La méthode de Newton s’applique pour résoudre de telles équations. On suppose qu’on
connaît une approximation u0 (un vecteur de dimension 2) d’une solution α. L’idée consiste
à appliquer la méthode de la section 1.3 en remplaçant f 1(un) par la matrice jacobienne de f ,
évaluée en un.

J =

(

Bf1
Bx

Bf1
By

Bf2
Bx

Bf2
By

)

=

(

2 x+ 2 y 2 x
2 x y2 2 x2 y ´ 1

)

.

La recette consiste donc à calculer les premiers termes de la suite ci-dessous. Il faut résoudre
un système de deux équations linéaires en deux inconnues à chaque itération.

résoudre J(un) z = ´f(un) ,
un+1 = un + z .

(3)

Dans le cas de notre exemple, partons de u0 = (3 ´ 1)T . Le système linéaire à résoudre est
défini par

J(u0) =

(

4 6
6 ´19

)

, ´f(u0) =

(

´2
´7

)

.
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En appliquant (3), on trouve z = (´5
7

1
7
)T et u1 = (16

7
´ 6

7
)T .

L’analyse de la vitesse de convergence reste valable dans le cas de plusieurs variables.
Supposons que la suite (3) converge vers une solution α et que cette solution soit “simple”
(c’est-à-dire que det J(α) ‰ 0). Alors, en définissant l’erreur à la n-ème itération par 1

en =
∥un ´ α∥

∥α∥
,

la vitesse de convergence est quadratique (cf. formule (2)).
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1. le raisonnement reste vrai aussi bien pour l’erreur relative que pour l’erreur absolue et pour une norme
quelconque.
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