Polytech’Lille — GIS 3 — Calcul Numérique — Devoir a la Maison

Ce document comporte une présentation théorique, suivie de calculs effectués en Maple.
Les questions sont données dans la partie Maple.

1 Méthode de Newton en une variable

f(uo)

corde

FIGURE 1 — Interprétation graphique de la méthode de Newton. A chaque itération, le
terme u,,1 est donné par l'intersection avec 1’'axe des x de la tangente au graphe, prise en

(ttn, f (tn))-

La méthode de Newton est une méthode tres utile de résolution d’équations numériques.
On cherche a résoudre f(z) = 0 ou f est une fonction suffisamment dérivable (au moins
deux fois). On suppose qu’on connait une approximation uy d’'une racine « de f. La recette
consiste a calculer les premiers termes de la suite définie par

o f(un) ) (1>

e T )
n

Prenons par exemple f(z) = 2% —2 (la racine recherchée est a = 1/2). La formule (1) générale
donne la formule ci-dessous. Si on part de ug = 3, on obtient une approximation de « en tres
peu d’itérations.

Remarques :



— on espere que la suite converge vers « mais, sans étude supplémentaire, on n’en est
pas siir : la suite peut diverger, répéter indéfiniment la méme séquence de termes ou
converger vers une autre racine que «;

— a quel moment faut-il arréter les calculs ? la réponse n’est pas évidente non plus : on
peut fixer un nombre maximal d’itérations, tester si |u,11 — u,| < € (ou € est une
précision fixée par 'utilisateur), ou si |f(u,)| < € .. ou une combinaison de ces trois
criteres.

Mais alors, pourquoi l'utilise-t-on (apres tout, on dispose de la méthode dichotomique qui ne
présente pas toutes ces difficultés) 7 Parce qu’elle converge beaucoup plus vite que la méthode
dichotomique.

1.1 Vitesse de convergence

Pour pouvoir analyser la vitesse de convergence de la méthode de Newton, il faut com-
mencer par supposer qu’elle converge vers la racine a. Supposons donc que la suite (1)
converge vers « et notons

Ierreur a la n-eme itération. On peut montrer que, sous réserve que « soit une racine simple
de f (c’est-a-dire que f’(a) # 0), la vitesse de convergence est (au minimum) quadratique.
Cela signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

lim en;H = c. (2)
n—-+4o0 en
Pour fixer les idées, oublions la limite et prenons ¢ = 1. On a donc e,,; = €2 et donc, si
e, = 107P (c’est-a-dire si on a p décimales exactes a l'itération n) alors e,,; = 1072 (on
a 2 p décimales exactes a 'itération suivante). Dit autrement, si u,, est suffisamment proche
de a, le nombre de décimales exactes double (approximativement) a chaque itération.

1.2 Justification de la méthode

On s’appuie sur la figure 1. Notons G le graphe de la fonction y = f(x). D’apres le
théoreme des accroissements finis, il existe £ € [, ug] tel que la tangente au graphe G
en (&, f(§)) soit parallele & la corde reliant les points A = (ug, f(ug)) et B = (a,0). Dit
autrement, il existe £ € [a, up] tel que la pente f'(£) de la tangente est égale a la pente de la

corde : A
pente de la corde = 2y _ M.
Az o — U

Posons que la pente de la corde est égale & f/(€) et tirons a. On trouve :

U — f(uo)_
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Si on connaissait £ on aurait a immédiatement. Comme on ne connait pas £, on remplace f'(§)
qui est inconnu par f’(ug), qu’on peut calculer. On obtient alors une approximation u; ~ a.
Plus généralement, on obtient la suite (1).

1.3 Reformulation de la méthode

Ce paragraphe prépare la section 2.

En multipliant les membres gauche et droit de la formule (1) par f’(u,) et regroupant
dans le membre gauche tous les termes qui dépendent de f'(u,), on voit que les termes u,, a
calculer dans la méthode de Newton vérifient

f,(un) (un—i-l - un) = _f(un> .

On peut donc calculer u,, a partir de u, de la facon suivante :

résoudre f'(u,)z = —f(u,),

Up+1 = U, +z.

2 Méthode de Newton en plusieurs variables

On considere un vecteur f de deux fonctions de deux variables réelles x et y. Par exemple

_ (Nl _ (2 +20y—1
foy) = (fz(af,y) S\ -y-3 )
Les solutions (réelles) de I'équation f(x,y) = 0 sont des vecteurs (x y)T de réels tels que

fi(z,y) = fo(z,y) = 0. Sur 'exemple, il y a trois solutions réelles. L'une d’elles (z y)T =

(2 —3)T a des coordonnées rationnelles (les autres non).

La méthode de Newton s’applique pour résoudre de telles équations. On suppose qu’on
connait une approximation ug (un vecteur de dimension 2) d’une solution «. L’idée consiste
a appliquer la méthode de la section 1.3 en remplacant f’(u,) par la matrice jacobienne de f,

évaluée en u,,.
g _ % % - (2m+2y 2x )
= ofs 0 = 2 2, :
gz 6_; 2zy 207y —1

La recette consiste donc a calculer les premiers termes de la suite ci-dessous. Il faut résoudre
un systeme de deux équations linéaires en deux inconnues a chaque itération.

résoudre J(u,)z = —f(u,), (3)

Up41 = U, +z.

Dans le cas de notre exemple, partons de ug = (3 — 1)7. Le systéme linéaire a résoudre est

défini par
s = (g S ) rw=(23).
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En appliquant (3), on trouve z = (=2 )T et uy = (2 — )T
L’analyse de la vitesse de convergence reste valable dans le cas de plusieurs variables.
Supposons que la suite (3) converge vers une solution « et que cette solution soit “simple”

(c’est-a-dire que det J(«) # 0). Alors, en définissant I'erreur a la n-éme itération par!

n

la vitesse de convergence est quadratique (cf. formule (2)).
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[Pour observer la vitesse de convergence, on calcule avec 40 décimales

[> restart;
Digits := 40:

¥ Méthode de Newton en une variable

(> f 1= x -> XA2 - 4;
df := D(f);
[=x— X —4
i df =xm—2x (1.1)
> u[0] := 3.;

for n from 0 to 5 do

uln+1] := u[n] - fCulnl)/dfCuln])

end do;
Uy == 3.

u; = 2.166666666666666666666666666666666666667
= 2.006410256410256410256410256410256410256
u, == 2.000010240026214467109035799131645777013
u, == 2.000000000026214400000171798691841125900
us == 2.000000000000000000000171798691840000000
U == 2.000000000000000000000000000000000000000 (1.2)

u

o

Questions.
Répondre aux questions suivantes en Python.
Qu'observe-t-on si on part de u[0] < 0 ?

Changer la fonction f pour (x - 2)A2. Qu'observe-t-on ? Pourquoi ?
| Changer la fonction f dans le but de calculer sqrt(3).

Y Méthode de Newton en deux variables
;> with (LinearAlgebra):
> fl 1= xA2 + 2%x*y - 1;

f2 = xA2%yA2 -y - 3;

fh=x2+2xy—1

i f2:=xy —y—3 (2.1)
| On vérifie que (2, -3/4) est solution du systeme
> eval ([f1,f2],{x=2,y=-3/4});
L [0, 0] (2.2)
> J := VectorCalculus:-Jacobian ([f1,f2],[x,y]);

(2.3)
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2Xx+2y 2 X
= N ) (2.3)
2xy 2xy—1
[ > uf0] := <3.,-1.>:
for n from 0 to 5 do
Jn := eval (J, {x=u[n][1], y = uln][2]}):
mfn := eval (< -f1, -f2 >, {x=u[n][1], y = u[n1[2]1}):
z := LinearSolve (Jn, mfn):
uln+1] := uln] + z
end do:
=> seq (u[n], n =0 .. 6);
3. 2.285714285714285714285714285714285714286 2.4)
—1. [ | —0.8571428571428571428571428571428571428571 | |

2.039164678841754647163342154023375734227
—0.7700136385618109401913745605503241196065 |

2.001042689436719867021260440607729764935
—0.7506572407268267139427234533561877241354 |

2.000000898146717819495997946024393095882
7 —4175000063203395208163501440985440501646617’

2.000000000000736970653854223736514858123
—0.7500000000005427692410981523116211877684 |

2.000000000000000000000000518397673520354
- —0.7500000000000000000000003882196110415808

Questions.

Répondre en Python.
Remplacer I'appel a LinearSolve par des appels a des fonctions de plus bas niveau.

Optionnel: visualiser graphiquement les « bassins d'attraction » des trois solutions
du systeme (voir section suivante pour les coordonnées des trois solutions).

| Source d'inspiration [2].

Résolution exacte

Dans cette section, on utilise des méthodes « avancées » pour résoudre le systéme

de facon exacte. Ces méthodes ne sont pas au programme du cours. Elles ne

| fonctionnent que pour des systemes polynomiaux de « petite » taille.

> B := Groebner:-Basis ([f1l,f2], plex(y,x));
B=[xX—-2xX42xX—11x-2, X +2xX +4y+11] (3.1)




Le systeme B ci-dessous a mémes solutions que le systeme [f1, {2].
Le premier élément de B est un polynome en une variable. On peut le résoudre
| exactement en utilisant des méthodes « par intervalles ». Voir [1].

> factor (B[1]);

i (x=2)(xX*+2X+2xX¥+6x+1) (3.2)
> readlib(realroot):

solutions_intervalles := realroot (B[1l], 10A(-Digits));

solutions_intervalles == [ [ 3.3)

- 193674855196085699862653686702124445843987
87112285931760246646623899502532662132736
- 96837427598042849931326843351062222921993
43556142965880123323311949751266331066368}’[
- 15268081019216465326479372399854805515783
87112285931760246646623899502532662132736°
~ 61072324076865861305917489599419222063131
348449143727040986586495598010130648530944

,[2,21}

=> abscisses := [seq (evalf (solutions_intervalles[i][1]), i = 1.
.3)1;
abscisses := [ —2.223278302532454065817777339776416775769, (3.4)

| —0.1752689744725190303808953315509998340880, 2.]
| Les ordonnées s'obtiennent en reportant les trois abscisses dans B[2].

> ordonnees := [seq (solve (eval (B[2], x = abscisses[i])), 1i=1.
-3)1;
ordonnees := [0.8867460286056638019612378377752331226700, (3.5)

—2.765123689188151302463829586263942047978,
| —0.7500000000000000000000000000000000000000]

> solutions := [seq (<abscisses[i], ordonnees[i]>, i=1..3)];
—2.223278302532454065817777339776416775769

0.8867460286056638019612378377752331226700

| —0.1752689744725190303808953315509998340880 |
| —2.765123689188151302463829586263942047978

solutions = : (3.6)

2.
- —0.7500000000000000000000000000000000000000

L
—

:Vérification
> seq (eval ([f1,f2], {x=abscisses[i], y=ordonnees[i]}), i=1..3);
[1.5107°% —3.1107°%], [0, 1.2107%], [0., 0.] (3.7)




