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1.2 La châıne GB + RS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Le cours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Commande de robots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
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4.3.1 Une premìere ḿethode, pŕesent́ee sur un exemple . . . . . . . . . . . . . . 75
4.3.2 Ce que cache l’exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3.3 Nombres premiers malchanceux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 76
4.3.4 Pgcd dansZ[x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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7.3.2 Retourner une valeur en l’affectantà un param̀etre . . . . . . . . . . . . . 103
7.3.3 Retourner une expression symbolique . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 104
7.3.4 Fonctions d́efinies avec une fl̀eche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.3.5 Fonctions et expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 105

7.4 Structures de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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Chapitre 1

Introduction

Savez–vous quelle différence il y a entre les mathématiques (et donc les algorithmes
de calcul formel que vous trouverez dans ce cours) et le football ? Eh bien : si vous
restez assis dans les tribunes, vous ne comprendrez rien au match.

Équipe pédagogique

François Boulier
Jean–Claude Depannemaecker
Jean–Charles Faugère
Michel Petitot
François Recher
Fabrice Rouillier
Mohab Safey El–Din
Alexandre Sedoglavic
Éric Wegrzynowski
Léopold Weinberg

Ce cours est issu de l’exposé assuŕe par Fabrice Rouillier le 7 juillet 2002 pendant le≪ week–
end d’initiation–formation au calcul formel≫ organiśe à l’occasion de la conférence ISSAC 2002.
Il s’agit d’une introductionà la th́eorie et la pratique d’une chaı̂ne logicielle d́evelopṕee par Fa-
brice Rouillier et Jean–Charles Faugère dans le cadre du projet INRIA1 SPACES et destińeeà la
résolution ŕeelle d’une certaine classe de systèmes d’́equations polynomiales.

1.1 Résoudre

Résoudre un système d’́equations lińeaires̀a coefficients rationnels est facile en théorie : l’algo-
rithme du pivot de Gauss permet de décider de l’existence et de l’unicité d’une solution. Il fournit

1. Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique.
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la solution — ńecessairement rationnelle — lorsqu’elle est unique. Il permet de d́ecrire simplement
l’ensemble des solutions lorsqu’il y en a une infinité. Ŕesoudre unéequation polynomiale de degré
deux età coefficients rationnels est facile : on dispose de formulessimples explicitant≪ par radi-
caux2

≫ la ou les racines du polynôme. On a chacun eu l’occasion, lors de sa formation, d’étudier
les types d’́equations ci–dessus ainsi que les méthodes correspondantes et on pourraitêtre tent́e de
croire que cette situation idyllique se géńeralise : que quelle que soit la sorte d’équation, il existe
une ḿethode de ŕesolution simple et satisfaisante.

Eh bien non.
On a appris au vingtième sìecle que dans beaucoup de≪ domaines naturels≫ les syst̀emes

d’équationśetaient insolubles. Insolubles dans le sens où il est d́emontŕe qu’il ne peut exister au-
cun algorithme qui prenne en entrée un syst̀eme d’́equations quelconque du domaine et se contente
même de d́ecider3 si le syst̀eme admet au moins une solution. C’est ce que montrent en par-
ticulier le th́eor̀eme de Matijasevic et celui de Caviness, Richardson et Matijasevic (cit́es plus
bas). Ensuite, m̂eme dans les domaines où on dispose d’algorithmes de résolution (le domaine des
syst̀emes d’́equations polynomiales̀a coefficients rationnels en est un), il reste l’épineuse question :
≪ comment pŕesenter les solutions (au lecteur,à l’utilisateur de logiciel etc. . .)≫ ? La façon dont
un logiciel tel que MAPLE≪ contourne≫ le théor̀eme d’Abel illustre cette difficult́e. Ces ŕesultats
limitatifs prouvent bien l’int́er̂et de l’algorithme de Buchberger pour la simplification de systèmes
d’équations polynomiales. Ils montrent aussi que la méthode de ŕesolution ŕeelle de polyn̂omes en
une ind́etermińee que nouśetudierons fournit un résultat quasiment optimal.

Théorème 1 (Matijasevic, 1970)
Le dixìeme probl̀eme pośe par Hilbert en 1900 n’admet pas de solution.
En d’autres termes, il ne peut exister aucun algorithme qui prenne en entŕee uneéquation

polynomiale en un nombren quelconque d’ind́etermińees,à coefficients rationnels et qui décide
si cetteéquation admet une solution rationnelle (c’est–à–dire une solution forḿee den nombres
rationnels).

Le théor̀eme de Matijasevic a pour conséquence (entre autres !) le théor̀eme suivant.

Théorème 2 (Caviness, Richardson et Matijasevic, 1968, 1970)
Soit F l’ensemble de toutes les formules qu’on peut construire avec des rationnels,π, un

symbolex, les oṕerations+,×, sin et abs. Par exemple

sin(2π + 3), |x|+ 1/2, . . .

Il ne peut exister aucun algorithme qui prenne en entrée deux formules quelconques deF et d́ecide
si ces formules représentent la m̂eme fonction deR dansR.

2. On dit qu’une racine d’un polyn̂ome en une ind́etermińee est exprimable par radicaux si elle peut se noterà
partir des coefficients du polynôme, au moyen des opérations+, × et extraction de racine enième (n = 2 dans le cas
des polyn̂omes du second degré).

3. C’est–̀a–dire ŕepondèa coup ŝur par oui ou non.
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FIGURE 1.1 – Niels Henrik Abel, 1802–1829.

Théorème 3 (Abel, 1824)
A partir du degŕe5, la plupart deśequations polynomiales en une indétermińee et̀a coefficients

rationnels ne peuvent se résoudre par radicaux.

L’ équationx5 − x − 1 = 0 est de celles–là. Il est int́eressant de remarquer la façon dont les
logiciels de calcul formel contournent cette difficulté. À la question : quelles sont les racines du
polynômex5− x− 1? le logiciel MAPLE ŕepond :≪ ce sont tous lesx tels quex5− x− 1 = 0 ≫.

solve (xˆ5 - x - 1);
5

RootOf(_Z - _Z - 1)

1.2 La châıne GB + RS

Cette châıne logicielle4 prend en entŕee un syst̀eme d’́equations polynomiales en plusieurs
indétermińees et̀a coefficients rationnels. Elle produit en sortie la liste detoutes les solutions réelles
du syst̀eme, sous ŕeserve que l’ensemble des solutions complexes soit fini. La châıne d́etermine
automatiquement si les systèmes en entrée ont aucune, un nombre fini ou une infinité de solutions.

Les ḿethodes mises en œuvre sont purement algébriques. Tous les calculs sont exacts. Plus
préciśement, les algorithmes mis en œuvre ne procèdent jamais̀a aucune approximation. Ils ne
≪ perdent≫ ou n’≪ inventent≫ aucune solution en cours de calcul. Les coefficients des expressions
manipuĺees sont gard́es sous la forme de nombres rationnels : ils ne sont jamais arrondis sauf
éventuellement̀a la fin des calculs, pour rendre les résultats plus lisibles.

La châıne est compośee de deux grandes parties : la première consistèa simplifier le syst̀eme
en entŕee, la secondèa ŕesoudre le système simplifíe. La premìere est le fait du logiciel GB, d̂u à

4. Par châıne logicielle, on entend une suite de logicielsà ex́ecuter les uns̀a la suite des autres, chacun prenant en
entŕee le ŕesultat calcuĺe par celui qui le pŕec̀ede.

7



Jean–Charles Faugère, qui implante un algorithme de calcul de≪ bases de Gröbner≫, la seconde
est le fait du logiciel RS, d̂u à Fabrice Rouillier. Ces deux logiciels ontét́e écrits en langage C.

FIGURE 1.2 – Jean–Charles Faugère (̀a gauche) et Fabrice Rouillier (à droite) sont chercheurs̀a
l’université Paris VI et̀a l’INRIA–Rocquencourt.

Il est remarquable que la théorie mise en œuvre relevait du domaine de la recherche au début
des anńees 90. Elléetait alors consid́eŕee comme inapplicable. Ce sont essentiellement des progrès
informatiques qui ont fourni une chaı̂ne logicielle capable de résoudre des problèmes importants,
inaccessibles̀a toute autre ḿethode : GB + RS a permis a l’INRIA de décrocher un contrat indus-
triel avec une PME des Vosges, spécialiśee en machines–outils, sur un problème de commande de
robots parall̀eles.

1.3 Le cours

Il s’articule en deux grandes parties lui aussi. Il commencepar le chapitre 2 et l’́etude d’une
méthode de ŕesolution ŕeelle de polyn̂omes en une ind́etermińee età coefficients rationnels (avec
une section d́edíeeà l’arithmétique par intervalles). On ýetudie la ḿethode implant́ee dans RS. Il
se poursuit, avec le chapitre 3, par l’étude de la th́eorie des bases de Gröbner qui sous–tend GB.

Le choix de pŕesentation peut sembler surprenant : on commence par la fin eton termine
par le d́ebut de la châıne mais nous avons cru bon d’aborder l’étude par les polyn̂omes en une
indétermińee qui sont plus familiers aux́etudiants de deuxième anńee de licence et d’introduire
les notions propres aux polynômes en plusieurs indétermińees plus progressivement, par le biais
notamment d’un mini–projet de tracé de courbes alǵebriques en deux indétermińees.

Nous avons choisíegalement de présenter GB + RS comme une chaı̂ne logicielle≪ presse
bouton≫ c’est–̀a–dire une châıne totalement automatisée de ŕesolution de systèmes d’́equations
algébriques. Ce choix permet de simplifier au maximum la théorie expośee dans le cours, qui est
déjà consid́erable pour une licence mais il est un peu trompeur : la vraie châıne GB + RS ressemble
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davantagèa une collection de logiciels implantant des algorithmes variés. C’est l’utilisateur qui est
charǵe de d́eterminer l’algorithme le mieux adapté à son probl̀eme.

Deux chapitres complètent ce cours.
Le chapitre 4 pŕesente un algorithme pour le pgcd de deux polynômes en une ind́etermińee et̀a

coefficients rationnels. Le calcul du pgcd de deux polynômes est une fonctionnalité ńecessaire pour
la partie RS. Les ḿethodes emploýees dans l’algorithme présent́e s’appuient sur des techniques de
calcul modulaire, qu’on retrouve, en particulier, en cryptographie. Le calcul modulaire constitue
une introduction simplèa la th́eorie des id́eaux, qui se d́eveloppe avec l’́etude des bases de Gröbner.

Le chapitre 6 pŕesente,̀a titre de comparaison, la ḿethode de Newton pour la résolution nuḿe-
rique deśequations. Elle constitue, de loin, la méthode la plus utiliśee pour ŕesoudre les systèmes
d’équations. On la présente dans le cas d’uneéquation en une inconnue et dans le cas de deux
équations̀a deux inconnues.

Le support de cours estémailĺe de portraits. La plupart des portraits≪ historiques≫ ont ét́e
prises sur le site web des biographies de mathématiciens de l’université de Saint–Andrews [23]. Les
photographies récentes (Akritas, Buchberger, Faugère, Rouillier) ont́et́e fournies par les personnes
repŕesent́ees elles-m̂emes.

Aux lecteurs qui souhaiteraient approfondir les notions abordées dans ce cours, on suggère le
livre [10], qui est disponible en Français mais qui commenceà dater un peu, le livre [16] qui décrit
beaucoup d’algorithmes implantés en MAPLE et le ŕecent [29]. Aux lecteurs plus spécifiquement
intéresśes par les bases de Gröbner, on sugg̀ere l’article [6] et les livres [3, 9].

1.4 Commande de robots

On conclut cette introduction en présentant le problème de la commande de deux types de
robots (un robot śerie planaire et un robot parallèle) qui illustrent l’utilit́e du logiciel. Cette partie de
l’introduction s’appuie sur les notions dévelopṕees dans les chapitres suivants. Il est donc normal
de ne pas bien la comprendreà la premìere lecture.

1.4.1 Un robot śerie planaire

Cet exemple est extrait du livre [9]. Il s’agit d’un bras formé de deux segments rigides reliés
à une base fixe. La base est symbolisée par un segment de droite vertical. Une main est situéeà
l’extrémit́e du dernier segment. Deux joints circulaires articulent lepremier segment avec la base
et les deux segments entre eux. Le bras se déplace dans un plan. Voir la figure 1.3.

On commande les deux anglesθ1 et θ2. On souhaite contrôler la position de la main. La
mod́elisation est la suivante. On attache un repère global(O, ~ı0, ~0) à la base ainsi qu’un repère
local(Ok, ~ık, ~k) à chacun des deux joints (k = 1, 2). Les rep̀eres locaux se d́eplacent avec les seg-
ments. Le vecteur~ık est plaće dans l’axe d́efini par lek–ème segment ; le vecteur~k est orthogonal
à~ık ; on d́efinit θk comme l’angle orient́e qui envoie~ık−1 sur~ık (pourk = 1, 2).

On distingue le problème ǵeoḿetrique direct du problème ǵeoḿetrique inverse. Le problème
géoḿetrique direct consistèa d́eterminer les coordonnées(x0, y0) de la main dans le repère global
connaissantθ1 et θ2. Le probl̀eme ǵeoḿetrique inverse consistèa d́eterminer les anglesθ1 et θ2
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O ~ı0

~0

~1

~ı2

~2

~ı1
θ1

θ2

main

FIGURE 1.3 – Un robot śerie planaire

connaissant les coordonnées(x0, y0) de la main dans le repère global. Le problème inverse est
plus difficile que le probl̀eme direct. Il admet źero (quand la main est≪ trop loin ≫), une (quand
le bras est≪ tendu≫) ou deux solutions (qui se déduisent l’une de l’autre par symétrie). Mise en
équation du problème (on nommeℓ1 et ℓ2 les longueurs des segments).

{
ℓ2(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + ℓ1 cos θ1 − x0 = 0,
ℓ2(cos θ1 sin θ2 + cos θ2 sin θ1) + ℓ1 sin θ1 − y0 = 0.

Les équations ne sont pas polynomiales. Pour les rendre polynomiales, on introduit quatre nou-
velles ind́etermińeesck et sk pour d́esigner le cosinus et le sinus de l’angleθk qu’on lie par les
relations bien connues :c2k + s2k = 1 (pourk = 1, 2) :

S







ℓ2(c1c2 − s1s2) + ℓ1c1 = x0,
ℓ2(c1s2 + c2s1) + ℓ1s1 = y0,
c21 + s21 = 1,
c22 + s22 = 1.

Ce syst̀eme est suffisamment simple pour pouvoirêtre ŕesolu avec MAPLE. On pose que les
deux segments sont de longueur1. On place pour commencer la main au point de coordonnées
(1/3, 1/2). L’algorithme de calcul de bases de Gröbner de MAPLE transforme le système en un
syst̀emeéquivalent (ayant m̂emes solutions) sous≪ forme ŕesolue≫ : le syst̀eme simplifíe com-
porte unéequation de degré deux en l’ind́etermińees1 uniquement ; les autreséquations expriment
les autres ind́etermińees comme des fonctions polynômes des solutions de la premièreéquation.
Comme les fonctions polynômes ont des coefficients rationnels (c’est une propriét́e de l’algorithme
de bases de Gröbner : si on lui donne un systèmeà coefficients rationnels, il produit un système
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à coefficients rationnels), toute solution réelle de la premièreéquation fournit une racine réelle du
syst̀eme. Le discriminant de l’équation de degré deux est positif : le système a donc deux solutions
réelles.

with (Groebner):
p1 := l2 * (c1 * c2 - s1 * s2) + l1 * c1 - x0:
p2 := l2 * (c1 * s2 + s1 * c2) + l1 * s1 - y0:
p3 := c1ˆ2 + s1ˆ2 - 1:
p4 := c2ˆ2 + s2ˆ2 - 1:
S := [p1,p2,p3,p4]:
l1 := 1: l2 := 1: x0 := 1/3: y0 := 1/2:
G1 := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G1 := [1872 s1 - 407 - 936 s1, 24 c1 + 36 s1 - 13,

48 s2 + 52 s1 - 13, 72 c2 + 59]

discrim (G1 [1], s1);
3923712

On place maintenant la main sur le cercle de rayonℓ1 + ℓ2 (qui estégalà deux). Le bras est
donc tendu. On obtientà nouveau un système sous≪ forme ŕesolue≫. Le polyn̂ome de degŕe deux
ens1 a une racine double.

x0 := 2: y0 := 0:
G2 := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G2 := [s1 , c1 - 1, 2 s1 + s2, c2 - 1]

On place maintenant la main≪ trop loin ≫. On obtient encore un système sous≪ forme
résolue≫. Le discriminant du polyn̂ome de degŕe deux ens1 est ńegatif : le syst̀eme a deux solu-
tions complexes, aucune solution réelle.

x0 := 3: y0 := 1:
G3 := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G3 := [5 s1 + 8 - 5 s1, 3 c1 + s1 - 5, 3 s2 + 10 s1 - 5, c2 - 4]

discrim (G3 [1], s1);
-135

1.4.2 Un robot parallèle

C’est sur un probl̀eme du type de celui–ci que la chaı̂ne GB + RS a permis̀a l’INRIA de
décrocher un contrat avec une PME spécialiśee en machines–outils. Un robot parallèle (le mod̀ele
le plus ǵeńeral) est constitúe d’une nacelle hexagonale reliée par six v́erinsà une base fixe. Les
vérins sont attach́esà la base et̀a la nacelle par des joints sphériques. On contrôle la position de
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la nacelle en contrôlant la longueur des vérins. Voir la figure 1.4. Les robots parallèles pŕesentent
l’avantage d’̂etre rapides, précis et de permettre la manipulation d’outillage lourd. Ilscommencent
à être utiliśes en robotique pour l’usinageà grande vitesse. On les trouve aussi dans les simulateurs
de vol, les ḿecanismes d’orientation d’antennes et même de suspension de voitures.

FIGURE 1.4 – Un exemple de robot parallèle.

On distingue ici aussi le problème ǵeoḿetrique direct du problème ǵeoḿetrique inverse. Le
probl̀eme ǵeoḿetrique direct consistèa d́eterminer la position de la nacelle (dans un repère global,
fixe, lié à la base) connaissant la longueur des six vérins. Le probl̀eme ǵeoḿetrique inverse consiste
à d́eterminer la longueur des six vérins connaissant la position de la nacelle (dans le repère global).
Dans le contexte des robots parallèles, le probl̀eme inverse est facile : il n’y a au plus qu’une seule
solution. Le probl̀eme direct est difficile : en ǵeńeral, pour une longueur donnée des six v́erins, la
nacelle peut prendre 40 positions différentes. Les deux problèmes sont importants.

Lorsqu’on souhaite commander le robot, le problème qui se pose est le suivant : connaissant la
trajectoire qu’on souhaite faire suivreà la nacelle, d́eterminer la commandèa appliquer au robot.
On cherche une commande sous la forme d’un jeu de six fonctions du tempsℓi(t) ; la fonctionℓi(t)
donne la longueur du vérin i à l’instantt. Pour ŕesoudre le problème, la solution usuelle consiste
à discŕetiser5 la trajectoire d́esiŕee sous la forme d’une suite finie de pointsp1, . . . , pn où chaque
pi est (par exemple) un triplet(xi, yi, zi) de coordonńees dans le repère global. Pour chaque point
pi, on ŕesout le probl̀eme ǵeoḿetrique inverse, ce qui donne un jeu de longueurs(ℓi,1, . . . , ℓi,6). En
reliant≪ comme on peut≫ la suite de longueursℓ1,k, . . . , ℓn,k à imposer auk–ème v́erin, on obtient
une fonctionℓk(t). Malheureusement, si on applique la commande trouvéeà un robot parall̀ele, on
s’aperçoit que le robot ne suit pas nécessairement la trajectoire voulue. On s’aperçoit qu’onpeut
même casser le robot ! Il y a plusieurs raisonsà cela.

1. Pour certains jeux de longueurs des vérins, la nacelle peut prendre des positions très proches.
Si la commande appliquée aux v́erins passe par de tels jeux de longueurs, la nacelle peut
quitter la trajectoire qu’on souhaite lui faire suivre et bifurquer sur une autre.

5. discŕetiser une courbe signifie l’approximer par une suite finie depoints.
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2. Une toute petite modification des longueurs des jambes peut faire parcourir une tr̀es grande
distancèa la nacelle.

3. Rien ne garantit que la trajectoire qu’on souhaite imposerà la nacelle est continue. Il se
peut fort bien que deux positions successivespi et pi+1 de la nacelle se trouvent sur deux
trajectoires admissibles différentes.

Pour éviter cesécueils, il faut (au minimum mais ce n’est pas forcément suffisant) ŕesoudre
le probl̀eme ǵeoḿetrique direct pour chaque jeu de longueurs(ℓi,1, . . . , ℓi,6). On peut mod́eliser le
robot par un système de neuf́equations polynomiales en neuf inconnues. Pour les deux premiers
écueils, il faut̂etre capable de trouver toutes les solutions réelles du système m̂eme dans le cas (sur-
tout dans le cas) òu plusieurs solutions réelles sont tr̀es proches l’une de l’autre. Pour le troisième,
il faut être capable de décider si une solution complexe≪ presque ŕeelle≫ (c’est–̀a–dire de la forme
a+ i b avecb très petit en valeur absolue) est complexe ou pas (la discontinuité d’une trajectoire se
traduit par le fait que deux solutions réelles du système se rapprochent l’une de l’autre, deviennent
une solution ŕeelle double puis deux solutions complexes). Le systèmeà ŕesoudre est trop difficile
pour MAPLE. Une fois mis sous≪ forme ŕesolue≫, il comporte unéequation en une ind́etermińee
de degŕe 40 (puisqu’il y a40 solutions). Les coefficients des polynômes qui constituent la base de
Gröbner font plus d’une centaine de chiffres chacun.
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1.5 Sch́ema ǵenéral de la partie GB

SoientS un syst̀eme de polyn̂omes de l’anneauA = Q[x1, . . . , xn] etI l’id éal qu’il engendre.

pour l’ordre lexicographique

xn > · · · > x1

Calculer une base de GröbnerG deI

Est–ce que1 ∈ G ?

S est sans solution dansCn

tout1 ≤ k ≤ n

Est–ce que pour

G contient une

règlexe
k → · · · ?

S a une infinit́e de solutions
dansCn (ça n’implique pas

une infinit́e de solutions dans
Rn d’ailleurs)

Est–ce queG est
sous forme ŕesolue ?

Résolution

Plusieurs ḿethodes
pourraient̂etre appliqúees

(Lextriangular, RUR)réelle

non

oui

non

oui

oui

non
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1.6 Sch́ema ǵenéral de la partie RS

P (x1) = 0, x2 = F2(x1), . . . , xn = Fn(x1)

G base de Gr̈obner sous forme résolue

Supprimer les multiplicit́es deP (x1)

dans des intervallesX1, . . . , Xm

l’intervalleXk

RaffinerEst–ce que

la pŕecision

obtenue suffit ?

pour obtenir unn–uplet d’intervalles

Evaluer lesFi en chaque intervalleXk

oui

isolant lek–ème źero ŕeel deS

Imprimer lek–ème źero ŕeel deS

non

Isoler les racines réelles deP (x1)
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Première partie

Les méthodes
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Chapitre 2

Résolution réelle

Dans cette partie, on s’intéresse au problème du calcul des racines réelles d’un polyn̂ome
P ∈ Q[x] en une ind́etermińee età coefficients rationnels. Le degré deP peut être élev́e. Ses
coefficients peuvent̂etre gros. On verra dans la deuxième partie comment de tels polynômes ap-
paraissent naturellement lors de la résolution de systèmes d’́equations en plusieurs indétermińees.
Le théor̀eme d’Abel montre qu’on ne peut pas espérer ŕesoudreP par radicaux. M̂eme dans les
cas òu c’est possible, l’utilisation de radicaux seraità proscrire d’ailleurs : d́ecider si deux telles
expressions d́esignent un m̂eme nombre n’est pas facile ; une expression comprenant des radicaux
ne s’́evalue pas facilement numériquement. L’algorithme que nous allonsétudier est un algorithme
d’isolation des racines réelles : il produit en sortie une liste d’intervalles (autant d’intervalles qu’il
y a de racines, exactement une racine par intervalle) dont les bornes sont des nombres exacts (des
rationnels), raffinables̀a volont́e.

2.1 Suppression des multiplicit́es

2.1.1 Rappels math́ematiques

Définition 1 (anneau)
Un ensembleA muni d’une addition+ et d’une multiplication× poss̀ede une structured’an-

neaupour ces oṕerations si
– A poss̀ede une structure de groupe commutatif pour l’addition
– la multiplication est associative
– la multiplication est distributivèa gauche et̀a droite par rapportà l’addition.

Dans ce texte, on ne considère que des anneaux commutatifs et unitaires, c’est–à–dire des
anneaux dont la multiplication est commutative et qui contiennent unélément neutre (noté 1)
pour cette oṕeration. On dit abusivement qu’un ensembleA est un anneau lorsqu’il n’y a aucune
ambiguit́e sur les oṕerations d’addition et de multiplication. Les ensemblesZ, Q, R, C, Q[x] sont
des anneaux. Par contre, l’ensembleN des entiers naturels n’est pas un anneau.
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Définition 2 (corps)
Un élémentA d’un anneauA est dit inversibles’il existe unélémentĀ ∈ A, appeĺe inverse

deA, tel queA Ā = 1. Un anneau dont tous leśeléments non nuls sont inversibles est uncorps.

Les anneauxQ, R, C sont des corps. Les anneauxZ, Q[x] n’en sont pas.

Définition 3 (divisibilité)
SoientA un anneau etA, B deux de seśeléments. On dit queA diviseB (ce qu’on noteA | B)

s’il existeC ∈ A tel queB = AC.

On s’int́eresse aux anneaux de polynômesK[x] en une ind́etermińeex et à coefficients dans le
corpsK oùK = Q, R ouC.

Définition 4 (pgcd)
SoientA un anneau commutatif etA, B deux de seśeléments avecA ou B non nul. Un

élémentP deA est unplus grand commun diviseur(ou pgcd) deA et deB (not́e A ∧ B) s’il
satisfait :

1. P | A etP | B (P est un diviseur commun),

2. s’il existeQ tel queQ | A etQ | B alorsQ | P (P est le plus grand).

Il existe des anneaux dans lesquels certaines paires d’éléments n’admettent pas de pgcd ou en
admettent plusieurs. Dans les anneauxA dits ≪ factoriels≫, toute paire d’́eléments admet un pgcd
qui est unique, au produit près par uńelément inversible deA. Voir [11, Chapitre 7]. Voici quelques
exemples d’anneaux factoriels rencontrés dans ce polycopié :

1. l’anneauZ (le pgcd y est d́efini au signe pr̀es),

2. les anneauxK[x] où K est un corps (le pgcd y est défini au produit pr̀es par uńelément non
nul deK),

3. l’anneauZ[x] (le pgcd y est d́efini au produit pr̀es par±1).

2.1.2 Division euclidienne, pgcd dansK[x]

Proposition 1 (division euclidienne)
SoientF etG 6= 0 deux polyn̂omes deK[x]. Il existe un unique couple de polynômes(Q, R)

tels queF = GQ+R etdegR < degG. Les polyn̂omesQ etR sont appeĺes lequotientet lereste
de la division euclidienne deF parG.

On d́eduit de la proposition préćedente queG | F si et seulement si le reste de la division
euclidienne deF parG est nul. Les fonctions MAPLEquoet rem implantent le calcul du quotient
et du reste de la division euclidienne de deux polynômes en une ind́etermińee.

Proposition 2 SoientF etG deux polyn̂omes deK[x]. Leplus grand commun diviseur(ou pgcd)
deF et deG est le diviseur commun deF et deG de degŕe le plusélev́e. Il est d́efini au produit
près par uńelément non nul deK.

18



FIGURE 2.1 – Euclide 325–265 avant J.-C. (environ). Le portrait ci–dessus áet́e imagińe par son
auteur. On ne connaı̂t aucune repŕesentation d’Euclide datant de l’époque d’Euclide.

Le pgcdF ∧G peut se calculer au moyen de l’algorithme d’Euclide, figure 2.2, qui repose sur
la proposition suivante.

Proposition 3 (algorithme d’Euclide)
SiG = 0, le plus grand commun diviseur deF et deG estF .
SiG 6= 0, l’ensemble des diviseurs communs deF et deG estégalà l’ensemble des diviseurs

communs deG et deR oùR désigne le reste de la division euclidienne deF par G.

function Euclide(F , G)
begin
R := F
while R 6= 0 do
R := le reste de la division euclidienne deF parG

od
R

end

FIGURE 2.2 – L’algorithme d’Euclide

En même temps que le pgcdP deF et deG, il est possible de calculer uneidentit́e de B́ezout
(le texte historique est [4]) entreF et deG, c’est–̀a–dire deux polyn̂omesU etV tels que

F U +GV = P.

La fonction suivante effectue un calcul en parallèle sur les trois composantes de deux vecteursU =
(U1, U2, U3) et V = (V1, V2, V3). Le calcul effectúe sur la troisìeme composante correspondà
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l’algorithme d’Euclide. Voici trois invariants de la boucle de l’algorithme d’Euclidéetendu, donńe
en figure 2.3 :

1. U1 F + U2G = U3

2. V1 F + V2G = V3,

3. l’ensemble des diviseurs communs deF et deG estégalà l’ensemble des diviseurs communs
deU3 et deV3.

function Euclide étendu(F, G)
begin

U := (1, 0, F )
V := (0, 1, G)
while V3 6= 0 do
Q := le quotient de la division euclidienne deU3 parV3

T := V

V := U −QV

U := T

od
U

end

FIGURE 2.3 – L’algorithme d’Euclidéetendu

FIGURE 2.4 – Etienne B́ezout, 1730–1783.

En MAPLE, l’algorithme d’Euclidéetendu pour les polyn̂omes en une ind́etermińee est im-
plant́e par la fonctiongcdex. La fonctiongcd implante un algorithme plus géńeral : le pgcd de
deux polyn̂omes en plusieurs indétermińees, pour lequel il n’existe pas de version≪ étendue≫.
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F := xˆ2-2:
G := x:
P := gcdex (F, G, x, ’U’, ’V’);

P := 1

U, V;
-1/2, x/2

U* F + V* G;
1

En pratique, pour calculer le pgcd de deux polynômesF, G ∈ Q[x], les logiciels de calcul
formel emploient bien l’algorithme d’Euclide mais d’une façon plus subtile que ce qui est décrit ci–
dessus, pouŕeviter la croissance des coefficients des restes intermédiaires. Ce sujet est dévelopṕe
dans le chapitre 4.

Et qu’en est–il des polyn̂omesà coefficients dansR ou dansC ? D’un point de vue algorith-
mique, ces corps n’existent pas. En effet, la plupart des réels (ou des complexes) sont impossiblesà
repŕesenter et donc̀a manipuler en machine. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’on dispose
d’une structure de données permettant de représenter les nombres réels en machine. On pourrait
alors nuḿeroter les nombres réels : il suffirait de nuḿeroter les structures de données (en les ordon-
nant d’abord par taille croissante, puis en ordonnant les structures de donńees d’une taille donńee
suivant un principe quelconque). Cette numérotation fournirait une bijection deN surR, dont Can-
tor a prouv́e à la fin du dix–neuvìeme sìecle qu’elle ne pouvait pas exister. On dit queR n’est
pas≪ dénombrable≫. Des arguments similaires montrent que les nombres réels sont incalculables
pour la plupart.

2.1.3 Irr éductibilit é, multiplicit é

Définition 5 Un polyn̂omeP ∈ K[x] estirréductibles’il n’appartient pasàK et s’il n’est divisible
par aucun polyn̂omeF ∈ K[x] tel que0 < degF < degP .

La notion d’irŕeductibilit́e est subtile parce qu’elle dépend fortement de l’anneau de polynômes
consid́eŕe : le polyn̂omex2 − 2 est irŕeductible dansQ[x] mais pas dansR[x]. Les polyn̂omes de
degŕe 1 sont irŕeductibles dansK[x] pour tout corpsK. DansC[x], ce sont les seuls. DansR[x],
il existe d’autres polyn̂omes irŕeductibles, qui sont de degré 2 (x2 + 1 par exemple). DansQ[x] il
existe des polyn̂omes irŕeductibles de tous les degrés.

Théorème 4 Tout polyn̂omeP ∈ K[x] admet une factorisation en un produit de puissances de
polyn̂omes irŕeductibles deK[x]

P = F d1
1 · · ·F dr

r .

Cette factorisation est unique au produit desFi par unélément inversible deK[x] et à l’ordre des
facteurs pr̀es. On l’appelle lafactorisation compl̀etedeP dansK[x].
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Les polyn̂omesFi sont appeĺes lesfacteurs irŕeductiblesdeP . L’exposantdi est lamultiplicité
du facteurFi. Si di vaut1, on dit queFi est un facteur irŕeductiblesimpledeP . Ce qui pŕec̀ede
implique que tout polyn̂omeP admet dansC[x] une unique factorisation

P = (x− a1)
d1 · · · (x− ar)

dr .

C’est le th́eor̀eme de d’Alembert. Les nombres complexesai sont lesracinesdeP . L’exposantdi
est lamultiplicité de la racineai. Sidi vaut1, on dit queai est une racinesimpledeP . Il estévident
quea est une racine deP de multiplicit́e d si et seulement si(x − a) est, dansC[x], un facteur
irréductible deP de multiplicit́e d. Il y a aussi correspondance entre les multiplicités des facteurs
irréductibles deP dansK[x] et celles des racines deP . C’est ce que montrent les propositions
suivantes.

Lemme 1 SoientK un corps tel queQ ⊆ K ⊆ C, etA, B deux polyn̂omes en une ind́etermińeex
et à coefficients dansK. Tout pgcd deA etB dans l’anneauK[x] est aussi un pgcd deA etB dans
l’anneauC[x].

Preuve. L’algorithme d’Euclide permet de calculer un pgcd deA etB aussi bien dans l’an-
neauK[x] que dans l’anneauC[x]. Quel que soit l’anneau, les calculs sont les mêmes et pro-
duisent un polyn̂omeà coefficients dansK. �

Proposition 4 SoientA etB deux polyn̂omes deK[x], distincts et de coefficient dominantégal1

à 1. SiA etB sont irréductibles alorsA etB n’ont pas de racine commune.

Preuve. On suppose queA etB ont une racine communeα et on conclut que l’un des deux
au moins n’est pas irréductible. Les deux polyn̂omes ont , dansC[x], un pgcd non trivialP ,
contenantx−α en facteur et donc un pgcd non trivial dansK[x] d’apr̀es le lemme 1. Le pgcdP ,
qu’on peut supposer de coefficient dominantégalà1, est distinct deA ou deB puisqueA etB
sont distincts. L’un des deux polynômes au moins n’est donc pas irréductible.�

Proposition 5 Un polyn̂ome irŕeductible deK[x] n’a que des racines simples.

Preuve. C’est une variante de la preuve préćedente qui s’appuie sur le fait que siF est un
facteur multiple d’un polyn̂omeP alorsF est un facteur de la dérivée deP . En effet, siP =
F 2G alorsP ′ = 2F F ′G+ F 2G = F (2F ′G+ F G).
On suppose queP a une racine multipleα et on conclut qu’il n’est pas irréductible. Le po-
lynômex − α est un facteur commun deP et de sa d́erivéeP ′ dansC[x]. Par conśequent,P
et P ′ ont un pgcd non trivial dansC[x] et donc un pgcd non trivial dansK[x] d’apr̀es le
lemme 1. Ce pgcd est de degré inférieurà celui deP puisqu’il divise aussiP ′. Le polyn̂omeP
n’est donc pas irŕeductible.�

Consid́erons par exemple le cas d’un polynômeP deQ[x] admettant une factorisation complète
dansQ[x] de la formeP = F d1

1 F d2
2 . Mettons queF1 ait trois racines et queF2 en ait deux. On voit

que les racines deF1 sont des racines deP de multiplicit́e d1 et que celles deF2 sont des racines
deP de multiplicit́ed2. On dit que la factorisation complète deP dansC[x] s’obtient enraffinant
celle dansQ[x]. Dit un peu informellement, les facteurs irréductibles d’un polyn̂ome changent si
on change le corps de base mais la multiplicité des facteurs (et donc des racines), elle, ne change
pas.

1. On pourrait aussi bien supposerA 6= aB pour toutélémenta ∈ K.
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P

F d1
1 F d2

2

[(x− α1)(x− α2)]
d1 [(x− α3)(x− α4)(x− α5)]

d2

Q[x]

C[x]

FIGURE 2.5 – La factorisation complète deP dansC[x] s’obtient en raffinant celle dansQ[x].

2.1.4 Factoriser pour ŕesoudre

Les logiciels de calcul formel ne permettent pas de calculerla factorisation complète d’un
polynôme dansR[x] ou dansC[x], saufà d́esigner les racines par des lettres (un peuà la façon
dont MAPLE contourne le th́eor̀eme d’Abel). En 1968, 1970, Berlekamp et Zassenhaus ont mis
au point un algorithme de factorisation complète dansQ[x]. Cet algorithme n’est pas très côuteux
en temps de calcul et en espace mémoire. Pour fixer les id́ees, il est nettement moins coûteux que
les algorithmes connus de factorisation complète dansZ mais beaucoup plus que les algorithmes
de calcul de pgcd. Il repose sur des techniques d’algèbre pure :̀a la différence de ce que certains
exercices de mathématiques sugg̀erent, on ne ŕesout pas un polyn̂ome pour le factoriser mais on
le factorise dans le but de le résoudre. Il est implanté en MAPLE par la fonctionfactor. Soit à
résoudre un polyn̂omeP ∈ Q[x]. Une bonne id́ee consiste donc̀a tenter de le factoriser dans
Q[x] puis à ŕesoudre chacun de ses facteurs irréductibles. On se ram̀ene donc au problème de la
résolution de polyn̂omes irŕeductibles deQ[x].

En fait, l’algorithme de ŕesolution que nous allonśetudier n’exige pas que le polynôme à
résoudre soit irŕeductible. Il suffit qu’il soit sans facteurs carrés.

Définition 6 Un polyn̂omeP ∈ K[x] est ditsans facteurs carréssi tous ses facteurs irréductibles
sont simples, c’est–̀a–dire si sa factorisation complète dansK[x] s’écrit

P = F1 · · ·Fr.

Proposition 6 SoientP ∈ K[x] un polyn̂ome etP ′ sa d́erivée. Le polyn̂omeQ = P/(P ∧ P ′)
appartientàK[x], a m̂emes racines queP et n’a pas de facteurs carrés.

Preuve. Il suffit de montrer que siF est un facteur irŕeductible deP de multiplicit́e d ≥ 1
alorsF est un facteur de la dérivéeP ′ deP , de multiplicit́e d − 1 (en particulier, sid = 1
alorsF ne divise pasP ′). On aP = F dG avecF ∧ G = 1. En d́erivant, on obtientP ′ =
dF d−1 F ′G + F dG′ et on voit queF d−1 | P ′. Il resteà montrer queF d ∤ P ′ c’est–̀a–dire
F ∤ F ′G. D’après le lemme de Gauss2 F | F ′G etF ∧G = 1 impliquentF | F ′, ce qui ne se

2. Lemme. SiA, B etC sont trois polyn̂omes alors(AC) ∧ (BC) = (A ∧ B)C. Preuve. Le reste de la division
euclidienne deAC parBC estégal au produit deC par le reste de la division euclidienne deA parB. Le lemme
découle alors des spécifications de l’algorithme d’Euclide. Lemme de Gauss. Si A diviseBC etA ∧ B = 1 alorsA
diviseC. Preuve. A diviseAC, BC et donc leur pgcd, qui vaut(A ∧ B)C d’apr̀es le lemme pŕećedent. D’apr̀es les
hypoth̀eses,(A ∧B)C = C. Voir [11, Lemme 7.8].
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peut pas puisquedegF > degF ′. Par conśequentF ∤ F ′G et la proposition est montrée.�

Pour calculerQ, il suffit d’un calcul de d́erivée (facile), d’un calcul de pgcd (beaucoup plus
facile qu’une factorisation complète) et du calcul du quotient d’une division euclidienne (facile).
De la proposition pŕećedente, on peut déduire un algorithme de factorisation (incomplète) deP en
un produit de puissances de polynômes sans facteurs carrés

P = Sd1
1 · · ·Sdt

t .

Cette factorisation n’est pas nécessairement unique. On peut s’arranger assez facilementpour que
lesSi soient premiers entre eux. C’est l’algorithme de Yun [31], qui est implant́e en MAPLE par
la fonctionsqrfree. La factorisation sans carrés est alors unique au produit desSi par unélément
non nul deK et à l’ordre des facteurs près.

2.2 Algorithme de Vincent – Collins – Akritas

FIGURE 2.6 – Alexandre Joseph Hidulphe Vincent (1797–1868)à gauche et Alkiviadis G. Akritas,
professeur̀a l’universit́e de Thessalie (Grèce)à droite.

L’algorithme que nous allonśetudier est souvent appelé≪ algorithme d’Uspensky≫ mais cette
appellation est incorrecte : Uspensky a mis au point en 1948 un algorithme [27] qui complique
inutilement un ŕesultat d̂u à Vincent3 [28]. Après enqûete en 2007, et contrairementà ce qu’il pen-
sait auparavant [1], Akritas s’est rendu compte qu’Uspensky n’avait qu’une connaissance indirecte
et incompl̀ete4 des travaux de Vincent et qu’il s’est attribué à tort, mais de bonne foi, un travail

3. L’article de Vincent fut publíe d̀es 1834 dans lesMémoires de la Sociét́e Royale de Lille.
4. Il semble qu’Uspensky ait pris connaissance des travaux de Vincent dans leCours d’Alg̀ebre Suṕerieurede

Joseph–Alfred Serret, publié fin XIXème sìecle chez Gauthier–Villars. Ce livre présente bien le th́eor̀eme de Vincent
(chapitre VII, paragraphe 167) mais pas la façon de l’utiliser : ≪ mais nous renverrons au Ḿemoire de l’auteur
[Vincent], pour le d́eveloppement de cette méthode.≫.
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dont une bonne partie revientà ce dernier. L’algorithme présent́e dans ce cours est celui, fortement
amélioré en 1976, d̂u à Collins et Akritas [8] (il a connu d’autres améliorations depuis). Il s’appuie
sur la r̀egle des signes de Descartes [12]. Il isole les racines réelles d’un polyn̂ome sans facteurs
carŕes.

2.2.1 Intervalles d’isolation

On consid̀ere un polyn̂omeP ∈ Z[x] sans facteurs carrés. Toutes ses racines sont donc simples.
On s’int́eresse aux racines réelles positives5 deP . On cherche une liste d’intervallesI1, . . . , Im qui
isolentles racines ŕeelles positives deP c’est–̀a–dire tels que

1. il y ait autant d’intervalles que de racines,

2. il y ait exactement une racine par intervalle,

3. les bornes des intervalles soient des nombres rationnels.

On n’impose pas de précision souhait́ee. En effet, les intervalles calculés peuvent facilementêtre
raffinésà volont́e, par la ḿethode dichotomique, en utilisant la proposition suivante.

Proposition 7 SoientP un polyn̂ome sans facteurs carrés eta < b deux ŕeels. On suppose que
l’intervalle ]a, b[ contient źero ou une racine deP et queP (a), P (b) 6= 0.

Alors ]a, b[ isole une racine deP si et seulement siP (a)P (b) < 0.

2.2.2 Quelques bornes et un algorithméelémentaire

Dans le probl̀eme qui nous int́eresse comme dans beaucoup d’autres, connaı̂tre des bornes
permet de mettre au point des algorithmes très simples conceptuellement mais inefficaces. Ces
algorithmes servent ensuite de points de comparaison (de bornes en quelque sorte) aux algorithmes
plusévolúes. La borneC nous servira pour toutes les méthodes. NotonsP = ad x

d+· · ·+a1 x+a0.
On supposea0, ad 6= 0.

Proposition 8 (Cauchy, 1829)
SoientP ∈ C[x] un polyn̂omeà coefficients complexes etα ∈ C une de ses racines. Alors

|α| < C(P ) =
def

d∑

i=0

∣
∣
∣
∣

ai
ad

∣
∣
∣
∣
.

Preuve. CommeC(P ) ≥ 1, il suffit de consid́erer une racineα deP de valeur absolue (ou
module pour les complexes) supérieureà1. On aad αd = −(ad−1 α

d−1 + · · ·+ a0). D’après
l’in égalit́e triangulaire|ad| |α|d ≤ |ad−1| |α|d−1+ · · ·+ |a0|. Comme|α| ≥ 1, on peut majorer
chaque terme de la somme en le multipliant par une puissance appropriée de|α| pour obtenir
|ad| |α|d ≤ (|ad−1| + · · · + |a0|) |α|d−1. La borne s’obtient en divisant les deux membres de
l’in égalit́e par|ad| |α|d−1. �

5. Pour obtenir les racines négatives, il suffit de prendre l’opposé des racines positives du polynômeP (−x).
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FIGURE 2.7 – Augustin Louis Cauchy, 1789–1857.

Proposition 9 Si les coefficients deP sont des entiers etα et β désignent deux racines réelles
distinctes deP alors

|α− β| > sep(P ) =
def

1

d
d+2

2 ‖P‖d−1

où ‖P‖ =
√

a2d + · · ·+ a20 désigne la norme euclidienne deP .

Pour pouvoir appliquer la proposition préćedentèa un polyn̂omeP ∈ Q[x] il suffit de multi-
plier P par le plus petit multiple commun des dénominateurs de ses coefficients. Aux lecteurs qui
souhaitent en savoir plus on conseille [21] et [2]. Attention au fait que les coefficients deP sont
suppośes entiers. Considérons le polyn̂omeP = x2 − 2x+ 1− ε. En faisant tendre le réel positif
ε vers źero, on rapproche les deux racines deP arbitrairement pr̀es l’une de l’autre. Si on calcule
en m̂eme temps la bornesepsurP , sans rendre les coefficients entiers avant d’effectuer le calcul,
on obtient un nombre qui tend vers

√
6/24, ce qui est absurde.

Des deux propositions on déduit un algorithméelémentaire d’isolation des racines réelles po-
sitives deP : diviser l’intervalle ]0, C(P )[ en intervallesIk = ]ak, bk] de longueur inf́erieureà
sep(P ). Chacun de ces intervalles contient au plus une racine deP . Pour d́ecider si l’un d’eux
isole une racine, il suffit d’appliquer la proposition 7. Malheureusement, la bornesep est tr̀es pes-
simiste : l’algorithme obtenu est donc très inefficace. Considérons l’exemple suivant et imaginons
qu’il faille une nanosecondèa un programme pour décider si un intervalle contient ou non une
racine deP . Il y a en gros1011 intervallesà consid́erer entre0 et C(P ). Le temps d’ex́ecution
serait de l’ordre de cinq minutes.

P := randpoly (x);
5 4 3 2

P := 71 - 10 x + 62 x - 82 x + 80 x - 44 x

fsolve (P);
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-4.258350793, -1.137377494, 0.6164177374

C(P);
191/17

sep (P);
-10

0.4025853533 10

2.2.3 L’algorithme de Vincent – Collins – Akritas

Ah si seulement on disposait d’un critère simple qui donn̂at le nombre de racines deP (x) dans
]0, 1[ ! On obtiendrait par dichotomie et changement de variable unalgorithme qui retournerait un
ensembleE d’intervalles isolant les racines réelles positives d’un polyn̂omeP0(x0) quelconque
(les intervalleśetant soit ouverts soit réduitsà un point, on le verra). Voici comment. Les racines
en question appartiennentà l’intervalle]a, b[ = ]0, C(P0)[. Posonsx0 = C(P0) x et calculons

P (x) =
def

P0(C(P0) x).

Ce changement de variable (figure 2.8) met en bijection les racinesα ∈ ]0, 1[ de P (x) avec
α0 ∈ ]a, b[ deP0(x0). La bijection est donńee par la formuleα0 = a+ α (b− a).

x0 = C(P0) x

x

a = 0 b = C(P0)

0 1

α0

α

FIGURE 2.8 – Les racines réelles positives deP0 sont en bijection avec les racines deP dans]0, 1[.

L’exemple suivant illustre le procéd́e (on a programḿe la fonctionC). Le changement
de variablex0 = 12x envoie la racineα0 = 3 deP0 sur la racineα = 1/4 deP . Il
envoie la racineα0 = 2 deP0 sur la racineα = 1/6 deP .

P0 := (x0-3) * (x0-2);
P0 := (x0 - 3) (x0 - 2)

C(P0);
12

P := subs (x0=12 * x, P0);
P := (12 x - 3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6
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En utilisant notre crit̀ere, on peut d́eterminer le nombren de racines deP (x) dans]0, 1[ (égal
au nombre de racines deP0(x0) dans]a, b[). Si n vaut źero,E est vide. Sin vaut un,E est ŕeduit
au singleton contenant]a, b[. Si n vaut deux ou plus, on coupe l’intervalle]0, 1[ en deux et on
consid̀ere śepaŕement les racines deP (x) strictement inf́erieuresà 1/2 (qui correspondent aux
racines deP0(x0) strictement inf́erieures̀a (a + b)/2) de celles strictement supérieures̀a 1/2 (qui
correspondent aux racines deP0(x0) strictement suṕerieures̀a(a+b)/2). Il se peut bien ŝur que1/2
soit racine deP (x). Dans ce cas,(a + b)/2 est racine deP0(x0) et on obtient un intervalle réduit
à un point, qu’il faudra ajouter̀a E. Intéressons–nous au cas des racines deP (x) dans]0, 1/2[.
Posonsx = x′/2 et calculons

Q(x′) =
def

P

(
x′

2

)

.

Ce changement de variable (figure 2.9) met en bijection les racinesα′ ∈ ]0, 1[ deQ(x′) avec les
racinesα ∈ ]0, 1/2[ deP (x) et donc avec les racinesα0 ∈ ]a, (a + b)/2[ deP0(x0). En notant
]a, (a+ b)/2[ = ]a′, b′[, la bijection est donńee par la formuleα0 = a′ + α′ (b′ − a′). On est donc
rameńe au probl̀eme pŕećedent.

0 1/2 1

0 1

x = x′/2

x′

α

α′

FIGURE 2.9 – Les racines deP dans]0, 1/2[ sont en bijection avec les racines deQ dans]0, 1[.

Suite de l’exemple. Le changement de variable (remarquer qu’on a utilisé le m̂eme
nom de variable pourP et Q) envoie la racineα = 1/4 de P (et donc la racine
α0 = 3 deP0) sur la racineα′ = 1/2 deQ. Il envoie la racineα = 1/6 deP (et donc
la racineα0 = 2 deP0) sur la racineα′ = 1/3 deQ. Le ≪ critère ≫ appliqúe à Q
indique queP admet deux racines dans]0, 1/2[.

P := subs (x0=12 * x, P0);
P := (12 x - 3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6

Q := subs (x=x/2, P);
Q := (6 x - 3) (6 x - 2)

solve (Q);
1/2, 1/3
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Intéressons–nous pour finir au cas des racines deP (x) dans]1/2, 1[. Posonsx = (x′′ + 1)/2
et calculons

R(x′′) = P

(
x′′ + 1

2

)

.

Ce changement de variable (figure 2.10) met en bijection les racinesα′′ ∈ ]0, 1[ deR(x′′) avec les
racinesα ∈ ]1/2, 1[ deP (x) et donc avec les racinesα0 ∈ ](a + b)/2, b[ deP0(x0). En notant
](a + b)/2, b[ = ]a′′, b′′[, la bijection est donńee par la formuleα0 = a′′ + α′′ (b′′ − a′′). On est
encore rameńe au probl̀eme pŕećedent.

0 1/2 1

0 1

α
x = (x′′ + 1)/2

x′′

FIGURE 2.10 – Les racines deP dans]1/2, 1[ sont en bijection avec celles deR dans]0, 1[.

Suite de l’exemple. Le changement de variable envoie les deux racines deP sur des
racines ńegatives deR. Le≪ critère≫ appliqúe à R indique queR n’a aucune racine
dans]0, 1[ et donc queP n’a aucune racine dans]1/2, 1[.

P := subs (x0=12 * x, P0);
P := (12 x - 3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6

R := subs (x=(x+1)/2, P);
R := (6 x + 3) (6 x + 4)

solve (R);
-1/2, -2/3

Ne pas oublier de tester si1/2 est racine deP . Sur l’exemple, ce n’est pas le cas.

subs (x=1/2, P);
12

Le traitement appliqúeà l’exemple peut̂etre syst́ematiśe sous la forme de la fonction donnée en
figure 2.11. On ne connaı̂t pas de ḿethode simple pour implanter le≪ critère≫ utilisé. On connâıt
par contre un crit̀ere un peu plus faible mais suffisant : la règle des signes de Descartes.
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function VincentCollins Akritas(P0(x0))
Retourne une liste d’intervalles isolant les racines réelles positives deP0(x0)
Les intervalles sont soit ouverts soit réduitsà un point
begin
P (x) := P0(C(P0) x)
return isole01 (P (x), ]0, C(P0)[)

end

FIGURE 2.11 – L’algorithme de Vincent–Collins–Akritas.

La r ègle des signes de Descartes

Elle est publíee (sous une forme un peu plus faible) pour la première fois en 1636 dans [12]. Elle
fut géńeraliśee dans les années 1820 par Budan et Fourier dans le théor̀eme qui porte aujourd’hui
leur nom [2].

Théorème 5 (règle des signes)
SoientP ∈ R[x] un polyn̂ome non nul,v(P ) le nombre de variations de signe dans la liste

des coefficients non nuls deP et r(P ) le nombre de racines réelles positives deP compt́ees avec
multiplicités. Alorsv(P ) ≥ r(P ).

Preuve. Par ŕecurrence sur le degré deP . Si le degŕe est nul on av(P ) = 0 et r(P ) = 0. On
suppose le th́eor̀eme v́erifié pour tout polyn̂ome de degŕe strictement inf́erieurà celui deP et
on le montre pourP . SoitP = ad x

d+ · · ·+a1 x+a0. On peut supposera0 > 0 (on ne change
ni r(P ) ni v(P ) en simplifiant le polyn̂ome dans le casa0 = 0 et en le multipliant par−1 si
a0 < 0). La d́erivéeP ′ deP est de degŕe d − 1. Elle s’écritP ′ = d ad x

d−1 + · · · + a1. On
peut supposer, en renumérotant les coefficients si nécessaire,a1 6= 0 (on ne change nir(P ′)
ni v(P ′) en simplifiant la d́erivée dans le casa1 = 0). CommedegP ′ < degP , l’hypothèse
de ŕecurrence s’applique etv(P ′) ≥ r(P ′). Entre deux racines réelles distinctes deP il existe
au moins une racine deP ′. Cette remarque se géńeralise aux racines deP de multiplicit́e
k > 1 en se rappelant que ce sont des racines deP ′ de multiplicit́e k − 1. On voit donc
quer(P ′) + 1 ≥ r(P ). On distingue deux cas. Premier cas: a1 > 0. Alors P (0) > 0 et
P ′(0) > 0, ce qui implique queP ′ admet une racine réelle positive inf́erieureà la premìere
racine ŕeelle positive deP . On a doncr(P ′) ≥ r(P ). Comme de plusv(P ) = v(P ′) on a
v(P ) ≥ r(P ). Second cas: a1 < 0. Alors v(P ) = v(P ′) + 1. Commev(P ′) ≥ r(P ′) on a
v(P ′) + 1 ≥ r(P ′) + 1. Commer(P ′) + 1 ≥ r(P ) on av(P ) ≥ r(P ). On a donc d́emontŕe
quev(P ) ≥ r(P ) dans tous les cas.�

Dans notre cas, le polynômeP est sans carrés etr(P ) est doncégal au nombre de racines
réelles positives distinctes deP .

Proposition 10 (premier crit̀ere d’arrêt)
Siv(P ) = 0 alors r(P ) = 0.

Preuve. C’est une conśequence de la règle des signes.�
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function isole01 (P (x), ]a, b[)
Sous–fonction deVincent Collins Akritas
Toute racineα ∈ ]0, 1[ deP (x) correspond̀a une racinea+ α (b− a) ∈ ]a, b[ deP0(x0).
begin
n := le nombre de racines deP (x) dans]0, 1[ (on utilise le≪ critère≫)
if n = 0 then

return ∅
elif n = 1 then

return {]a, b[}
else
Q(x′) := P (x′/2)
R(x′′) := P ((x′′ + 1)/2)
m := (a+ b)/2
if P (1/2) 6= 0 then

return isole01 (Q, ]a, m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[)
else

return isole01 (Q, ]a, m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[) ∪ {[m, m]}
fi

fi
end

FIGURE 2.12 – Un algorithme d’isolation des racines de deP dans l’intervalle]0, 1[, reposant sur
un crit̀ere imaginaire. Une version plus algorithmique est donnée en figure 2.16.

Proposition 11 (second crit̀ere d’arrêt)
Siv(P ) = 1 alors r(P ) = 1.

Preuve. Supposonsv(P ) = 1. D’après la r̀egle des signes,r(P ) ≤ 1. Commev(P ) = 1,
le coefficient dominant et le coefficient de queue du polynômeP sont de signes différents.
Entre0 et+∞, le graphe deP coupe donc l’axe des abscisses etr(P ) ≥ 1. En combinant les
deux ińegalit́es, on voit quer(P ) = 1. �

Exemple. Le polyn̂omeP = x5 − x + 1 n’a qu’une racine ŕeelleα = −1.16. On av(P ) = 2
et r(P ) = 0. Le polyn̂omeP = 2x5 − 3x + 1 a trois racines ŕeellesα = −1.17, 0.33, 1. On a
v(P ) = 2 et r(P ) = 2.

Deux probl̀emes se posent pour pouvoir employer cette règle dans le cadre d’un algorithme
d’isolation : d’une part elle ne fournit qu’une borne, d’autre part elle donne des renseignements
sur l’intervalle]0, +∞[ au lieu de]0, 1[.

Appliquer la r ègle des signes dans]0, 1[

Il suffit de proćederà un changement de variable quiétablisse une bijection entre les intervalles
]0, 1[ et ]0, +∞[. Soitα ∈ ]0, 1[ racine deP (x) = ad x

d + · · · + a1 x + a0. Posonsx = 1/x′ et
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FIGURE 2.13 – Reńe Descartes, 1596–1650.

calculons

Q(x′) =
def

x′d P

(
1

x′

)

.

Ce changement de variable met en bijection les racinesα ∈ ]0, 1[ deP avec les racinesα′ ∈
]1, +∞[ deQ. Posons maintenantx′ = x′′ + 1 et calculons

R(x′′) =
def

Q(x′′ + 1).

Ce changement de variable (figure 2.14) met en bijection les racinesα ∈ ]0, 1[ deP avec les ra-
cines ŕeelles positives deR. Pour majorer le nombre de racines deP dans]0, 1[, il suffit d’appliquer
la règle des signes au polynômeR. On a montŕe la proposition suivante :

Proposition 12 Avec les m̂emes notations, le nombrev(R) de variations de signes dans la suite
des coefficients deR est suṕerieur ouégal au nombre de racines deP dans l’intervalle]0, 1[.

La fonctionVincentCollins Akritasdonńee en figure 2.11 ne change pas. La nouvelle version
de la fonctionisole01 donńee en figure 2.16, est la même que celle de la figure 2.12,à la premìere
instruction pr̀es.

L’algorithme de la figure 2.16 est correct : le traitement du casn = 0 est justifíe par la propo-
sition 10 ; le traitement du casn = 1 est justifíe par la proposition 11. Le fait d’utiliser une borne
plutôt que le≪ critère≫ pose seulement le problème de l’arr̂et : il estévident que la fonctionisole01
finit toujours par produire des polynômesP ayant źero ou une racine dans]0, 1[ mais il n’est pas
évident que le nombre de variations de signes dans la suite des coefficients de ces polynômes (ou
plutôt des polyn̂omesR calcuĺes dansv01) vaille zéro ou un. On pourrait compliquer un peu l’algo-
rithme en utilisant la proposition 7 dès que l’intervalle]a, b[ est de longueur inférieureà sep(P0).
On d́eciderait ainsi siP0 admet źero ou une racine dans]a, b[ en testant le signe deP (0)P (1). En
fait, Vincent a d́emontŕe que cette complicatiońetait inutile et que l’algorithme s’arrêtait dans tous
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0

0

0

1

1

1

x = 1/x′

x′ = x′′ + 1

x′′

FIGURE 2.14 – Les racines deP dans]0, 1[ sont en bijection avec les racines réelles positives
deR.

function v01 (P (x))
Retourne une borne supérieure sur le nombre de racines deP dans]0, 1[
begin
d := degP

Q(x′) := x′d P (1/x′)
R(x′′) := Q(x′′ + 1)
return v (R)

end

FIGURE 2.15 – La fonctionv01 applique la r̀egle des signes dans l’intervalle]0, 1[.

les cas. Plus préciśement, il a montŕe que si]0, 1[ contient źero (resp. une) racine deP et si toutes
les racines complexes deP sont≪ suffisamment́eloigńees≫ de l’origine alorsv(P ) = 0 (resp.
v(P ) = 1). Ce cas finit toujours par se produire parce que le≪ zoom≫ effectúe par l’algorithme
éloigne les racines deP les unes des autres et leséloigne de l’origine. Voir [25, 2, th́eor̀eme des
deux cercles] pour une formulation précise.

Implantation

L’algorithme de Vincent – Collins – Akritas est très efficace parce que les trois changements
de variables qu’il effectue sont très faciles̀a implanter (cf. exercices). Il satisfait les spécifications
énonćees en d́ebut de section. En particulier, les bornes des intervallessont des rationnels. En
MAPLE, il est disponible sous le nomrealroot.

readlib (realroot);
proc(poly, widthgoal) ... end proc
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function isole01 (P (x), ]a, b[)
Sous–fonction deVincent Collins Akritas.
Toute racineα ∈ ]0, 1[ deP (x) correspond̀a une racinea+ α (b− a) ∈ ]a, b[ deP0(x0).
begin
n := v01 (P )
if n = 0 then

return ∅
elif n = 1 then

return {]a, b[}
else
Q(x′) := P (x′/2)
R(x′′) := P ((x′′ + 1)/2)
m := (a+ b)/2
if P (1/2) 6= 0 then

return isole01 (Q, ]a, m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[)
else

return isole01 (Q, ]a, m[) ∪ isole01 (R, ]m, b[) ∪ {[m, m]}
fi

fi
end

FIGURE 2.16 – Un v́eritable algorithme d’isolation des racines de deP dans l’intervalle]0, 1[.

2.3 Éléments d’arithmétique par intervalles

Une fois calcuĺe un intervalle isolant une solution d’uneéquationP (x1) = 0, il reste dans la
châıne GB + RS̀a calculer l’image de cet intervalle par des fonctions polynômes (les fonctionsFi

qui donnent les valeurs des coordonnéesx2, . . . , xn de la solution du système en fonction de la
valeur dex1). C’est ce probl̀eme qui est consid́eŕe dans cette section. L’arithḿetique par intervalle
est une disciplinèa part entìere. Elle aét́e invent́ee dans les années 50 pour contrôler les erreurs
d’arrondis. Elle aét́e ǵeńeraliśee dans les années 60 pour contrôler les erreurs de toute nature
(arrondis, mesure, incertitude . . .). Voir [17].

Un intervalleX = [a, b] repŕesente un nombrea ≤ α ≤ b connu avec incertitude. Tout
nombrea peut être converti en un intervalle[a, a]. SoientX = [a, b] et Y = [c, d] et op une
opération arithḿetiqueélémentaire. On d́efinit

X opY = {xopy | x ∈ X, y ∈ Y }.
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Si les bornes sont exactes et op= +, −, × (notre cas)X opY peut se calculer facilement :

[a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d]

[a, b]− [c, d] = [a− d, b− c]

[a, b]× [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]

Dans le cas d’intervalles dotés de bornes̀a virgule flottante, des problèmes sṕecifiques se posent
qui emp̂echent de satisfaire les spécifications ci–dessus. Ces problèmes ne nous concernent pas.

2.3.1 Le probl̀eme des d́ependances

On est ameńe à consid́erer des systèmes de la forme
{

y = F (x),
P (x) = 0.

Les intervallesX qui isolent les racines réelles dep ont des bornes exactes. La fonction polynôme

F (x) = ad x
d + · · ·+ a1 x+ a0

ne met en œuvre que des opérations op∈ {+, −, ×}. Définissons la fonctionF (X) par

F (X) = ad ×Xd + · · ·+ a1 ×X + a0
Xk = X × · · · ×X (k fois)

On pourrait penser que
F (X) = F (X) =

def
{F (x) | x ∈ X}.

Malheureusement c’est faux ! Prenons par exempleF (x) = x2 etX = [ − 1, 1]. On aF (X) =
[0, 1] maisF (X) = X ×X = [min(−1, 1), max(−1, 1)] = [− 1, 1]. Par d́efinition on a

[− 1, 1]× [− 1, 1] = {x y | −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1}.
Les intervalles représentent deux nombres indépendants alors que nous voudrions qu’ils repré-
sentent deux nombres dépendants (ici, une m̂eme racine deP ). En d’autres mots nous voudrions
que

[− 1, 1]× [− 1, 1] = {xx | −1 ≤ x ≤ 1}.
Dans le cas de la fonction≪ puissance≫ le probl̀eme peutêtre ŕesolu mais le problème des
dépendances se repose lors du calcul de la somme des monômes : les mon̂omes de degré stric-
tement positif repŕesentent des nombres différents mais d́ependants entre eux. Saufà étudier for-
mellementF (x) sur l’intervalleX le probl̀eme des d́ependances ne peut pasêtre compl̀etement
résolu et on doit se contenter de la spécification :

F (X) ⊃ F (X).

N’importe comment, cette difficulté est une fausse difficulté pour RS puisque l’intervalleX peut
être raffińe à volont́e (proposition 7). D’òu l’int ér̂et ṕedagogique d’́etudier les algorithmes≪ en
situation≫.
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2.3.2 Autre méthode

Évaluer un polyn̂omeF sur un intervalleX = [a, b] en utilisant les fonctions arithḿetiques
d’intervalles fournit en ǵeńeral un intervalleF (X) qui contientF (X). Pouréviter ce ph́enom̀ene,
il suffit d’ évaluerF sur les bornes de l’intervalleX en s’assurant queF est monotone surX :

F (X) = [min(F (a), F (b)), max(F (a), F (b))] si F est monotone surX. (2.1)

Comment s’assurer queF est monotone surX ? il suffit d’isoler les racines réelles de la d́erivéeF ′

deF et de raffiner alternativementX et les intervalles ainsi obtenus jusqu’à–ce qu’ils soient tous
disjoints deuxà deux. Ce proćed́e de raffinage s’arrête si et seulement si la racine deP isolée
dansX n’est pas une racine deF ′. Pour s’en assurer, il suffit de calculer le pgcd deP et deF ′

et de v́erifier qu’il vaut 1. Dans le cas òu le degŕe du pgcd est positif, une factorisation deP
est exhib́ee, qui permet de transformer le systèmeà ŕesoudre en deux systèmes plus simples. En
continuant de proche en proche, on obtient un famille finie desyst̀emes,́equivalente au système
initial, sur laquelle il est possible d’appliquer la formule (2.1). On remarque que l’intervalleX a
pu être modifíe lors du traitement.

2.4 Exemple

On montre sur un exemple toutes les techniques dévelopṕees dans cette partie. On s’intéresse
aux solutions(x, y) ∈ R2 du syst̀emeS suivant (avecx > 0).

x3 − 4x2 + 5x− 2 = 0, y = x2 + x+ 1.

Le polyn̂omex3− 4x2 +5x− 2 = (x− 1)2 (x− 2) a deux racineśevidentes mais on fait bien sûr
comme si on ne le savait pas.

2.4.1 Suppression des multiplicit́es

On commence par calculer le pgcd deR0 = x3 − 4x2 + 5x− 2 et de sa d́erivée. On applique
l’algorithme d’Euclide dansQ[x]. Le pgcd est le dernier reste non nul :R2.

R [0] := expand ((x-1)ˆ2 * (x-2));
3 2

R[0] := x - 4 x + 5 x - 2

R [1] := diff (R [0], x);
2

R[1] := 3 x - 8 x + 5

R [2] := rem (R [0], R [1], x);
2 x

R[2] := 2/9 - ---
9

R [3] := rem (R [1], R [2], x);
R[3] := 0
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Le polyn̂omeP0 = R0/R2 a mêmes racines queR0 et n’a que des racines simples. Simplifier ses
coefficients ne change pas ses racines.

P0 := quo (R [0], R [2], x);
2

P0 := -9/2 x + 27/2 x - 9

P0 := P0 / lcoeff (P0, x);
2

P0 := x - 3 x + 2

On est donc ramené à l’étude des racines réelles positives deP0 = x2 − 3x+ 2.

2.4.2 Isolation des racines ŕeelles positives

On aC(P0) = 6. Les racines ŕeelles positives deP0 appartiennent̀a l’intervalle]a, b[ = ]0, 6[.
Ces racines sont en bijection avec les racines du polynômeP (x) = P0(6x) appartenant̀a l’inter-
valle ]0, 1[. Dans les calculs ci–dessous on a programmé la fonctionv mentionńee dans la r̀egle
des signes.

P := expand (subs (x=6 * x, P0));
2

P := 36 x - 18 x + 2

On calculev01(P ). On trouve2.

d := degree (P, x);
d := 2

Q := expand (xˆd * subs (x = 1/x, P));
2

Q := 36 - 18 x + 2 x

R := expand (subs (x = x + 1, Q));
2

R := 20 - 14 x + 2 x

v (R);
2

On vérifie rapidement que1/2 n’est pas racine deP .

subs (x = 1/2, P);
2

On s’int́eresse aux racines deP appartenant̀a l’intervalle ]0, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polynômePa. Les racines dePa appartenant̀a ]0, 1[ sont en bijection avec les
racines deP0 appartenant̀a ]0, 3[.

Pa := expand (subs (x = x/2, P));
2

Pa := 9 x - 9 x + 2
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On calculev01(Pa). Inutile de recalculerd. On trouve encore2.

Qa := expand (xˆd * subs (x = 1/x, Pa));
2

Qa := 2 x - 9 x + 9

Ra := expand (subs (x = x + 1, Qa));
2

Ra := 2 x - 5 x + 2

v (Ra);
2

On vérifie que1/2 n’est pas racine dePa.

subs (x = 1/2, Pa);
-1/4

On s’int́eresse aux racines dePa appartenant̀a l’intervalle]0, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polynômePaa. Les racines dePaa appartenant̀a ]0, 1[ sont en bijection avec
les racines deP0 appartenant̀a ]0, 3/2[.

Paa := expand (subs (x = x / 2, Pa));
2

Paa := 9/4 x - 9/2 x + 2

On calculev01(Paa). On trouve1.

Qaa := expand (xˆd * subs (x = 1/x, Paa));
2

Qaa := 2 x - 9/2 x + 9/4

Raa := expand (subs (x = x + 1, Qaa));
2

Raa := 2 x - 1/2 x - 1/4

v (Raa);
1

On en d́eduit que l’intervalle]0, 3/2[ isole une racine deP0. On s’int́eresse aux racines dePa

appartenant̀a l’intervalle ]1/2, 1[. On calcule par changement de variable un nouveau polynôme
Pab. Les racines dePab appartenant̀a ]0, 1[ sont en bijection avec les racines deP0 appartenant̀a
l’intervalle ]3/2, 3[.

Pab := expand (subs (x = (x+1)/2, Pa));
2

Pab := 9/4 x - 1/4

On calculev01(Pab). On trouve1.

38



Qab := expand (xˆd * subs (x = 1/x, Pab));
2

Qab := - 1/4 x + 9/4

Rab := expand (subs (x = x + 1, Qab));
2

Rab := - 1/4 x - 1/2 x + 2

v (Rab);
1

On en d́eduit que l’intervalle]3/2, 3[ isole une racine deP0. Un polyn̂ome de degŕe deux admet au
plus deux racines réelles. On pourrait donc s’arrêter ici mais par acquis de conscience, on vérifie
queP0 n’admet aucune racine dans l’intervalle]3, 6[.

Pb := expand (subs (x = (x + 1)/2, P));
2

Pb := 9 x + 9 x + 2

Qb := expand (xˆd * subs (x = 1/x, Pb));
2

Qb := 2 x + 9 x + 9

Rb := expand (subs (x = x + 1, Qb));
2

Rb := 2 x + 13 x + 20

v (Rb);
0

En conclusion,P0 admet deux racines réelles, isoĺees dans les intervalles ci–dessous.
]

0,
3

2

[

,

]
3

2
, 3

[

.

2.4.3 Report des racines

On a isoĺe les abscissesx des deux solutions. On chercheà en encadrer les ordonnéesy. On
reporte les deux intervalles calculés dans la fonction

F (x) = x2 + x+ 1.

On choisit pour effectuer les calculs la fonction

F (X) = X ×X +X + 1.

On trouve pour le premier intervalle
]

0,
3

2

[

×
]

0,
3

2

[

+

]

0,
3

2

[

+ 1 =

]

0,
9

4

[

+

]

0,
3

2

[

+ 1 =

]

0,
15

4

[

+ 1 =

]

1,
19

4

[

.
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On trouve pour le deuxième
]
3

2
, 3

[

×
]
3

2
, 3

[

+

]
3

2
, 3

[

+ 1 =

]
9

4
, 9

[

+

]
3

2
, 3

[

+ 1 =

]
15

4
, 12

[

+ 1 =

]
19

4
, 13

[

.

On en d́eduit que les solutions recherchées du systèmeS appartiennent aux≪ bôıtes≫ suivantes :

(x, y) =

(]

0,
3

2

[

,

]

1,
19

4

[)

, (x, y) =

(]
3

2
, 3

[

,

]
19

4
, 13

[)

.

2.4.4 Amélioration de la précision

Supposons qu’on souhaite améliorer la pŕecision de la deuxième bôıte (l’intervalle encadrant
l’ordonnée est de largeur supérieureà8). On proc̀ede par dichotomie.

m := (3/2 + 3) / 2;
m := 9/4

subs (x = 3/2, P0), subs (x = m, P0), subs (x = 3, P0);
-1/4, 5/16, 2

On conclut que l’abscisse de la deuxième solution deS appartient en fait̀a l’intervalle
]
3

2
,
9

4

[

.

On recommence le calcul d’un intervalle encadrant l’ordonnée
]
3

2
,
9

4

[

×
]
3

2
,
9

4

[

+

]
3

2
,
9

4

[

+ 1 =

]
9

4
,
91

16

[

+

]
3

2
,
9

4

[

+ 1 =

]
15

4
,
117

16

[

+ 1 =

]
19

4
,
133

16

[

.

L’intervalle encadrant l’ordonńee est maintenant de largeur inférieureà4. Voir la figure 2.17 pour
une repŕesentation graphique de l’amélioration.
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FIGURE 2.17 – Bôıtes encadrant les solutions deS .
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Chapitre 3

Simplification de syst̀emes

Dans cette partie, on s’intéresse au problème de la simplification (en un certain sens) de
syst̀emes d’́equations polynomiales en plusieurs indétermińeesx1, . . . , xn. La simplification a pour
but de transformer le système d’entŕeeS en un syst̀emeéquivalentG (ayant m̂emes solutions) de
la forme

P (x1) = 0, x2 = F2(x1), . . . , xn = Fn(x1)

où P et lesFi sont des polyn̂omes deQ[x1]. Ainsi, résoudreS revient à ŕesoudreP (x1) = 0
puis à reporter les racines obtenues dans les polynômesFi pour obtenir les autres coordonnées
des solutions (ce qu’on a vu dans le chapitre préćedent). Par exemple le systèmeS suivant, qui
décrit l’intersection d’une droite et d’un cercle, peutêtre transforḿe en le syst̀emeéquivalentG
(substituerx ày dans(S1)).

S

{
(S2) x− y = 0,
(S1) x2 + y2 − 1 = 0.

G

{
(G2) y = x,
(G1) 2x2 − 1 = 0.

Pour ŕesoudreS , il suffit de ŕesoudre l’́equation(G1) puis de reporter les deux valeurs dex
dans(G2). La transformation souhaitée n’est pas toujours possible. Elle est impossible dans le
cas òu S a une infinit́e de solutions dansCn par exemple. M̂eme dans le cas où elle est possible
théoriquement, le calcuĺechoue souvent en pratique : le système simplifíe peutêtre beaucoup
plus volumineux que le systèmeS . L’algorithme de simplification est d̂u à Bruno Buchberger
[5, 7]. Il produit en sortie ce qu’on appelle une≪ base de Gr̈obner≫ de l’idéal engendŕe par le
syst̀emeS . La version implant́ee dans le logiciel GB [14] est nettement plusévolúee que celle
que nous pŕesentons.

3.1 Solutions, id́eaux

On consid̀ere un syst̀eme finiS d’un anneau de polyn̂omesA = Q[x1, . . . , xn] en plusieurs
indétermińeesà coefficients rationnels.

Abus de langage 1On s’autorisèa confondre un ensemble de polynômes avec le système d’́equa-
tions qui lui correspond.
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3.1.1 Solutions d’un syst̀eme

Définition 7 (solution)
On appellesolutionde S tout n–upletα = (α1, . . . , αn) ∈ Cn de nombres complexes qui

annule tous leśeléments deS (c’est–̀a–dire tel queP (α) = 0 quel que soitP ∈ S ).

Définition 8 (solution ŕeelle)
Unesolution(α1, . . . , αn) deS est diteréellesi toutes ses composantes le sont, c’est–à–dire

si (α1, . . . , αn) ∈ Rn.

Exemple : le syst̀emeS donńe en introduction a deux solutions réelles, qui sont :(
√
2/2,

√
2/2)

et (−
√
2/2, −

√
2/2).

3.1.2 Idéal engendŕe

Définition 9 (idéal)
On appelleidéaldeA tout sous–ensemble non videI deA stable par addition interne et par

multiplication par unélément deA.

En d’autres termes, dire queI est un id́eal deA c’est dire que

A, B ∈ I ⇒ A+B ∈ I , A ∈ I , B ∈ A⇒ AB ∈ I .

Exemples : l’ensemble{0} est un id́eal deA ; l’anneauA est aussi un id́eal deA ; l’ensemble des
nombres pairs est un idéal deZ (la somme de deux nombres pairs est un nombre pair ; le produit
d’un nombre pair par un nombre quelconque est encore un nombre pair).

Proposition 13 L’intersection d’une famille d’id́eaux deA est encore un id́eal deA.

Définition 10 On appelleidéal engendŕe parS dansA l’intersection de tous les id́eaux deA qui
contiennentS. C’est aussi le plus petit id́ealI deA contenantS . L’ensembleS est appeĺe une
basedeI .

Proposition 14 L’id éal engendŕe par S = {S1, . . . , Sm} dansA est l’ensemble de toutes les
combinaisons lińeaires deśeléments deS avec deśeléments quelconques deA pour coefficients :

I = {A1 S1 + · · ·+ Am Sm | Ai ∈ A}.
Exemple : les systèmesS = {x2+y2−1, x−y} etG = {2x2−1, x−y} donńes en introduction
engendrent le m̂eme id́eal dans l’anneauA = Q[x, y] (ce sont deux bases du même id́eal). Pour
le montrer, il suffit de montrer que toutélément deS appartientà l’idéal engendŕe parG et
réciproquement. Effectivement,

x2 + y2 − 1
︸ ︷︷ ︸

S1

+(x+ y) (x− y)
︸ ︷︷ ︸

S2

= 2x2 − 1
︸ ︷︷ ︸

G1

, 2x2 − 1
︸ ︷︷ ︸

G1

−(x+ y) (x− y)
︸ ︷︷ ︸

G2

= x2 + y2 − 1
︸ ︷︷ ︸

S1

.

Exemple : dansZ l’id éal engendŕe par5 est l’ensemble de tous les entiers multiples de5.

(5) = 5Z = {0, −5, 5, −10, 10, −15, . . .}.
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Définition 11 (équivalence modulo un idéal)
SoientP, Q ∈ A et I un idéal deA. On dit queP estéquivalentà Q moduloI , ce qu’on

noteP ≡ Q mod I si P −Q ∈ I .

Exemple : dansZ on a3 ≡ 13 mod (5).

Proposition 15 (leséquivalences modulo un idéal se comportent comme deségalit́es)
SoientP, Q, P ′, Q′ ∈ A etI un idéal deA. SiP ≡ Q mod I etP ′ ≡ Q′ mod I alors

P + P ′ ≡ Q+Q′ mod I , P × P ′ ≡ Q×Q′ mod I .

Exemple : dansZ, modulo l’idéal(5) on a (en notant= pour≡)

1 = 6
+ +
3 = 13
‖ ‖
4 = 19

1 = 6
× ×
3 = −2
‖ ‖
3 = −12

Exemple : on ax3 ≡ y3 mod I où I désigne l’id́eal deA = Q[x, y] engendŕe par le syst̀eme
S donńe en introduction. C’est́evident d’apr̀es la proposition préćedente : commex − y ∈ I

on ax ≡ y mod I et doncx × x × x ≡ y × y × y mod I . Autre preuve :x3 − y3 =
(x− y) (x2 + xy + y2). Commex− y ∈ I on ax3 − y3 ∈ I .

3.1.3 Correspondance entre solutions d’un système et id́eal engendŕe

Proposition 16 SoientP un polyn̂ome appartenant̀a l’id éalI engendŕe parS = {S1, . . . , Sm}
dansA. Toute solution deS est solution deP .

Preuve. CommeP ∈ I , il existe des polyn̂omesA1, . . . , Am tels queP = A1 S1 + · · · +
Am Sm. Une solutionα deS est unn–uplet de nombres complexes tels queS1(α) = · · · =
Sm(α) = 0. Par conśequentP (α) = A1(α)S1(α) + · · ·+Am(α)Sm(α) = 0. �

La proposition pŕećedente a plusieurs conséquences :
– si deux polyn̂omesP etQ sontéquivalents moduloI alorsP (α) = Q(α) pour toute solu-

tion α deS ;
– deux syst̀emes qui engendrent le même id́eal sont́equivalents (ils ont m̂emes solutions).

Exemple : les systèmesS et G donńes en introduction engendrent le même id́eal. Ils ont m̂emes
solutions. Exemple : les polynômesx3 et y3 sont équivalents modulo l’id́eal I engendŕe par le
syst̀eme donńe en introduction. On peut comprendre cela ainsi :

∀ (x, y) ∈
{(√

2

2
,

√
2

2

)

,

(

−
√
2

2
, −
√
2

2

)}

, x3 = y3.
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3.2 Ordres admissibles

3.2.1 Termes, mon̂omes

Définition 12 (terme, mon̂ome)
On appelletermesur l’alphabet{x1, . . . , xn} tout produit de puissancesxa1

1 · · · xan
n . Le terme

x0
1 · · · x0

n est not́e1.
Un mon̂omeest le produit d’un terme par uńelément non nul deQ.
On d́efinit ledegŕe totald’un termet = xa1

1 · · · xan
n par deg t = a1 + · · ·+ an.

Tout polyn̂omeP est donc une somme de monômes (ou une combinaison linéaire de termes) :

P = c1 t1 + · · ·+ cs ts.

Par exemple,3x1 x2 + 7 est vu commec1 t1 + c2 t2 avecc1 = 3 et t1 = x1 x2 et c2 = 7 et t2 = 1.

3.2.2 Ordres admissibles

L’utilit é des ordres admissibles apparaı̂tra dans la section suivante.

Définition 13 (ordre admissible)
Un ordre total sur l’ensemble des termes est ditadmissibles’il satisfait les propríet́es suivantes

pour tous termest, t′ et t′′ :

1. 1 ≤ t

2. t < t′ ⇒ t t′′ < t′ t′′

Dans le cas d’une seule indétermińeex, il n’y a qu’un seul ordre admissible :

1 < x < x2 < x3 < · · ·

Définition 14 (ordre lexicographique d́efini parxn > · · · > x1)
Soientt = xa1

1 · · · xan
n et t′ = x

a′
1

1 · · · x
a′n
n deux termes. On pose quet < t′ si il existe un indice

1 ≤ i ≤ n tel queai < a′i etaj = a′j pour tousi < j ≤ n.

Pour comparert et t′, on peut proćeder ainsi : ońecrit lesn–uplets d’exposants(a1, . . . , an)
et (a′1, . . . , a

′

n) puis on compare les exposants deux–à–deux en allant de la droite vers la gauche
(on commence par compareran et a′n etc. jusqu’̀a a1 et a′1). On s’arr̂eteà la premìere diff́erence
rencontŕee. Mettons que ce soità l’indice i. Alors t < t′ si ai < a′i. Les ordres lexicographiques
sont des ordres admissibles. Ils correspondentà ≪ l’ordre du dictionnaire≫ (il y en a plusieurs
parce qu’il y a plusieurs façons d’ordonner l’alphabet desindétermińees). Exemple : voici un
≪ extrait≫ de l’ordre lexicographique d́efini pary > x

1 < x < x2 < x3 < · · · < y < yx < yx2 < yx3 < · · · < y2 < y2x < · · ·
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Définition 15 (ordre compatible avec le degré total)
Un ordre admissible est ditcompatible avec le degré totals’il satisfait, outre les deux propriét́es

des ordres admissibles, la propriét́e

3. deg t < deg t′ ⇒ t < t′ pour tous termest, t′.

Exemple : voici un extrait d’un ordre compatible avec le degré total (on ordonne les termes de
même degŕe total entre eux avec l’ordre lexicographique défini pary > x)

1 < x < y < x2 < xy < y2 < x3 < x2y < xy2 < y3 < x4 < · · ·

On peut d́efinir des ordres admissibles≪ lexicographiques par blocs≫. Pour cela, consid́erons
deux alphabetsx1, . . . , xn et y1, . . . , ym. Tout termet sur l’union de ces deux alphabets peutêtre
décompośe de façon unique en un produitt = tx ty d’un termetx sur l’alphabet desx et d’un
termety sur l’alphabet desy.

Définition 16 (ordre lexicographique par blocs)
Avec les m̂emes notations. Supposons les deux alphabets ordonnés chacun suivant un ordre

amissible. On d́efinit l’ordre lexicographique par blocsnot́e ci–dessous par :t < t′ si tx < t′x ou
(tx = t′x et ty < t′y).

(x1, . . . , xn)≫ (y1, . . . , ym)

3.3 Réécriture

Définition 17 (règle de ŕeécriture)
Unerègle de ŕeécritureest une r̀egle de substitution de la forme

mon̂ome−−−→ polynôme.

Le mon̂ome en partie gauche est appelé mon̂ome de t̂etede la r̀egle. Le terme de ce monôme est
appeĺe leterme de t̂etede la r̀egle.

Définition 18 Un syst̀eme de ŕeécritureest un ensemble de règles de ŕeécriture.

Convention 1 On d́etermine le terme de tête d’un polyn̂omeP en fixant un ordre admissible sur
l’ensemble des termes : le terme de tête deP est le plus grand terme figurant dansP pour l’ordre
admissible choisi.

Le proćed́e ci–dessus peut paraı̂tre compliqúe : pourquoi ne pas tout simplement indiquer le
terme de t̂ete qu’on souhaite pourP ? Parce que certains algorithmes vont devoir déterminer le
terme de t̂ete de polyn̂omes qui n’apparaissent qu’au cours des calculs. Il faut qu’ils soient ca-
pables de d́eterminer le terme de tête d’un polyn̂ome quelconque. Pourquoi exige–t–on que les
ordres soient admissibles ? Pouréviter des systèmes de ŕeécriture≪ pathologiques≫ qui pourraient
conduireà des ŕeécritures infinies tels que

x −−−→ x2 ou x y −−−→ z, x z −−−→ x2 y.
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Proposition 17 Soit S un syst̀eme de ŕeécriture dont les mon̂omes de t̂ete sont donńes par un
ordre admissible. Toute réécriture parS est finie.

La fonction leadterm du paquetageGroebner de MAPLE est paraḿetŕee par un po-
lynôme et un ordre admissible. Elle retourne le terme de tête du polyn̂ome pour l’ordre admis-
sible. Le param̀etreplex(y,x) désigne l’ordre lexicographique défini pary > x. Le param̀etre
tdeg(y,x) désigne l’ordre compatible avec le degré total donńe en exemple ci–dessus. Suivant
l’ordre admissible le terme de tête deP esty3 ou x2 y2. Le termex ne peut paŝetre le terme de
tête deP puisque, quel que soit l’ordre admissible,x2 y2 > x.

with (Groebner):
P := yˆ3 + 3 * xˆ2 * yˆ2 + x;

3 2 2
P := y + 3 x y + x

leadterm (P, plex(y,x));
3

y

leadterm (P, tdeg(y,x));
2 2

x y

Une fois fix́e un ordre admissible tout système d’́equations peut̂etre vu comme un système de
réécriture et ŕeciproquement.

Abus de langage 2Une fois fix́e un ordre admissible, on s’autoriseà confondre un ensemble de
polyn̂omesS avec le syst̀eme d’́equationsS = 0 et le syst̀eme de ŕeécriture qu’il définit.

Définition 19 (réduction)
Soientm −−−→ Q une r̀egle de ŕeécriture,S = m − Q le polyn̂ome correspondant̀a la règle

etP = m1 + · · ·+mr un polyn̂ome.
On dit queP estréductiblepar la règle si l’un des mon̂omesmi est divisible parm, c’est–̀a–

dire s’il existe un indice1 ≤ i ≤ r et un mon̂omem′

i tels quemi = mm′

i.
On dit que le polyn̂omeQ = (P − m′

i S) s’obtient en ŕeduisantP une fois parS. On note
P −−−→

S
Q.

Définition 20 SoientS un syst̀eme de ŕeécriture, P et Q deux polyn̂omes. On dit queP est
réductiblepar S s’il existeS ∈ S tel queP soit réductible parS, ce qu’on noteP −−−→

S

Q.

Exemple : le syst̀emeS = {x2 + y2 − 1, x− y} peutêtre transforḿe en le syst̀eme de ŕeécriture
(en fixant l’ordre lexicographique défini pary > x) :

(S1) y
2 −−−→ 1− x2, (S2) y −−−→ x.
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Le polyn̂omey3 peut se ŕeécrire de plusieurs façons différentes :

(y − x2 y)←−−−
S1

y3 −−−→
S2

x y2.

Définition 21 La notationP
∗−−−→
S

Q signifie queP se ŕeécrit enQ en appliquant un nombre

quelconque (́eventuellement nul) de fois des règles deS .

Proposition 18 (on réécrit un polyn̂ome en un polyn̂omeéquivalent)
SoientS un syst̀eme de ŕeécriture etI l’id éal qu’il engendre. SiP

∗−−−→
S

Q alors P ≡ Q

mod I .

Suite de l’exemple : notonsP = y3 etQ = y − x2 y. On v́erifie facilement queP = Q − y S1 et
donc queP ≡ Q mod I . Le mon̂omey = y3/y2 est le rapport du mon̂omey3 à ŕeécrire par le
mon̂ome de t̂etey2 de la r̀egle avec laquelle on effectue la réduction.

Définition 22 (formes normales)
On appelleforme normaled’un polyn̂omeP par un syst̀eme de ŕeécritureS tout polyn̂ome

irr éductibleQ tel queP
∗−−−→
S

Q. Par extension, un polynômeP est on appeĺe uneforme normale

par S s’il est irréductible parS .

Suite de l’exemple : en poussant les réductions, on ŕeécrity3 en deux formes normales :

(x− x3)
∗←−−−
S

y3
∗−−−→
S

x3.

Proposition 19 Toute combinaison lińeaire surQ de formes normales est une forme normale.

Preuve. Un polyn̂ome est une forme normale si et seulement s’il est une combinaison linéaire
de termes irŕeductibles (par un certain système de ŕeécriture). Une combinaison linéaire de
combinaisons lińeaires de termes irréductibles est elle–m̂eme une combinaison linéaire de
termes irŕeductibles.�

Comme on l’a vu, il n’y a aucune raison que tout polynôme admette une unique forme normale
par un syst̀eme quelconque. Lorsque c’est le cas, le système de ŕeécriture est appelé une≪ base de
Gröbner≫.
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FIGURE 3.1 – Bruno Buchberger est professeur au RISC,à Linz, en Autriche.

3.4 Bases de Gr̈obner

Bruno Buchberger a inventé les bases de Gröbner en 1965 [5]. Il leur a donné le nom de son
directeur de th̀ese : Wolfgang Gr̈obner.

Théorème 6 (théor̀eme et d́efinition — version 1)
Supposons fix́e un ordre admissible sur l’ensemble des termes. SoientG un ensemble de po-

lynômes deA etI l’id éal qu’il engendre. Les conditions suivantes sontéquivalentes.

1. Tout polyn̂ome deA admet une unique forme normale parG . Deux polyn̂omeséquivalents
moduloI ont m̂eme forme normale parG .

2. Tout polyn̂ome deI admet źero pour forme normale parG .

Un ensembleG qui satisfait ces conditions est appelé unebase de Gr̈obnerdeI .

Preuve. L’implication ⇓ du haut vers le bas. Tout polynômeP ∈ I est équivalentà źero
moduloI . Le polyn̂ome źero est́egalà sa propre forme normale.

L’implication ⇑ du bas vers le haut. SoientP etQ deux polyn̂omeséquivalents moduloI , et
P̄ et Q̄ deux de leurs formes normales (on ne peut pas supposer qu’elles sontuniques !). La
diff érenceP̄ − Q̄ appartient̀a I . D’après (2) elle se ŕeduit à źero. Comme elle est déjà une
forme normale (proposition 19), elle doitêtreégaleà źero et doncP̄ = Q̄. �

Revenons̀a l’exemple pŕećedent. Le polyn̂omey3 admet deux formes normales, ce qui contre-
dit le point (1) du th́eor̀eme. Le syst̀eme de ŕeécriture n’est donc pas une base de Gröbner.

Définition 23 (base de Gr̈obner ŕeduite)
Une base de Gr̈obnerG est diteréduitesi
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1. tout polyn̂omeG ∈ G est irréductible parG \ {G} et

2. les coefficients nuḿeriques deśeléments deG sont≪ normaliśes≫.

Il y a plusieurs façons possibles de normaliser les coefficients nuḿeriques : dans le cours, on
impose que le coefficient du terme de tête de chaque règle vaille1 ; dans les logiciels, òu on pŕefère
souvent manipuler des coefficients entiers plutôt que rationnels, on impose que tous les coefficients
soient entiers, que leur pgcd vaille1 et que le coefficient du terme de tête soit positif.

Proposition 20 Toute base de Gröbner peut̂etre transforḿee en une base de Gröbneréquivalente
réduite.

On peut montrer qu’on peut supprimer purement et simplementdeG tout polyn̂omeG ∈ G

dont le terme de tête est un multiple du terme de tête d’un autréelément deG (en faisant attention,
dans certains cas où deux polyn̂omes ont m̂eme terme de tête,à n’en supprimer qu’un des deux).

Proposition 21 La base de Gr̈obner ŕeduite d’un id́eal I est unique : elle ne d́epend que de
l’id éal et de l’ordre admissible choisi.

3.5 L’algorithme de Buchberger en MAPLE

Tout syst̀eme d’́equations polynomialesS peutêtre transforḿe en une base de Gröbner. L’al-
gorithme de Buchberger prend en entrée un syst̀emeS et un ordre admissible. Il produit en sortie
une base de GröbnerG . Les ensemblesS etG sont deux bases du même id́eal. Ils ont donc m̂emes
solutions. En MAPLE, il est implanté dans le paquetageGroebnersous le nomgbasis. La fonction
gbasis a deux param̀etres : un système de polyn̂omes et un ordre admissible (ici l’ordre lexico-
graphique donńe pary > x). Elle retourne la base de Gröbner ŕeduiteG de l’idéal engendŕe par
le syst̀eme. La fonctionleadterm a deux param̀etres : un polyn̂ome et un ordre admissible. Elle
retourne le terme de tête du polyn̂ome. La fonctionnormalf a trois param̀etres : un polyn̂ome,
une base de Gröbner et un ordre admissible. Elle retourne la forme normaledu polyn̂ome par la
base de Gr̈obner.

|\ˆ/| Maple V Release 5 (USTL)
._|\| |/|_. Copyright (c) 1981-1997 by Waterloo Maple Inc. A ll rights

\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademar ks of
<____ ____> Waterloo Maple Inc.

| Type ? for help.
with (Groebner);
[fglm, gbasis, gsolve, hilbertdim, hilbertpoly, hilberts eries, inter_reduce,

is_finite, is_solvable, leadcoeff, leadmon, leadterm, no rmalf,

pretend_gbasis, reduce, spoly, termorder, testorder, uni vpoly]

G := gbasis ([xˆ2 + yˆ2 - 1, x - y], plex (y,x));
2

50



G := [2 x - 1, -x + y]

leadterm (G [1], G, plex (y,x)), leadterm (G [2], G, plex (y,x ));
2

x , y
normalf (xˆ3 + y, G, plex (y,x));

3/2 x

Le même syst̀eme que pŕećedemment mais pour l’ordre lexicographique donné parx > y. On
constate que la base de Gröbner a chanǵe.

G := gbasis ([xˆ2 + yˆ2 - 1, x - y], plex (x,y));
2

G := [2 y - 1, x - y]

L’exemple du robot planaire. Les deux segments sont de longueur 1. Les coordonńees de la
main dans le rep̀ere global sont(x0, y0) = (1/3, 1/2). L’ordre admissible est l’ordre lexicogra-
phique donńe parc2 > s2 > c1 > s1.

S := [c1 * c2 - s1 * s2 + c1 - 1/3, c1 * s2 + c2 * s1 + s1 - 1/2,
c1ˆ2 + s1ˆ2 - 1, c2ˆ2 + s2ˆ2 - 1];

2 2
S := [c1 c2 - s1 s2 + c1 - 1/3, c1 s2 + c2 s1 + s1 - 1/2, c1 + s1 - 1,

2 2
c2 + s2 - 1]

G := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G := [1872 s1 - 407 - 936 s1, 24 c1 + 36 s1 - 13, 48 s2 + 52 s1 - 13,

72 c2 + 59]

3.6 Décider si un syst̀eme admet au moins une solution

Le théor̀eme et la proposition qui suivent montrent qu’on peut décider automatiquement si
un syst̀eme d’́equations polynomiales n’admet aucune solution complexe :il suffit de tester si le
polynôme1 appartient̀a une base de Gröbner quelconque de l’id́eal engendŕe par le syst̀eme.

Théorème 7 SoientS un syst̀eme etI l’id éal qu’il engendre dansA. Le syst̀eme n’admet aucune
solution dansCn si et seulement si1 ∈ I .

Ce th́eor̀eme est un corollaire du théor̀eme des źeros qu’onétudiera plus loin. Il est́evident
que si1 ∈ I alors le syst̀eme n’admet aucune solution. C’est l’autre implication qui est difficile à
prouver. On parle bien de solutions complexes et pas réelles : l’́equationx2 = −1 n’admet aucune
solution ŕeelle mais1 n’appartient pas̀a l’idéal qu’elle engendre.
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Proposition 22 Soit G une base de Gröbner ŕeduite d’un id́eal I pour un quelconque ordre
admissible. Alors1 ∈ I si et seulement siG = {1}.

Preuve. Tout polyn̂ome deI , en particulier1, est ŕeduit à źero parG . Il faut donc queG
contienne la r̀egle1 −−−→ 0. �

3.6.1 Application à la démonstration automatique

Le ≪ truc de Rabinovitch≫ indique comment transformer une inéquation (6= 0) enéquation en
introduisant une ind́etermińee suppĺementaire.

Proposition 23 (truc de Rabinovitch)
SoientP ∈ A = Q[x1, . . . , xn] un polyn̂ome,xn+1 une nouvelle ind́etermińee et(α1, . . . , αn) ∈

Cn unn–uplet de nombres complexes. Définissons le polyn̂omeP = P xn+1 − 1 ∈ A[xn+1]. Alors

P (α1, . . . , αn) 6= 0 ⇔ ∃αn+1 ∈ C, P (α1, . . . , αn, αn+1) = 0.

Dit plus informellement, l’ińequationP 6= 0 estéquivalentèa l’équationP xn+1 − 1 = 0 dans
le sens òu toute solution deP 6= 0 fournit une solution deP xn+1 − 1 = 0 et ŕeciproquement. La
nouvelle ind́etermińeexn+1 repŕesente1/P .

Le truc de Rabinovitch permet de démontrer automatiquement des théor̀emes en effectuant des
démonstrations par l’absurde. Montrer par l’absurde une implicationA ⇒ B consistèa supposer
A vrai, B faux età chercher une contradiction. Dans le cas où les propositions logiquesA et B
sont deśequationsP = 0 etQ = 0, montrer par l’absurdeP = 0⇒ Q = 0 consistèa montrer que
le syst̀emeP = 0, Q 6= 0 est sans solution.

Exemple : on montre automatiquement qu’un polynôme du second degré dont le discriminant
est nul n’a qu’une seule racine. Il suffit de montrer que le système suivant est sans solutions dans
C5 : les deux premìereséquations posent quex et y sont deux racines d’un polynôme de degŕe
deux et de coefficientsa, b et c ; la troisìeme que le discriminant est nul ; les deux inéquations que
l’ équation est bien de degré deux et que les racines sont distinctes.







a x2 + b x+ c = 0,
a y2 + b y + c = 0,
b2 − 4 a c = 0,
a 6= 0, x 6= y.

On transforme les ińequations eńequations gr̂ace au truc de Rabinovitch. Il suffit donc de montrer
que le syst̀eme suivant est sans solutions dansC6







a x2 + b x+ c = 0,
a y2 + b y + c = 0,
b2 − 4 a c = 0,
a (x− y) z − 1 = 0.

Voici la preuve avec MAPLE.

S := [a * xˆ2 + b * x + c, a * yˆ2 + b * y + c, bˆ2 - 4 * a* c, a * (x-y) * z - 1];
gbasis (S, plex (x,y,a,b,c,z));

[1]
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3.7 Éliminer des indéterminées

Bien choisir l’ordre admissible permet d’éliminer des ind́etermińees Dans l’exemple suivant,
on cherchèaéliminery. En d’autres termes, on cherche deséquations conśequences du systèmeS

qui ne comportent que desx. Pour cela, on choisit l’ordre lexicographique avecy > x (on pose les
indétermińees qu’on souhaitéeliminer plus grandes que les autres). La base de Gröbner contient
le polyn̂ome recherch́e :2x2 − 1.

G := gbasis ([xˆ2 + yˆ2 - 1, x - y], plex (y,x));
2

G := [2 x - 1, -x + y]

La démarche exposée ci–dessus se justifie par le théor̀eme suivant.

Théorème 8 (théor̀eme d’́elimination)
SoientG une base de Gröbner d’un id́eal I deQ[x1, . . . , xn] pour l’ordre lexicographique

xn > · · · > x1 et1 ≤ ℓ ≤ n un indice. AlorsG ∩Q[x1, . . . , xℓ] est une base de Gröbner de l’id́eal
I ∩Q[x1, . . . , xℓ] de l’anneauQ[x1, . . . , xℓ].

Preuve. Remarques : l’intersection d’un idéal et d’un anneau est bien un idéal (en parti-
culier, elle n’est jamais vide puisqu’elle contient zéro) ; I ∩ Q[x1, . . . , xℓ] est un id́eal de
Q[x1, . . . , xℓ] mais pas deQ[x1, . . . , xn].

Pour prouver le th́eor̀eme, il suffit d’́etablir que toutP ∈ I ∩ Q[x1, . . . , xℓ] admet źero pour
forme normale parG ∩Q[x1, . . . , xℓ]. Les arguments sont les suivants.

1. Le polyn̂omeP appartient̀aI doncP
∗−−−→
G

0.

2. Consid́erons la premìere ŕeduction de la suiteP −−−→
G

P ′ ∗−−−→
G

0. La tête du po-

lynôme ayant servìa effectuer cette première ŕeduction est un mon̂ome sur l’alphabet
{x1, . . . , xℓ}.

3. Comme l’ordre admissible est un ordre lexicographique où xn, . . . , xℓ+1 > xℓ, . . . , x1
tout polyn̂ome dont la t̂ete est un mon̂ome sur l’alphabet{x1, . . . , xℓ} appartientà
Q[x1, . . . , xℓ].

4. Réduire un polyn̂ome deQ[x1, . . . , xℓ] par un polyn̂ome deQ[x1, . . . , xℓ] produit encore
un polyn̂ome deQ[x1, . . . , xℓ].

�

On peut ǵeńeraliser le th́eor̀eme pŕećedent en remplaçant l’ordre lexicographique par n’importe
quel ordre lexicographique par blocs(xn, . . . , xℓ+1)≫ (xℓ, . . . , x1).
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3.7.1 Application à la démonstration automatique

Le truc de Rabinovitch permet de démontrer par l’absurde des implicationsP = 0 ⇒ Q = 0
lorsqu’on connâıt à l’avanceP et Q. Le th́eor̀eme d’́elimination permet de d́emontrer automati-
quement des th́eor̀emes m̂eme dans le cas où on ne connâıt pasà l’avance la conclusion.

Exemple : on consid̀ere un polyn̂ome du second degré. Quelles propriét́es ses racines satisfont–
elles lorsque son discriminant est nul ? Mise enéquation : on pose quex et y sont deux racines
du polyn̂ome, que le discriminant est nul et que le coefficient dominant a est diff́erent de źero.
Choix de l’ordre admissible : comme on cherche des relations entre les racinesx et y, on élimine
les coefficients et on choisit donc un ordre lexicographiquepar blocs

(a, b, c)≫ (x, y).

S := [ a * xˆ2 + b * x + c, a * yˆ2 + b * y + c, bˆ2 - 4 * a* c, a * z - 1 ]:
G := gbasis (S, lexdeg ([z,a,b,c],[x,y])):
factor (G [1]);

3
(x - y)

Le calcul de base de Gröbner montre que le polynôme(x − y)3 appartient̀a l’idéal engendŕe
par le syst̀eme. Par conśequent, quel que soit(a, b, c, x, y, z) ∈ C6 solution du syst̀eme, on a
x = y. On a montŕe que les racines sont confondues.

Variante du m̂eme exemple. Quelles propriét́es satisfont les coefficients d’un polynôme du
second degré ayant une racine commune avec sa dérivée ? La mise eńequation est́evidente. Choix
de l’ordre admissible : comme on cherche des relations qui lient les coefficients, ońeliminex et
on choisit un ordre lexicographique par bloc

x≫ (a, b, c).

S := [a * xˆ2 + b * x + c, 2 * a* x + b];
G := gbasis (S, lexdeg ([x], [a,b,c]));

2
G := [b - 4 a c, b x + 2 c, 2 a x + b]

Le calcul de base de Gröbner montre que le discriminantb2 − 4 a c appartient̀a l’idéal engendŕe
par le syst̀eme.

3.8 Élimination et équation aux abscisses

On en vient au point principal du chapitre.

Définition 24 SoientS un syst̀eme deA n’ayant qu’un nombre fini de solutions dansCn et x1

une ind́etermińee distingúee (qui joue le r̂ole d’abscisse).
On appelleéquation aux abscissesdes solutions deS l’ équation en l’ind́etermińeex1 de plus

petit degŕe qui admet les abscisses de toutes les solutions deS pour solutions. Il s’agit de
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∏

(α1, . . . , αn)
solution deS

(x1 − α1).

Cetteéquation n’existe que dans le cas où les solutions du système n’ont qu’un nombre fini
d’abscisses distinctes. Elle existe donc pour tout système n’ayant qu’un nombre fini de solutions.
≪ À un probl̀eme d’exposant près≫ cetteéquation appartient̀a l’idéal engendŕe par le syst̀eme.
C’est la conśequence du th́eor̀eme suivant, d̂u à Hilbert :

FIGURE 3.2 – David Hilbert, 1862–1943.

Théorème 9 (théor̀eme des źeros)
SoientS un syst̀eme etI l’id éal qu’il engendre dansA. Un polyn̂omeP s’annule sur toutes

les solutions deS dansCn si et seulement s’il existe un exposante ∈ N tel queP e ∈ I .

L’implication de droiteà gauche est facile. C’est l’autre qui est difficile. Exemple :Dans
l’avant–dernier exemple, on a trouvé que le polyn̂ome (x − y)3 appartenait̀a l’idéal engendŕe
par le syst̀eme. Le polyn̂omex− y s’annule sur toutes les solutions du système. Il n’appartient pas
à l’idéal mais une de ses puissances si.

3.9 Décider si un syst̀eme admet un nombre fini de solutions

Proposition 24 SoientS un syst̀eme deA et G une base de Gröbner de l’id́eal qu’il engendre
pour un ordre admissible quelconque.

Le syst̀emeS admet un nombre fini de solutions dansCn si et seulement si, quel que soit
1 ≤ k ≤ n, la baseG contient une r̀egle dont le terme de tête est une puissance dexk.
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Preuve. L’implication⇒ de gauchèa droite. D’apr̀es le th́eor̀eme des źeros, quel que soitk,
l’id éal contient une puissance de l’équation aux abscisses (en prenantxk pour abscisse). Cette
équation doit̂etre ŕeduiteà źero parG . Il faut donc queG contienne une règle dont le terme de
tête est une puissance dexk.
L’implication⇐ de droiteà gauche. L’hypoth̀ese est v́erifiée en particulier pour l’ordre lexi-
cographiquexn > · · · > x1. Pour cet ordre, la base de Gröbner contient donc un polynôme
ne d́ependant que de l’ind́etermińeex1. Par conśequent, dans les solutions du système,x1
ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes. Le même raisonnement tenu pour chaque
indétermińeexj (2 ≤ j ≤ n) montre que dans les solutions du système,xj ne prend qu’un
nombre fini de valeurs. Les solutions dansCn du syst̀eme sont donc en nombre fini.�

On parle bien de solutions complexes et pas réelles. Le polyn̂omex2 + y2 admet une infinit́e
de solutions complexes mais une seule solution réelle.

3.10 Bases de Gr̈obner sous forme ŕesolue

Définition 25 Une base de Gr̈obner pour l’ordre lexicographiquexn > · · · > x1 est ditesous
forme ŕesoluesi elle est de la forme

P (x1) = 0, x2 = F2(x1), . . . , xn = Fn(x1)

où P et lesFi sont des polyn̂omes deQ[x1].

Si une base de Gröbner est sous forme résolue alors ses solutions sont en nombre fini. La
réciproque est fausse. C’est ce que montre l’exemple suivant (quatre solutions mais seulement
deux abscisses distinctes).

G := gbasis ([xˆ2 - 1, yˆ2 - 1], plex (y,x));

2 2
G := [x - 1, y - 1]

Il existe des techniques pour transformer une base de Gröbner d’un syst̀eme ayant un nombre
fini de solutions en une ou plusieurs bases de Gröbner sous forme résolue [15, 24] et [19, 22, Lex-
Triangular]. La ḿethode la plus simple (mais pas la plus efficace) consisteà tenter un changement
de rep̀ere≪ aléatoire≫ de façonà ce que toutes les solutions aient des abscisses distinctes. Cette
méthode ne fonctionne pas si plusieurs solutions sont confondues. Sur l’exemple préćedent, cela
donne

x := p + q:
y := p + 2 * q:
H := gbasis ([xˆ2 - 1, yˆ2 - 1], plex (q,p));

2 4 3
H := [-10 p + 9 + p , p - p + 12 q]

factor (H[1]);
(p - 1) (p + 3) (p - 3) (p + 1)
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(x)

(y)
(p)

(q)

FIGURE 3.3 – Les quatre points ont des coordonnées diff́erentes dans les repères(O, x, y) et
(O, p, q).

3.11 L’algorithme de Buchberger

Une base de GröbnerG d’un idéalI est un syst̀eme de ŕeécriture qui ŕeécrit à źero toutélément
deI (et seulement leśeléments deI ).

Le seul ph́enom̀ene qui puisse empêcher un système quelconque d’être une base de Gröbner,
c’est la pŕesence d’un≪ conflit ≫ entre deux r̀egles de ŕeécriture. Intuitivement, il y a conflit entre
deux r̀egles de ŕeécriture au sujet d’un termet si appliquer l’une ou l’autre surt n’est pas in-
diff érent, c’est–̀a–dire si appliquer l’une ou l’autre donne des formes normales det diff érentes. Par
exemple, les deux règles suivantes

(S1) x y −−−→ 1, (S2) x z −−−→ t.

sont en conflit au sujet du termet12 = x y z (c’est le plus petit multiple commun des termes de tête
deS1 et deS2). Le conflit vient de ce que les deux termes de tête ont une ind́etermińee commune.
On vérifie ci–dessous que, suivant qu’on applique la première ou la deuxìeme r̀egle, on obtient des
formes normales diff́erentes :

xyz

S1

S2

(S1, S2)

z

yt

Nous avons prouv́e que le syst̀eme de ŕeécriture n’est pas une base de Gröbner.
L’id ée appliqúee par l’algorithme de Buchberger consisteà≪ résoudre≫ le conflit en rajoutant

la différencez − y t des deux formes normales au système. Ce polyn̂ome appartient1 à l’idéalI

1. Commex y z ≡ z mod I etx y z ≡ y t mod I on az ≡ y t mod I et doncz − y t ∈ I .
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engendŕe par les deux règlesS1 etS2 : on change le système de ŕeécriture mais pas l’id́eal. Rajouter
z − y t au syst̀eme, c’est rajouter l’une des règles ci–dessous (ça dépend de l’ordre admissible
choisi)

z −−−→ y t ou bien y t −−−→ z.

Mettons que l’ordre admissible soit l’ordre lexicographique donńe parx > y > z > t. Le nouveau
syst̀eme de ŕeécriture est

(S1) x y −−−→ 1, (S2) x z −−−→ t, (S3) y t −−−→ z.

On constate maintenant quet12 admety t pour unique forme normale.

xyz

S1

S2

(S1, S2)

z

yt

S3

Le conflit entreS1 et S2 au sujet det12 est donc ŕesolu par l’ajout de la règleS3 mais l’ajout
deS3 engendre deux nouveaux conflits : il y a un conflit entreS1 etS3 au sujet det13 = x y t ; il y
en a un autre entreS2 etS3 au sujet det23 = x z y t. On constate que le conflit entreS1 etS3 est
déjà ŕesolu :

xyt

S1

S3

(S1, S3)

t

xz

S2

Quant au conflit entreS2 etS3, on peut d́emontrer (sans faire de calcul) qu’il n’existe pas : les
deux termes de tête n’ont pas d’ind́etermińee commune (on dit qu’ils sont disjoints). Appliquer
l’une des deux r̀egles n’emp̂eche pas d’appliquer l’autre. Vérification :

xyzt

S2

S3

(S2, S3)

yt2

xz2

zt
S3

S2

On peut montrer que si pour toute paire de règles d’un syst̀eme le conflit au sujet du ppcm des
têtes de r̀egles est ŕesolu alors le système est une base de Gröbner. Le syst̀eme obtenu est donc une
base de Gr̈obner de l’id́ealI .

Dans les ouvrages traditionnels consacrés aux bases de Gröbner, les choses sont présent́ees un
peu diff́eremment. Soit̀a tester si le conflit entre deux règles

(Si) ti −−−→ Qi, (Sj) tj −−−→ Qj
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est ŕesolu. Notonstij le ppcm des termesti et tj et tij = ti ti = tj tj. Calculons

tij

Si

Sj

(Si, Sj)

ti Qi

tj Qj

Plutôt que tester siti Qi et tj Qj admettent une m̂eme forme normale, on teste si leur différence
admet źero pour forme normale (c’est pareil). La différence est appelée leS–polyn̂ome entreSi

etSj :
S(Si, Sj) =

def
ti Qi − tj Qj.

Une version en pseudo code de l’algorithme de Buchberger est donńee en figure 3.4. L’algo-
rithme prend en entrée un syst̀eme de polyn̂omesS et un ordre admissible (ici sous–entendu).
Il retourne une base de Gröbner (pour l’ordre admissible choisi), non nécessairement réduite, de
l’id éal engendŕe parS . On peut facilement l’aḿeliorer pouréviter de traiter les paires de po-
lynômes dont les termes de tête sont disjoints. Voici une trace de la fonction sur l’exemple. On

function Buchberger (S )
begin

G := S

P := l’ensemble de toutes les paires{G, G′} ⊂ G

while P n’est pas videdo
{G, G′} := unélément deP
ôter cette paire deP
Ḡ := une forme normale deS(G, G′) parG
if Ḡ 6= 0 then

ajouteràP toutes les paires{Ḡ, G} telles queG ∈ G

ajouterḠ àG

fi
od

end

FIGURE 3.4 – Une implantation de l’algorithme de Buchberger.

suppose que l’ordre admissible est l’ordre lexicographique donńe parx > y > z > t. Quand
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l’algorithme s’arr̂ete, le syst̀emeG satisfait le troisìeme point du th́eor̀eme suivant.

G P

début du 1er tour {(S1) x y → 1, (S2) x z → t} {{S1, S2}}
début du 2̀eme tour {(S1) x y → 1, (S2) x z → t, (S3) y t→ z

︸ ︷︷ ︸

G

} {{S1, S3}, {S2, S3}}

début du 3̀eme tour {(S1) x y → 1, (S2) x z → t, (S3) y t→ z} {{S2, S3}}
fin du 3̀eme tour {(S1) x y → 1, (S2) x z → t, (S3) y t→ z} ∅

Théorème 10 (théor̀eme et d́efinition — version 2)
Supposons fix́e un ordre admissible sur l’ensemble des termes. SoientG un ensemble de po-

lynômes deA etI l’id éal qu’il engendre. Les conditions suivantes sontéquivalentes.

1. Tout polyn̂ome deA admet une unique forme normale parG . Deux polyn̂omeséquivalents
moduloI ont m̂eme forme normale parG .

2. Tout polyn̂ome deI admet źero pour forme normale parG .

3. ToutS–polyn̂omeS(G, G′) (pour tousG, G′ ∈ G ) admet źero pour forme normale parG .

Un ensembleG qui satisfait ces conditions est appelé unebase de Gr̈obnerdeI .

La proposition suivante précise le crit̀ere que nous avons utilisé sur l’exemple pouŕeviter de
calculer certainsS–polyn̂omes.

Proposition 25 (premier crit̀ere de Buchberger pouŕeviter des calculs inutiles)
SoientS1 etS2 deux r̀egles de ŕeécriture. Si le ppcm des termes de tête des deux règles est́egal

à leur produit alors leS–polyn̂ome engendré par ces deux règles est ŕeduità źero par{S1, S2}.

3.11.1 Un syst̀eme ŕeduit à un unique polynôme est une base de Gröbner

Lorsqu’on lui fournit un syst̀eme ŕeduit à un unique polyn̂ome, l’algorithme de Buchberger
s’arr̂ete imḿediatement et retourne ce polynôme.

3.11.2 L’algorithme de Buchberger pŕeserve la rationnalit́e

On voit que si on fournit̀a l’algorithme de Buchberger un systèmeà coefficients rationnels, il
produit un syst̀emeà coefficients rationnels.

3.11.3 L’intersection d’une droite et d’un cercle

Reprenons l’exemple de l’intersection d’une droite et d’un cercle.

x2 + y2 − 1 = 0, x− y = 0.

Prenons pour ordre admissible l’ordre lexicographique avec y > x. Le syst̀eme de ŕeécriture est

(S1) y
2 −−−→ 1− x2, (S2) y −−−→ x.
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y2
S1

S2

(S1, S2)

1− x2

xy

Le S–polyn̂ome estS(S1, S2) = 1 − x2 − x y. Une forme normale duS–polyn̂ome est1 − 2x2.
On la rajoute au système.

(S1) y
2 −−−→ 1− x2, (S2) y −−−→ x, (S3) x

2 −−−→ 1/2.

Le conflit entreS1 et S2 est ŕesolu par l’ajout de la nouvelle règle. Il n’y a pas de conflit entre
les deux premìeres r̀egles et la troisìeme puisque les termes de têtes sont disjoints. Le système est
donc une base de Gröbner. Le terme de tête deS1 est divisible par le terme de tête deS2. La base
de Gr̈obner n’est donc pas réduite. Pour la ŕeduire, il suffit de supprimerS1 (proposition 20). On
obtient finalement :

(S2) y −−−→ x, (S3) x
2 −−−→ 1/2.

3.11.4 L’algorithme de Buchberger contient l’algorithme d’Euclide

Consid́erons le syst̀eme suivant.
{

x (x− 1) (x+ 1) = x3 − x,
(x+ 1) (x− 2) = x2 − x− 2.

Comme il n’y a qu’une seule indétermińee, il n’y a qu’un seul ordre admissible et le système de
réécriture est ńecessairement

(S1) x
3 −−−→ x, (S2) x

2 −−−→ x+ 2.

x3

S1

S2

(S1, S2)

x

x2 + 2x

LeS–polyn̂ome estS(1, 2) = −x2− x. Une forme normale duS–polyn̂ome est−2x− 2. Elle est
égale au reste de la division euclidienne deS1 parS2. On la rajoute au système de ŕeécriture

(S1) x
3 −−−→ x, (S2) x

2 −−−→ x+ 2, (S3) x −−−→ −1.

Le conflit entreS1 et S2 est ŕesolu par l’ajout de la nouvelle règle. L’algorithme de Buchberger
vérifie que le conflit entreS1 etS3 est ŕesolu, de m̂eme que celui entreS2 etS3. Dit autrement, il
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vérifie que le reste de la division euclidienne deS1 parS3 et celui deS2 parS3 sont nuls. Par com-
paraison, l’algorithme d’Euclide est plus adroit : il se contente de v́erifier que le reste de la division
euclidienne deS2 par S3 est nul. On voit sur l’exemple que l’algorithme de Buchbergereffec-
tue tous les calculs de reste de l’algorithme d’Euclide plusquelques autres (inutiles). Il contient
donc une version maladroite de cet algorithme. Le système pŕećedent est une base de Gröbner non
réduite. Lorsqu’on la ŕeduit, il ne reste que le pgcd des deux polynômes

(3) x −−−→ −1.

3.11.5 L’algorithme de Buchberger contient le pivot de Gauss

Consid́erons un système d’́equations lińeaires.

x+ 3 y − 4 = 0, x+ 2 y − 1 = 0, y − z = 0.

Adoptons l’ordre lexicographique donné parx > y > z. Le syst̀eme de ŕeécriture obtenu est :

(S1) x −−−→ −3 y + 4, (S2) x −−−→ −2 y + 1, (S3) y −−−→ z.

x

S1

S2

(S1, S2)

−3 y + 4

−2 y + 1

Le S–polyn̂omeS(S1, S2) vaut−y + 3. Il est égalà l’équation lińeaire qu’on aurait obtenue en
effectuant unéetape du pivot de Gauss entreS1 et S2. Une forme normale duS–polyn̂ome est
−z + 3. On la rajoute au système

(S1) x −−−→ −3 y + 4, (S2) x −−−→ −2 y + 1, (S3) y −−−→ z, (S4) z −−−→ 3.

Le conflit entreS1 etS2 est ŕesolu par l’ajout de la règleS4. Il n’y a pas d’autre conflit puisque les
termes de t̂ete sont disjoints. On voit donc que si on lui fournit un système d’́equations lińeairesà
traiter, l’algorithme de Buchberger n’engendre que deséquations lińeaires. Il contient une variante
du pivot de Gauss. Choisir un ordre admissible revient, en termes de pivot de Gauss,à choisir
l’ordre des colonnes dans la matrice des coefficients du système. La base de Gröbner ŕeduite du
syst̀eme s’obtient en supprimant soitS1 soitS2 mais pas les deux et en réduisant les r̀egles restantes
deuxà deux. Elle correspond̀a ce que produirait l’algorithme de Gauss–Jordan.

(1) x −−−→ −5, (3) y −−−→ 3, (4) z −−−→ 3.

3.11.6 L’algorithme de Buchberger pŕeserve les dimensions

Une analyse rapide de la définition desS–polyn̂omes montre que, si on applique l’algorithme
de Buchberger̀a un syst̀eme d’́equations homog̀ene pour certaines dimensions (un système d’́equa-
tions≪ qui ont un sens≫ d’un point de vue physique) alors l’algorithme de Buchbergerne produit
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que deśequations homog̀enes. En d’autres termes, l’algorithme de Buchberger ne produit que des
équations≪ qui ont un sens≫. Exemple : on montre une relation bien connue sur la résistance d’un
circuit formé de deux ŕesistances en parallèle (figure 3.5). On cherche la relation

1

R
=

1

R1

+
1

R2

·

R1

R2

I1

I2

I I

FIGURE 3.5 – Deux ŕesistanceśelectriques en parallèle.

On nommeR, R1 etR2 les inverses des résistances (des Ohms−1) et I l’inverse de l’intensit́e
(des Amp̀eres−1). Les équations sont homogènes pour certaines dimensions (elles ont un sens
physique).

U = RI Volts = Ohms Amp̀eres
U = R1 I1
U = R2 I2
I = I1 + I2 Ampères= Ampères
I I = 1 Ampères Amp̀eres−1 = Nombre
RR = 1 Ohms Ohms−1 = Nombre
R1 R1 = 1
R2 R2 = 1

On calcule une base de Gröbner pour l’ordre lexicographique

I > I > I1 > I2 > U > R > R1 > R2 > R > R1 > R2

L’algorithme de Buchberger n’engendre que des relations homogènes pour certaines dimensions
(qui ont un sens physique).

R1 R1 I1 −−−→ I1
−−−→ UR1

Exemple de nouvelle relation calculée par l’algorithme :

I1 = UR1 Ampères= Volts Ohms−1

Ampères= (Ohms Amp̀eres)Ohms−1

Le premier polyn̂ome de la base de Gröbner ŕeduite fournit la relation cherchée.
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G := [R1bar - Rbar + R2bar, R2 R2bar - 1,

1 - R1 Rbar + R1 R2bar, -R1 - R2 + R2 R1 Rbar,

R Rbar - 1, R R2 - R1 R2 + R R1, I2 - R2bar U,

I1 + R2bar U - Rbar U, I - Rbar U, Ibar U - R]

3.12 Exemple

On s’int́eresse au système

x y2 − x = 0, x2 y − x− y = 0.

On commence par calculer une base de Gröbner de l’id́eal I engendŕe parS . On choisit pour
ordre admissible l’ordre lexicographique donné pary > x. Le syst̀eme de ŕeécriture initial est

(1) x y2 −−−→ x
(2) x2 y −−−→ x+ y

La liste de paires critiques̀a traiter est

P = [(1, 2)].

On traite la paire critique présente dansP. On calcule le ppcm des termes de tête des deux règles.
On le ŕeécrit śepaŕement par chacune d’entre elles. Les polynômes obtenus sont des formes nor-
males.

x2 ←−−−
1

x2 y2 −−−→
2

x y + y2.

On ajoute au système la r̀egle obtenue par différence des deux formes normales.

(3) y2 −−−→ x2 − x y

La liste de paires critiques̀a traiter est maintenant

P = [(1, 3), (2, 3)].

On traite la premìere paire critique présente dansP. On calcule le ppcm des termes de tête des
deux r̀egles. On le ŕeécrit śepaŕement par chacune d’entre elles. L’un des polynômes obtenus peut
encorêetre ŕeécrit par le syst̀eme. On pousse les réécritures jusqu’au bout.

x←−−−
1

x y2 −−−→
3

x3 − x2 y −−−→
2

x3 − x− y.

On ajoute au système la r̀egle obtenue par différence des deux formes normales.

(4) y −−−→ x3 − 2x
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La liste de paires critiques̀a traiter est maintenant

P = [(2, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4)].

On traite la premìere paire critique présente dansP. On calcule le ppcm des termes de tête des
deux r̀egles. On le ŕeécrit śepaŕement par chacune d’entre elles.

x y + y2 ←−−−
2

x2 y2 −−−→
3

x4 − x3 y.

Il se passe ici un ph́enom̀ene int́eressant. Aucun des polynômes obtenus n’est une forme normale
et il y a plusieurs façons possibles de les réécrire, qui conduisent̀a des formes normales différentes.
Si on s’y prend bien, on peut les réécrire tous les deux en la même forme normale :

x2 ←−−−
3

x y + y2 ←−−−
2

x2 y2 −−−→
3

x4 − x3 y −−−→
2

x4 − x2 − x y −−−→
4

x2.

Si on choisit d’effectuer ces réécritures, on trouve que le conflit entre les règles est ŕesolu (ou
encore que leS–polyn̂ome entre les deux règles se ŕeduit à źero). Mais on pourrait aussi choisir
une autre façon de mener les calculs

x2 ←−−−
3

x y + y2 ←−−−
2

x2 y2 −−−→
4

x6 − 3x4

qui nous donnerait une nouvelle règlex6 −−−→ 3x4 − x2 (et il y a encore d’autres possibilités).
Suivant le choix effectúe, les calculs̀a suivre vont̂etre tr̀es diff́erents. Ils peuvent m̂emeêtre de dif-
ficultés tr̀es diff́erentes. Cependant, la proposition 21 nous garantit que la base de Gr̈obnerréduite
obtenuèa la fin sera la m̂eme dans tous les cas. Pour des raisons de simplicité, on choisit la première
façon de mener les calculs, celle qui n’introduit pas de nouvelle r̀egle de ŕeécriture. La liste de
paires critiques̀a traiter est maintenant

P = [(1, 4), (2, 4), (3, 4)].

On traite la premìere paire critique présente dansP. On calcule le ppcm des termes de tête des
deux r̀egles. On le ŕeécrit śepaŕement par chacune d’entre elles. On pousse les réductions jusqu’̀a
obtenir des formes normales. Ici aussi, si on choisit bien lafaçon de mener les réductions, on trouve
que leS–polyn̂ome se ŕeduit à źero et on n’introduit pas de nouvelle règle (mais il y a d’autres
façons de mener les calculs, qui produiraient de nouvellesrègles).

x←−−−
1

x y2 −−−→
4

x4 y − 2x2 y
∗−−−→
2

x3 − x− y −−−→
4

x.

La liste de paires critiques̀a traiter est maintenant

P = [(2, 4), (3, 4)].

On traite la premìere paire critique présente dansP. On calcule le ppcm des termes de tête des
deux r̀egles. On le ŕeécrit śepaŕement par chacune d’entre elles. On pousse les réductions jusqu’̀a
obtenir des formes normales.

x3 − x←−−−
4

x+ y ←−−−
2

x2 y −−−→
4

x5 − 2x3.
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On ajoute au système la r̀egle obtenue par différence des deux formes normales.

(5) x5 −−−→ 3x3 − x

La liste de paires critiques̀a traiter est maintenant

P = [(3, 4), (1, 5), (2, 5)].

On remarque qu’on n’a pas inséŕe dansP les paires critiques(3, 5) et (4, 5) qui sont superflues
d’apès la proposition 25. On laisse au lecteur le soin de vérifier que lesS–polyn̂omes engendrés
par les trois paires présentes dansP se ŕeduisent̀a źero (quelle que soit la façon dont on mène les
calculs d’ailleurs puisqu’on a une base de Gröbner). Voici donc une base de Gröbner non ŕeduite
de l’idéalI .

x y2 −−−→ x, x2 y −−−→ x+ y, y2 −−−→ x2 − x y, y −−−→ x3 − 2x, x5 −−−→ 3x3 − x.

Et voici la base de Gröbner ŕeduite :

y −−−→ x3 − 2x, x5 −−−→ 3x3 − x.

3.13 Arrêt de l’algorithme de Buchberger

Proposition 26 L’algorithme de Buchberger produit une base de Gröbner en un nombre fini
d’étapes quels que soient le système et l’ordre admissible en entrée.

La preuve de cette proposition n’est pas très facile. Elle est fond́ee sur ce qu’on appelle le
≪ lemme de Dickson≫ [13].

FIGURE 3.6 – Leonard Eugene Dickson, 1874–1954.

On se contente de l’illustrer graphiquement sur l’exemple préćedent.

66



On dessine un diagrammeà chaque fois que l’algorithme de Buchberger ajoute une nouvelle
règle de ŕeécritureà la base en construction. Sur ces diagrammes on représente l’ensemble des
termes. Il y a autant d’axes qu’il y a d’indétermińees (deux axes ici). On représente les termes de
tête des r̀egles par des disques noirs et on hachure l’ensemble des termes qui peuvent̂etre ŕeécrits
par le syst̀eme (tous les multiples des termes de tête). Initialement, les termes de tête sontx y2 et
x2 y et on a le diagramme

(y)

(x)

Ensuite l’algorithme ins̀ere une r̀egle de terme de têtey2. Le diagramme devient

(y)

(x)

Puis il ins̀ere une r̀egle de terme de têtey. Le diagramme devient

(y)

(x)

Enfin, il ins̀ere une r̀egle de terme de têtex5. Le diagramme devient
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(y)

(x)

À chaque fois qu’une nouvelle règle est introduite, l’ensemble des termes irréductibles (ceux
qui ne sont pas hachurés) se ŕetŕecit. C’est normal, puisque chaque nouvelle règle est une forme
normale (c’est–̀a–dire une combinaison linéaire de termes figurant dans la partie non hachurée).
Lorsqu’il n’y a que deux ind́etermińees, on≪ sent bien≫ qu’on ne peut pas ind́efiniment placer
ainsi des disques noirs dans les parties blanches et hachurer le quart de plan suṕerieur droit. Ce sen-
timent peut s’́ecrire de façon rigoureuse et se géńeraliser̀a un nombre quelconque d’indétermińees.
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Chapitre 4

Pgcd de polyn̂omes et calcul modulaire

Dans cette section, on développe certaines des notions abordées au d́ebut du chapitre 2. On en
déduit un algorithme efficace pour calculer le pgcd de deux polynômes en une ind́etermińee età
coefficients rationnels. Les ḿethodes utiliśees (calcul modulaire) se rencontrent en cryptographie.
Ce chapitre doit beaucoup au livre [10].

4.1 Le problème

Si F et G sont deux polyn̂omes deQ[x] avec des petits coefficients alors leur pgcdP a
géńeralement des coefficients petits, lui aussi. Par contre la taille des coefficients des restes in-
termédiaires calcuĺes par l’algorithme d’Euclide croı̂t tellementà chaque it́eration que cet algo-
rithme en devient impraticable. Voici un exemple où, pour simplifier, on a normalisé à 1 le coeffi-
cient dominant de chaque reste.

R0 = (3x− 2) (x8 + x6 − 3x4 − 3x3 − 3x2 + 2x− 5)

R1 = (3x− 2) (3x6 + 5x4 − 4x2 − 9x+ 21)

R2 = x5 − 2

3
x4 +

98

5
x3 − 196

15
x2 +

3

5
x− 2

5

R3 = x3 − 1967

2913
x2 +

494

8739
x− 296

8739

R4 = x2 − 440390801

145990173
x+

228709346

145990173

R5 = x− 2

3
·

4.2 Calcul modulaire

L’id ée consistèa ex́ecuter l’algorithme d’Euclide non plus dans l’anneauQ[x] mais dans l’an-
neau(Z/nZ)[x] où n est en entier naturel, souvent premier. Leséléments deZ/nZ sont les entiers
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pris ≪ modulon ≫ (d’où l’expression calcul modulaire) qui ne peuvent donc pas sortir de l’in-
tervalle [0, n − 1]. Toute la difficult́e consiste bien ŝur à retrouverin fine le résultat recherch́e,
c’est–̀a–dire le pgcd̀a coefficients rationnels. L’exemple préćedent est trait́e en section 4.3.1.

4.2.1 Division euclidienne, pgcd dansZ

On rappelle, pour les entiers, quelques notions déjà abord́ees pour les polyn̂omes.

Proposition 27 (division euclidienne)
Soientf et g 6= 0 deux entiers naturels. Il existe un unique couple(q, r) d’entiers naturels

tels quef = g q + r et r < g. Les entiersq et r sont appeĺes le quotient et le reste de la division
euclidienne def par g.

La proposition pŕećedente se ǵeńeralise au cas d’entiers signés. Dans ce cas, une convention
possible consistèa imposer que le couple(q, r) satisfasse :f = g q+ r, |r| < |g| etf r ≥ 0. C’est
ce que font les fonctions MAPLEiquo et irem, qui implantent le quotient et le reste de la division
euclidienne de deux entiers. Comme dans le cas des polynômes, un entierf divise un entierg si et
seulement si le reste de la division euclidienne def parg est nul.

Le pgcd de deux entiersf etg est d́efini dans la d́efinition 4, page 18. Il est d́efini au produit pr̀es
par unélément inversible deZ, c’est–̀a–dire1 et−1. On dispose pour les entiers d’un algorithme
d’Euclide et d’un algorithme d’Euclidéetendu. On ne rappelle pas les pseudo–codes qui sont
identiques̀a ceux fournis pour les polynômes. L’algorithme d’Euclidéetendu permet le calcul des
identit́es de B́ezout. La fonction MAPLE correspondante s’appelleigcdex.

igcdex (21, 49, ’u’, ’v’);
7

u, v;
-2, 1

21* u + 49 * v;
7

4.2.2 AnneauZ/nZ

Définition 26 (congruence)
Soientf , g etn 6= 0 trois entiers. On dit quef estcongruà g modulon (ou encoréequivalent

à g modulon) si n | (f − g). On le notef ≡ g mod n.

La relation de congruence modulon est une relation d’équivalence. On noteZ/nZ l’ensemble
des classes d’équivalence deZ pour cette relation. L’ensembleZ/nZ comporte exactementn
éléments (voir par exemple la figure 4.1).

Proposition 28 Sif ≡ f ′ mod n etg ≡ g′ mod n alors

f + g ≡ f ′ + g′ mod n, f × g ≡ f ′ × g′ mod n.
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FIGURE 4.1 –Z/5Z (détail)

Cette proposition a pour conséquence le principe informel suivant :dans une somme ou un
produit (modulon), on peut toujours remplacer un nombref par un nombref ′ tel quef ≡ f ′

mod n. On peut v́erifier dansZ/5Z par exemple que

1 = 6
+ +
3 = 13
‖ ‖
4 = 19

1 = 6
× ×
3 = −2
‖ ‖
3 = −12

Autre conśequence de la proposition 28 : il est possible de définir la≪ somme≫ et le≪ produit≫ de
deux classes d’équivalence modulon par (la barre signifie≪ classe d’́equivalence≫) :

f + g = f + g,

f × g = f × g.

La proposition assure que la définition est senśee, c’est–̀a–dire que la classe de la somme (ou du
produit) de deux́eléments ne d́epend que des classes et pas desélémentsf ou g choisis. L’en-
sembleZ/nZ est alors muni d’une structure d’anneau (c’est lequotientde l’anneauZ par l’un
de ses id́eauxnZ). L’ élément źero deZ/nZ est l’ensemble des multiples den. L’ élément1 est
l’ensemble des multiples den plus1. En pratique, on représente les classes d’équivalences par un
élément distingúe, appeĺe représentant canoniquede la classe. On prend souvent des représentants
positifs : Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}. On utilise aussi parfois des représentants sigńes :Z/5Z =
{0, 1, 2,−2, −1}. En MAPLE, les fonctionsmodpetmodspermettent d’obtenir l’image modulon
d’un entier dans l’une ou l’autre de ces représentations.
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4.2.3 Test d’inversibilité et calcul de l’inverse

Pour additionner, soustraire et multiplier dansZ/nZ, il suffit d’effectuer l’oṕeration dansZ sur
les repŕesentants des classes puis de prendre le représentant canonique de la classe du résultat (avec
des repŕesentants positifs, il suffit de prendre le reste de la division du ŕesultat parn). L’algorithme
d’Euclideétendu, qui calcule des identités de B́ezout, fournit un moyen d’effectuer des divisions.
En fait, il fait deux choses : il permet de tester si unélément deZ/nZ est inversible et, si c’est le
cas, il fournit l’inverse.

Proposition 29 (test d’inversibilit́e et calcul de l’inverse)
Soitu f + n v = p une identit́e de B́ezout entre deux entiersf etn 6= 0. Le pgcdp vaut1 si et

seulement sif est inversible dansZ/nZ. Si le pgcdp vaut1 alorsu = 1/f dansZ/nZ.

Preuve. L’implication ⇒ de gauchèa droite. Sip = 1 on au f + n v = 1 doncu f = 1
mod n et u = 1/f mod n. L’implication ⇐ de droiteà gauche. Dire quef est inversible
modulon, c’est dire qu’il existeu et v tels queu f + n v = 1 or le pgcdp def et den divise
tout nombre de la formeu f + n v. Si p > 1, tout nombre de la formeu f + n v est suṕerieur
à1 et doncf n’est pas inversible modulon. �

Proposition 30 L’anneauZ/nZ est un corps si et seulement sin est un nombre premier.

4.2.4 Le th́eorème chinois

Le théor̀eme chinois (on dit aussi≪ théor̀eme des restes chinois≫) résout le probl̀eme suivant :
connaissant l’imagef1 d’un entierf modulo un entiern1 et l’imagef2 du même entierf modulo
un entiern2, est–il possible de calculer l’imagef12 def modulo le produitn1×n2 ? La ŕeponse est
oui, sous ŕeserve que les entiersn1 etn2 soient premiers entre eux. La partie≪ algorithmique≫ du
théor̀eme repose sur l’algorithme d’Euclideétendu. On supposen1 et n2 premiers entre eux. Il
existe donc une identité de B́ezout :

un1 + v n2 = 1.

L’imagef12 def modulon1×n2 s’obtient par la formule suivante, qui fait intervenirf1 etf2 mais
pasf :

f12 = v n2 × f1 + un1 × f2.

Voici une formulation classique du théor̀eme chinois :

Proposition 31 (théor̀eme chinois)
Si n1 et n2 sont deux entiers premiers entre eux alors, pour toutélément(f1, f2) du produit

cartésienZ/n1Z × Z/n2Z, il existe un uniquéelémentf12 de l’anneauZ/(n1 × n2)Z équivalent
à f1 modulon1 et à f2 modulon2.
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Preuve. Comme les deux ensemblesZ/n1Z × Z/n2Z etZ/(n1 × n2)Z ont même cardinal,
il suffit de montrer qu’̀a toutélément du produit cartésien, il correspond au moins unélément
deZ/(n1 × n2)Z.
On consid̀ere un couple(f1, f2) du produitZ/n1Z×Z/n2Z. On commence par montrer qu’il
existe un entierf ∈ Z équivalent̀a f1 modulon1 et à f2 modulon2. Cet entierf est solution
du syst̀eme d’́equations suivant :

f = f1 + qqchose× n1

f = f2 + qqchose× n2

Commen1 et n2 sont premiers entre eux, il existe une identité de B́ezoutun1 + v n2 =
1 entren1 et n2. On multiplie la premìere égalit́e parv n2, la seconde parun1, et on les
additionne termèa terme en utilisant l’identité de B́ezout. On voit que le système admet des
solutions :

v n2 × f = v n2 × f1 + qqchose× n1 × n2

+ un1 × f = un1 × f2 + qqchose× n1 × n2

= f = (v n2 × f1 + un1 × f2) + qqchose× n1 × n2

Toutes ces solutions ont même image modulon1 × n2 :

f12 = v n2 × f1 + un1 × f2 mod n1 × n2.

Commev est l’inverse den2 modulon1 et queu est l’inverse den1 modulon2, on voit que
f12 estéquivalent̀af1 modulon1 et àf2 modulon2. �

L’exemple suivant montre qu’au couple(2, 4) du produit cart́esienZ/8Z×Z/21Z correspond
l’ élément130 de l’anneauZ/168Z.

f1 := 2:
f2 := 4:
n1 := 8:
n2 := 21:
igcdex (n1, n2, ’u’, ’v’);

1

f12 := v * n2* f1 + u * n1* f2 mod n1 * n2;
f12 := 130

f12 mod n1, f12 mod n2;
2, 4

L’ensembleZ/(n1 × n2)Z est un anneau. On peut munir aussi le produit cartésienZ/n1Z ×
Z/n2Z d’une structure d’anneau (appelé anneau produit) en posant que l’addition et le produit
de deux couples se font composante par composante. L’élément źero de l’anneau produit est le
couple(0, 0). L’ élément1 est le couple(1, 1). Avec cette convention, on peut montrer que l’ap-
plication qui envoie leśeléments de l’anneau quotientZ/(n1 × n2)Z sur les couples de l’anneau
produit est un homomorphisme (ou plus simplement un≪ morphisme≫) d’anneaux : l’image de la
somme (ou du produit) de deuxéléments de l’anneau quotient estégaleà la somme (ou au produit)
des images deśeléments dans l’anneau produit. Ce morphismeétablit une bijection entre les deux
anneaux. Les anneauxZ/(n1 × n2)Z etZ/n1Z× Z/n2Z sont donc isomorphes.
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4.2.5 Conversions entre rationnels et nombres modulaires

Soientf/g un nombre rationnel etn un entier tel queg ∧ n = 1. L’inverseg′ deg modulon
existe et on peut d́efinir naturellement l’image def/g modulon par :

f

g
mod n = f × g′ mod n.

L’ensembleQn des rationnelsf/g tels queg ∧ n = 1 forme un anneau : la somme et le produit
de deuxéléments deQn est encore uńelément deQn. L’application≪ modulon ≫ qui envoie les
fractions de l’anneauQn dans l’anneauZ/nZ est un morphisme d’anneaux : l’image modulon de
la somme (ou du produit) de deux fractions deQn estégaleà la somme (ou au produit) des images
des deux fractions. Par exemple, dansZ/11Z,

1/2 = −5
+ +
2/3 = −3
‖ ‖
7/6 = 3

1/2 = −5
× ×
2/3 = −3
‖ ‖
2/6 = 4

Peut–on calculer le morphisme inverse, c’est–à–dire l’ensemble des antéćedents d’uńelément de
Z/nZ pour cette application ? Cet ensemble comporte une infinité de fractions. Une variante de
l’algorithme d’Euclideétendu permet (parfois) de calculer l’une d’elles.

Proposition 32 Sia est unélément deZ/nZ alors il existe au plus un nombre rationnelf/g deQn

tel quef/g ≡ a mod n et |f |, |g| <
√

n/2.

Preuve. Si f/g = f ′/g′ mod n alorsn | (f g′ − f ′ g). Supposons de plus les valeurs
absolues des nuḿerateurs et d́enominateurs inf́erieures̀a

√

n/2. Alors |f g′ − f ′ g| < n donc
f g′ − f ′ g = 0 et les deux fractions sontégales.�

L’algorithme d’Euclideétendu, appliqúe à unélémenta deZ/nZ et à n, retourne ce ration-
nel s’il existe. Il suffit de changer la fonction en arrêtant les calculs d̀es quev3 = 0 ou que
|u3|, |u1| <

√

n/2. Si on arr̂ete parce quev3 = 0, c’est que le rationnel recherché n’existe pas.
Si on s’arr̂ete parce que|u3|, |u1| <

√

n/2, il resteà vérifier siu1 ∧ n = 1. Si c’est le cas, on
retourne la fractionf/g = u3/u1 sinon, c’est que la conversion est impossible. Cet algorithme est
dû à Paul Shyh–Horng Wang [30, 26]. Il est assez peu connu (il n’est pas implant́e en MAPLE).
Sa preuve n’est pas facile : toute la difficulté consistèa montrer que si l’algorithme ne retourne
pas de rationnel, alors ce rationnel n’existe pas. Une implantation en MAPLE est donńee en fi-
gure 4.2. Pour additionner les deux fractions ci–dessous, on peut soit le faire directement dansQ
(ou dansQn), soit prendre leur image modulo un entiern suffisamment grand, additionner les
images et les≪ remonter≫ en rationnels par l’algorithme de Wang. On obtient le même ŕesultat.

n := 65521:
a := 2/7:
b := -8/13:
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wang := proc (a, n)
local u, v, q;
u := [1, 0, a];
v := [0, 1, n];
while v[3] <> 0 and (u[3]ˆ2 >= n/2 or u[1]ˆ2 >= n/2) do

q := iquo (u[3], v[3]);
u, v := v, u - q * v

od;
if u[3]ˆ2 < n/2 and u[1]ˆ2 < n/2 and igcd (u[1], n) = 1 then

u[3]/u[1]
else

error ("rational does not exist")
fi

end:

FIGURE 4.2 – Une implantation en MAPLE de l’algorithme de Wang.

a+b;
-30
---
91

wang (a+b mod n, n);
-30
---
91

4.3 Application du calcul modulaire au pgcd de deux polyn̂omes

4.3.1 Une premìere méthode, pŕesent́ee sur un exemple

On illustre l’idée sur l’exemple introductif. On choisit un nombre premiern et on applique l’al-
gorithme d’Euclide aux deux polynômesR0 etR1 dans(Z/nZ)[x]. Les coefficients des polynômes
sont pris modulon : ils ne peuvent pas dépassern − 1. Les divisions euclidiennes effectuées par
l’algorithme d’Euclide ne posent pas de difficulté puisque,n étant premier,Z/nZ est un corps :
il suffit d’utiliser l’algorithme d’Euclideétendu (dansZ) pour inverser le coefficient dominant du
polynôme par lequel on divise. Voici la suite des restes calculés pourn = 101 (des repŕesentants
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positifs sont pris̀a partir deR2). On n’a pas normaliśe les coefficients dominants des restes.

R0 = (3x− 2) (x8 + x6 − 3x4 − 3x3 − 3x2 + 2x− 5)

R1 = (3x− 2) (3x6 + 5x4 − 4x2 − 9x+ 21)

R2 = 32x5 + 46x4 + x3 + 33x2 + 100x+ 68

R3 = 11x3 + 33x2 + 93x+ 51

R4 = 60x2 + 17x+ 63

R5 = 27x+ 83

On obtient le pgcd deR0 et deR1 dansQ[x] en appliquant l’algorithme de Wang sur les coefficients
deR5 :

n := 101:
wang (27, n) * x + wang (83, n);

7 x
--- - 7/6

4

4.3.2 Ce que cache l’exemple

L’exemple pŕećedent fonctionne parfaitement pour deux raisons :

1. le pgcd deR0 et deR1 calcuĺe modulo101 est l’image modulo101 du pgcd dansQ[x] ;

2. le nombre premier101 est suffisamment grand par rapport aux coefficients1 et2/3 du pgcd
dansQ[x].

Aucun de ces deux points n’est assuré dans le cas ǵeńeral. Le premier est appelé le≪ probl̀eme du
degŕe ≫ ; le second, le≪ probl̀eme du coefficient initial≫.

4.3.3 Nombres premiers malchanceux

C’est parce que l’application≪ modulon ≫ est un morphisme de l’anneauQn dansZ/nZ et
que les coefficients dominants des restes calculés par l’algorithme d’Euclide sont tous non nuls
modulo101 que le pgcd deR0 et deR1 calcuĺe modulo101 est l’image modulo101 du pgcd
dansQ[x]. Ainsi, sur l’exemple, les degrés des restes ne déǵeǹerent pas modulo101. Mais pour
certains nombres premiersn, appeĺes≪ premiers malchanceux≫, il peut y avoir d́eǵenerescence.
Dans ce cas, le pgcd calculé modulon est de degŕe différent du pgcd calculé dansQ[x]. C’est ce
qu’illustrent les exemples ci–dessous :

Gcd (R[0], R[1]) mod 3;
1

Gcd (R[0], R[1]) mod 5;
2

x + 3 x + 2
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Gcd (R[0], R[1]) mod 17;
3 2

x + 15 x + x + 10

Remarquer le≪ G ≫ majuscule de la fonction≪ Gcd≫, qui fait que le pgcd est calculé modulon.
Avec un≪ g ≫ minuscule, on obtiendrait l’image modulon du pgcd dansQ[x].

4.3.4 Pgcd dansZ[x]

L’anneauZ[x] des polyn̂omesà coefficients entiers est un anneau factoriel. La notion de pgcd
(définition 4) y est bien d́efinie. SiF etG sont deux polyn̂omesà coefficients entiers, il est possible
de les consid́erer soit comme deśeléments deZ[x] soit comme deśeléments deQ[x]. On peut
montrer que les pgcd deF etG dansZ[x] sont des pgcd deF etG dansQ[x]. La réciproque est
fausse. Sanŝetre bien difficile, l’affirmation ci–dessus n’est pas absolumentévidente. Elle repose
sur la proposition suivante.

Proposition 33 Tout polyn̂ome irŕeductible deZ[x] est irréductible dansQ[x].

Preuve. C’est un corollaire d’un th́eor̀eme de Gauss. Voir [11, Théor̀eme 7.19].�

On voit donc que pour calculer le pgcd de deux polynômesF etG deQ[x], il est possible de
chasser les d́enominateurs de leurs coefficients et de calculer le pgcd dansZ[x] des deux polyn̂omes
ainsi obtenus. Ońevite ainsi de consid́erer le probl̀eme des fractions dont les dénominateurs
ne seraient pas inversibles modulon. La propríet́e élémentaire suivante est la clef de nombreux
probl̀emes.

Proposition 34 SoientF et G deux polyn̂omes deZ[x] et P leur pgcd. Le coefficient dominant
deP divise le coefficient dominant deF et celui deG.

4.3.5 Le probl̀eme du degŕe

SoientF et G deux polyn̂omesà coefficients entiers etP leur pgcd dansZ[x]. Soientn un
nombre premier etPn le pgcd deF etG calcuĺe dans(Z/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant dePn estégalà 1. Pour ŕesoudre le problème du degŕe, l’idée consistèa
choisirn de telle sorte que le degré dePn soit suṕerieur ouégal au degŕe deP . CommeP est le
polynôme de plus grand degré qui diviseà la foisF etG, on pourra d́etecter les nombres premiers
malchanceux en testant siF etG sont divisibles ou pas par le polynôme deZ[x] déduit dePn.

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 34.

Proposition 35 Sin ne divise pas le coefficient dominant deF ou celui deG alors le degŕe dePn

est suṕerieur ouégal au degŕe deP .
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Preuve. P diviseF etG donc1 (P mod n) divise(F mod n) et (G mod n). Par conśe-
quent,(P mod n) divise leur pgcdPn et deg(P mod n) ≤ degPn. Le coefficient domi-
nantp deP divise le coefficient dominantf deF et celuig deG. Commen ∤ f oun ∤ g, on a
n ∤ p etdegP = deg(P mod n). �

Proposition 36 Si n ne divise pas le coefficient dominant deF ou celui deG et siPn et P ont
même degŕe alors il existea ∈ Z/nZ tel queP mod n = aPn.

Preuve. C’est une variante de la preuve préćedente.�

Proposition 37 Les nombres premiers tels quedegPn 6= degP (nombres premiers≪ malchan-
ceux≫) sont en nombre fini.

Preuve. Les nombres premiers malchanceux sont des nombres premiers qui font déǵeńerer
l’un des coefficients dominants de la suite des restes calculés par l’algorithme d’Euclide dans
l’anneauQ[x]. Ils sont donc en nombre fini.�

4.3.6 Le probl̀eme du coefficient dominant

SoientF et G deux polyn̂omesà coefficients entiers etP leur pgcd dansZ[x]. Soientn un
nombre premier etPn le pgcd deF etG calcuĺe dans(Z/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant dePn estégalà1.

Pour pouvoir appliquer l’algorithme de Wang surPn, il suffit de disposer d’une borne sur les
coefficients deP (proposition 32). En voici une, duèa Edmund Landau [18] età Maurice Mignotte
[20]. Voir [21, pages 158–169] ou [29, Corollary 6.33].

Définition 27 On appellehauteurd’un polyn̂omeP à coefficients entiers le maximum des valeurs
absolues de ses coefficients. On la noteH(P ).

En MAPLE, la fonctionmaxnormretourne la hauteur d’un polynôme.

Proposition 38 (borne de Landau et Mignotte)
SoientF etG deux polyn̂omes deZ[x]. SiF diviseG alors

H(F ) <
√

1 + degG× 2degG ×H(G).

On remarque que la hauteur deP peut fort bienêtre suṕerieureà celles deF et G (exemple
deF = x3 + x2 − x − 1 et G = x4 + x3 + x + 1 qui ont pour pgcdP = x2 + 2x + 1). En
fait, la borne de Landau et Mignotte permet d’éviter totalement l’algorithme de Wang. La clef
vient de la proposition 34 : si on multipliePn par le pgcdp des coefficients dominants deF et
deG, on obtient un polyn̂omepPn qui est l’image dans(Z/nZ)[x] deP à un facteurentier(donc

1. L’application≪ modulon ≫ est un morphisme de l’anneauZ[x] dans l’anneau(Z/nZ)[x] : elle envoie un
produit sur un produit.
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non fractionnaire) pr̀es. Pour effectuer la remontée dansZ[x], il suffit de prendre des représentants
sigńespour les classes d’équivalence deZ/nZ ainsi qu’un nombre premiern tel que

n > 2× p×min
(√

1 + degF × 2degF ×H(F ),
√

1 + degG× 2degG ×H(G)
)

.

Reprenons l’exemple de la section 4.3.1. D’après la borne de Landau et Mignotte, il suffit de
prendre un nombre premier supérieur ouégalà 175961 or n = 101 suffit. La borne de Landau et
Mignotte est en fait souvent pessimiste.

p := igcdex (lcoeff (R[0]), lcoeff (R[1]));
p := 3

b0 := sqrt (degree (R [0]) + 1) * 2ˆdegree (R [0]) * maxnorm (R [0]);
1/2

b0 := 9728 10

b1 := sqrt (degree (R [1]) + 1) * 2ˆdegree (R [1]) * maxnorm (R [1]);
1/2

b1 := 20736 2

nextprime (ceil (2 * p * min (b0, b1)));
175961

On effectue la remontée dePn = x + 33 dansZ[x] de la façon suivante. Sur l’exemple, on a
obtenuP . En ǵeńeral, on n’obtient seulement qu’un multiple du pgcd.

> ‘mod‘ := mods;
mod := mods

> p * (x + 33) mod n;
3 x - 2

4.3.7 Un algorithme pour la premìere méthode

Il reste quelques d́etails mineurs̀a ŕegler dus au fait queF et G peuvent avoir un facteur
commun entier.

Définition 28 SoitF un polyn̂ome deZ[x]. On appellecontenudeF le pgcd de ses coefficients.
La partie primitivedeF s’obtient en divisantF par son contenu. Un polynôme dont le contenu
vaut1 est ditprimitif .

Les fonctions MAPLEcontentetprimpartpermettent d’obtenir le contenu et la partie primitive
d’un polyn̂omeà coefficients entiers.

Proposition 39 Le pgcd de deux polynômes primitifs est un polynôme primitif.

Preuve. C’est une forme du≪ lemme de Gauss≫. Voir [11, prop. 7.18] ou [10, Sect. 4.1.2].
�
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Proposition 40 SiF etG sont deux polyn̂omes alors

F ∧G = (contenuF ∧ contenuG)× (partie primitiveF ∧ partie primitiveG).

Preuve. C’est une variante de la proposition préćedente.�

La fonction donńee en figure 4.3 retourne un pgcdP de deux polyn̂omesF0 etG0 deZ[x]. Ce
pgcd est aussi bien un pgcd dansZ[x] que dansQ[x]. La fonction s’arr̂ete parce que les nombres
premiers malchanceux sont en nombre fini.

function pgcd(F0, G0)
begin
p0 := contenu(F0) ∧ contenu(G0)
F := partie primitive(F0)
G := partie primitive(G0)
p1 := coefficient dominant(F ) ∧ coefficient dominant(G)
do
n := un nouveau nombre premier supérieurà (on remarque quen ne divise pasp1) :

2× p1 ×min
(√

1 + degF × 2degF ×H(F ),
√
1 + degG× 2degG ×H(G)

)

Pn := (F mod n) ∧ (G mod n) unitaire, calcuĺe dans(Z/nZ)[x]
P ′ := (p1 Pn) mod n (prendre des représentants sigńes)
P ′ := partie primitive(P ′) (P ′ est vu comme un polyn̂ome deZ[x])

while P ′ ne divise pasF ouP ′ ne divise pasG dansZ[x]
return p0 P

′

end

FIGURE 4.3 – Calcul du pgcd de deux polynômes par une ḿethode modulaire.

4.3.8 Une seconde ḿethode, fond́ee sur le th́eorème chinois

L’id ée consistèa calculer plusieurs pgcd dans(Z/nZ)[x], pour différentes valeurs den et à
les combiner entre eux avec le théor̀eme chinois. Dans un langage de programmation traditionnel,
on choisirait des nombres premiers d’une taille inférieureà celle d’un mot machine (inférieureà
32 bits sur une machine disposant d’une arithmétique ĉabĺee sur 32 bits). On ne combine par le
théor̀eme chinois que des pgcd modulaires de même degŕe. On choisit des nombres premiers qui
ne divisent pas le coefficient dominant deF ou celui deG de façonà s’assurer que les degrés des
pgcd modulaires soient supérieurs ouégauxà ceux deP . Dans le cas de deux pgcd modulaires
de degŕes diff́erents, on est donc certain que celui de plus grand degré correspond̀a un nombre
premier malchanceux et on l’oublie. On testeà chaque tour si on a obtenu le pgcd recherché par
un test de division exacte dansZ[x] des polyn̂omesF et G. On n’utilise donc pas la borne de
Landau et Mignotte. La fonction donnée en figure 4.4 retourne un pgcdP de deux polyn̂omesF0

et G0 deZ[x]. Ce pgcd est aussi bien un pgcd dansZ[x] que dansQ[x]. Les calculs s’arr̂etent
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parce que les nombres premiers malchanceux sont en nombre fini. Les nombres premiersn choi-
sis sont multiplíes entre eux dans la variablem. Pour chacun de ces nombres premiers, un pgcd
modulairePn est calcuĺe. La variablePm contient le ŕesultat de la combinaison, par le théor̀eme
chinois, des pgcd modulairesPn. La variableP contient un polyn̂ome deZ[x] correspondant̀aPn.
L’algorithme d́etecte tr̀es rapidement les polynômes premiers entre eux.
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function pgcd(F0, G0)
begin
p0 := contenu(F0) ∧ contenu(G0)
F := partie primitive(F0)
G := partie primitive(G0)
p1 := coefficient dominant(F ) ∧ coefficient dominant(G)
n := un nombre premier qui ne divise pasp1
Pn := (F mod n) ∧ (G mod n) unitaire, calcuĺe dans(Z/nZ)[x]
if Pn = 1 then

return p0
fi
m := n
Pm := Pn

P := partie primitive((p1 Pm) mod m)
(utiliser des repŕesentants sigńes pour le calcul modulaire, calculer le contenu dansZ[x])

while P ne divise pasF ouP ne divise pasG dansZ[x] do
n := un nouveau nombre premier qui ne divise pasp1
Pn := (F mod n) ∧ (G mod n) unitaire, calcuĺe dans(Z/nZ)[x]
if Pn = 1 then

return p0
elif degPn < degPm then
m := n
Pm := Pn

P := partie primitive((p1 Pn) mod n)
elif degPn = degPm then
r := n×m
calculer avec le th́eor̀eme chinoisPr ∈ (Z/rZ)[x] tel que
Pr = Pn mod n
Pr = Pm mod m

m := r
Pm := Pr (noter quePr est unitaire)
P := partie primitive((p1 Pm) mod m)

fi
od
return p0 P

end

FIGURE 4.4 – Calcul du pgcd de deux polynômes gr̂ace au th́eor̀eme chinois.
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Deuxième partie

Application des méthodes

83



Chapitre 5

Analyse topologique de courbes implicites
planes

Ce chapitre d́etaille une ḿethode de traće de courbe impliciteP (x, y) = 0 où P est un po-
lynôme en deux ind́etermińees età coefficients rationnels. La ḿethode effectue une≪ analyse
topologique≫ de la courbe dans le sens où elle commence par déterminer tous les points critiques
c’est–̀a–dire, en quelque sorte, les points de la courbe≪ où il se passe quelque chose≫. La méthode
décrite dans ce chapitre ne s’applique qu’aux courbes planes, c’est–̀a–dire aux courbes définies par
des polyn̂omes en deux ind́etermińees. De façon indirecte, il est cependant possible de l’utiliser
pour l’analyse topologique et le tracé de surfaces implicitesP (x, y, z) = 0 enétudiant les projec-
tions des surfaces le long des trois axes. La méthode d́ecrite est aussíelémentaire que possible (on
décrit un algorithme de principe) : elle ne s’appuie que sur les méthodes d́ecrites dans les autres
chapitres. Tous les calculs effectués sont exacts.

L’exemple de la figure 5.1 montre deux tracés de la courbeP (x, y) = 0 où P (x, y) est d́efini
ci–dessous. La courbe comporte huit points critiques : cinqpoints singuliers (òu elle se coupe elle–
même) et trois points̀a tangente verticale non singuliers. Le tracé de le plus pŕecis aét́e obtenu par
la méthode d́evelopṕee dans ce chapitre. L’autre aét́e obtenu par la fonction MAPLEimplicitplot,
en gardant la précision par d́efaut. Quelle que soit la précision demand́ee, le traće produit par
implicitplot ne rend pas compte de la topologie de la courbe au voisinage des points critiques
singuliers (ceux òu la courbe se coupe elle–même). Le traće fourni parimplicitplot est toutefois
produit beaucoup plus rapidement que l’autre.

P (x, y) = (2 y3 − (3x− 3) y2 − (3x2 − 3x) y − x3)

((

x+
1

2

)2

+
y2

100
− 1

4

)

5.1 Points critiques

On consid̀ere une courbe d́efinie par l’́equationP (x, y) = 0 où P ∈ Q[x, y] est un polyn̂ome.
On appellepoint de la courbetout point(x, y) ∈ R2 solution de l’́equation.
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FIGURE 5.1 – La m̂eme courbe, traćee avec la ḿethode d́ecrite dans ce chapitre (à gauche) et avec
la fonction implicitplot de MAPLE (̀a droite). Le calcul de la courbe de gauche a nécessit́e un
calcul de base de Gröbner,96 appelsà une fonction d’isolation de racines réelles et541 appelsà
une fonction d́eterminant le pgcd de deux polynômes deQ[x].

Définition 29 Un point de la courbe est ditcritique s’il annule la d́erivée partielle deP par
rapport à y, c’est–̀a–dire s’il est solution du système d’́equations

P (x, y) = 0,
∂P

∂y
(x, y) = 0.

Un point de la courbe est ditsinguliers’il est critique et s’il annule, de plus, la dérivée partielle
deP par rapportà x. Un point de la courbe qui n’est pas critique est ditrégulier.

Les points singuliers sont les points où il n’existe pas de tangenteà la courbe. Ce sont les points
où la courbe se coupe elle–même, les points de rebroussement etc . . . Les points critiques qui ne
sont pas singuliers sont les points de la courbeà tangente verticale. Les points singuliers sont des
points solutions d’un système de troiśequations̀a deux inconnues. Une courbeP (x, y) = 0 obte-
nue en choisissantP ≪ au hasard≫ n’a donc pas de points singuliers. Il est parfois utile d’effectuer
un changement de repère (une rotation des axes par exemple) avant d’effectuer l’analyse topolo-
gique d’une courbe. Les points critiques non singuliers (ceux à tangente verticale) sont alors en
géńeral envoýes sur des points̀a tangente non verticale : ils deviennent réguliers. Par contre, les
points singuliers restent singuliers.

5.2 Principe de l’algorithme

Le sch́ema d’algorithme est d́ecrit figure 5.2. Fondamentalement, il applique le principesui-
vant :
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Principe 1 Un point ŕegulier est connecté à exactement un pointà droite et un point̀a gauche.

function tracé de courbe(P )
P est un polyn̂ome non nul deQ[x, y]
On suppose que les points critiques ont des abscisses toutesdifférentes et que la courbe
n’admet pas d’asymptote verticale

begin
Étape 1

Déterminer tous les points critiques de la courbe
Étape 2 : tirer une droite verticale aléatoire entre deux points critiques consécutifs

Soientx1 < · · · < xn les abscisses des points critiques
Choisir des rationnelsa1, . . . , an+1 tels quea1 < x1 < a2 < x2 < · · · < an < xn < an+1

Pour chaque rationnelai, déterminer tous les points de la courbe d’abscisseai. Ces points
sont ŕeguliers.

Étape 3 : tirer une droite verticale passant en chaque point critique
Pour chaque point critique(xi, yi), déterminer tous les autres points de la courbe d’abs-
cissexi. Ces points sont réguliers.

Étape 4 : connecter les points
Consid́erer les droites verticales de gaucheà droite, les unes après les autres. Connecter
chaque point d’une droitèa ceux de la suivante en appliquant le principe 1 et en faisant
en sorte que les segments de droites ainsi définis ne se coupent pas.

return l’ensemble des segments de droites obtenus
end

FIGURE 5.2 – Principe de l’algorithme de tracé de courbes implicites

Le probl ème des asymptotes verticales.Il est facile de d́etecter l’existence d’une asymptote
verticale en utilisant la proposition 41 et un algorithme d’isolation de racines réelles. Au cas òu
une telle asymptote existe, il suffit d’effectuer un changement de variables≪ aléatoire≫

(
x
y

)

= M

(
x̄
ȳ

)

en choisissant une matriceM de dimension2 × 2 inversible. Les asymptotes verticales sont alors
envoýees sur des asymptotes quelconques.À la fin de l’étape4, il ne reste plus qu’à effectuer le
changement de variables inverse sur les extrémit́es des segments de droites calculés pour obtenir
le bon traće.

Proposition 41 SoientP (x, y) = ad(x) y
d + · · · + a1(x) y + a0 un polyn̂ome non nul deQ[x, y]

etad(x) ∈ Q[x] son coefficient dominant vis–à–vis de l’ind́etermińeey.
La courbe d́efinie parP (x, y) = 0 admet une tangente verticale enx = α si et seulement siα

est racine du polyn̂omead.
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Détermination des points critiques. Il s’agit de calculer les źeros ŕeels du syst̀eme d’́equations
donńe dans la d́efinition 29. Ce cours ne présente qu’une seule méthode pour cela, qui débute par
le calcul d’une base de Gröbner de l’id́eal engendŕe par ce système (l’id éal des points critiques)
pour l’ordre lexicographique òu y > x. Dans le cas d’unéequation tiŕee au hasard, cette base est
sous forme ŕesolue (d́efinition 25) et a donc la forme

F (x) = 0, y = G(x)

où F et G sont deux polyn̂omes deQ[x]. Il suffit alors d’appliquer un algorithme d’isolation de
racines ŕeelles sur l’́equation aux abscissesF (x) = 0 et de reporter les intervalles d’isolation
dans le polyn̂omeG pour obtenir les ordonńees. Le cas òu la base n’est pas sous forme résolue se
résout aussi, mais au moyen de méthodes ou de th́eor̀emes qui sortent du cadre de ce cours. On se
contentera de les esquisser en présentant quelques heuristiques.

Le probl ème des points critiques qui ont m̂eme abscisse. Si la base de Gröbner de l’id́eal des
points critiques est sous forme résolue alors tous les points critiques ont des abscisses distinctes.

Tirer une droite verticale al éatoire entre deux points critiques conśecutifs. Pour pouvoir
déterminer les rationnelsai dans tous les cas, il suffit juste de s’assurer que les intervalles qui
isolent les abscisses de deux points critiques consécutifs ont des extrémit́es distinctes. Pour dé-
terminer les ordonńees des points de la courbe d’abscisseai, il suffit de calculer les racines du
polynômeP (ai, y) ∈ Q[y] obtenu en substituantai à x dansP . Cela peut se réaliser au moyen
d’un algorithme d’isolation de racines réelles. Attention au fait que ce polynôme peut admettre des
facteurs carŕes.

Tirer une droite verticale passant par chaque point critique. C’est la partie difficile de l’al-
gorithme. En principe, il suffit de résoudre le polyn̂omeP (xi, y) ∈ R[y] obtenu en substituant
l’abscissexi d’un point critiqueà l’indétermińeex dansP or, cette abscisse n’est pas un rationnel
en ǵeńeral mais un nombre algébrique d́efini par unéequationF (x) = 0 dont il est racine plus un
intervalle d’isolation. L’algorithme de Vincent–Collins–Akritas s’applique encore dans ce cas–ci
mais les signes des coefficients vontêtre plus difficiles̀a d́eterminer.

Connecter les points. Chaque paire de droites verticales consécutives ne comporte qu’un point
critique (au plus un, si on tire plusieurs droites verticales entre deux points critiques pour affi-
ner le dessin). Le principe 1 et l’exigence que deux segmentsde droite ne peuvent pas se couper
définissent donc l’unique façon de connecter les points entre eux. Deux segments de droite ne
peuvent pas se couper parce que leur point d’intersection impliquerait l’existence d’un point cri-
tique de la courbe non répertoríe. C’est ce raisonnement–là qui ne se ǵeńeralise pas aux courbes
dans l’espace.
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5.3 Détermination des points de la courbe qui ont m̂eme abs-
cisse qu’un point critique

Onétudie la courbe implicite planeP (x, y) = 0. On suppose donnés la base de Gröbner ŕeduite
sous forme ŕesolue de l’id́eal des points critiques de la courbe (avecF sans facteurs carrés) :

F (x) = 0, y = G(X)

ainsi qu’un intervalleA isolant une racine réelleα deF c’est–̀a–dire l’abscisse d’un point critique
de la courbe. On suppose que la bandeA× R contient exactement un point critique.

On se pose le problème d’isoler les racines réelles du polyn̂omeP (α, y), en une ind́etermińeey
et à coefficients dans1 Q(α). Ces racines sont les ordonnées des points de la courbe d’abscisseα.
L’une exactement de ces ordonnées est l’ordonńee d’un point critique de la courbe. On veut savoir
laquelle (cf. les arguments utilisés pour connecter les points).

En pratique, on travaille sur le polynômeP (x, y) vu comme un polyn̂ome eny et à coeffi-
cients dans les polynômes enx. Le symbolex n’est plus une ind́etermińee. Il d́esigne le nombre
algébrique ŕeelα. On commence par effectuer un changement de variable qui place l’originey = 0
en l’ordonńee du point critique. On pose pour cela

(
x̄
ȳ

)

=

(
x

y −G(x)

)

ou, ce qui revient au m̂eme
(

x
y

)

=

(
x̄

ȳ +G(x̄)

)

.

On d́efinit le polyn̂ome
P̄ (x̄, ȳ) =

def
P (x̄, ȳ +G(x̄)).

Le polyn̂omeP̄ est un polyn̂ome en une ind́etermińeeȳ. Le symbolēx désigne le nombre algébrique
réelα. Le polyn̂omeP̄ admetȳ = 0 pour racine. Cette racine correspondà l’ordonńee du point
critique. Les racines réelles ńegatives dēP correspondent aux ordonnées des points réguliers sitúes
en dessous du point critique. Les racines réelles positives dēP correspondent aux ordonnées des
points ŕeguliers sitúes au dessus du point critique. La question de distinguer le point critique des
points ŕeguliers est donc résolue. Il suffit donc d’isoler les racines réelles positives dēP (les ra-
cines ŕeelles ńegatives dēP sont les oppośees des racines réelles positives dēP (x̄, −ȳ)) puis de
proćeder au changement de variables inverse pour résoudre notre problème. Supprimons les barres
pour alĺeger les notations et notons

P̄ (x̄, ȳ) = P (x, y) = ad(x) y
d + · · ·+ a1(x) y + a0.

On isole les racines réelles positives deP en appliquant l’algorithme de Vincent–Collins–Akritas.
La borne de Cauchy s’applique. La division parad(x) est simple puisque ce coefficient est non nul

1. On noteQ(α) le plus petit corps contenant le corps des nombres rationnels et le nombreα. Si α ∈ Q alors
Q(α) = Q sinon on aQ ( Q(α) ( R.
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(on s’en est assuré à uneétape pŕećedente en v́erifiant l’absence d’asymptotes verticales pour la
courbe). La seule difficulté consistèa d́eterminer le signe des coefficientsai (et plus ǵeńeralement,
de tous les coefficients produits par les différents changements de variables) pour pouvoir appliquer
la règle des signes de Descartes.

Comment d́eterminer le signe des coefficientsai ? À partir de ce paragraphe, il est utile de dis-
tinguer le coefficientai, vu comme un ŕeel, de ce m̂eme coefficient, mais vu comme un polynôme.
Dans le premier cas, on noteraai(α). Dans le second, on noteraai(x). Supposons pour simplifier
que le ŕeelai(α) soit non nul. Il suffit, pour d́eterminer son signe, d’évaluer le polyn̂omeai(x) en
l’intervalle A qui isoleα, par des ḿethodes d’arithḿetique par intervalles. Si l’intervalle résultat
ne contient pas źero, le signe est d́etermińe, sinon il suffit de raffiner l’intervalle d’isolationA en se
servant de l’́equation aux abscissesF (x) = 0 et de recommencer. Comme on a supposéai(α) 6= 0,
les calculs finissent par s’arrêter.

Mais comment s’assurer queai(α) 6= 0 ? Il suffit de calculer le pgcdH(x) des polyn̂omesF (x)
et ai(x) et d’isoler les racines deH(x) qui sont incluses dansA. En raffinant tour–̀a–tour l’inter-
valle A et les intervallesA1, . . . , At isolant les racines deH(x), on peut toujours se ramener au
cas òu il existe au plus un intervalleAk inclus dansA et òu tous les autres intervallesAℓ sont
disjoints deA. S’il n’existe aucun intervalleAk inclus dansA alorsai(α) 6= 0 sinon, la racine
deH(x) isolée parAk est exactementα (en d’autres termes, on aai(α) = 0) si et seulement si le
polynômeH(x) change de signe aux bornes deA.

On remarque pour finir que cas où H(x) 6= 1 est rarissime. Dans ce cas, une factorisation
deF (x) est exhib́ee et il est possible de scinder la base de Gröbner de l’id́eal des points critiques
en deux bases de Gröbner plus petites. Pouréviter de passer trop de tempsà calculer inutilement
le pgcdH(x), il est possible de commencer par parier queai(α) 6= 0, d’évaluer le polyn̂omeai(x)
en l’intervalleA et de ne proćeder au test côuteux de nullit́e que dans le cas où le signe deai(α)
n’a pas pûetre d́etermińe en un nombre d’it́erations fix́e heuristiquement̀a l’avance.

5.4 Exemple

À titre d’exemple, on s’int́eressèa la courbeP (x, y) = 0 suivante. Il s’agit de la ŕeunion d’un
cercle centŕe sur l’origine et de la première bissectrice (figure 5.3) :

P (x, y) = (x2 + y2 − 1) (y − x) (5.1)

On commence par calculer la base de Gröbner ŕeduite de l’id́eal des points critiques. Il se trouve
que l’équation aux abscisses admet un facteur carré. On la transforme en uneéquatiońequivalente
sans facteur carré et on relance l’algorithme de Buchberger pour simplifier l’autre polyn̂ome.

P := (xˆ2 + yˆ2 - 1) * (y-x);
2 2

P := (x + y - 1) (y - x)

# L’id éal des points critiques

base := gbasis ([P, diff (P,y)], plex (y,x));
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FIGURE 5.3 – Repŕesentation sch́ematique de la courbe définie par le polyn̂ome (5.1). La courbe
comporte quatre points critiques. Neuf lignes verticales ont ét́e tirées pour effectuer ce dessin. Les
coordonńees des points sont détermińees±10−1.

4 2 6 3 5
base := [-8 x + 5 x - 1 + 4 x , y - x - x + 2 x ]

factor (base [1]);
2 2

(x - 1) (x + 1) (2 x - 1)

base := gbasis ([ quo (base [1], gcd (base [1], diff (base [1], x)), x),
base [2] ], plex (y,x));

4 2 3
base := [2 x - 3 x + 1, y + 2 x - 2 x]

# L’ équation aux abscisses
F := factor (base [1]);

2
F := (x - 1) (x + 1) (2 x - 1)

# La seconde équation s’ écrit y = G(x)
G := factor (solve (base [2], y));

G := -2 x (x - 1) (x + 1)

Il y a quatre points critiques : deux points singuliers de coordonńeesx = y = ±
√
2/2 et

deux points̀a tangente verticales d’abscissesx = ±1. On s’int́eresse au point singulier d’abscisse
α =

√
2/2. On commence par calculer le polynômeP̄ en proćedant au changement de variables

décrit plus haut (on omet les barres pour plus de lisibilité). On remarque que le changement de
variables est ǵeńerique dans le sens où il ne d́epend pas deα. Le polyn̂omeP̄ est compliqúe. On
le simplifie en remplaçant chacun de ses coefficients par sa forme normale vis–̀a–vis de la base de
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Gröbner. Cela ne change pas le signe des coefficients. On effectue tous les calculs de forme normale
d’un coup, en proćedantà un simple calcul de reste de division euclidienne par le polynômeF .

# Changement de variable
Pbar := subs (y = y + G, P);

2 2
Pbar := (x + (y - 2 x (x - 1) (x + 1)) - 1) (y - 2 x (x - 1) (x + 1) - x)

# On remplace chaque coefficient par sa forme normale
Pbar := rem (Pbar, F, x);

3 3 2 2
Pbar := y - 6 x y + 5 y x

Pbar := collect (Pbar, y);
3 3 2

Pbar := y + (-6 x + 5 x) y

Le polyn̂ome P̄ admety = 0 pour racine (double). Cette racine correspondà l’ordonńee du
point critique. On remarque que là aussi, le calcul est géńerique : il ne d́epend pas de la valeur deα.
Supposons maintenant queα ≃ 0.707 soit isoĺe dans l’intervalleA = ]1/2, 9/10[. On cherche les
points ŕeguliers sitúes au–dessus de lui. L’évaluation enA du coefficient dey2 ne permet pas de
décider du signe de ce coefficient. Raffinons cet intervalle enA = ]7/10, 8/10[. L’ évaluation du
coefficient sur cet intervalle prouve cette fois que le coefficient est positif. Le nombre de variations
de signe dēP (α, y) est nul. La courbe n’admet donc aucun point d’abscissex = α situé au–dessus
du point critique.

subs_i (x = [1/2, 9/10], coeff (Pbar, y, 2));
-937

[----, 15/4]
500

subs_i (x = [7/10,8/10], coeff (Pbar, y, 2));
107 971

[---, ---]
250 500

On cherche les points réguliers sitúes en dessous du point critique. On s’intéresse donc aux racines
réelles positives du polynômeP̄ (α, −y). Le nombre de variations de signe de ce polynôme est1.
On en conlut que la courbe admet exactement un point régulier en dessous du point critique.

Pbar := subs (y = -y, Pbar);
3 3 2

Pbar := -y + (-6 x + 5 x) y
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Troisi ème partie

Annexes

92



Chapitre 6

La méthode de Newton

Dans ce chapitre, on présente la ḿethode nuḿerique de ŕesolution d’́equations la plus utiliśee :
la méthode de Newton.

6.1 Uneéquation en une variable

On consid̀ere unéequation en une variableF (x) = 0. On cherchèa calculer une approxima-
tion x̄ d’une racine de l’́equatioǹa partir d’une premìere estimationa.

FIGURE 6.1 – Isaac Newton en 1726 (1643–1727)

La méthode de Newton consisteà calculer une suite de points(xn) à partir dea en esṕerant
que la suite converge vers̄x.

x0 = a, xn+1 = xn −
F (xn)

F ′(xn)
·

On arr̂ete les calculs d̀es que|F (xn)| < ε où ε est un ŕeel positif fix́e à l’avance. Graphiquement,
xn+1 est donńe par l’intersection de l’axe desx avec la tangentèa la courbe en(xn, F (xn)).
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xnxn+1

x̄

tangente

corde

graphe deF

FIGURE 6.2 – Repŕesentation graphique de la méthode de Newton en une variable.

6.1.1 Justification

Soientx̄ une racine deF (x) = 0 etxn un ŕeel proche dēx. Notonsh la différencēx − xn de
telle sorte quēx = xn+h. Alors, en appliquant la formule du développement limit́e deF (x) enxn

on obtient :
0 = F (x̄) = F (xn + h) = F (xn) + hF ′(xn) + · · ·

Commeh est petit, on ńeglige les termes cachés dans les points de suspension et on trouve :

F (xn) + hF ′(xn) ≃ 0

et donch ≃ −F (xn)/F
′(xn). En reportant cette relation dans la formulex̄ = xn + h on trouve

une approximation dēx qu’on prend comme valeur pourxn+1 :

xn+1 = xn −
F (xn)

F ′(xn)
·

6.1.2 Exemple

On applique la ḿethode de Newton pour calculer la racine positive de l’équationx2 − 4 = 0,
c’est–̀a–dire le nombre2. On prend pour valeur initialex0 = 3.

Digits := 30:
F := x -> xˆ2 - 4;

2
F := x -> x - 4

Fprime := D(F);
Fprime := x -> 2 x

x[0] := 3.:
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for n from 0 to 4 do
x[n+1] := x[n] - F(x[n])/Fprime(x[n])

od;
x[1] := 2.16666666666666666666666666667

x[2] := 2.00641025641025641025641025641

x[3] := 2.00001024002621446710903579913

x[4] := 2.00000000002621440000017179869

x[5] := 2.00000000000000000000017179869

La vitesse de convergence est impressionnante : le nombre dedécimales correctes double ap-
proximativement̀a chaque it́eration. On verra ci–dessous que c’est lié au fait que2 est une racine
simple de l’́equation utiliśee.

Appliquons maintenant la ḿethode de Newtoǹa l’équation(x − 2)2 = 0 dont 2 est racine
double. La vitesse de convergence est nettement moins bonne!

F := x -> (x-2)ˆ2;
2

F := x -> (x - 2)
Fprime := D(F);

Fprime := x -> 2 x - 4

x[0] := 3.:
for n from 0 to 4 do

x[n+1] := x[n] - F(x[n])/Fprime(x[n])
od;

x[1] := 2.50000000000000000000000000000

x[2] := 2.25000000000000000000000000000

x[3] := 2.12500000000000000000000000000

x[4] := 2.06250000000000000000000000000

x[5] := 2.03125000000000000000000000000

6.1.3 Convergence de la ḿethode

Dans cette section, on utilise MAPLE pour analyser théoriquement la relation entre la vitesse
de convergence et la simplicité de la racine. La ḿethode de Newton peut diverger ou boucler et,
même dans le cas où elle converge, elle peut ne pas converger vers la racinex̄ désiŕee. Cependant,
lorsqu’on étudie l’ordre d’une ḿethode nuḿerique de ŕesolution, on consid̀ere toujours une ra-
cinex̄ et on suppose que la méthode converge bien vers elle. Voici une autre remarque importante :
dans les ḿethodes nuḿeriques de ŕesolution d’́equations, il faut distinguer les erreurs de méthode
des erreurs d’arrondis. On ne s’intéresse dans cette section qu’aux erreurs de méthode (erreurs
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qui persistent m̂eme si on m̀ene tous les calculs avec des nombres exacts, ce qui est possible en
MAPLE). Les erreurs dues aux arrondis sont beaucoup plus difficiles à estimer.

On d́efinit l’erreurà l’étapen paren =
def

xn − x̄.

Définition 30 Une ḿethode de ŕesolution d’́equations nuḿeriques est dite d’ordrep si

lim
n→+∞

en+1

epn
= cste non nulle.

Dire qu’une ḿethode est d’ordre un, c’est dire que le nombre de décimales correctes augmente
linéairement avecn : à chaquéetape, on gagnek nouvelles d́ecimales correctes (pour une cer-
taine constantek). Dire qu’une ḿethode est d’ordre deux, c’est dire que le nombre de décimales
correctes augmente quadratiquement avecn : à chaquéetape, le nombre de décimales correctes
double (approximativement). Dans ce qui suit, on suppose que la ḿethode converge bien vers une
racinex̄.

Proposition 42 Si x̄ est une racine simple deF alors la ḿethode de Newton est d’ordre deux (au
moins) sinon la ḿethode est d’ordre un.

On montre avec MAPLE que la ḿethode de Newton est d’ordre deux dans le cas d’une racine
simple. On utilise ici les possibilités de calcul symbolique du logiciel pour mener une≪ démons-
tration assist́ee par ordinateur≫.

Commexn est proche dēx, on peut approximer le graphe deF par une parabole.

F := x -> a * xˆ2 + b * x + c;
2

F := x -> a x + b x + c

Fp := D(F);
Fp := x -> 2 a x + b

xbar := (- b - sqrt (bˆ2-4 * a* c))/(2 * a);
2 1/2

-b - (b - 4 a c)
xbar := 1/2 --------------------

a

On exprimexn+1 en fonction dexn.

x(n+1) := x(n) - F(x(n))/Fp(x(n));
2

a x(n) + b x(n) + c
x(n + 1) := x(n) - --------------------

2 a x(n) + b

On porte la dynamique sur l’erreur : on chercheà exprimeren+1 en fonction deen :
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e(n+1) := x(n+1) - xbar;

2 2 1/2
a x(n) + b x(n) + c -b - (b - 4 a c)

e(n + 1) := x(n) - -------------------- - 1/2 -------------- ------
2 a x(n) + b a

e(n+1) := subs (x(n) = e(n) + xbar, e(n+1)):
e(n+1) := simplify (e(n+1));

2
e(n) a

e(n + 1) := - ---------------------------
2 1/2

-2 e(n) a + (b - 4 a c)

Si la racine est simple, c’est–à–dire sib2−4 a c > 0 alors le rapporten+1/e
2
n tend vers une constante

non nulle quanden tend vers źero.

simplify (e(n+1)/e(n)ˆ2);
a

- ---------------------------
2 1/2

-2 e(n) a + (b - 4 a c)
subs (e(n) = 0, %);

a
- ---------------

2 1/2
(b - 4 a c)

6.2 Deuxéquations en deux variables

Le sch́ema de Newton se géńeralise aux systèmes de deux́equations en deux variables et, plus
géńeralement, aux systèmes den équations enn variables.

On consid̀ere un syst̀eme de deux́equations de deux variables réelles :

F (x, y) = 0, G(x, y) = 0.

La suite de Newton consistèa calculer une suite de points(xn, yn) à partir d’un point donńe
(x0, y0). La relation de ŕecurrence pour le schéma de Newton en deux variables s’écrit :

xn+1 = xn + h, yn+1 = yn + ℓ

où h et ℓ sont deux ŕeels qui sont recalculés à chaque it́eration. Ces ŕeels sont en fait la solu-
tion du syst̀eme d’́equations suivant, qui dépend dexn et deyn et qu’il suffit donc de ŕesoudrèa
chaque it́eration. La matrice des coefficients est souvent appelée la matricejacobiennedu syst̀eme
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à ŕesoudre :





∂F

∂x
(xn, yn)

∂F

∂y
(xn, yn)

∂G

∂x
(xn, yn)

∂G

∂y
(xn, yn)




 ·

(
h
ℓ

)

= −
(

F (xn, yn)
G(xn, yn)

)

·

6.2.1 Justification

Soient(x̄, ȳ) une solution de ce système et(xn, yn) un couple de ŕeels proche de(x̄, ȳ). No-
tonsh et ℓ les différences̄x − xn et ȳ − yn de telle sorte quēx = xn + h et ȳ = yn + ℓ. Alors,
en appliquant la formule du développement limit́e deF (x, y) et deG(x, y) en(xn, yn) on obtient
une formule :

0 = F (x̄, ȳ) = F (xn + h, yn + ℓ) = F (xn, yn) + h
∂F

∂x
(xn, yn) + ℓ

∂F

∂y
(xn, yn) + · · ·

0 = G(x̄, ȳ) = G(xn + h, yn + ℓ) = G(xn, yn) + h
∂G

∂x
(xn, yn) + ℓ

∂G

∂y
(xn, yn) + · · ·

Commeh et ℓ sont petits, on ńeglige les termes cachés dans les points de suspension et on trouve :

0 ≃ F (xn, yn) + h
∂F

∂x
(xn, yn) + ℓ

∂F

∂y
(xn, yn),

0 ≃ G(xn, yn) + h
∂G

∂x
(xn, yn) + ℓ

∂G

∂y
(xn, yn)·

Transformons les≃ en= et écrivons ce système matriciellement. On obtient un système de deux
équations lińeaires dont les inconnues sont les réelsh et ℓ. Il s’agit du syst̀eme donńe en d́ebut de
section.

6.2.2 Exemple

Les commandes MAPLE suivantes montrent comment on peut appliquer la ḿethode de Newton
pour d́eterminer une solution du système :

x2 + y2 − 10 = 0, x− 3 y = 0.

On peut montrer que ce système a deux solutions réelles, qui sont(x, y) = (3, 1) et (−3,−1).
L’it ération de Newton converge vers la première solution. La vitesse de convergence est quadra-
tique.

Le calcul de la matrice jacobienne est effectué par la fonctionJacobiandu paquetageVector-
Calculus. Pour les calculs d’alg̀ebre lińeaire, on utilise le paquetageLinearAlgebrade MAPLE.
Pour la ŕesolution du système lińeaire, on construit une matriceM ≪ géńerique≫ en bordant la
matrice jacobienne avec le vecteur colonne de coordonnées−F et−G. On la sṕecialiseà chaque
itération avec les valeurs dexn et deyn.
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with (LinearAlgebra):
with (VectorCalculus,Jacobian):
F := xˆ2 + yˆ2 - 10:
G := x - 3 * y:

M := < Jacobian ([F, G], [x, y]) | - <F, G> >;

[ 2 2 ]
M := [2 x 2 y -x - y + 10]

[ ]
[ 1 -3 -x + 3 y ]

x[0] := 2.:
y[0] := 2.:
for n from 0 to 1 do

Mn := subs (x=x[n], y=y[n], M):
hl := LinearSolve (Mn):
x[n+1] := x[n] + hl[1]:
y[n+1] := y[n] + hl[2]:

od;
[4. 4. 2.]

Mn := [ ]
[1 -3 4.]

[ 1.37500000000000000 ]
hl := [ ]

[-0.875000000000000000]

x[1] := 3.375000000

y[1] := 1.125000000

[6.750000000 2.250000000 -2.656250000]
Mn := [ ]

[ 1 -3 0. ]

[-0.354166666666666685]
hl := [ ]

[-0.118055555555555538]

x[2] := 3.020833333

y[2] := 1.006944444
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Chapitre 7

Introduction au logiciel MAPLE

7.1 Les nombres

Le logiciel MAPLE permet de manipuler différents types de nombres. Pour implanter un type
de nombre, la difficult́e fondamentale consistèa reconnâıtre źero. En effet, un programmeur qui
souhaiterait implanter un nouveau type de nombre pourrait toujours ŕealiser les quatre opérations
trivialement (en ne simplifiant jamais les expressions). Par exemple, rien ne forcèa≪ simplifier≫ le
produit

√
2 ·
√
3 en

√
6. Mais ne pas simplifier les expressions ne fait que reporter les difficult́es

sur le test d’́egalit́e à źero puisqu’il faudra bien que ce test reconnaisse que
√
2 ·
√
3−
√
6 estégal

à źero.

7.1.1 Les nombres inexacts

On les appelle aussi≪ nombres̀a virgule flottante≫. C’est le type de nombre le plus répandu
en informatique. Les quatre opérations sont assez simplesà implanter. Elles souffrent du problème
des erreurs d’arrondi. Le test d’égalit́e à źero n’a pas de sens en pratique en raison de ces erreurs.
Il est donc souvent remplacé par un test≪ inférieuràε ≫. Une particularit́e de MAPLE : le nombre
de d́ecimales peut̂etre fix́e arbitrairement grand.

a := sqrt (2.);
a := 1.414213562

aˆ2;
1.999999999

Digits := 30:
sqrt (2.);

1.41421356237309504880168872421

7.1.2 Les entiers et les rationnels

On rencontre le type≪ nombre entier≫ dans tous les langages de programmation mais il s’agit
presque tout le temps de nombres entiers de taille limitée. Le logiciel MAPLE fournit des entiers
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et des rationnels arbitrairement grands. Ces nombres sont presque toujours représent́es de façon
interne dans une base de numération. Le test d’́egalit́eà źero est facile dans une base de numération.

7.1.3 Les nombres irrationnels

Les nombres irrationnels se divisent en nombres algébriques et nombres transcendants.

Définition 31 Un nombre est ditalgébriques’il est racine d’un polyn̂ome en une ind́etermińee et
à coefficients rationnels. Un nombre qui n’est pas algébrique est dittranscendant.

Les nombres
√
2 et i sont alǵebriques, tous les rationnels aussi. Les nombresπ et e sont trans-

cendants.
Une implantation classique consisteà repŕesenter chaque nombre algébriqueα par un po-

lynômeP de degŕe minimal dontα est racine plus un intervalle (ou un couple d’intervalles dans
le cas de nombres algébriques complexes) permettant de distinguerα des autres racines deP . Le
test d’́egalit́e à źero existe mais il est si coûteux que le logiciel ne le met pas systématiquement en
œuvre bien qu’il soit implanté.

sqrt (2);
1/2

2
sqrt (2)ˆ2;

2

if sqrt (2) * sqrt (3) = sqrt (6) then
OUI

else
NON

fi;
NON

simplify (sqrt (2) * sqrt (3) - sqrt (6));
0

Le nombre imaginairei est not́e I. Le nombreπ est d́esigńe par (attentioǹa la majuscule)Pi.

(2+3 * I) * (2-3 * I);
13

evalf (Pi, 20);
3.1415926535897932385

7.2 Variables et symboles

En MAPLE, un symbole est une variable (au sens informatique du terme)à laquelle aucune
valeur n’est affect́ee. On transforme un symbole en une variable en lui affectantune valeur. On
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transforme une variable en un symbole en le≪ désaffectant≫, ce qui peut se réaliser en lui affectant
son propre identificateur entre apostrophes (ou≪ quotes≫). La pŕesence d’apostrophes autour d’un
identificateur emp̂eche sońevaluation. La variable spéciale≪ % ≫ contient le ŕesultat de la dernière
commande ex́ecut́ee.

(a+1)ˆ2;
2

(a + 1)

a := 4;
a := 4

(a+1)ˆ2;
25

a := ’a’;
a := a

(a+1)ˆ2;
2

(a + 1)

%;
2

(a + 1)

7.3 Proćedures et fonctions

On ne fait pas de diff́erence en MAPLE entre les procédures et les fonctions. Les procédures
peuvent donc retourner un résultat. Une proćedure est un objet comme un autre, qui peutêtre
affect́e à une variable. C’est d’ailleurs ainsi qu’on les nomme.

Par convention, la valeur retournée par une proćedure est la valeur de la dernière instruction
exécut́ee lors de l’appel. Pour forcer l’exécution d’un appel de procédureà s’arr̂eter età retourner
une valeur, on peut utiliser l’instructionreturn.

On mentionne aussi la fonctionerror, paraḿetŕee par une chaı̂ne de caractères (d́elimitée par
des guillemets) et qui permet d’interrompre un calcul en affichant le message.

Une proćedure peut utiliser des variableslocaleset des variablesglobales. Les variables glo-
bales sont les variables qui sont immédiatement accessibles lorsqu’on utilise MAPLE interactive-
ment. Les variables locales d’une procédure sont cŕeéesà chaque appel̀a la proćedure (elles sont
localesà un appel de procédure plut̂ot qu’à une proćedure). En r̀egle ǵeńerale, elles disparaissentà
la fin de l’appel (voir toutefois la section 7.3.3). Les déclarations de variables doiventêtre plaćees
juste apr̀es l’ent̂ete de la proćedure. Lorsqu’une variable n’est pas déclaŕee, MAPLE inf̀ere son
type de la façon suivante : si la première oṕeration effectúee sur la variable modifie son contenu,
la variable est consid́eŕee comme locale sinon elle est considéŕee comme globale. On suggère de
déclarer explicitement les variables.

On rappelle qu’en programmation, on distingue lesparam̀etres formelsd’une proćedure (dont
les identificateurs sont́enuḿeŕes dans l’ent̂ete de la proćedure, derrìere le mot–clefproc) des pa-
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ramètres effectifs desappels de proćedures. Au moment de l’appel̀a la proćedure, chaque pa-
ramètre formel prend pour valeur l’un des paramètres effectifs.

7.3.1 Exemple

On d́efinit une proćedure paraḿetŕee par un ŕeela, un entiern et qui retournean. On l’affecteà
la variablepuissance. La proćedure emploie deux variables locales :k et resultat. Les param̀etres
formels sonta etn. Le casa = 0 est ǵeŕe à part.

puissance := proc (a, n)
local k, resultat;
if a = 0 then

return (0)
fi;
resultat := 1;
for k from 1 to n do

resultat := resultat * a
od;
resultat

end:

Voici deux appels̀a la proćedure puissance. Deux paramètres effectifs sont fournis̀a chaque appel.

puissance (0,0);
0

puissance (3,4);
81

7.3.2 Retourner une valeur en l’affectantà un paramètre

En r̀egle ǵeńerale, les param̀etres sont passés par valeur et il est impossible d’affecter une valeur
à un param̀etre formel dans le corps d’une procédure.

Cette r̀egle admet une exception : si la valeur du paramètre effectif est un identificateur de
variable alors il est possible d’affecter une valeur au paramètre formel correspondant : c’est la
variable dont le nom áet́e pasśe comme param̀etre effectif qui reçoit la valeur. Remarque : après
qu’on a affect́e une valeur̀a un tel param̀etre dans un corps de procédure, il n’est pas possible de
consulter le contenu de ce paramètre (les param̀etres formels sont ǵeŕes diff́eremment des variables
locales en MAPLE).

Ce ḿecanisme est mis en œuvre par certaines fonctions préd́efinies telles querem, quo ou
coeffs. En voici un exemple.

reste := proc (a, b, quotient)
local q, r;
q := iquo (a, b);
r := irem (a, b);
quotient := q; # affecte q à la var. dont le nom est dans quotient
r # retourne r

end:
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Dans l’appel de proćedure ci–dessous, on a placé l’identificateurquotentre apostrophes pouréviter
qu’il ne soit remplaće par sa valeur au moment de l’appel. On suggère d’utiliser syst́ematiquement
des apostrophes non seulement pour la raisonénonćee ci–dessus mais aussi parce qu’elles attirent
l’attention du lecteur sur l’usage qui est fait du paramètre.

reste (7, 3, ’quot’);
1

quot;
2

7.3.3 Retourner une expression symbolique

Une proćedure qui retourne une expression symbolique doit en géńeral s’assurer que chaque
symbole figurant dans l’expression est global. Dans le cas contraire, l’utilisateur rencontrera de
grandes difficult́es pour manipuler l’expression retournée. La pŕesence de≪ variables locales ex-
port́ees≫ (ou plut̂ot de≪ symboles locaux exportés≫) dans les expressions est une source de bugs
consid́erable.

La fonction suivante retourne une expression en le symbole global x. L’expression retourńee
se manipule sans difficulté.

polynome := proc (n)
local i;
global x;
add ((i+1) * xˆi, i=0..n)

end:

p := polynome (3);
2 3

p := 1 + 2 x + 3 x + 4 x

coeff (p, x, 2);
3

L’expression retourńee par la fonction suivante comporte un symbole local exporté : x. L’ex-
pression retourńee est beaucoup plus difficilèa manipuler ! En effet, le symbolex figurant dans
l’expression áet́e cŕeé lors de l’appel̀a la fonctionpolynome. Il est différent du symbole globalx
pasśe en param̀etreàcoeff.

polynome := proc (n)
local i, x;
add ((i+1) * xˆi, i=0..n)

end:

p := polynome (3);
2 3

p := 1 + 2 x + 3 x + 4 x

coeff (p, x, 2);
0
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7.3.4 Fonctions d́efinies avec une fl̀eche

Les fonctions dont le corps se réduità une seule instruction peuvent s’écrire simplement grâce
à l’opérateur≪ flèche≫. Les deux implantations def ci–dessous sontéquivalentes.

f := proc (x)
3* xˆ2 + 2 * x + 1

end:

f := x -> 3 * xˆ2 + 2 * x + 1:

Voici un autre exemple avec une fonction de deux variables.

f := proc (x, y)
3* xˆ2 + x * y

end:

f := (x,y) -> 3 * xˆ2 + x * y:

7.3.5 Fonctions et expressions

Ne pas confondrefonctionset expressions. Dans l’exemple suivant,f est une fonction etp est
une expression. La fonctionD permet de d́eriver une fonction,diff permet de d́eriver une expres-
sion. Onévalue les expressions en utilisant la fonctionsubs. Onévalue les fonctions en procédant
à des appels de fonctions.

f := x -> 2 * xˆ2 + 3 * x + 1;
2

f := x -> 2 x + 3 x + 1

p := 2 * xˆ2 + 3 * x + 1;
2

p := 2 x + 3 x + 1

f(1);
6

subs (x=1, p);
6

D (f);
x -> 4 x + 3

diff (p, x);
4 x + 3

Pour convertir une fonction en une expression, il suffit d’évaluer la fonction en fournissant un sym-
bole comme param̀etre effectif. La fonction pŕed́efinieunapplypermet de convertir une expression
en une fonction.
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f (y);
2

2 y + 3 y + 1
unapply (p, x);

2
x -> 2 x + 3 x + 1

7.4 Structures de donńees

7.4.1 Śequences, listes et ensembles

Définition 32 Uneséquenceest une suite d’objets sépaŕes par des virgules. La virgule est l’opéra-
teur de concat́enation des śequences. La séquence vide est nommée NULL.

La fonctionseqpermet de construire des séquences.

s1 := 3, x + 1, 2;
s1 := 3, x + 1, 2

s2 := 2, x * y;
s2 := 2, x y

seq (iˆ2, i = 1 .. 5);
1, 4, 9, 16, 25

s2, NULL;
2, x y

s3 := s1, s2;
s3 := 3, x + 1, 2, 2, x y

Les śequences ont un défaut : il n’est pas possible de construire des séquences de séquences . . .
saufà d́elimiter les sous–śequences avec des marqueurs de début et de fin. C’est̀a cette fin qu’on
ét́e d́efinis les listes et les ensembles.

Définition 33 Une liste est une śequence d́elimitée par des crochets.

La fonctionop permet d’obtenir les oṕerandes d’une liste (la séquence de seśeléments). Le
fonctionnopspermet d’obtenir le nombre d’opérandes (d’́eléments) d’une liste. La fonctionmap
permet d’appliquer une fonction unaireà tous leśeléments d’une liste. Remarque : il est possible
d’appliquer des fonctionsn–aires aux́eléments d’une liste avecmap; voir aussià ce sujet la fonc-
tion zip.

L3 := [ s3 ];
L3 := [3, x + 1, 2, 2, x y]

nops (L3);
5
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L3 [2];
x + 1

op (L3);
3, x + 1, 2, 2, x y

map (proc (x) xˆ2 end, L3);
2 2 2

[9, (x + 1) , 4, 4, x y ]

Définition 34 Un ensembleest une śequence encadrée par des accolades. Deux ensembles qui
contiennent les m̂emeśeléments sont́egaux.

Les ensembles MAPLE ressemblent beaucoup aux ensembles mathématiques donńes en exten-
sion : l’ordre deśeléments n’est pas spécifié et chaquéelément n’apparâıt qu’une fois. Lorsqu’on
convertit une śequence en ensemble, l’ordre deséléments de la śequence peut donĉetre modifíe
et les doublons sont supprimés. Une pŕecision sur l’ordre deśeléments d’un ensemble : si les va-
riablesE et F contiennent deux ensembleségaux alors l’ordre deśeléments deE et deF est le
même mais cet ordre peut changer d’une session MAPLEà une autre. Les fonctionsop, nopset
maps’appliquent aussi aux ensembles.

E3 := { s3 };
E3 := {2, 3, x + 1, x y}

nops (E3);
4

op (E3);
2, 3, x + 1, x y

E3 [2];
3

7.4.2 Équations et intervalles

L’opérateur.. permet de former des intervalles. On accède aux membres gauche et droit d’une
équation ou d’un intervalle grâce aux fonctions préd́efinieslhs (pour left handside) et rhs (pour
right handside). Des intervalles sont fournis en paramètre aux fonctionsseq, add, mul, . . . Des
équations sont fournies en paramètre aux fonctions de la famille desolve.

add (i, i = 1..5);
15

mul (i, i = 1..5);
120

eq := 2 * x+3 * y = 7;
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eq := 2 x + 3 y = 7

solve (eq);
3 y

{x = - --- + 7/2, y = y}
2

lhs (eq);
2 x + 3 y

rhs (eq);
7

7.4.3 Polyn̂omes

Les fonctions pŕed́efiniesexpand (développer) etcollect (regrouper les coefficients) per-
mettent d’́ecrire un polyn̂ome de plusieurs façons.

P := (x - a)ˆ2 + 3 * x + a;
2

P := (x - a) + 3 x + a

expand (P);
2 2

x - 2 x a + a + 3 x + a

collect (P, x);
2 2

x + (-2 a + 3) x + a + a

collect (P, a);
2 2

a + (-2 x + 1) a + x + 3 x

Ces fonctions ont une utilité suppĺementaire : elles permettent de s’assurer du degré, du coef-
ficient dominant etc . . . d’un polyn̂ome. L’exemple ci–dessous montre que la fonctiondegreepeut
retourner un faux ŕesultat, lorsqu’on l’appliquèa un polyn̂ome qui n’a paśet́e pŕealablement ŕeécrit
avec l’une de ces fonctions.

Q := (x-1)ˆ2 - xˆ2 + 2 * x - 1;
2 2

Q := (x - 1) - x + 2 x - 1

degree (Q,x);
2

degree (expand (Q), x);
-infinity
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La fonctionindetsdétermine l’ensemble des symboles dont dépend un polyn̂ome. La fonction
lcoeffpermet d’obtenir le coefficient dominant d’un polynôme. La fonctioncoeffpermet d’obtenir
le coefficient d’un symbolèa un certain degré dans un polyn̂ome. On remarque que les monômes
n’apparaissent pas nécessairement pas degré d́ecroissant. La fonctioǹa effet de bordsort ordonne
les mon̂omes par degré d́ecroissant.

P := expand ((x-y)ˆ2 +3 * x - z);
2 2

P := x - 2 x y + y + 3 x - z

indets (P);
{x, z, y}

v := indets (P) [1];
v := x

lcoeff (P, v);
1

coeff (P, v, 0);
2

y - z

sort (P);
2 2

x - 2 x y + y + 3 x - z

La fonctioncoeffspermet d’obtenir la śequence des coefficients d’un polynôme. Les coeffi-
cients ne sont pas triés du tout. Pour obtenir la correspondance avec les termes (les mon̂omes), on
utilise un troisìeme param̀etre qui reçoit la śequence des termes rangés dans le m̂eme ordre que les
coefficients. La fonctionzip permet d’appliquer une fonction binaireà tous leśeléments de deux
listes.

P := 3 * xˆ3 - 7 * xˆ2 - 11 * x + 237;
3 2

P := 3 x - 7 x - 11 x + 237

koeffs := [ coeffs (P, x, ’termes’) ];
koeffs := [237, -11, -7, 3]

termes := [ termes ];
2 3

termes := [1, x, x , x ]

zip ( proc (x,y) [x,y] end, koeffs, termes );
2 3

[[237, 1], [-11, x], [-7, x ], [3, x ]]
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7.5 Structures de contr̂ole

7.5.1 Les boucles for

Voici plusieurs bouclesfor qui affectent toutes̀a une variableS la somme de tous leśeléments
d’une listeL.

S := 0;
for n from 1 to nops (L) do

S := S + L[n]
od;

S := 0;
for n from nops (L) to 1 by -1 do

S := S + L[n]
od;

S := 0;
for x in L do

S := S + x
od;

Définition 35 (invariant de bouclefor)
Un invariant de bouclefor est une propríet́e vraie au d́ebut de chaque itération.

La propríet́e ≪ m est le plus grand deśeléments deL d’indice strictement inf́erieurà k ≫ est
un invariant de la boucle de l’exemple de la fonctionmaximumci–dessous. La boucle s’arrêteà
la fin de l’itérationk = nops(L) et donc en quelque sorte au début de l’it́eration≪ fictive ≫ k =
nops(L) + 1. D’après l’invariant,m contient le plus grand́elément deL.

7.5.2 La structure if

Voici une implantation d’une fonction définie par morceaux.

f := proc (x)
local resultat;
if x <= 0 then

resultat := 0
elif x <= 2 then

resultat := x
else

resultat := xˆ2 - 2
fi;
resultat

end;

La fonction suivante retourne le plus grandélément d’une liste de nombres.

110



maximum := proc (L)
local m, k;
m := L [1];
for k from 2 to nops (L) do

if m < L [k] then
m := L [k]

fi
od;
m

end;

7.5.3 La boucle while

La bouclewhile suivante affectèa une variableS la somme deśeléments d’une liste.

S := 0;
n := 1;
while n <= nops (L) do

S := S + L[n];
n := n+1

od;

La fonction suivante est paramétŕee par un objetx, une listeL et retournetrue si x appartient
àL et falsesinon.

appartient := proc (x, L)
local k, trouve;
trouve := false;
k := 1;
while k <= nops (L) and not trouve do

if x = L[k] then
trouve := true

fi;
k := k + 1

od;
trouve

end

Définition 36 (invariant de boucle while)
Un invariant de bouclewhile est une propríet́e vraieà chaque fois que la condition duwhile

estévalúee.

En particulier, un invariant de bouclewhileest vrai lorsque la condition s’évalue enfaux, c’est–
à–dire quand la boucle s’arrête. La propríet́e ≪ trouvevautvrai si et seulement six estégalà l’un
deséléments deL d’indice strictement inf́erieurà k ≫ est un invariant de la boucle de la fonction
appartientci–dessus.
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7.6 Éléments d’alg̀ebre de Boole

En termes math́ematiques, les conditions apparaissant dans les≪ if ≫ et les≪ while ≫ sont des
expressionsbooĺeennes, du nom du math́ematicien George Boole.

FIGURE 7.1 – George Boole (1815–1864) et Augustus De Morgan (1806–1871).

Définition 37 Uneexpression booléenneest une expression qui s’évalue envrai ou faux

Les valeursvrai et fauxse notenttrueet falseen MAPLE. Par exemple,

x ≥ 3, (x ≥ 3 et 3x 6= 2), x est un nombre pair

sont des expressions booléennes. Par contre

x+ 7, la moitié d’un nombre pair

ne sont pas des expressions booléennes. Les opérateurs≤, <, =, 6=,≥, > sont appeĺesopérateurs
relationnels. Ils serventà construire des expressions booléenneśelémentaires. Ils sont notés en
MAPLE <=, <, =, <>, >= et>. Les oṕerateurset, ou, nonsont appeĺesopérateurs logiques.
Ils servent̀a construire des expressions booléennes compliqúeesà partir d’expressions booléennes
élémentaires. Ils sont notésand, or etnoten MAPLE. Voici leur table de v́erité :

and vrai faux
vrai vrai faux
faux faux faux

or vrai faux
vrai vrai vrai
faux vrai faux

not
vrai faux
faux vrai

Les trois oṕerateurs logiques décrits ci–dessus sont liés par leslois de De Morgan, du nom du
math́ematicien Augustus De Morgan.

Proposition 43 (lois de De Morgan)
Quelles que soient les expressions booléennesa et b on a

non(a et b) = (nona) ou (nonb)

non(a ou b) = (nona) et (nonb)
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Exemple. Reprenons l’exemple de la fonctionappartient. On cherche, en effectuant une boucle,
si unélément appartient̀a une liste. La boucle s’arrête si

k dépasse le nombre d’éléments deL ou le booĺeentrouvevautvrai.

La condition duwhileest la ńegation de l’expression booléenne ci–dessus. Elle s’obtient grâce aux
lois de De Morgan : les calculs continuent tant que

k ne d́epasse pas le nombre d’éléments deL et le booĺeentrouvevautfaux.

Remarque. L’opérateur logiqueandde MAPLE n’́evalue pas son second opérande si le premier
s’évalue enfaux. Cette particularit́e permet d’́ecrire la fonctionappartientde la façon suivante.

appartient := proc (x, L)
local k;
k := 1;
while k <= nops (L) and x <> L[k] do

k := k + 1
od;
evalb (k <= nops (L))

end

Cetteécriture aurait́et́e incorrecte dans la cas d’unandévaluant syst́ematiquement tous ses opérandes
puisque la fonction aurait cherché à d́eterminerL[k] pourk > nops(L).

7.7 Le paquetage LinearAlgebra

Le paquetageLinearAlgebrapermet de faire de l’alg̀ebre lińeaire en MAPLE. Le contenu de
ce paquetage n’est pas immédiatement disponible au lancement de MAPLE. La commandewith
permet de le charger en mémoire.

with (LinearAlgebra):

Matrix (2,3);
[0 0 0]
[ ]
[0 0 0]

Vector[column] (3);
[0]
[ ]
[0]
[ ]
[0]

Vector[row] (4);
[0, 0, 0, 0]
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Le paquetageLinearAlgebraoffre une notation alternative permettant de définir des matrices et des
vecteurs. L’oṕerateur≪ virgule ≫ permet d’ajouter des lignes̀a une matrice. L’oṕerateur≪ barre
verticale≫ permet d’ajouter des colonnes (penserà la notation traditionnelle utiliśee pour border
une matrice avec un vecteur).

# Les él éments sont ajout és les uns apr ès les autres en formant à
# chaque fois une nouvelle ligne : on obtient un vecteur colon ne.
<1,2,3>;

[1]
[ ]
[2]
[ ]
[3]

# Les él éments sont ajout és les uns apr ès les autres en formant à
# chaque fois une nouvelle colonne : on obtient un vecteur lig ne.
<1|2|3>;

[1, 2, 3]

# L’op érateur , permet de border une matrice avec un vecteur ligne
M := <<1|2|3>, <4|5|6>>;

[1 2 3]
M := [ ]

[4 5 6]

W := <7|8|9>;
W := [7, 8, 9]

<M, W>;
[1 2 3]
[ ]
[4 5 6]
[ ]
[7 8 9]

# L’op érateur | permet de border une matrice avec un vecteur colonn e
W := <10, 11>;

[10]
W := [ ]

[11]

<M | W>;
[1 2 3 10]
[ ]
[4 5 6 11]

L’opérateur≪ + ≫ permet d’additionner deux matrices. L’opérateur≪ ∗ ≫ permet de multiplier
une matrice par un scalaire. L’opérateur≪ . ≫ permet de multiplier deux matrices entre elles.
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L’opérateur≪ accent circonflexe≫ permet d’́elever une matricèa une certaine puissance. Lorsque
l’exposant vaut−1 on obtient l’inverse de la matrice. Il est souvent utile en programmation de
pouvoir d́eterminer les dimensions d’une matrice ou d’accéderà desélémentsà partir de leurs
indices de ligne et de colonne.

Dimension (M);
2, 3

RowDimension (M);
2

ColumnDimension (M);
3

# Él ément ligne 1 et colonne 3.
M [1,3];

3

FIGURE 7.2 – Carl Friedrich Gauss (1777–1855) en 1803.

L’algorithme du pivot de Gauss est accessible de plusieurs façons dans le paquetage. L’algo-
rithme de base est implanté sous le nomGaussianElimination. Sa variante, dite de Gauss–Jordan,
est implant́ee sous le nomReducedRowEchelonForm. Une des principales applications du pivot
de Gauss est la résolution de systèmes d’́equations lińeaires. Les fonctions décrites ci–dessus sont
donc implicitement appelées par la fonctionLinearSolve, qu’on pŕesente sur l’exemple ci–dessous :

# Le syst ème d’ équations à r ésoudre
S := [ 2 * x1 - x2 + 4 * x3 = -2,

-2 * x1 + 2 * x2 - 3 * x3 = 3,
4* x1 - x2 + 8 * x3 = 1 ]:

# La liste des inconnues
X := [x1, x2, x3]:
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# GenerateMatrix retourne une s équence form ée de la
# matrice des coefficients de S suivie du vecteur des seconds membres.
# L’ordre des inconnues dans la liste X donne l’ordre des colo nnes
# dans la matrice des coefficients.

# Observer la technique utilis ée pour affecter la s équence r ésultat de
# l’appel de fonction aux deux variable A et b.

A, b := GenerateMatrix (S, X);
[ 2 -1 4] [-2]
[ ] [ ]

A, b := [-2 2 -3], [ 3]
[ ] [ ]
[ 4 -1 8] [ 1]

# Ab s’obtient en bordant A avec b.

Ab := <A | b>;
[ 2 -1 4 -2]
[ ]

Ab := [-2 2 -3 3]
[ ]
[ 4 -1 8 1]

# LinearSolve retourne la solution du syst ème.

V := LinearSolve (Ab);
[19/2]
[ ]

V := [ 5 ]
[ ]
[ -4 ]

# À chaque variable X[i] correspond la valeur V[i]

subs (seq (X[i]=V[i], i=1..3), S);
[-2 = -2, 3 = 3, 1 = 1]
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multiplicité d’un facteur, 21
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réduction, 47
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repŕesentant positif, 71
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