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Chapitre 1

Introduction

Savez—vous quelle difence il y a entre les matmatiques (et donc les algorithmes
de calcul formel que vous trouverez dans ce cours) et le &iGtlEh bien : si vous
restez assis dans les tribunes, vous ne comprendrez riemenm

Equipe pédagogique

Francois Boulier
Jean—Claude Depannemaecker
Jean—Charles Faage

Michel Petitot
Francois Recher
Fabrice Rouillier
Mohab Safey EI-Din
Alexandre Sedoglavic
Eric Wegrzynowski
Léopold Weinberg

Ce cours est issu de I'exppassue par Fabrice Rouillier le 7 juillet 2002 pendantdeveek—
end d’initiation—formation au calcul formel organi€ a I'occasion de la cogfence ISSAC 2002.
Il s’agit d’'une introductiora la treorie et la pratique d’'une chee logicielle @&velopge par Fa-
brice Rouillier et Jean—Charles Faug dans le cadre du projet INRIASPACES et destiea la
résolution éelle d’une certaine classe de gyses dequations polynomiales.

1.1 Resoudre

Résoudre un syste déquations ligairesa coefficients rationnels est facile e@dhrie : I'algo-
rithme du pivot de Gauss permet decitler de I'existence et de I'uniéitd’une solution. Il fournit

1. Institut National de Recherche en Informatique et en Aatiique.



la solution — recessairement rationnelle — lorsqu’elle est unique. WEgide @crire simplement
'ensemble des solutions lorsqu’il y en a une inEniResoudre unéquation polynomiale de degr
deux eta coefficients rationnels est facile : on dispose de formsilaples explicitank par radi-
caux? > la ou les racines du polgime. On a chacun eu 'occasion, lors de sa formatiogtudfier
les types dequations ci—dessus ainsi que lesthodes correspondantes et on pouéti tené de
croire que cette situation idylligue sémgralise : que quelle que soit la sort&duation, il existe
une nethode deé&solution simple et satisfaisante.

Eh bien non.

On a appris au vingtime sécle que dans beaucoup dedomaines naturels les sysemes
d’équationstaient insolubles. Insolubles dans le sensl @st cemonté qu’il ne peut exister au-
cun algorithme qui prenne en e¢run systme déquations quelconque du domaine et se contente
méme de dcider® si le syseme admet au moins une solution. C'est ce que montrent en par-
ticulier le theoreme de Matijasevic et celui de Caviness, Richardson et Matiiggcites plus
bas). Ensuite, @me dans les domainea on dispose d’algorithmes degolution (le domaine des
sysemes déquations polynomialescoefficients rationnels en est un), il resépiheuse question :
< comment pesenter les solutions (au lectean utilisateur de logiciel etc. .. ? La facon dont
un logiciel tel que MAPLE< contournes le theoeme d’Abel illustre cette difficult. Ces esultats
limitatifs prouvent bien 'inérét de I'algorithme de Buchberger pour la simplification detésy®s
d’équations polynomiales. lls montrent aussi que éhude deé&solution eelle de polydmes en
une incetermiree que nougtudierons fournit ungsultat quasiment optimal.

Théoreme 1 (Matijasevic, 1970)

Le dixeme probdme pos par Hilbert en 1900 n’admet pas de solution.

En d’autres termes, il ne peut exister aucun algorithme ganpe en en&e uneéquation
polynomiale en un nombre quelconque d’indtermirees,a coefficients rationnels et quedide
si cetteéquation admet une solution rationnelle (c’estdire une solution forée den nombres
rationnels).

Le theoreme de Matijasevic a pour catguence (entre autres!) leethreme suivant.

Théeoreme 2 (Caviness, Richardson et Matijasevic, 1968, 1970)
Soit .# I'ensemble de toutes les formules qu’on peut construire @es rationnelsy, un
symboler, les oggrations+, x, sin et abs. Par exemple

sin(2m + 3), |x| +1/2,

Il ne peut exister aucun algorithme qui prenne en eatleux formules quelconques#éeet cecide
si ces formules re@sentent la @me fonction d&® dansR.

2. On dit qu’une racine d’'un polyime en une ingtermiree est exprimable par radicaux si elle peut se nater
partir des coefficients du polgme, au moyen des épations+, x et extraction de racine eane ( = 2 dans le cas
des polydmes du second degj:

3. C’est-a—dire Epondea coup §ir par oui ou non.



FIGURE 1.1 — Niels Henrik Abel, 1802—-1829.

Théoreme 3 (Abel, 1824)
A partir du degg 5, la plupart desequations polynomiales en une @&drmirée eta coefficients
rationnels ne peuvent sésoudre par radicaux.

L équationz® — x — 1 = 0 est de celles4l. Il est inéressant de remarquer la fagon dont les
logiciels de calcul formel contournent cette diffi@lA la question : quelles sont les racines du
polyndmez® — x — 1 ? le logiciel MAPLE Epond i« ce sont tous les tels quer® —z — 1 = 0 .

solve (X5 - x - 1);
5
RootOf(_ Zz - _Z - 1)

1.2 Lachdne GB + RS

Cette chine logicielle* prend en enfe un systme déquations polynomiales en plusieurs
indétermirees ek coefficients rationnels. Elle produit en sortie la listeéalges les solution®elles
du syseéme, souséserve que I'ensemble des solutions complexes soit fini.higme determine
automatiquement si les sgshes en engie ont aucune, un nombre fini ou une infirtike solutions.

Les methodes mises en ceuvre sont puremergtaigues. Tous les calculs sont exacts. Plus
précigment, les algorithmes mis en ceuvre ne pdant jamaisa aucune approximation. lls ne
< perdents ou n’< inventents> aucune solution en cours de calcul. Les coefficients degssgjuns
manipukes sont gaib sous la forme de nombres rationnels : ils ne sont jamaisdis sauf
eventuellemena la fin des calculs, pour rendre I&sultats plus lisibles.

La chdne est compd=® de deux grandes parties : la preraiconsisté simplifier le systme
en entée, la seconda résoudre le systme simplife. La premére est le fait du logiciel GB,da

4. Par chine logicielle, on entend une suite de logiciale»ecuter les una la suite des autres, chacun prenant en
entiee le ésultat calcw@ par celui qui le ggcede.



Jean—Charles Faatg, qui implante un algorithme de calcul déases de Gibners, la seconde
est le fait du logiciel RS, @a Fabrice Rouillier. Ces deux logiciels dsté écrits en langage C.

2006/09/17 01:59

FIGURE 1.2 — Jean—Charles Faerg @ gauche) et Fabrice Rouilliea droite) sont chercheues
l'universite Paris VI eta 'INRIA—Rocquencourt.

Il est remarquable que la&brie mise en ceuvre relevait du domaine de la recherchétaut d
des anges 90. Ellectait alors consigiée comme inapplicable. Ce sont essentiellement desgwogr
informatiques qui ont fourni une chee logicielle capable deesoudre des probines importants,
inaccessiblea toute autre m@thode : GB + RS a permis a I'INRIA deédrocher un contrat indus-
triel avec une PME des Vosges ggimlige en machines—outils, sur un predole de commande de
robots parailes.

1.3 Lecours

Il s’articule en deux grandes parties lui aussi. || commepaele chapitre 2 et &tude d’'une
méthode de@solution eelle de polydmes en une iretermiree eta coefficients rationnels (avec
une section ddieéea I'arithmétique par intervalles). On@tudie la néthode implaréée dans RS. Il
se poursuit, avec le chapitre 3, patlide de la teorie des bases de @mer qui sous—tend GB.

Le choix de pesentation peut sembler surprenant : on commence par la &in &rmine
par le cebut de la chime mais nous avons cru bon d’abordétlide par les polygmes en une
indétermiree qui sont plus familiers audtudiants de deug&me anie de licence et d’'introduire
les notions propres aux polymes en plusieurs idermirees plus progressivement, par le biais
notamment d’'un mini—projet de trade courbes aébriques en deux iredermirees.

Nous avons choisegalement de psenter GB + RS comme une @ha logicielle <« presse
boutons c’est-a—dire une chae totalement automaée de esolution de sysimes déquations
algébriques. Ce choix permet de simplifier au maximum &otie expose dans le cours, qui est
déja consi@rable pour une licence mais il est un peu trompeur : la vizme GB + RS ressemble



davantage une collection de logiciels implantant des algorithmegega C’est I'utilisateur qui est
charge de @terminer I'algorithme le mieux adapa son prok#me.

Deux chapitres comptent ce cours.

Le chapitre 4 pesente un algorithme pour le pgcd de deux poiyes en une iretermirée eta
coefficients rationnels. Le calcul du pgcd de deux poiyes est une fonctionnaitecessaire pour
la partie RS. Les @thodes empldes dans I'algorithme psengé s’appuient sur des techniques de
calcul modulaire, qu’on retrouve, en particulier, en cogvaphie. Le calcul modulaire constitue
une introduction simpla la treorie des i@aux, qui se @veloppe avec gtude des bases dedbner.

Le chapitre 6 pesentea titre de comparaison, lagthode de Newton pour I&solution nurg-
rique destquations. Elle constitue, de loin, l&éthode la plus utilise pour ésoudre les sy8imes
d’équations. On la jsente dans le cas d'uéguation en une inconnue et dans le cas de deux
équationsa deux inconnues.

Le support de cours egmaille de portraits. La plupart des portraitshistoriquess ont éte
prises sur le site web des biographies de matfticiens de I'univergitde Saint—-Andrews [23]. Les
photographiesacentes (Akritas, Buchberger, Fa&ug, Rouillier) ongte fournies par les personnes
repesenges elles-rames.

Aux lecteurs qui souhaiteraient approfondir les notionsrddes dans ce cours, on sigg le
livre [10], qui est disponible en Francais mais qui comnesndater un peu, le livre [16] quiedrit
beaucoup d’algorithmes implad en MAPLE et le&cent [29]. Aux lecteurs plus 8pifiquement
interesgs par les bases de@mer, on suggre l'article [6] et les livres [3, 9].

1.4 Commande de robots

On conclut cette introduction en gsentant le probime de la commande de deux types de
robots (un robot&rie planaire et un robot parale) qui illustrent 'utilitt du logiciel. Cette partie de
I'introduction s’appuie sur les notiongdelopfees dans les chapitres suivants. |l est donc normal
de ne pas bien la comprendada premére lecture.

1.4.1 Un robot %rie planaire

Cet exemple est extrait du livre [9]. Il s’agit d'un bras fdrrde deux segments rigides eadi
a une base fixe. La base est symlEgipar un segment de droite vertical. Une main esésgu
I'extrémite du dernier segment. Deux joints circulaires articulemréanier segment avec la base
et les deux segments entre eux. Le brasggdate dans un plan. Voir la figure 1.3.

On commande les deux anglés et 6,. On souhaite conbler la position de la main. La
mockélisation est la suivante. On attache unémpglobal(O, =, j) a la base ainsi qu'un répe
local (O, 7, Jx) @ chacun des deux joints & 1, 2). Les reeres locaux se@placent avec les seg-
ments. Le vecteus, est plaé dans I'axe éfini par lek—eme segment ; le vecteyr est orthogonal
az, ; on cefinit §, comme l'angle orier@ qui envoiey),_; surz;, (pourk = 1, 2).

On distingue le prol@me gonetrique direct du proleime gonetrique inverse. Le probine
géonetrique direct consisté determiner les coordo@es(z, y) de la main dans le répe global
connaissant, etf,. Le probEme gonetrique inverse consist determiner les angle$, et 6,



main

S

FIGURE 1.3 — Un robot &rie planaire

connaissant les coordodes(zy, y,) de la main dans le ré&pe global. Le prol@me inverse est
plus difficile que le prol®me direct. Il admeté&o (quand la main est trop loin =), une (quand
le bras esk tendu=) ou deux solutions (qui seéduisent I'une de I'autre par syetrie). Mise en
equation du prol@me (on nommé, et/ les longueurs des segments).

l5(cos by cos Oy — sin 6y sin0y) + ¢1 cos 0y — xg = 0,
U5 (cos b sin Oy + cos by sin 01) + ¢4 sin 6 — yo = 0.

Les équations ne sont pas polynomiales. Pour les rendre polghesnon introduit quatre nou-
velles indetermireesc;, et s, pour designer le cosinus et le sinus de I'anglequ’on lie par les
relations bien connuessi + s? = 1 (pourk =1, 2) :

ly(crco — s152) + lic1 = o,

% lo(c189 + €281) + €151 = Yo,
A+s2=1
1 1 )
3+ 53 =1.

Ce syséme est suffisamment simple pour pouwveire €solu avec MAPLE. On pose que les
deux segments sont de longudurOn place pour commencer la main au point de coordean
(1/3, 1/2). L'algorithme de calcul de bases ded®Bner de MAPLE transforme le sygshe en un
sysemeéquivalent (ayant @mes solutions) sous forme ©solues : le syseme simplife com-
porte uneequation de de@rdeux en l'inétermirées; uniguement; les autr&gjuations expriment
les autres inétermirees comme des fonctions pomes des solutions de la preéreéquation.
Comme les fonctions polyimes ont des coefficients rationnels (c’est une pétpde I'algorithme
de bases de @bner : si on lui donne un sysnea coefficients rationnels, il produit un sgsate
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a coefficients rationnels), toute soluticFetle de la preng@reéquation fournit une racineelle du
syseme. Le discriminant dedquation de de@rdeux est positif : le sysine a donc deux solutions
reelles.

with (Groebner):

pl := 12 =(cl *c2 - sl »s2) + 11 *cl - xO:
p2 =12 *(cl *s2 + sl=*c2) + 11 *sl - yO:
p3 = c12 + s1"2 - 1:
p4 = ¢c22 + s272 - 1:

S := [p1,p2,p3,p4l:
1:=1:12 = 1: x0 := 1/3: yO := 1/2:
G1 := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
= [1872 s1 - 407 - 936 s1, 24 c1 + 36 sl - 13,

48 s2 + 52 sl - 13, 72 c2 + 59]

discrim (G1 [1], sl);
3923712

On place maintenant la main sur le cercle de ragon /> (qui estégala deux). Le bras est
donc tendu. On obtierdt nouveau un sysie sous forme €solues. Le polyrome de dedr deux
ens; a une racine double.

x0 = y =0
G2 = gbasis (S plex (c2,s2,c1,s1));
2
=[s1,cl-1,25s1 + s2 c2- 1]

On place maintenant la maia trop loin . On obtient encore un syshe sous< forme
résolues. Le discriminant du polydme de dedr deux ers; est regatif : le systme a deux solu-
tions complexes, aucune soluticetle.

x0 =
G3 = sis (S pIex (c2,s2,c1,s1));
2

=[5sl +8-5sl 3cl+sl-5 3s2+10sl-5, c2- 4]
discrim (G3 [1], sl);
-135
1.4.2 Unrobot parallele

C’est sur un prolme du type de celui—ci que la ¢ha GB + RS a permia I'INRIA de
déecrocher un contrat avec une PMEsfli®e en machines—outils. Un robot pagdl (le moele
le plus geréral) est constit® d’'une nacelle hexagonale &di par six @rinsa une base fixe. Les
vérins sont attadsa la base e la nacelle par des joints saiiques. On confile la position de

11



la nacelle en conblant la longueur desérins. Voir la figure 1.4. Les robots pasis pésentent
I'avantage détre rapides, f@cis et de permettre la manipulation d’outillage lourdctsnmencent
aétre utili€s en robotique pour l'usinagegrande vitesse. On les trouve aussi dans les simulateurs
de vol, les necanismes d’orientation d’antennes é&tme de suspension de voitures.

plus rapide
plus précis
isponibles plus rigide
g : trés économique

FIGURE 1.4 — Un exemple de robot paralié.

On distingue ici aussi le probine goneétrique direct du prolime gonetrique inverse. Le
probleme gonetrique direct consista determiner la position de la nacelle (dans uremepglobal,
fixe, liéa la base) connaissant la longueur des érns. Le prol@me gonetrique inverse consiste
a ceterminer la longueur des sielins connaissant la position de la nacelle (dans lereeglobal).
Dans le contexte des robots pagddls, le prol#me inverse est facile : il 'y a au plus qu’une seule
solution. Le prol@me direct est difficile : enaréral, pour une longueur doaa des six &rins, la
nacelle peut prendre 40 positions éiféntes. Les deux praizhes sont importants.

Lorsqu’on souhaite commander le robot, le pewbé qui se pose est le suivant : connaissant la
trajectoire gu’on souhaite faire suivéela nacelle, dterminer la commandi appliquer au robot.
On cherche une commande sous la forme d’'un jeu de six forsodiotempdg;(¢) ; la fonction?;(¢)
donne la longueur duérin: a l'instant¢. Pour Esoudre le proBime, la solution usuelle consiste
a discitiser la trajectoire @siee sous la forme d’une suite finie de poipts. . ., p,, ol chaque
p; est (par exemple) un triplét:;, v;, z;) de coordonaes dans le répe global. Pour chaque point
pi, ON résout le prol®me gonetrique inverse, ce qui donne un jeu de longuedts ..., ¢ 6). En
reliant< comme on peut la suite de longueurs 4, . . ., ¢, ,, @ imposer ak—eme \erin, on obtient
une fonctiorv,(t). Malheureusement, si on applique la commande &eawn robot paradile, on
s’apercoit que le robot ne suit paéaessairement la trajectoire voulue. On s’apercoit qpeut
méme casser le robot! Il y a plusieurs raisancela.

1. Pour certains jeux de longueurs désins, la nacelle peut prendre des positioas proches.
Si la commande appli@e aux erins passe par de tels jeux de longueurs, la nacelle peut
quitter la trajectoire qu’on souhaite lui faire suivre dubquer sur une autre.

5. discétiser une courbe signifie I'approximer par une suite finipaiets.

12



2. Une toute petite modification des longueurs des jambesfaiee parcourir une &s grande
distancea la nacelle.

3. Rien ne garantit que la trajectoire qu’on souhaite impaskr nacelle est continue. Il se
peut fort bien que deux positions successiygst p;; de la nacelle se trouvent sur deux
trajectoires admissibles défentes.

Pour éviter cesécueils, il faut (au minimum mais ce n'est pas farent suffisant)asoudre
le probEme gonetrique direct pour chaque jeu de longueiis. . . ., ¢; ¢). On peut modliser le
robot par un sygime de neuéquations polynomiales en neuf inconnues. Pour les deurigre
ecueils, il fau@tre capable de trouver toutes les soluti@eles du systme néme dans le cas (sur-
tout dans le cas)wplusieurs solutionselles sont &s proches I'une de l'autre. Pour le tr@isie,

il faut étre capable deatider si une solution complexepresqueé&elles (c’est-a—dire de la forme
a+1b avech tres petit en valeur absolue) est complexe ou pas (la discot@id'une trajectoire se
traduit par le fait que deux solutionselles du systme se rapprochent I'une de I'autre, deviennent
une solution eelle double puis deux solutions complexes). Le@ysta resoudre est trop difficile
pour MAPLE. Une fois mis sous forme esolues, il comporte uné&quation en une iretermirée

de dege 40 (puisqu’il y a40 solutions). Les coefficients des pofmes qui constituent la base de
Grobner font plus d’'une centaine de chiffres chacun.
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1.5 Sclema genéral de la partie GB

Soient un syseme de polyaimes de I'anneafl = Q|z, . ..

Calculer une base de &vner¥ de .
pour I'ordre lexicographique

, x| et.7 I'id éal gu’il engendre.

Tp > >

Est-ce qud € ¥ ?

Est—ce que pour
toutl <k <n
¢ contient une

reglex, — --- ?

Est—ce que/ est
sous forme&solue ?

Résolution

oui

¥ est sans solution dadg®

non

. a une infinié de solutions
dansC" (ca n'implique pas
une infinie de solutions dans
R"™ d’ailleurs)

reelle

Plusieurs rethodes
pourraiengtre appligées

(Lextriangular, RUR)
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1.6 Sclema genéeral de la partie RS

¢ base de Gibner sous formeassolue
P(l'l) = O7 Ty = FQ(SLj), ey Ty = Fn(xl)

Supprimer les multiplicés deP(x;)

Isoler les racinesaelles deP(x;)
dans des intervalleX, ..., X,,

Evaluer lesF; en chaque intervallé&(,,
pour obtenir um—uplet d’'intervalles

isolant lek—eme 2ro kel de.”

Est—ce que
la précision

Raffiner
I'intervalle X

obtenue suffit ?

Imprimer lek—€me 2ro el de.”
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Premiere partie

Les méthodes
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Chapitre 2

Reésolution reelle

Dans cette partie, on s’iatesse au probie du calcul des racineéalles d’un polybme
P € Q[z] en une inétermiree eta coefficients rationnels. Le dégde P peutétre éle\e. Ses
coefficients peuveritre gros. On verra dans la de@xie partie comment de tels pofmes ap-
paraissent naturellement lors de ésolution de sysimes dequations en plusieurs iatermirées.
Le theoeme d’Abel montre qu’on ne peut pas ésgr €soudreP par radicaux. Mme dans les
cas a c’est possible, I'utilisation de radicaux seraiproscrire d'ailleurs : €cider si deux telles
expressions@&kignent un @me nombre n’est pas facile ; une expression comprenanadiesux
ne sévalue pas facilement nriquement. L'algorithme que nous allogsidier est un algorithme
d’isolation des racine<elles : il produit en sortie une liste d’intervalles (autdimtervalles qu’il
y a de racines, exactement une racine par intervalle) dertdenes sont des nombres exacts (des
rationnels), raffinablea volong.

2.1 Suppression des multipliciés

2.1.1 Rappels matematiques

Définition 1 (anneau)

Un ensemblé\ muni d’'une additiont- et d’'une multiplicationx pos®de une structurd’an-
neaupour ces oprations si

— A pos®de une structure de groupe commutatif pour 'addition

— la multiplication est associative

— la multiplication est distributiv@ gauche e& droite par rapporta I'addition.

Dans ce texte, on ne consi@ que des anneaux commutatifs et unitaires, Geslire des
anneaux dont la multiplication est commutative et qui emtent unélément neutre (nét1)
pour cette opration. On dit abusivement qu’un ensemhlest un anneau lorsqu'’il n’y a aucune
ambiguig sur les oprations d’addition et de multiplication. Les ensemldle§), R, C, Q[z] sont
des anneaux. Par contre, 'ensemildes entiers naturels n’est pas un anneau.
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Définition 2 (corps) B
Un élementA d’'un anneauA est ditinversibles'il existe unelementA € A, appeé inverse
de A, tel queA A = 1. Un anneau dont tous lédéments non nuls sont inversibles estonps

Les anneauX), R, C sont des corps. Les anneatixQ[z| n’en sont pas.

Définition 3 (divisibilité)
SoientA un anneau efl, B deux de seélements. On dit qud divise B (ce qu’on noted | B)
S'il existeC' € A telqueB = AC.

On s’interesse aux anneaux de pdiynesK|z] en une inétermireex eta coefficients dans le
corpsKou K = Q, R ouC.

Définition 4 (pgcd)

SoientA un anneau commutatif e, B deux de se€lements aveci ou B non nul. Un
elementP de A est unplus grand commun diviseyou pgcd de A et de B (nott A A B) s'l
satisfait :

1. P| AetP | B (P estundiviseur commun),
2. s'il existe@ tel queQ | Aet@ | B alors@ | P (P estle plus grand).

Il existe des anneaux dans lesquels certaines paigdEntents n’admettent pas de pgcd ou en
admettent plusieurs. Dans les anneawudits < factorielss, toute paire celements admet un pgcd
qui est unique, au produit@s par urelement inversible dé. Voir [11, Chapitre 7]. Voici quelques
exemples d’anneaux factoriels renc@stdans ce polycopi:

1. 'annealZ (le pgcd y est dfini au signe ps),

2. les anneauX|[z]| ou K est un corps (le pgcd y eséfini au produit pes par urelement non
nul deK),

3. l'anneauZ|z| (le pgcd y est éfini au produit pes part1).

2.1.2 Division euclidienne, pgcd dank|x]

Proposition 1 (division euclidienne)

SoientF et G # 0 deux poly®mes deK[z]. Il existe un unique couple de pofymes(Q, R)
tels queF = G Q + R etdeg R < deg GG. Les polythmes() et R sont appeds lequotientet lereste
de la division euclidienne dE par G.

On ceduit de la proposition gedente ques | F' si et seulement si le reste de la division
euclidienne de& parG est nul. Les fonctions MAPLI§uoetremimplantent le calcul du quotient
et du reste de la division euclidienne de deux pdlyies en une irtermiree.

Proposition 2 SoientF' et G deux poly®mes de&K|[z|. Le plus grand commun diviselfou pgcd
de F' et deG est le diviseur commun d€ et deGG de deggé le pluséle\e. Il est cfini au produit
pres par urélement non nul d&.
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FIGURE 2.1 — Euclide 325-265 avant J.-C. (environ). Le portrait essiis @&t imagiré par son
auteur. On ne coniitaucune ref@sentation d’Euclide datant dépoque d’Euclide.

Le pgcdF A G peut se calculer au moyen de I'algorithme d’Euclide, figu& gui repose sur
la proposition suivante.

Proposition 3 (algorithme d’Euclide)

SiG = 0, le plus grand commun diviseur déet deG estF'.

SiG # 0, 'ensemble des diviseurs communsidet deG estégala I'ensemble des diviseurs
communs dé et deR ou R désigne le reste de la division euclidienneld@ar G.

function Euclide(F, G)
begin
R:=F
while R # 0 do
R :=le reste de la division euclidienne déeparG
od
R
end

FIGURE 2.2 — L'algorithme d’Euclide

En meme temps que le pgdd de F' et deG, il est possible de calculer umgentitt de Bzout
(le texte historique est [4]) entt€ et deG, c’est-a—dire deux polyamesU etV tels que

FU+GV =P

La fonction suivante effectue un calcul en pabdisur les trois composantes de deux vect@urs
(Uy, Uy, Us) et ¥ = (Vi, Vs, V3). Le calcul effecté sur la troistme composante correspoad
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I'algorithme d’Euclide. Voici trois invariants de la boeatle I'algorithme d’Euclidé&tendu, don@
en figure 2.3 :

1. UyF+U,G=Us
2. ViF+VaG=1Vj,

3. I'ensemble des diviseurs communsidet deGG estegala I'ensemble des diviseurs communs
deU; et deVs.

function Euclide étendu(F, G)

begin
% :=(1,0, F)
v :=(0, 1, G)
while V5 #£ 0 do
@ = le quotient de la division euclidienne dg parV;
T =V
V= -QV
U =T
od
w
end

FIGURE 2.3 — L'algorithme d’Euclideetendu

9

4

FIGURE 2.4 — Etienne Bzout, 1730-1783.

En MAPLE, l'algorithme d’Euclideétendu pour les polydgmes en une irgtermirée est im-
plang par la fonctiongcdex La fonctiongcd implante un algorithme pluségéral : le pgcd de
deux polyrdmes en plusieurs igdermirees, pour lequel il n’existe pas de versiogtendues.
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F = x2-2:
G =x
P := gcdex (F, G, x, 'U, V),
P =1

U, V;

-1/2, x/2
UF + V= G;

1

En pratique, pour calculer le pgcd de deux pdyresF, G € Q[z], les logiciels de calcul
formel emploient bien I'algorithme d’Euclide mais d’un&dan plus subtile que ce qui esctit ci—
dessus, pougviter la croissance des coefficients des restes iggiaires. Ce sujet esedelop@
dans le chapitre 4.

Et qu’en est-il des polygmesa coefficients dan® ou dansC ? D’un point de vue algorith-
mique, ces corps n'existent pas. En effet, la plupart delsr(ou des complexes) sont impossildles
repesenter et dong manipuler en machine. Raisonnons par I'absurde et suppgson dispose
d’une structure de do@es permettant de reggenter les nombregels en machine. On pourrait
alors nunéroter les nombregels : il suffirait de nur@roter les structures de daws (en les ordon-
nant d’abord par taille croissante, puis en ordonnant teststres de dorges d’une taille dorae
suivant un principe quelconque). Cette ranotation fournirait une bijection d€ surR, dont Can-
tor a proue a la fin du dix—neuwme sécle gu’elle ne pouvait pas exister. On dit gRen’est
pas< déenombrable-. Des arguments similaires montrent que les noml&els Isont incalculables
pour la plupart.

2.1.3 lIrréductibilité, multiplicit e

Définition 5 Un polyromeP € K[z] estirréductibles’il n’appartient pasa K et s'il n’est divisible
par aucun polydmeF’ € Klz| tel que0 < deg F' < deg P.

La notion d’ireductibilite est subtile parce qu’ellé€gend fortement de I'anneau de pdiymes
consiceré : le polyromez? — 2 est iréductible dan€)[z] mais pas dang|xz]. Les polyrdomes de
degg 1 sont iréductibles dan¥[z] pour tout corpsK. DansC|[z], ce sont les seuls. Dafiyz],
il existe d’autres polydmes ireductibles, qui sont de dem? (z* + 1 par exemple). Dan®[z] il
existe des polydmes iréductibles de tous les deéxy.

Théoreme 4 Tout polydme P € K[z] admet une factorisation en un produit de puissances de
polyrdmes iréductibles dé[z]
pP=Fhr... Fo

Cette factorisation est unique au produit déspar unélement inversible d&[z] eta I'ordre des
facteurs pes. On 'appelle lgactorisation comgtede P dansK|[z].
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Les polyromesF; sont appeis ledfacteurs ireductiblesde P. L'exposantd; est lamultiplicité
du facteurF;. Sid; vaut1, on dit queF; est un facteur igductiblesimplede P. Ce qui pécde
implique que tout polydme P admet dan€[z] une unique factorisation

P=(x—a)" - (z—a)".

C’est le tleoeme de d’Alembert. Les nombres complexgsont lesracinesde P. L'exposantd;
est lamultiplicité de la racines;. Sid; vautl, on dit quen; est une racineimplede P. Il estévident
quea est une racine d& de multiplici d si et seulement giz — a) est, dan<C[z], un facteur
irreductible deP de multiplicite d. Il y a aussi correspondance entre les multighisitles facteurs
irréductibles deP dansK|[z] et celles des racines de. C’est ce que montrent les propositions
suivantes.

Lemme 1 SoientK un corps tel qué) C K C C, et A, B deux poly@mes en une irgtermireex
eta coefficients dank. Tout pgcd ded et B dans I'anneaulK[z] est aussi un pgcd dé et B dans
lanneauCz].

Preuve. Lalgorithme d’Euclide permet de calculer un pgcd deet B aussi bien dans I'an-
neauK[z] que dans I'anneal[z]. Quel que soit 'anneau, les calculs sont lesmes et pro-
duisent un polydmea coefficients dank. [

Proposition 4 SoientA et B deux poly®mes deK|[x], distincts et de coefficient dominaggal®
al. SiA et B sontirréeductibles alorsA et B n’ont pas de racine commune.

Preuve. On suppose qud et B ont une racine commune et on conclut que I'un des deux
au moins n’est pas ieductible. Les deux polyimes ont , dan€[z], un pgcd non trivialP,
contenant:—« en facteur et donc un pgcd non trivial dddg:] d’apres le lemme 1. Le pgcA,
gu’on peut supposer de coefficient dominagala 1, est distinct ded ou deB puisqueA et B
sont distincts. L'un des deux polgmes au moins n’est donc pasiductible [

Proposition 5 Un polyrdme irféductible deK|[x] n'a que des racines simples.

Preuve. C'est une variante de la preuvegpedente qui s'appuie sur le fait que Biest un
facteur multiple d’'un polydme P alors F' est un facteur de laédivée deP. En effet, siP =
F?’GalorsP' =2FF G+ F?G=FQ2F G+ FQG).

On suppose qué a une racine multiplex et on conclut qu'il n’est pas ieductible. Le po-
lyndmex — « est un facteur commun de et de sa @rivee P’ dansC|[z|. Par congquent,P
et P’ ont un pgcd non trivial dan€[x] et donc un pgcd non trivial dari§[z] d’'apres le
lemme 1. Ce pgcd est de dégnférieura celui deP puisqu'’il divise aussi’. Le polyrome P
n'est donc pas iéductible ]

Consicerons par exemple le cas d’'un poyne P deQ[z| admettant une factorisation corafs
dansQ|z] de la formeP = F F¢2. Mettons queF; ait trois racines et qu&, en ait deux. On voit
que les racines dé&; sont des racines dé de multiplicite d; et que celles dé}, sont des racines
de P de multiplicite d,. On dit que la factorisation comite deP dansC|[z] s’obtient enraffinant
celle dan€Q[x]. Dit un peu informellement, les facteursé@ductibles d’un polyéme changent si
on change le corps de base mais la multigicles facteurs (et donc des racines), elle, ne change
pas.

1. On pourrait aussi bien suppostr£ a B pour toutélementa € K.
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P

T

jal Fy? Q[]
e 7
[(z —ar)(z — ag)]™ [(z — as)(z — a)(z — as)]* Clz]

FIGURE 2.5 — La factorisation compte deP dansC|z] s’obtient en raffinant celle darig[x].

2.1.4 Factoriser pour resoudre

Les logiciels de calcul formel ne permettent pas de caldaldactorisation comgite d’'un
polyndme dansR[z] ou dansC[z], saufa designer les racines par des lettres (un pda facon
dont MAPLE contourne le #oeme d’Abel). En 1968, 1970, Berlekamp et Zassenhaus ont mis
au point un algorithme de factorisation comg dan€)|[x]. Cet algorithme n’est pasds caiteux
en temps de calcul et en espacemoire. Pour fixer les ks, il est nettement moinsideux que
les algorithmes connus de factorisation codt@ldansZ mais beaucoup plus que les algorithmes
de calcul de pgcd. Il repose sur des techniques dlalg pure a la difference de ce que certains
exercices de maéimatiques suggent, on ne&sout pas un polydme pour le factoriser mais on
le factorise dans le but de I@goudre. Il est implagten MAPLE par la fonctiodactor. Soit a
résoudre un polydime P € Q|z]. Une bonne iée consiste dona tenter de le factoriser dans
Q[z] puisa resoudre chacun de ses facteurgductibles. On se ra@me donc au probme de la
résolution de polydmes iréductibles dé)[z].

En fait, I'algorithme de &solution que nous allonstudier n’exige pas que le polgme a
résoudre soit igductible. Il suffit qu’il soit sans facteurs cas:.

Définition 6 Un polyrbmeP € K[z] est ditsans facteurs cassi tous ses facteurs ieductibles
sont simples, c’esbé—dire si sa factorisation comgle dandk[z| s’écrit

P=F---F.

Proposition 6 SoientP € K[z] un polyrdome etP’ sa cerivée. Le polydbme@ = P/(P A P’)
appartienta K[z], a mémes racines que et n’a pas de facteurs caés.

Preuve. Il suffit de montrer que sF' est un facteur igductible deP de multiplicitt d > 1
alors F' est un facteur de laétivee P’ de P, de multiplici d — 1 (en particulier, sid = 1
alors F' ne divise pag”’). On aP = FG avecF A G = 1. En cerivant, on obtient?’ =
dF4=1F'G + F1G’ et on voit queF?=! | P'. Il restea montrer queF? | P’ c’est-a—dire
F { F'G.D'apres le lemme de Gauds | F' G et F AG = 1impliquentF | F', ce qui ne se

2. Lemme Si A, B etC sont trois polydmes alor§AC) A (BC) = (A A B) C. Preuve Le reste de la division
euclidienne deA C par B C estégal au produit d& par le reste de la division euclidienne depar B. Le lemme
déecoule alors des gpifications de 'algorithme d’Euclide. Lemme de GausisA divise BC et AA B = 1 alorsA
divise C. Preuve A divise AC, B C et donc leur pgcd, qui vaytd A B) C d’'apres le lemme @cédent. D’apes les
hypotteses(A A B) C' = C. Voir [11, Lemme 7.8].
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peut pas puisquéeg F' > deg F’. Par conéquentF’' t F’ G et la proposition est morée.[]

Pour calculer?, il suffit d’'un calcul de @rivee (facile), d'un calcul de pgcd (beaucoup plus
facile qu’une factorisation comgile) et du calcul du quotient d’une division euclidiennei(&).
De la proposition ggcedente, on peutadiuire un algorithme de factorisation (incomig) deP en
un produit de puissances de palynes sans facteurs casr

P =S5

Cette factorisation n’est pagoessairement unique. On peut s'arranger assez facilgroentjue
les S; soient premiers entre eux. C’est I'algorithme de Yun [31],egt implané en MAPLE par
la fonctionsqrfree La factorisation sans c&s est alors unique au produit dgspar unélement
non nul deK eta 'ordre des facteurs ps.

2.2 Algorithme de Vincent — Collins — Akritas

FIGURE 2.6 — Alexandre Joseph Hidulphe Vincent (1797-1868auche et Alkiviadis G. Akritas,
professeun l'universi€é de Thessalie (@ce)a droite.

L'algorithme que nous allonstudier est souvent apg@et algorithme d’Uspensky mais cette
appellation est incorrecte : Uspensky a mis au point en 1948Igorithme [27] qui complique
inutilement un esultat d a Vincent [28]. Aprés engéte en 2007, et contrairemente qu'il pen-
sait auparavant [1], Akritas s’est rendu compte qu’'Uspgm&hkvait qu’une connaissance indirecte
et incompete* des travaux de Vincent et qu'il s’est attriba tort, mais de bonne foi, un travail

3. Larticle de Vincent fut pub® ces 1834 dans ldgiémoires de la Soele Royale de Lille

4. Il semble qu'Uspensky ait pris connaissance des travauXidcent dans l€Cours d’Algebre Supgrieure de
Joseph-Alfred Serret, publifin XIXéme secle chez Gauthier—Villars. Ce livreggente bien le #toeme de Vincent
(chapitre VII, paragraphe 167) mais pas la fagon de lsgili: < mais nous renverrons au &hoire de I'auteur
[Vincent], pour le ceveloppement de cetteethode .
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dont une bonne partie revieatce dernier. L'algorithme pseng dans ce cours est celui, fortement
anelioré en 1976, d a Collins et Akritas [8] (il a connu d’autres d@tiorations depuis). Il s’appuie
sur la egle des signes de Descartes [12]. Il isole les racieekess d’'un polydme sans facteurs
carges.

2.2.1 Intervalles d’isolation

On consi@re un poly@meP € Z|x] sans facteurs cas. Toutes ses racines sont donc simples.
On s’interesse aux racinegelles positivegde P. On cherche une liste d’intervallés, . . ., I,,, qui
isolentles racines@&elles positives d& c’est-a—dire tels que

1. il'y ait autant d’intervalles que de racines,
2. ily ait exactement une racine par intervalle,
3. les bornes des intervalles soient des nombres ratiannels

On n'impose pas de pcision souhad@te. En effet, les intervalles calésl peuvent facilemerdtre
raffinésa volong, par la néthode dichotomique, en utilisant la proposition suivante

Proposition 7 SoientP un polyrome sans facteurs cas eta < b deux Eels. On suppose que
l'intervalle Ja, b contient £ro ou une racine dé& et queP(a), P(b) # 0.
Alors|a, b[ isole une racine dé si et seulement g?(a) P(b) < 0.

2.2.2 Quelques bornes et un algorithmeélémentaire

Dans le prok#me qui nous iriresse comme dans beaucoup d’autres, doendes bornes
permet de mettre au point des algorithmesstsimples conceptuellement mais inefficaces. Ces
algorithmes servent ensuite de points de comparaison fded¥en quelque sorte) aux algorithmes
plusévolués. La born& nous servira pour toutes lesthodes. Noton® = ay 2%+ - - +a; z+ao.

On supposey, aq # 0.

Proposition 8 (Cauchy, 1829)
SoientP € C[z]| un polyrdmea coefficients complexesetc C une de ses racines. Alors

o] <C(P) =3 |72

a;
ef a
1=0 d

Preuve. CommeC(P) > 1, il suffit de consi@rer une racinex de P de valeur absolue (ou
module pour les complexes) sneureal. On aaga? = —(ag_1 a® ' + - 4 ag). D’apres

I'in égalie triangulairda,| ||? < |ag—1||e|? 1+ - -+ |ag|. Commela| > 1, on peut majorer
chaque terme de la somme en le multipliant par une puissance ajgeropfiz| pour obtenir
lag| |a? < (lag_1]| + - - + |ao|) |a|*"!. La borne s’obtient en divisant les deux membres de
I'in égali& par|ay| |/ O

5. Pour obtenir les racine€gatives, il suffit de prendre I'oppesles racines positives du podme P(—x).
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FIGURE 2.7 — Augustin Louis Cauchy, 1789-1857.

Proposition 9 Si les coefficients d& sont des entiers et et 5 déesignent deux racinefelles
distinctes deP alors

1
d+2

der s | P
P| = +/a%+ --- + af désigne la norme euclidienne d&

Pour pouvoir appliquer la propositionggeédentea un polyrdme P € Qlz] il suffit de multi-
plier P par le plus petit multiple commun degmbminateurs de ses coefficients. Aux lecteurs qui
souhaitent en savoir plus on conseille [21] et [2]. Attemtau fait que les coefficients de sont
supposs entiers. Consa@ons le polydmeP = 22 — 2z + 1 — <. En faisant tendre legel positif
e vers £ro, on rapproche les deux racinesrlarbitrairement gs I'une de I'autre. Si on calcule
en méme temps la borngepsur P, sans rendre les coefficients entiers avant d’effectuealtut
on obtient un nombre qui tend vey& /24, ce qui est absurde.

Des deux propositions oréduit un algorithmeelémentaire d’isolation des racine=etles po-
sitives deP : diviser l'intervalle|0, C'(P)] en intervallesl, = ]ay, b;] de longueur ingrieurea
sep(P). Chacun de ces intervalles contient au plus une racin®.deour cecider si I'un d’eux
isole une racine, il suffit d’appliquer la proposition 7. Malreusement, la borsep est tes pes-
simiste : I'algorithme obtenu est donésrinefficace. Cons@ons I'exemple suivant et imaginons
gu'il faille une nanoseconda un programme pourégider si un intervalle contient ou non une
racine deP. Il y a en gros10'! intervallesa consiérer entred et C(P). Le temps d’egcution
serait de I'ordre de cing minutes.

la — B| > sep(P)

ou

P = randpoly (x);
5 4 3 2
P:=71-10x +62x -8x + 80 x -44x

fsolve (P);
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-4.258350793, -1.137377494, 0.6164177374

C(P);
191/17
sep (P);
-10
0.4025853533 10

2.2.3 Lalgorithme de Vincent — Collins — Akritas

Ah si seulement on disposait d’un @it simple qui doréit le nombre de racines d&z) dans
10, 1[! On obtiendrait par dichotomie et changement de variablalgorithme qui retournerait un
ensembleX d'intervalles isolant les racinegelles positives d’un polygme P, (z,) quelconque
(les intervallestant soit ouverts soieduitsa un point, on le verra). Voici comment. Les racines
en question appartienneat’intervalle]a, b[ = |0, C(F)[. Posons, = C(Fy) = et calculons

P(x) = Po(C(Py) @),

Ce changement de variable (figure 2.8) met en bijection léseaea <€ |0, 1| de P(x) avec
ap € Ja, b[ de Py(zo). La bijection est donge par la formuley, = a + a (b — a).

a=10 e% b= C(P)

Ty = O(P()).I’

FIGURE 2.8 — Les racineselles positives d&), sont en bijection avec les racines Belans|0, 1.

L’exemple suivant illustre le préck (on a programré la fonctionC'). Le changement
de variablexr, = 12z envoie la racinex, = 3 de P, sur la racinea = 1/4 de P. |l
envoie la raciney, = 2 de F, sur la racinea = 1/6 de P.
PO := (x0-3) =*(x0-2);
PO := (x0 - 3) (x0 - 2)
C(P0);
12

P := subs (x0=12 =X, PO);
P:=(12x-3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6
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En utilisant notre créére, on peut &terminer le nombre de racines dé’(x) dans|0, 1] (égal
au nombre de racines d&(x,) dans|a, b[). Sin vaut Zro, E est vide. Sin vaut un,E est éduit
au singleton contenand, b[. Sin vaut deux ou plus, on coupe l'intervalle, 1] en deux et on
consicere €paément les racines dB(z) strictement inérieuresa 1/2 (qui correspondent aux
racines de(z,) strictement ingrieuresa (a + b)/2) de celles strictement sageuresa 1/2 (qui
correspondent aux racines Bgz) strictement su@rieuresa (a+b)/2). Il se peut bien@r quel /2
soit racine deP(x). Dans ce caga + b)/2 est racine dé”(z() et on obtient un intervalleaduit
a un point, qu'il faudra ajouted E. Intéressons—nous au cas des racine®@e dans|0, 1/2].
Posonse = 2//2 et calculons

Ce changement de variable (figure 2.9) met en bijection leseaa’ € |0, 1| de Q(z') avec les
racinesa € |0, 1/2[ de P(z) et donc avec les racines, € |a, (a + b)/2[ de Py(x(). En notant
la, (a +b)/2] =]d/, V'], la bijection est donee par la formuley, = o’ + o/ (b’ — a’). On est donc
rameré au probdme pecedent.

0 « 1/2 1

r=2a/2

FIGURE 2.9 — Les racines d& dans|0, 1/2[ sont en bijection avec les racines@elans|0, 1].

Suite de I'exemple. Le changement de variable (remarquemaga utilisé le néme
nom de variable pou” et () envoie la racinen = 1/4 de P (et donc la racine
ap = 3 de P,) sur laracinea’ = 1/2 de@. Il envoie la racinen = 1/6 de P (et donc
la racine oy = 2 de Fy) sur la racineo’ = 1/3 de@. Le < critere » applique a @
indique queP admet deux racines dafg 1/2[.

P := subs (x0=12 =x, PO);
P:==(@12x-3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6

Q := subs (x=x/2, P);
Q =®Bx-3) (6 x-2

solve (Q);
1/2, 1/3
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Intéressons—nous pour finir au cas des racineB(de¢ dans|1/2, 1[. Posonss = (2" + 1)/2

et calculons .
+

Rz =P (2 .

() ( : )

Ce changement de variable (figure 2.10) met en bijection @sesn” < |0, 1[ de R(z”) avec les
racinesa € ]1/2, 1] de P(z) et donc avec les racines € ](a + b)/2, b[ de Py(x). En notant
J(a+b)/2, b] = ]a”, b"], la bijection est donee par la formuley, = a” + o” (b” — a”). On est
encore ramedau probkme pecedent.

1/2
0 a U ! v = ("1 1))2

1

FIGURE 2.10 — Les racines dB dans|1/2, 1[ sont en bijection avec celles dedans|0, 1.

Suite de I'exemple. Le changement de variable envoie les @deines deP sur des
racines regatives deR. Le < critere > appligué a R indique queR n’a aucune racine
dansg]0, 1] et donc queP n’a aucune racine dand /2, 1[.

P := subs (x0=12 =*x, PO);
P:=(12 x -3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6

R := subs (x=(x+1)/2, P);
R :=(® x + 3) (6 x + 4)

solve (R);
-1/2, -2/3
Ne pas oublier de tester $j/2 est racine deP. Sur I'exemple, ce n’est pas le cas.

subs (x=1/2, P);
12

Le traitement appligeia I'exemple peuétre systmati€ sous la forme de la fonction dozmen
figure 2.11. On ne coniitgpas de rathode simple pour implanter lecritere > utilise. On conné
par contre un crére un peu plus faible mais suffisant : égle des signes de Descartes.
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function VincentCollins_Akritas (Fy(zo))
Retourne une liste d’intervalles isolant les racinégltes positives d&,(z)
Les intervalles sont soit ouverts so#duitsa un point
begin
P(z) = Py(C(FR) z)
return isoley, (P(x), 0, C(FR)|)
end

FIGURE 2.11 — L’algorithme de Vincent—Collins—Akritas.

Laregle des signes de Descartes

Elle est publee (sous une forme un peu plus faible) pour la pegenfois en 1636 dans [12]. Elle
fut géréralie dans les am@es 1820 par Budan et Fourier dans kealbme qui porte aujourd’hui
leur nom [2].

Théoreme 5 (regle des signes)

SoientP € R[z]| un polyrdome non nulp(P) le nombre de variations de signe dans la liste
des coefficients non nuls deetr(P) le nombre de racineseelles positives d& compées avec
multiplicités. Alorsv(P) > r(P).

Preuve. Par écurrence sur le degdeP. Si le degé est nul on a(P) = 0 etr(P) = 0. On
suppose le thoreme \erifié pour tout polydme de dedr strictement iréirieura celui deP et
on le montre pouP. SoitP = agz?+- - - +a; x+ag. On peut supposer, > 0 (on ne change
ni »(P) ni v(P) en simplifiant le polydme dans le cagy = 0 et en le multipliant par-1 si
ap < 0). La derivee P’ de P est de deg¥d — 1. Elle sécrit P’ = dagz® ' + --- + a;. On
peut supposer, en ren@notant les coefficients sesessaireg; # 0 (on ne change ni(P’)
ni v(P’") en simplifiant la @rivee dans le cags; = 0). Commedeg P’ < deg P, I'hypothése
de recurrence s’applique e{ P’) > r(P’). Entre deux racinegelles distinctes d& il existe
au moins une racine de’. Cette remarque seegeralise aux racines d& de multiplicité
k > 1 en se rappelant que ce sont des racineg’tdde multiplicitt £ — 1. On voit donc
quer(P’) + 1 > r(P). On distingue deux cas. Premier cag; > 0. Alors P(0) > 0 et
P’(0) > 0, ce qui implique que”’ admet une racineelle positive inérieurea la premére
racine eelle positive deP. On a doncr(P’) > r(P). Comme de plus(P) = v(P’) on a
v(P) > r(P). Second casa; < 0. Alorsv(P) = v(P’') + 1. Commeuv(P’) > r(P’') on a
v(P')+1>r(P")+ 1. Commer(P')+ 1> r(P)onav(P) > r(P).Onadonc @monté
quev(P) > r(P) dans tous les cagl

Dans notre cas, le polpme P est sans caes etr(P) est doncégal au nombre de racines
réelles positives distinctes de

Proposition 10 (premier criere d’arrét)
Siv(P) =0 alorsr(P) = 0.

Preuve. C'est une consgquence de laggle des signesl
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function isoley; (P(z), |a, b[)
Sous—fonction d¥incent Collins_Akritas
Toute racinex € ]0, 1] de P(z) correspondh une racinez + « (b — a) € |a, b[ de Py(x).
begin
n :=le nombre de racines d&(x) dans|0, 1] (on utilise le< critere>)
if n = 0 then
return &
elifn = 1 then
return {la, b}
else
Q') = P(a//2)
R(a") = P((2" +1)/2)
m:=(a+0)/2
if P(1/2) # 0then
return isoley, (@, Ja, m[) Uisoley (R, |m, b])
else
return isoley, (Q, |a, m[) Uisoley (R, |m, b[) U {[m, m]}
fi
fi
end

FIGURE 2.12 — Un algorithme d'’isolation des racines deftidans l'intervalle|0, 1], reposant sur
un critere imaginaire. Une version plus algorithmique est d@anen figure 2.16.

Proposition 11 (second criére d’arrét)
Siv(P) =1alorsr(P) = 1.

Preuve. Supposons(P) = 1. D’apres la egle des signes,(P) < 1. Commev(P) = 1,
le coefficient dominant et le coefficient de queue du poiye P sont de signes diéfrents.
Entre0 et+o0, le graphe de” coupe donc I'axe des abscisses@®) > 1. En combinant les
deux iregaliés, on voit quer(P) = 1. O
Exemple. Le polypme P = z° — x + 1 n'a qu'une racineg@ellea = —1.16. On av(P) = 2
etr(P) = 0. Le polyrbme P = 2z° — 3z + 1 a trois racines@ellesa = —1.17, 0.33, 1. On a
v(P)=2etr(P) =2.
Deux probémes se posent pour pouvoir employer cetgle dans le cadre d’'un algorithme
d’isolation : d’'une part elle ne fournit qu’une borne, d’eupart elle donne des renseignements
sur l'intervalle]0, +oo] au lieu deo, 1].

Appliquer lar egle des signes dan§, 1]

Il suffit de pro&@dera un changement de variable @tablisse une bijection entre les intervalles
10, 1[ et]0, +oo[. Soita € 0, 1] racine deP(x) = agz? + -+ + a; x + ap. Posonse = 1/x’ et
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FIGURE 2.13 — Rel Descartes, 1596—-1650.

calculons

Ce changement de variable met en bijection les racines |0, 1| de P avec les racines’ €
|1, +oo[ de@. Posons maintenant = x” + 1 et calculons

R(z") d:fQ(x" +1).
Ce changement de variable (figure 2.14) met en bijection @eesn € |0, 1| de P avec les ra-
cines Eelles positives d&. Pour majorer le nombre de racinesildang0, 1], il suffit d’appliquer
la regle des signes au polgme R. On a monte la proposition suivante :

Proposition 12 Avec les rames notations, le nombré¢R) de variations de signes dans la suite
des coefficients dB est sugrieur ouégal au nombre de racines dedans l'intervalle]0, 1].

La fonctionVincentCollins_Akritasdonree en figure 2.11 ne change pas. La nouvelle version
de la fonctionisole,; donree en figure 2.16, est lagme que celle de la figure 2.12)a premére
instruction pes.

L'algorithme de la figure 2.16 est correct : le traitement darc = 0 est justifé par la propo-
sition 10; le traitement du cas= 1 est justife par la proposition 11. Le fait d’utiliser une borne
plutdt que le< criteres pose seulement le praiyhe de I'arét : il estévident que la fonctioisole),
finit toujours par produire des polgmesP ayant £ro ou une racine dan8, 1| mais il n’est pas
evident que le nombre de variations de signes dans la sisteagdficients de ces polgmes (ou
plutdt des poly@mesR calcuks dangy,) vaille zero ou un. On pourrait compliquer un peu I'algo-
rithme en utilisant la proposition 7ed que l'intervallda, b[ est de longueur ilfrieureasep().
On céciderait ainsi s, admet 2ro ou une racine dans, b[ en testant le signe dé(0) P(1). En
fait, Vincent a @monté que cette complicatiogtait inutile et que I'algorithme s’agtait dans tous
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L I SE:l/m/
‘ ¥ =a"+1
| 1//
x//
0 1

FIGURE 2.14 — Les racines d& dans|0, 1] sont en bijection avec les racingsetles positives
deR.

function vy, (P(x))
Retourne une borne ségeure sur le nombre de racines dedans|0, 1]
begin
d:=degP
Q') =" P(1/a)
R(z") = Q(z" + 1)
return v (R)
end

FIGURE 2.15 — La fonctiony,; applique la égle des signes dans l'intervalle 1].

les cas. Plus @ciment, il a mon& que si0, 1] contient £ro (resp. une) racine de et si toutes
les racines complexes de sont< suffisammengloigréess de l'origine alorsv(P) = 0 (resp.
v(P) = 1). Ce cas finit toujours par se produire parce que om= effectle par I'algorithme
éloigne les racines dB les unes des autres et leligne de I'origine. Voir [25, 2, tboeme des
deux cercles] pour une formulationgmise.

Implantation

L'algorithme de Vincent — Collins — Akritas estess efficace parce que les trois changements
de variables qu'il effectue sontets facilesa implanter (cf. exercices). |l satisfait lesegjifications
enoné&es en ébut de section. En particulier, les bornes des intervalteg des rationnels. En
MAPLE, il est disponible sous le homealroot.

readlib (realroot);
proc(poly, widthgoal) ... end proc
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function isoley; (P(z), |a, b[)
Sous—fonction d¥incent Collins_Akritas.
Toute racinex € |0, 1] de P(z) correspondh une racinez + « (b — a) € |a, b[ de Py(x).
begin
n = vo1 (P)
if n = 0 then
return &
elif n = 1 then
return {la, b[}
else
Q') = P(«'/2)
R(z") = P((2" +1)/2)
m:=(a+0)/2
if P(1/2) # 0then
return isoley, (@, Ja, m[) Uisoley (R, |m, b])
else
return isoley, (Q, |a, m[) Uisoley (R, |m, b[) U {[m, m]}
fi
fi
end

FIGURE 2.16 — Un \eritable algorithme d’isolation des racines defdidans I'intervallej0, 1].

2.3 Elements d’arithmétique par intervalles

Une fois calcud un intervalle isolant une solution d’uiguationP(x;) = 0, il reste dans la
chdane GB + RSa calculer I'image de cet intervalle par des fonctions poiyes (les fonctions;;
qui donnent les valeurs des coordéesz,, ..., z, de la solution du sygéme en fonction de la
valeur derx;). C’est ce prol@me qui est cons@é dans cette section. L'arittatique par intervalle
est une disciplin@ part entre. Elle aét invenée dans les aies 50 pour conbter les erreurs
d’arrondis. Elle aéte geréralige dans les am@es 60 pour condter les erreurs de toute nature
(arrondis, mesure, incertitude . ..). Voir [17].

Un intervalle X = [a, b] repesente un nombre < a < b connu avec incertitude. Tout
nombrea peutétre converti en un intervallg, a]. SoientX = [a, b] etY = [c, d] et op une
opération arithnetiqueélementaire. On &ffinit

XopY ={zopy |z € X,ye Y}
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Siles bornes sont exactes etept+, —, x (notre cas)X opY peut se calculer facilement :
[a, b] + [¢, d] = [a + ¢, b+ d]

[a, b] — [e, d]=[a—d, b— ]

[a, b] x [, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, b, bd)]

Dans le cas d'intervalles des de bornea virgule flottante, des probines spcifiques se posent
qui emgechent de satisfaire lesagifications ci—dessus. Ces prefles ne nous concernent pas.

2.3.1 Le probleme des épendances

On est amed@a consi@rer des sysimes de la forme
y = F(x),
P(z) = 0.
Les intervallesX qui isolent les racine€elles dey ont des bornes exactes. La fonction pdigre
F(z)=agz®+ -+ a1z +ag
ne met en ceuvre que deséogtions ops {+, —, x}. Définissons la fonctiot (X) par
F(X) = agx X4+ +a; x X +ag
Xt = Xx---xX (kfois)
On pourrait penser que
F(X)= F(X)d:f{F(x) | z € X}.
Malheureusement c’est faux! Prenons par exenifile) = 2> et X = [ -1, 1]. OnaF(X) =
0, 1] mais.#(X) = X x X = [min(—1, 1), max(—1, 1)] = [ — 1, 1]. Par cfinition on a
[—L1x[-1,1]={zy|-1<z<1 -1<y<1}.
Les intervalles re@sentent deux nombres igkendants alors que nous voudrions qu'ils eéepr
sentent deux nombregpendants (ici, une @me racine dé°). En d’autres mots nous voudrions

que

[—L1x[-1L1]={zx]|-1<z<1}.
Dans le cas de la fonctiom puissances le probEme peutétre €solu mais le proime des
déependances se repose lors du calcul de la somme de@nmesn les modmes de degr stric-
tement positif reg¥sentent des nombres @ifénts mais @pendants entre eux. Sauétudier for-

mellementF (z) sur l'intervalle X le probEme des @pendances ne peut pase compktement
résolu et on doit se contenter de l@sfication :

F(X) > F(X).

N’'importe comment, cette difficitest une fausse difficéltpour RS puisque l'intervall& peut
etre raffire a volon€ (proposition 7). D’a l'intéret pedagogique dtudier les algorithmes en
situation.
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2.3.2 Autre méthode

Evaluer un polydme F sur un intervalleX = la, b] en utilisant les fonctions arith@tiques
d'intervalles fournit en gréral un intervalleZ (X ) qui contientF'(.X'). Pouréviter ce pénonene,
il suffit d’évaluerF sur les bornes de l'intervall& en s’assurant quE est monotone suk :

F(X) = [min(F(a), F(b)), max(F(a), F(b))] siF estmonotone Suk. (2.1)

Comment s’assurer qué est monotone suk ? il suffit d’isoler les racinesaelles de la drivee F’
de I et de raffiner alternativemer¥ et les intervalles ainsi obtenus jusgate qu'ils soient tous
disjoints deuxa deux. Ce praede de raffinage s’aéte si et seulement si la racine deisolee
dansX n’est pas une racine d&'. Pour s’en assurer, il suffit de calculer le pgcdfiet de F’
et de \erifier qu’il vaut 1. Dans le cas o le degé du pgcd est positif, une factorisation ée
est exhilee, qui permet de transformer le ®ysiea resoudre en deux sysghes plus simples. En
continuant de proche en proche, on obtient un famille finisydd®mes,equivalente au sysme
initial, sur laquelle il est possible d’appliquer la forrauR.1). On remarque que l'intervallé a
pu étre modife lors du traitement.

2.4 Exemple

On montre sur un exemple toutes les technigue&bpees dans cette partie. On sénesse
aux solutiongz, y) € R? du syseme.s suivant (avea > 0).

=42 +52-2=0, y=a>+x+1.
Le polyrdmez?® — 4 2% + 52 — 2 = (z — 1)? (x — 2) a deux racinegvidentes mais on fait bierlis
comme si on ne le savait pas.

2.4.1 Suppression des multipliciés

On commence par calculer le pgcdBg = 23 — 42% + 52 — 2 et de sa drivee. On applique
I'algorithme d’Euclide dan€)|x]. Le pgcd est le dernier reste non nuts.

R [0] = expand ((x-1)2 * (X-2));
3 2
R[O] =x -4x +5x-2
R [1] := diff (R [0], x);
2
R[] =3 x -8x+5
R [2] := rem (R [0], R [1], X);
2 X
R[2] = 2/9 - ---
9
R [3] = rem (R [1], R [2], X);
R[3] = 0
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Le polynrdbme P, = R,/ R, a mémes racines quB, et n’a que des racines simples. Simplifier ses
coefficients ne change pas ses racines.

PO := quo (R [0], R [2], X);
2
PO := -9/2 x + 27/2 x - 9

PO := PO / Icoeff (PO, Xx);
2
PO =x -3x+ 2

On est donc ramém I'étude des racinegelles positives d&) = 2> — 3z + 2.

2.4.2 Isolation des racines&elles positives

On aC(F,) = 6. Les racineséelles positives dé&, appartiennena l'intervalle]a, b] = |0, 6].
Ces racines sont en bijection avec les racines du pogP(x) = Py(6 z) appartenana l'inter-
valle |0, 1[. Dans les calculs ci—dessous on a progr@&anfonctionv mentionrée dans la&gle
des signes.

P := expand (subs (x=6 *Xx, PQ));

On calculevy; (P). On trouve2.

d := degree (P, X);

d =2
Q = expand (Xd = subs (x = 1/x, P));
Q =36 -18 x + 2 x ’
R := expand (subs (x = x + 1, Q));
R:=20-14 x + 2 X ’
v (R);

2

On \érifie rapidement qu&/2 n’est pas racine de.

subs (x = 1/2, P);
2

On s’interesse aux racines deappartenand I'intervalle |0, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polgmeP,. Les racines d&, appartenard |0, 1[ sont en bijection avec les
racines deP, appartenard |0, 3[.

Pa = expand (subs (x = x/2, P));

Pa =9 x -9x+ 2
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On calculevy, (F,). Inutile de recalculed. On trouve encore.

Qa = expand (Xd * subs (x = 1/x, Pa));
Qa::2x2-9x+9
Ra = expand (subs (x = x + 1, Qa));
Ra = 2 X 2— 5x + 2
v (Ra);
2
On verifie quel /2 n’est pas racine d&,.
subs (x = 1/2, Pa);
-1/4

On s’interesse aux racines d& appartenana I'intervalle |0, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polgme P,,. Les racines dé&,, appartenan& |0, 1] sont en bijection avec
les racines dé%, appartenard |0, 3/2].

Paa := expand (subs (x = x / 2, Pa));

2
Paa = 9/4 x - 9/2 x + 2

On calculevy (P,,). On trouvel.
Qaa = expand (xd * subs (x = 1/x, Paa));
2
Qaa =2 x -9/2 x + 9/4

Raa

expand (subs (x = x + 1, Qaa));
2
Raa := 2 x - 1/2 x - 1/4

v (Raa);
1

On en @duit que l'intervalle]0, 3/2[ isole une racine dé%. On s’inresse aux racines de,
appartenan& l'intervalle]1/2, 1[. On calcule par changement de variable un nouveau poign
P,,. Les racines dé’,, appartenand |0, 1] sont en bijection avec les racines Bgappartenana
lintervalle |3/2, 3.
Pab := expand (subs (x = (x+1)/2, Pa));
2
Pab := 9/4 x - 1/4

On calculevy; (P,p). On trouvel.
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Qab :

expand (xd * subs (x = 1/x, Pab));

Qab = - 1/4 x 2+ 9/4
Rab := expand (subs (x = x + 1, Qab));
Rab = - 1/4 x ?1/2x+2
v (Rab);

1

On en @duit que l'intervallg3/2, 3] isole une racine dé&,. Un polyrome de dedr deux admet au
plus deux racineseelles. On pourrait donc s’d@ter ici mais par acquis de conscience, énfie
que P, n"admet aucune racine dans l'intervalte 6].

Pb := expand (subs (x = (x + 1)/2, P));
2
Pb =9 x +9x + 2

Qb = expand (xXd * subs (x = 1/x, Pb));
Qb::2x2+9x+9
Rb = expand (subs (x = x + 1, Qb));
Rb::2x2+13x+20
v (Rb);

0

En conclusionf, admet deux racinegelles, isates dans les intervalles ci—dessous.
3 3
0, = —, 3.
o3l 53]

On a isok les abscisses des deux solutions. On chercheen encadrer les ordogesy. On
reporte les deux intervalles calésldans la fonction

2.4.3 Report des racines

Flx)=2*+2+1.
On choisit pour effectuer les calculs la fonction
F(X)=XxX+X+1.

On trouve pour le premier intervalle

o2l o 2o oo -2



On trouve pour le deugime

ol ol ool R o]

On en eéduit que les solutions recheids du systme.” appartiennent aux boites> suivantes :

o (22D - (2 2]

2.4.4 Anelioration de la précision

Supposons qu’on souhaite ahorer la peécision de la deurime bdte (I'intervalle encadrant
I'ordonnée est de largeur sapeurea ). On pro@de par dichotomie.

m:= (3/2 + 3) | 2
m = 9/4

subs (x = 3/2, P0O), subs (x = m, PQ), subs (x = 3, PO);
-1/4, 5/16, 2

On conclut que I'abscisse de la deexie solution de appartient en faia I'intervalle

X

On recommence le calcul d'un intervalle encadrant I'ordann

39T 13 9,13 9,119 9|3 9] |5 [, _]19 133

2" 4 2" 4 2" 4 ~ 4716 2" 4 |47 16 4716 |7
L'intervalle encadrant 'ordonee est maintenant de largeurénfurea 4. Voir la figure 2.17 pour
une repésentation graphique de I'@tioration.
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(y) (v)
13 r---=-=-=-=-= l
12 | } ] 12 |
10 | ; ; 10 |
8 | : : 133/168A ‘rfiij‘
° 1 1 1 6 S
19/4 [T toooooos . 19/4 +oen
2 1 2 l
S I ) S I )
1 2 3 (z) 1 2
3/2 3/2 9/4
Avant anelioration Apres anglioration

FIGURE 2.17 — Bdtes encadrant les solutions dé.
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Chapitre 3
Simplification de sysemes

Dans cette partie, on s’ietesse au probime de la simplification (en un certain sens) de
sysemes déquations polynomiales en plusieursétefmiréesz, . . ., x,,. La simplification a pour
but de transformer le sy@e d’entee.” en un sysmeéquivalent? (ayant némes solutions) de
la forme

P(z1) =0, 2o = Fy(21), ..., x = Fy(21)

ou P et lesF; sont des polydmes deQ|z,]. Ainsi, resoudre¥ revienta résoudreP(z;) = 0
puis a reporter les racines obtenues dans les f@whas F; pour obtenir les autres coorddes
des solutions (ce qu’'on a vu dans le chapitregpdent). Par exemple le sgste.” suivant, qui
décrit l'intersection d’une droite et d’'un cercle, petite transforré en le systmeéquivalent¥
(substituerr ay dans(.5;)).

(S2) = —y=0, (G2) y=u,
y{(sl) 2y —1=0. g{(Gl) 222 —1=0.

Pour Esoudre., il suffit de soudre Equation(G;) puis de reporter les deux valeurs de
dans(G,). La transformation souh&ié n’est pas toujours possible. Elle est impossible dans le
cas @ . a une infinié de solutions dan8” par exemple. Mme dans le casicelle est possible
théoriquement, le calcutchoue souvent en pratique : le gyae simplife peutétre beaucoup
plus volumineux que le sy&ste.¥. L'algorithme de simplification estida Bruno Buchberger

[5, 7]. Il produit en sortie ce qu'on appelle urebase de Gibner> de l'idéal engendr par le
syseme.”. La version implarée dans le logiciel GB [14] est nettement pgluee que celle
que nous Esentons.

3.1 Solutions, ickaux

On consi@re un systme fini.” d'un anneau de polydmesA = Q[zy,...,x,] en plusieurs
indétermireesa coefficients rationnels.

Abus de langage 10n s’autorisea confondre un ensemble de pdymes avec le sy&mne déqua-
tions qui lui correspond.
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3.1.1 Solutions d’'un systme

Définition 7 (solution)
On appellesolutionde . tout n—upleta = (aq,...,a,) € C" de nombres complexes qui
annule tous legléments de” (c’est-a—dire tel queP(a) = 0 quel que soilP € .¥).

Définition 8 (solution €elle)
Unesolution(ag, ..., «,) de.” est diteréellesi toutes ses composantes le sont, cé@stlire
Si(aq,...,0,) € R™

Exemple : le systme.# donré en introduction a deux solutionaalles, qui sont {v/2/2, v/2/2)
et(—v/2/2, —v2/2).

3.1.2 Idéal engendgé
Définition 9 (idéal)
On appelleidéal de A tout sous—ensemble non vidéde A stable par addition interne et par
multiplication par unélement de\.
En d’autres termes, dire qu€ est un ical deA c’est dire que
A Be y=A+Be ¥, Ac S BeA=ABec .

Exemples : 'ensembl¢0} est un ical deA ; 'anneauA est aussi un igal deA ; I'ensemble des
nombres pairs est unédl deZ (la somme de deux nombres pairs est un nombre pair; le produit
d’'un nombre pair par un nombre quelconque est encore un reopatn).

Proposition 13 L'intersection d’une famille d’'i@aux deA est encore un igal deA.

Définition 10 On appelleidéal engendr par.” dansA l'intersection de tous les &hux deA qui
contiennentS. C’est aussi le plus petit &hl .# de A contenant¥’. L'ensemble? est appet une
basede.7.

Proposition 14 L’idéal engende par. = {Si,...,S5,,} dansA est 'ensemble de toutes les
combinaisons ligaires de€lements de avec de€lements quelconques depour coefficients :

Exemple : les sysmes? = {z?+y*—1, v —y} et¥ = {22%—1, x —y} donrés en introduction
engendrent le @me ickal dans I'annead = Q[z, y] (ce sont deux bases dueme ickal). Pour
le montrer, il suffit de montrer que to@ément de.” appartienta I'idéal engendr par¥ et

réciproguement. Effectivement,

2 2 2 2 2 2
4y =14+ + r—y)=2x"—1, 22° —1—(z + r—y)=x"+y —1.
éJ ( y) ( y) = ~ , ; ~ —( y) ( Y) ;U
1 Sa 1 1 Go 1

Exemple : dang I'id éal engends par5 est I'ensemble de tous les entiers multiple$de

(5) =57 = {0, —5, 5, —10, 10, —15, ...}.
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Définition 11 (équivalence modulo unéal)
SoientP, () € A et.# un idéal deA. On dit queP estéquivalenta Q modulo.#, ce qu’on
noteP =@ mod ZsiP—-(Q¢c 7.

Exemple : dan& on a3 = 13 mod (5).

Proposition 15 (leséquivalences modulo unédl se comportent comme dagalites)
SoientP, ), P, Q' € Aet.Z unideal deA. SiP = mod . etP’ =@ mod .# alors

P+P =Q+Q@Q mod .7, PxP =QxQ mod.7.

Exemple : dan&, modulo I'ideal (5) on a (en notant pour=)

1 = 6 1 = 6
+ + X X
3 = 13 3 = -2
| | I |
4 = 19 3 = —12

Exemple : on a® = y* mod .# ou .# désigne l'ickal deA = Q[z, y] engende par le systme
. donre en introduction. C’estvident d’apées la proposition @oedente : comme —y € .4
onar =y mod . etdonce x r x x = y X y x y mod .. Autre preuve x® — y* =
(x —y) (22 + 2y +9?). Commer —y € £ onaz® — 3 € .7,

3.1.3 Correspondance entre solutions d’un systne et ickal engendgé

Proposition 16 SoientP un polyrdome appartenard I'idéal .# engende par. = {Sy,..., S}
dansA. Toute solution de est solution deP.

Preuve. CommeP € ., il existe des polydmesA;,..., A, telsqueP = A1 S1 + -+ +
Ay, Sp- Une solution de . est unn—uplet de nombres complexes tels dij¢a) = --- =
Sm(a) = 0. Par congquentP(a) = Aj(a) Si(a) + -+ + Ap(@) Sm(a) = 0.0

La proposition pecedente a plusieurs cagguences :

— si deux poly®mesP et sontéquivalents moduloe? alors P(a) = Q(«) pour toute solu-

tiona de.”;

— deux systmes qui engendrent leéme ickal sontequivalents (ils ont @mes solutions).
Exemple : les sysimes ¥ et¥ donrés en introduction engendrent l&me ickal. lIs ont némes
solutions. Exemple : les polgmesz® et y® sontéquivalents modulo l'idal .# engende par le
syseme dongé en introduction. On peut comprendre cela ainsi :

vava (Lva v\
ewellT g )\t ) Y
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3.2 Ordres admissibles

3.2.1 Termes, moomes

Définition 12 (terme, mobme)

On appelletermesur I'alphabet{z,, ..., x,} tout produit de puissanceg" - - - x%». Le terme
29 -- 20 est noé 1.

Un mondmeest le produit d’'un terme par uelement non nul d€).

On cefinit ledegeé totald’un termet = z{* - - - z¢ pardegt = a; + - - - + ay,.

Tout polyrome P est donc une somme de niones (ou une combinaison éiaire de termes) :
P201t1+"'+65t5.

Par exemple3 x; x5 + 7 est vu comme; t; + ca ty aveCcy = 3 etty = xqy x9 €tey = 7 etty = 1.

3.2.2 Ordres admissibles

L'utilit &€ des ordres admissibles appaedans la section suivante.

Définition 13 (ordre admissible)
Un ordre total sur 'ensemble des termes estdimissibles’il satisfait les propretes suivantes
pour tous termes, t’ ett” :

1.1<¢
2.t<t! =ttt <ttt

Dans le cas d’'une seule igttrmiréex, il n'y a qu’un seul ordre admissible :

l<z<z?l<azd<---

Définition 14 (ordre lexicographique &fini parz,, > --- > x1)
Soientt = z§' .- 2% ett’ = x{' - - - z" deux termes. On pose que: ¢’ si il existe un indice
1 <i < ntelqueq; < a} eta; = a’; pour tousi < j < n.

Pour comparet ett’, on peut proéder ainsi : orécrit lesn—uplets d’exposant&y, . .., a,)
et(a},...,al,) puis on compare les exposants deaxdeux en allant de la droite vers la gauche
(on commence par comparey eta/, etc. jusqua a; eta)). On s'arétea la premere difference
rencontée. Mettons que ce saitlindicei. Alorst < t' sia; < a.. Les ordres lexicographiques
sont des ordres admissibles. lls correspondenti’ordre du dictionnaires (il y en a plusieurs
parce qu’il y a plusieurs facons d’ordonner l'alphabet defetermirees). Exemple : voici un

< extrait> de 'ordre lexicographiqueé&fini pary > «

l<z<?<’< - <y<yr<yr<yr®<---<yP<yir<--
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Définition 15 (ordre compatible avec le degtotal)
Un ordre admissible est ditompatible avec le degitotals’il satisfait, outre les deux propgies
des ordres admissibles, la propté

3. degt < degt’' = t <t pour tous termes, t'.

Exemple : voici un extrait d’'un ordre compatible avec le éetptal (on ordonne les termes de
méme dege total entre eux avec l'ordre lexicographiquédidi pary > x)

l<rz<y<a®’<ay<y’<d<ry<ayf <yl <at <.

On peut @finir des ordres admissibleslexicographiques par blocs. Pour cela, consi&ons
deux alphabets,, ..., z, ety,...,y,,. Tout termet sur I'union de ces deux alphabets pétre
décompoé de fagon unique en un proddit= t, ¢, d’'un termet, sur I'alphabet des: et d'un
termet, sur I'alphabet deg.

Définition 16 (ordre lexicographique par blocs)

Avec les rames notations. Supposons les deux alphabets ogdocimacun suivant un ordre
amissible. On dfinit I'ordre lexicographique par bloasoté ci-dessous part. < ¢’ sit, <t/ ou
(t. =1, ett, <t)).

(xl»"wxn) >> (y17"'7ym)

3.3 Reeécriture

Définition 17 (régle de eécriture)
Uneregle de eecritureest une eégle de substitution de la forme

mondme —— polynbme

Le mordme en partie gauche est appehonrdme de &tede la regle. Le terme de ce mome est
appek leterme deétede la regle.

Définition 18 Un syseme de &écritureest un ensemble degles de &écriture.

Convention 1 On cétermine le terme deéte d’'un poly@me P en fixant un ordre admissible sur
'ensemble des termes : le terme @éetdeP est le plus grand terme figurant daispour I'ordre
admissible choisi.

Le pro@ce ci—dessus peut pane compliqe : pourgquoi ne pas tout simplement indiquer le
terme de &te qu'on souhaite pouP ? Parce que certains algorithmes vont devéitedminer le
terme de éte de polydmes qui n'apparaissent qu’au cours des calculs. Il fautsgsbient ca-
pables de dterminer le terme dedte d’un poly@me quelconque. Pourquoi exige—t—on que les
ordres soient admissibles ? P@witer des systmes de@écriture< pathologiques- qui pourraient
conduirea des €écritures infinies tels que

r——a° ou xy—— 2z, Tz—27Y.
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Proposition 17 Soit. un syseme de &écriture dont les madmes deéte sont donés par un
ordre admissible. Touteeécriture par.¥ est finie.

La fonction leadterm du paquetagé&roebner de MAPLE est paragtree par un po-
lyndbme et un ordre admissible. Elle retourne le termeé&de tlu polydme pour I'ordre admis-
sible. Le pararatreplex(y,x) déesigne l'ordre lexicographiqueeini pary > x. Le parangtre
tdeg(y,x)  désigne I'ordre compatible avec le dégotal dong@ en exemple ci—-dessus. Suivant
I'ordre admissible le terme déte deP esty® ou z? 3. Le termex ne peut pagtre le terme de
téte deP puisque, quel que soit I'ordre admissihié,;? > .

with (Groebner):
P:=y3 + 3 *x2*xy2 + X

P=y +3x y +x

leadterm (P, plex(y,x));

leadterm (P, tdeg(y,x));

Une fois fixe un ordre admissible tout sgshe déquations pelwdtre vu comme un sysine de
réécriture et eciproquement.

Abus de langage 2Une fois fixe un ordre admissible, on s’autorigeconfondre un ensemble de
polymdmes ¥ avec le sygtme déquations¥ = 0 et le systme de &écriture qu’il définit.

Définition 19 (réduction)

Soientm —— @ une regle de éécriture, S = m — @ le polyrome correspondard la regle
etP =my + ---+ m, un polyrome.

On dit queP’ estreductiblepar la regle si 'un des maodmesm; est divisible pam, c’est-a—
dire s’il existe un indicd < i < r et un mo®mem, tels quem; = mm..

On dit que le polydme@ = (P — m..S) s’obtient en &duisantP une fois parS. On note
P=@

Définition 20 Soient. un syséme de &écriture, P et () deux poly@mes. On dit que® est
reductiblepar . s'il existeS € . tel queP soit reductible parS, ce qu’on noteP 7> Q.

Exemple : le systme.s = {22 + y* — 1, x — y} peutétre transforra en le systme de @écriture
(en fixant I'ordre lexicographiqueédini pary > x) :

(S1) P —— 1 — 22, (S) y — .
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Le polyndbmes?® peut se &ecrire de plusieurs facons diffentes :

(y—ny)\ < yS 5 \$y2_

Définition 21 La notation P % Q signifie queP se téécrit en en appliquant un nombre
guelconqueé&ventuellement nL]I) de fois desgles de?’.

Proposition 18 (on réécrit un polyrdme en un poly@meéquivalent)
Soient.¥ un syskme de &écriture et.# I'id éal qu’il engendre. SP % QalorsP = Q

mod .Z.

Suite de I'exemple : notonB = y? etQ = y — 2% y. On \erifie facilement que® = Q — y S, et
donc queP = @ mod .#. Le mordmey = y3/y?* est le rapport du mdmey? a réécrire par le
mondme de &tey? de la Bgle avec laquelle on effectue kduction.

Définition 22 (formes normales)
On appelleforme normaled’un polyrbme P par un systme de &écriture . tout polyrome
irr éductible tel queP % (. Par extension, un polyime P est on appdé uneforme normale

par . s'’il estirréductible pars.

Suite de I'exemple : en poussant l@sluctions, onéécrity® en deux formes normales :

r—2%) —— P — a3
s 4T

Proposition 19 Toute combinaison ligaire surQQ de formes normales est une forme normale.

Preuve. Un polyndme est une forme normale si et seulement s'il est une combinaigairén
de termes ieductibles (par un certain sgshe de g&criture). Une combinaison Eaire de
combinaisons ligaires de termes &ductibles est elle—-éme une combinaison Eaire de
termes iréductibles]

Comme on l'avu, il N’y a aucune raison que tout palyme admette une unique forme normale
par un systme quelconque. Lorsque c’est le cas, le@yst de gcriture est appélune< base de
Grobners.
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FIGURE 3.1 — Bruno Buchberger est professeur au RI&Cinz, en Autriche.

3.4 Bases de Gibner

Bruno Buchberger a inve@tes bases de Gbner en 1965 [5]. Il leur a do@ne nom de son
directeur de thse : Wolfgang Gibner.

Théoreme 6 (théoreme et éfinition — version 1)
Supposons fexun ordre admissible sur 'ensemble des termes. S&lemt ensemble de po-
lyndmes de\ et.# I'id éal gqu’il engendre. Les conditions suivantes saiivalentes.

1. Tout polydme deA admet une unique forme normale pér Deux polydmeséquivalents
modulo.# ont néme forme normale pa¢.
2. Tout polydme de# admet &ro pour forme normale pay.
Un ensemblé&/ qui satisfait ces conditions est appelnebase de Gibnerde.#.

Preuve. Limplication || du haut vers le bas. Tout pol§me P € .# estéquivalenta zZro
modulo.#. Le polyrbme £ro estegala sa propre forme normale.

Limplication 1} du bas vers le haut. SoieRtet (Q deux polyrdomeséquivalents modulo?, et
P et deux de leurs formes normales (on ne peut pas supposer qu’ellesnigaés!). La
differenceP — Q appartienta .#. D’apres (2) elle se@duita z&ro. Comme elle estajh une
forme normale (proposition 19), elle dé@treégalea zro et donc® = Q. O

Revenons I'exemple pecadent. Le polydmesy?® admet deux formes normales, ce qui contre-
dit le point (1) du tleoeme. Le systme de gecriture n’est donc pas une base dél@rer.

Définition 23 (base de Gobner eduite)
Une base de Gibner¥ est diteréduitesi
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1. tout poly®meG € ¢ estirréductible pars \ {G} et
2. les coefficients nuaniques de€lements d&/ sont< normali€s:.

Il'y a plusieurs fagons possibles de normaliser les coefftsinungriques : dans le cours, on
impose que le coefficient du terme @bt de chaqueegle vaillel ; dans les logiciels,won peéfere
souvent manipuler des coefficients entiers@gue rationnels, on impose que tous les coefficients
soient entiers, que leur pgcd vailleet que le coefficient du terme deté soit positif.

Proposition 20 Toute base de @bner peuttre transfornd@e en une base de &vneréquivalente
réduite.

On peut montrer qu’on peut supprimer purement et simplemet tout polyromeG € ¢
dont le terme dedte est un multiple du terme deté d’un autrelément de/ (en faisant attention,
dans certains cagialeux polydmes ont reme terme degte,a n’en supprimer qu’un des deux).

Proposition 21 La base de Gibner eduite d’un ical .# est unique : elle ne &end que de
I'id éal et de I'ordre admissible choisi.

3.5 Lalgorithme de Buchberger en MAPLE

Tout syseme déquations polynomiales” peutétre transforra en une base de &wner. L'al-
gorithme de Buchberger prend en @stiun systme.# et un ordre admissible. Il produit en sortie
une base de Gbner¥. Les ensembles” et¥ sont deux bases duédme ickal. lIs ont donc rames
solutions. En MAPLE, il estimplagtdans le paquetag&roebnersous le nongbasis La fonction
gbasis a deux paramtres : un systme de polyimes et un ordre admissible (ici I'ordre lexico-
graphique don@a pary > z). Elle retourne la base de &ner duite¥ de I'idéal engendr par
le syseme. La fonctioleadterm a deux paramtres : un polydme et un ordre admissible. Elle
retourne le terme déte du polydme. La fonctiomormalf a trois paramatres : un polyame,
une base de Gbner et un ordre admissible. Elle retourne la forme norrdaleolyrome par la
base de Gibner.

\Wi| Maple V Release 5 (USTL)
.\ |/l_. Copyright (c) 1981-1997 by Waterloo Maple Inc. A Il rights
\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademar ks of
< > \Waterloo Maple Inc.

| Type ? for help.
with (Groebner);

[fglm, gbasis, gsolve, hilbertdim, hilbertpoly, hilberts eries, inter_reduce,
is_finite, is_solvable, leadcoeff, leadmon, leadterm, no rmalf,
pretend_gbasis, reduce, spoly, termorder, testorder, uni vpoly]

G = ghasis (X2 + y2 - 1, x - V], plex (y,x));
2
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G =[2x -1, x+Y]

leadterm (G [1], G, plex (y,x)), leadterm (G [2], G, plex (y,x );
2

X,y
normalf (X3 + vy, G, plex (y,X));
3/2 x

Le méme systme que pgcedemment mais pour I'ordre lexicographique demparz > y. On
constate que la base dedbner a chang

G = ghasis (X2 + y2 - 1, x - y], plex (x,y));
2
G =2y -1, x-Y]

L'exemple du robot planaire. Les deux segments sont de kungu Les coordonaes de la
main dans le regre global sontz, yo) = (1/3, 1/2). L'ordre admissible est I'ordre lexicogra-
phique dong parc; > sy > ¢; > 5.

S = [cl *c2 - s1 *s2 + ¢l - 1/3, c1 =*s2 + c2*sl + sl - 1/2,
cl’2 + s172 - 1, c2°2 + s2°2 - 1];

2 2
S =[c1c2-5s1s2+cl-13,¢c1s2+c2sl+sl-12 ¢l +sl -1,

2 2
c2 + s2 - 1]

G := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G = [1872 s1 - 407 - 936 s1, 24 cl + 36 sl - 13, 48 s2 + 52 sl - 13,

72 c2 + 59

3.6 Decider si un syseme admet au moins une solution

Le theoreme et la proposition qui suivent montrent qu’on peétider automatiquement si
un syseme déquations polynomiales n'admet aucune solution compléxsuffit de tester si le
polyndme1 appartienta une base de Gbner quelconque de I'ahl engendr par le systme.

Théeoreme 7 Soient¥ un syseéme et# I'id éal qu’il engendre dans.. Le systme n'admet aucune
solution dansC" si et seulement di € .#.

Ce tteoeme est un corollaire du &eeme des @ros qu’onétudiera plus loin. Il esévident
que sil € .# alors le syg®me n’admet aucune solution. C’est I'autre implication catidifficile &
prouver. On parle bien de solutions complexes et palias : lequationz? = —1 n'admet aucune
solution Eelle maisl n'appartient pas l'idéal qu’elle engendre.
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Proposition 22 Soit ¥ une base de Gbner eduite d’'un ical .# pour un quelconque ordre
admissible. Alord € .7 si et seulement & = {1}.

Preuve. Tout polyrbme de.#, en particulierl, est éduita z2ro par¥. Il faut donc que¥
contienne lagglel —— 0.0

3.6.1 Applicationa la démonstration automatique

Le < truc de Rabinovitch- indigue comment transformer unesuation £ 0) enéquation en
introduisant une ingtermirée sup@mentaire.

Proposition 23 (truc de Rabinovitch)
SoientP € A = Q[zy, ..., z,) un polyrdome,z, ., une noquIIe indtermiréee ef(ay, ..., ) €
C"™ unn—uplet de nombres complexesfihissons le poydmeP = Pz, — 1 € Alx,,4]. Alors

Plag,...,an) #0 < Fau €C, Play,...,qp, apyy) = 0.

Dit plus informellement, I'i@quationP # 0 estéquivalentex I'équationP x,,,; — 1 = 0 dans
le sens a toute solution de” # 0 fournit une solution dé” x,,,.; — 1 = 0 et reciproquement. La
nouvelle inétermireex, ., repesentel /P.

Le truc de Rabinovitch permet déhontrer automatiquement degtiemes en effectuant des
demonstrations par I'absurde. Montrer par I'absurde undigaion A = B consistea supposer
A vrai, B faux eta chercher une contradiction. Dans le cades propositions logiqued et B
sont deequations” = 0 et = 0, montrer par I'absurd® = 0 = ) = 0 consistea montrer que
le sysemeP = 0, @ # 0 est sans solution.

Exemple : on montre automatiquement qu’un pélyre du second degdont le discriminant
est nul n'a qu’une seule racine. Il suffit de montrer que l¢esye suivant est sans solutions dans
C® : les deux prengireséquations posent queet y sont deux racines d’'un polgme de deg¥
deux et de coefficients, b etc; la troiskeme que le discriminant est nul ; les deugquations que
I’ équation est bien de degdeux et que les racines sont distinctes.

ar? +bx+c=0,

ay? +by+c=0,

> —4ac=0,

a#0, x#y.
On transforme les iquations e@quations gice au truc de Rabinovitch. Il suffit donc de montrer
que le systme suivant est sans solutions délis

ar?+bx+c=0,

ay’? +by+c=0,

bV —4ac=0,

a(r—y)z—1=0.
\oici la preuve avec MAPLE.

S =Ja*xX2+b*x+c ax*xy2+ by +c b2-4 =xaxc, ax*(xy) *z - 1]
gbasis (S, plex (xy,a,b,c,z));
(1]
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3.7 Eliminer des indéterminées

Bien choisir I'ordre admissible permeté&iminer des indtermirees Dans I'exemple suivant,
on cherch&éliminery. En d’autres termes, on cherche égsiations corequences du sy&ne.
qui ne comportent que des Pour cela, on choisit I'ordre lexicographique ayes x (on pose les
indétermirees qu’on souhaiteliminer plus grandes que les autres). La base ddo@r contient
le polyndme recherch:2 2% — 1.

G = ghasis (X2 + y2 - 1, x - Y], plex (y,x));
2
G =[2x -1, -x+1y]

La demarche exp@&e ci—dessus se justifie par l&teme suivant.

Théoreme 8 (theoreme délimination)
Soient¥ une base de Gbner d'un ickal .# de Q[z4,...,z,| pour l'ordre lexicographique
Xy, > >x etl < ¢ <nunindice. Alors? N Q[zy, ..., x, estune base de Gbner de l'ickal

S NQlxy, ...,z de lanneauQ|zy, . . .,z

Preuve. Remarques : l'intersection d’'unédl et d'un anneau est bien uréa (en parti-

culier, elle n'est jamais vide puisqu’elle contieréra) ; .# N Q[x1,...,z,] est un ickal de
Q[x1,...,x¢] mais pas d€)[z1, ..., z,].

Pour prouver le teome, il suffit détablir que toutP € .# N Q|xy, ..., z,] admet £ro pour
forme normale pa¥ N Q[z1, ..., x,]. Les arguments sont les suivants.

1. Le polyrdbme P appartient.# doncP % 0.

*

0. La tete du po-

2. Consi@rons la premdre €duction de la suite? p P’ p
lyndme ayant serva effectuer cette premie eduction est un mdme sur l'alphabet

{.1‘1, . ,wg}.

3. Comme l'ordre admissible est un ordre lexicographique ..., z;11 > xy,..., 71
tout polyrdbme dont la &te est un madme sur l'alphabef{z,...,z,} appartienta
Q[z1, ..., xg].

4. Réduire un polydme deQ|[z1, .. ., x| par un polyme deQ|z1, . .., z,| produit encore
un polyrome deQ|x1, . .., zy].

O

On peut @reraliser le tkoeme pécedent en remplacant I'ordre lexicographique par n’imgort
quel ordre lexicographique par blogs,, . .., xp41) > (24, ..., x1).
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3.7.1 Applicationa la demonstration automatique

Le truc de Rabinovitch permet dé&hontrer par I'absurde des implicatiof's= 0 = @ = 0
lorsqu’on connd a lI'avanceP et (). Le theoeme dEélimination permet de @montrer automati-
guement des toremes néme dans le casioon ne connid pasa I'avance la conclusion.

Exemple : on consiere un poly®me du second degrQuelles propétés ses racines satisfont—
elles lorsque son discriminant est nul ? Mise&guation : on pose que et y sont deux racines
du polyrome, que le discriminant est nul et que le coefficient dontinaest different de &ro.
Choix de I'ordre admissible : comme on cherche des relatiote ées racines ety, onélimine
les coefficients et on choisit donc un ordre lexicographjogeblocs

(a, b, ¢) > (z, y).

S =[a*xX2+b=*x+c a*y2+b=*y+c¢c b2-4 +ra*c,axz-11
G := gbasis (S, lexdeg ([z,a,b,c],[x,¥]):
factor (G [1]);

x -y

Le calcul de base de Gbner montre que le polgme (x — y)* appartient I'idéal engends
par le systme. Par coréqjuent, quel que soiu, b, ¢, , y, z) € C° solution du systme, on a
x = y. On a monte que les racines sont confondues.

Variante du neme exemple. Quelles proptes satisfont les coefficients d’'un pofme du
second ded@r ayant une racine commune avec 8ewke ? La mise eaquation esévidente. Choix
de I'ordre admissible : comme on cherche des relations gnot les coefficients, oalimine x et
on choisit un ordre lexicographique par bloc

x> (a, b, c).

S =[a*Xx2+ bx*x + ¢, 2 *xa*xx + b];
G := gbasis (S, lexdeg ([x], [a,b,c]));

2
G=[b -4ac bx+2c¢c 2ax+hb

Le calcul de base de Gbner montre que le discriminabtt — 4 a c appartienta I'idéal engend
par le systme.

3.8 Elimination et équation aux abscisses

On en vient au point principal du chapitre.
Définition 24 Soient.” un syséme deA n’ayant qu’un nombre fini de solutions dai$ et x,
une incetermiree distingée (qui joue le dle d’abscisse).

On appelleéquation aux abscissdss solutions de I équation en l'inétermiréex; de plus
petit degé qui admet les abscisses de toutes les solution® g@ur solutions. Il s’agit de
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H (x1 — ay).

(o1, .., )
solution de¥

Cetteéquation n’existe que dans le cas les solutions du syste n’ont qu’'un nombre fini
d’abscisses distinctes. Elle existe donc pour toutesystn’ayant qu’un nombre fini de solutions.
< A un probBme d’exposant s> cetteéquation appartierit 'idéal engende par le systme.
C’est la congéquence du #oreme suivant, da Hilbert :

FIGURE 3.2 — David Hilbert, 1862-1943.

Théoreme 9 (théoreme desé&ros)
Soient¥ un syseme ets I'id éal gu’il engendre dand. Un polyrdome P s’annule sur toutes
les solutions d&” dansC” si et seulement s’il existe un exposard N tel queP* € 7.

L'implication de droitea gauche est facile. C’est l'autre qui est difficile. ExemplBans
I'avant—dernier exemple, on a troénque le polydme (z — y)® appartenait I'idéal engendr
par le systme. Le polydmez — y s’annule sur toutes les solutions du gyse. Il n’appartient pas
a l'idéal mais une de ses puissances si.

3.9 Decider si un syseme admet un nombre fini de solutions

Proposition 24 Soient. un syséme deA et¥ une base de Gibner de I'ickal qu’il engendre
pour un ordre admissible quelconque.

Le systme.” admet un nombre fini de solutions da@g si et seulement si, quel que soit
1 <k <n, labase¥ contient une &gle dont le terme déte est une puissance dg
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Preuve. L'implication = de gauche droite. D’apeés le tleoeme des &ros, quel que sok,

I'id éal contient une puissance déduation aux abscisses (en prengnpour abscisse). Cette
équation doietre eduitea z2ro par?. Il faut donc queZ contienne uneagle dont le terme de
téte est une puissance dg

Limplication < de droited gauche. L’hypotbse est &rifiee en particulier pour I'ordre lexi-
cographiquer,, > --- > x1. Pour cet ordre, la base ded@ner contient donc un polgme

ne cependant que de lirtermireée z;. Par congquent, dans les solutions du syse,

ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes. Lé&nme raisonnement tenu pour chaque
indéetermireex; (2 < j < n) montre que dans les solutions du syse,z; ne prend qu’un
nombre fini de valeurs. Les solutions d&isdu syséme sont donc en nombre fifi.

On parle bien de solutions complexes et pealles. Le polydmexz? + y? admet une infini
de solutions complexes mais une seule soluteaile.

3.10 Bases de Gibner sous forme esolue

Définition 25 Une base de Gibner pour 'ordre lexicographique,, > --- > z; est ditesous
forme soluesi elle est de la forme

P(x1) =0, xo = Fy(z1), ..., ©, = Fy(x1)
ou P et lesF; sont des polydmes de|x;].

Si une base de @bner est sous formeéesolue alors ses solutions sont en nombre fini. La
réciprogue est fausse. C'est ce que montre I'exemple suigamtre solutions mais seulement
deux abscisses distinctes).

G = ghasis (X2 - 1, y2 - 1], plex (y,x));

2 2
G =[x -1,y -1]

Il existe des techniques pour transformer une base dér@r d’un systme ayant un nombre
fini de solutions en une ou plusieurs bases d#b@er sous formedsolue [15, 24] et [19, 22, Lex-
Triangular]. La neéthode la plus simple (mais pas la plus efficace) conaigtater un changement
de rere< aléatoires> de facona ce que toutes les solutions aient des abscisses distiGetie
méthode ne fonctionne pas si plusieurs solutions sont cdofs Sur I'exemple poedent, cela
donne
X p + Q:

p + 2 *qQ:
gbasis ([x2 - 1, y"2 - 1], plex (q,p));

y
H

2 4 3
H=[10p +9+p,p -p+ 12(]

factor (H[1]);
P-DPE+3)P-3)@E+1
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FIGURE 3.3 — Les quatre points ont des coordées diferentes dans les reges (O, z, y) et
(O, p, q).

3.11 Lalgorithme de Buchberger

Une base de @bner¥ d’'un idéal.# est un systme de &ecriture qui éécrita &ro toutélement
de .7 (et seulement leslements de?).

Le seul penonene qui puisse enggher un sysgime quelconque étre une base de Goner,
c’est la pesence d'unx conflit > entre deux&gles de &criture. Intuitivement, il y a conflit entre
deux egles de &ecriture au sujet d’'un termesi appliquer I'une ou l'autre sur n’est pas in-
différent, c’esta—dire si appliquer I'une ou 'autre donne des formes noesdkl diff érentes. Par
exemple, les deuxegles suivantes

(S1)zy —— 1, (S2)zz —t.

sont en conflit au sujet du termg = z y z (C’est le plus petit multiple commun des termesé&te t
de S, et deSs). Le conflit vient de ce que les deux termes @lie tont une ingtermiree commune.
On \erifie ci—dessous que, suivant qu’on applique la pezenou la deuxime egle, on obtient des
formes normales diffrentes :
z
a

(S1, S2) xyz
S

Nous avons prow gue le systme de gcriture n’est pas une base debGmer.
L'id ee appligée par I'algorithme de Buchberger consiaterésoudre- le conflit en rajoutant
la differencez — yt des deux formes normales au €yse. Ce polyame appartienta l'idéal .7

yt

1. Commeryz=2z mod £ etxyz =yt mod ¥ onaz =yt mod .£ etdoncz —yt € ..
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engende par les deuxaglesS; et.S; : on change le sy8tme de @ecriture mais pas I'idal. Rajouter
z — yt au syséme, c’est rajouter 'une deggles ci—dessous (¢c@&pend de I'ordre admissible
choisi)

z —— yt oubien yt —— z.
Mettons que I'ordre admissible soit I'ordre lexicograpkecdont parz > y > z > t. Le nouveau
syseme de eéecriture est

(S1)xy —— 1, (Se)zz——t, (S3)yt— z.

On constate maintenant qtig admety ¢ pour unique forme normale.

z
e

(S1, S2) xyz S3
S
2 )t

Le conflit entreS; et.S; au sujet dé€;, est donc &solu par I'ajout de laggle S; mais I'ajout
de S; engendre deux nouveaux conflits : il y a un conflit eftreet S au sujetdeé,;;3 = zyt;ily
en a un autre entrg, et .S; au sujet deé,3 = = z yt. On constate que le conflit entfg et .S; est

déja resolu :
t
A
S
S
Tz

Quant au conflit entré, et.S3, on peut @montrer (sans faire de calcul) qu’il n’existe pas : les
deux termes deete n'ont pas d’indtermiree commune (on dit qu’ils sont disjoints). Appliquer
'une des deuxé&gles n’empche pas d’appliquer I'autre &vification :

yt?
4 Sg,\

(S2, S3) xyxt zt
5\ /S
3 2 2

On peut montrer que si pour toute paire dgles d’'un systme le conflit au sujet du ppcm des
tetes de&gles estasolu alors le sysime est une base dedbner. Le systme obtenu est donc une
base de Gibner de l'ickal .~ .

Dans les ouvrages traditionnels congscaux bases de &biner, les choses sontgsenges un
peu diferemment. Soia tester si le conflit entre deuggles

(S1, S3) ayt

2

(Si) ti —— Qi,  (Sj) t; —— Q)
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est esolu. Notons,; le ppcm des termess ett; ett;; = ¢;

S
Sj\ 1 Q;

Plutt que tester si; Q; ett; Q; admettent une Bme forme normale, on teste si leur difnce
admet £ro pour forme normale (c’est pareil). La difence est apped le S—polyrdme entreS;
ets;:

t; = t; t;. Calculons
t;

O

i

(Si, S5) ti

S(Sz, SJ> dffzi Qz - Ej Qj‘

Une version en pseudo code de l'algorithme de Buchbergeroeséd en figure 3.4. L'algo-
rithme prend en ente un systme de polydmes.” et un ordre admissible (ici sous—entendu).
Il retourne une base de &bner (pour I'ordre admissible choisi), nogaessairemenéduite, de
I'id éal engendr par.. On peut facilement I'aiorer pouréviter de traiter les paires de po-
lyndbmes dont les termes deté sont disjoints. Voici une trace de la fonction sur I'epéan On

function Buchberger )
begin
9=
2 = I'ensemble de toutes les pairgS, G'} C ¥4
while &2 n’est pas vidalo
{G, G'} ;= unélement deZ
Oter cette paire de”
G :=une forme normale d&(G, G') par¥y
if G # 0 then
ajoutera Z toutes les paire$§G, G} telles queG € ¥
ajouterG a¥
fi
od
end

FIGURE 3.4 — Une implantation de I'algorithme de Buchberger.

suppose que l'ordre admissible est I'ordre lexicographidanre parx > y > z > t. Quand
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l'algorithme s’aréte, le systme¥ satisfait le troistme point du thoeme suivant.

g P
débutdu lertour {(Si)zy — 1, (S2) zz —t} {{S1, S2}}
début du 2me tour {(S1) xy — 1, (S2) zz —t, (S3) yt — 2z} {{S1, Ss}, {Se, S3}}

€
début du @me tour {(S1) zy — 1, (S2) vz —t, (S3) yt — 2z} {{S2, Ss}}
findu&metour {(S1)zy—1, (So)xz—t, (S5)yt—z2} <

Théoreme 10 (theoreme et éfinition — version 2)
Supposons fexun ordre admissible sur I'ensemble des termes. S&femh ensemble de po-
lyndmes de\ et.# I'id éal gqu’il engendre. Les conditions suivantes saiivalentes.

1. Tout polydme deA admet une unique forme normale pér Deux polydmeséquivalents
modulo.# ont néme forme normale paf.

2. Tout polydme de# admet 2ro pour forme normale pay.
3. ToutS—polyromeS(G, G) (pour tousG, G' € ¢) admet &ro pour forme normale pa¥.
Un ensemblé&/ qui satisfait ces conditions est appalnebase de Gibnerde.#.

La proposition suivante pcise le criére que nous avons utiéissur 'exemple pouéviter de
calculer certain$—polynomes.

Proposition 25 (premier criere de Buchberger powviter des calculs inutiles)
SoientS; etS; deux egles de eecriture. Sile ppcm des termes é¢et des deuxagles eségal
a leur produit alors leS—polyrdme engendr par ces deuxagles estéduita z&ro par{S;, S>}.

3.11.1 Un systme réduit a un unique polyndbme est une base de Gibner

Lorsqu’on lui fournit un systme éduita un unique polyaéme, l'algorithme de Buchberger
s’arrete immediatement et retourne ce pofme.

3.11.2 L'algorithme de Buchberger peserve la rationnalite

On voit que si on fournia I'algorithme de Buchberger un sgstea coefficients rationnels, il
produit un systmea coefficients rationnels.

3.11.3 Lintersection d’une droite et d'un cercle

Reprenons I'exemple de l'intersection d’une droite et d'arcte.
2?4+ —1=0, z—y=0.
Prenons pour ordre admissible I'ordre lexicographique gve z. Le syseéme de &écriture est

(S1) P —— 1 — 22, (S9)y — .
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Le S—polyndbme estS(S;, S3) = 1 — 2? — xy. Une forme normale dé—polyndme estl — 2 2.
On la rajoute au sysme.

(S1)y? ——=1—2% (S))y —— =z, (S3)2° —1/2.

Le conflit entreS; et S, est Esolu par I'ajout de la nouvelleegle. Il N’y a pas de conflit entre
les deux prentires egles et la troigime puisque les termes ddds sont disjoints. Le syghe est
donc une base de Gioner. Le terme deéte deS; est divisible par le terme déte deS;. La base
de Gibbner n’est donc pa®duite. Pour la&duire, il suffit de supprimes$; (proposition 20). On
obtient finalement :

(S9)y —— x, (S3) 2 ——1/2.

3.11.4 Lalgorithme de Buchberger contient I'algorithme d’Euclide

Consicerons le systme suivant.

{x(x—l)(x+1) = 2*—uz,
(x+1)(x—2) = 22—2-2.

Comme il n’y a qu’une seule iradermirée, il N’y a qu’un seul ordre admissible et le yse de
réécriture est acessairement

(S)) 2 —— 2, (Sy) 2 —— x+2.

€T
A

(Sl, 52) 1'3
S

Le S—polyndme estS(1,2) = —z% — x. Une forme normale d§—polyrdme est-2 x — 2. Elle est
égale au reste de la division euclidienneSiepar S,. On la rajoute au sy8ime de gecriture

2+ 2z

(S))2* —— 2, (Sy)2® ——x+2, (S3)r —— —1.

Le conflit entreS; et S, est €solu par I'ajout de la nouvellegle. L'algorithme de Buchberger
vérifie que le conflit entre; et S; est €solu, de rdme que celui entr8, et S;. Dit autrement, il
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vérifie que le reste de la division euclidienneSigpar S; et celui deS; par S; sont nuls. Par com-
paraison, I'algorithme d’Euclide est plus adroit : il se torte de @rifier que le reste de la division
euclidienne deS, par S; est nul. On voit sur 'exemple que I'algorithme de Buchbergtec-
tue tous les calculs de reste de I'algorithme d’Euclide pjusiques autres (inutiles). Il contient
donc une version maladroite de cet algorithme. Lesystpécedent est une base dedbner non
reduite. Lorsqu’on la&duit, il ne reste que le pgcd des deux pdiyres

(3)z —— —1.

3.11.5 Lalgorithme de Buchberger contient le pivot de Gauss
Consicerons un sysime déquations ligaires.
r+3y—4=0, z24+2y—1=0, y—z=0.
Adoptons I'ordre lexicographique do@marz > y > z. Le syséme de &&criture obtenu est :

(S1)x —— =3y+4, (S))z—— —2y+1, (S3)y—— =

A
(Sl, 52) xr
S
2N oyt

Le S—polymdme S(.5;, S2) vaut—y + 3. Il estégala I'équation lireaire qu’on aurait obtenue en
effectuant uneetape du pivot de Gauss entse et S,. Une forme normale d$—polyndme est
—2z + 3. On la rajoute au syste

-3y +4

(S1)x — =3y+4, (S)z—— 2y+1, (S3)y—— 2, (S4)z—3.

Le conflit entreS; et.S; est solu par I'ajout de laggle S,. Il N’y a pas d’autre conflit puisque les
termes deéte sont disjoints. On voit donc que si on lui fournit un séysé déquations ligairesa
traiter, I'algorithme de Buchberger n’engendre queé&tgsations ligaires. Il contient une variante
du pivot de Gauss. Choisir un ordre admissible revient, emdsrde pivot de Gausag, choisir
I'ordre des colonnes dans la matrice des coefficients désyestLa base de Gbner éduite du
syseme s’obtient en supprimant s6it soit S, mais pas les deux et eaduisant lesggles restantes
deuxa deux. Elle corresporalce que produirait I'algorithme de Gauss—Jordan.

(H)z — =5, B)y——3, (4)z——3.

3.11.6 Lalgorithme de Buchberger pserve les dimensions

Une analyse rapide de la&fihition desS—polyndbmes montre que, si on applique I'algorithme
de Buchbergea un systme déquations homagne pour certaines dimensions (un sys¢ dequa-
tions < qui ont un sens- d’un point de vue physique) alors I'algorithme de Buchbergeproduit
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gue desquations homagnes. En d’autres termes, I'algorithme de Buchberger neugirqde des
équations< qui ont un sens.. Exemple : on montre une relation bien connue suesistance d’'un
circuit formé de deuxésistances en paralé (figure 3.5). On cherche la relation

11 +1
R R, Ry
I
Ry
I I
I, Ry

FIGURE 3.5 — Deux ésistanceglectriques en paralle.

On nommeR, R, et R, les inverses degsistances (des Ohm3 et I'inverse de l'intensié
(des Amgres'). Les équations sont homeéges pour certaines dimensions (elles ont un sens
physique).

U=RI Volts = Ohms Amgeres

U = Rl Il

U - RQ [2

I =1+ 1, Amperes= Amperes

IT=1 Amperes Amgres ' = Nombre
RR=1 Ohms Ohms' = Nombre
RiR =1

RyRy =1

On calcule une base de @mer pour I'ordre lexicographique
I>I>>I,b>U>R>R,>Ry>R>R; >Ry

L'algorithme de Buchberger n’engendre que des relationsdgenes pour certaines dimensions
(qui ont un sens physique). B
Rl Rl ]1 —_— Il_
—— UR;
Exemple de nouvelle relation caléd par I'algorithme :

I, = UR, Amperes= \olts Ohms
Amperes= (Ohms Amggreg Ohms™*

Le premier polydme de la base de Goner Eduite fournit la relation cherée.
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G = [Rlbar - Rbar + R2bar, R2 R2bar - 1,
1 - R1 Rbar + R1 R2bar, -R1 - R2 + R2 R1 Rbar,
R Rbar - 1, R R2 - R1 R2 + R R1, 12 - R2bhar U,

I1 + R2bar U - Rbar U, | - Rbar U, Ibar U - R]

3.12 Exemple
On s’interesse au sysine
vy  —x=0, 2*y—x—y=0.

On commence par calculer une base délBer de l'ickal .# engende par.”. On choisit pour
ordre admissible I'ordre lexicographique dé@npary > x. Le syseme de &écriture initial est

1) zy? — =z
(1) =y
(2) 2y — z+y

La liste de paires critiquestraiter est
2 = (1, 2)].

On traite la paire critique pisente dans”. On calcule le ppcm des termes ééstdes dewegles.
On le reecrit £paément par chacune d’entre elles. Les pOiyres obtenus sont des formes nor-
males.

2 2,2 N 2
x ) oy 5 Ty +y°.

On ajoute au sysime la egle obtenue par dé#fence des deux formes normales.
3) ¥ — 2?2—2xy
La liste de paires critiquestraiter est maintenant
Z =(1, 3), (2, 3)].

On traite la pren@re paire critique f@sente dans”. On calcule le ppcm des termes @tet des
deux egles. On le&ecrit £paément par chacune d’entre elles. L'un des polyres obtenus peut
encoreétre eecrit par le systme. On pousse legacritures jusqu’au bout.

2 3
T T > T
1 y 3

—x2yT>x3—x—y.
On ajoute au syeine la egle obtenue par défence des deux formes normales.
4) vy — 2*-2x
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La liste de paires critiquestraiter est maintenant
P = [(2’ 3)7 (1’ 4)7 (2a 4)7 (3a 4)]

On traite la prengre paire critiqgue @sente dans”. On calcule le ppcm des termes @tet des
deux egles. On le@ecrit £paeément par chacune d’entre elles.

ry+y? —— z2q? — zt — 23y

Il se passe ici un gfmonene inéressant. Aucun des polgmes obtenus n’est une forme normale
etily a plusieurs fagons possibles de lesarire, qui conduiserit des formes normales déffentes.
Sion s’y prend bien, on peut legacrire tous les deux en lagme forme normale :

xz(Tl'y+y2<Tx2y2T)ZA—.%'SyT)lA—Z'Q—I’yT)l'Z.

Si on choisit d’effectuer cesecritures, on trouve que le conflit entre l&gles est&solu (ou
encore que le&S—polyrdme entre les deuxegles se&duita z&ro). Mais on pourrait aussi choisir
une autre fagcon de mener les calculs

x2<Txy+y2<Tx2y2T>:B6—3x4

qui nous donnerait une nouvelleglez® —— 32* — 22 (et il y a encore d’autres possibéi).

Suivant le choix effectg, les calculs suivre vongtre tes differents. lls peuvent @meétre de dif-

ficultes tes differentes. Cependant, la proposition 21 nous garantit questadmGobnerréduite

obtenuea la fin sera la rame dans tous les cas. Pour des raisons de singplicitchoisit la prengire

facon de mener les calculs, celle qui n’introduit pas devetie regle de eécriture. La liste de
paires critiques traiter est maintenant

Z =1(1,4), (2,4), (3,4)].

On traite la pren@re paire critique f@sente dans”. On calcule le ppcm des termes @tet des
deux egles. On le&écrit £paément par chacune d’entre elles. On pousseddsations jusqu
obtenir des formes normales. Ici aussi, si on choisit biéadan de mener legductions, on trouve
que le S—polyrdme se eduita zero et on n’introduit pas de nouvellegle (mais il y a d’autres
facons de mener les calculs, qui produiraient de nouvetigies).

T z y? . ‘x4y—2x2y%>x3—x—y7>x.

La liste de paires critiquestraiter est maintenant
7 =[2,4), (3, 4)].

On traite la prengre paire critique f@sente dans”. On calcule le ppcm des termes @tet des
deux egles. On le&écrit £paément par chacune d’entre elles. On pousseddsations jusqu
obtenir des formes normales.

x3—x<Tm+y<Tx2yT>x5—2x3.
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On ajoute au sysme la egle obtenue par défence des deux formes normales.
(b) #° — 323 —x
La liste de paires critiquestraiter est maintenant
2 =1[3,4), (1,5), (2, 5)].

On remarque qu’on n'a pas e dans? les paires critiquess3, 5) et (4, 5) qui sont superflues
d’apes la proposition 25. On laisse au lecteur le soin @éfier que lesS—polyrndmes engenés
par les trois paires psentes dang’? se eduisent zro (quelle que soit la fagcon dont orene les
calculs d'ailleurs puisqu’on a une base deédfarer). Voici donc une base dedbner non eéduite
de l'ideal .7

vyt —— o, 2y ——aty, Y —2t—xy, y—— 222 a° —— 3% 2.
Et voici la base de @bner Eduite :

y—>x3—2x, 0 —— 32 — 1.

3.13 Arrét de l'algorithme de Buchberger

Proposition 26 L'algorithme de Buchberger produit une base ded@mer en un nombre fini
d’étapes quels que soient le s et I'ordre admissible en egt.

La preuve de cette proposition n'est passtfacile. Elle est forise sur ce qu’'on appelle le
< lemme de Dicksos [13].

FIGURE 3.6 — Leonard Eugene Dickson, 1874-1954.

On se contente de l'illustrer graphiquement sur I'exempésgdent.
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On dessine un diagramngechaque fois que I'algorithme de Buchberger ajoute une rieuve
regle de eécriturea la base en construction. Sur ces diagrammes omsepte I'ensemble des
termes. Il y a autant d’axes qu’il y a d’ietermireées (deux axes ici). On reggente les termes de
téte deségles par des disques noirs et on hachure I'ensemble dessteumpeuvengétre ©ecrits
par le systme (tous les multiples des termes @e}. Initialement, les termes deté sontr 2 et

22 y et on a le diagramme /
7
(x)

()
Ensuite I'algorithme ingre une égle de terme deéétey?. Le diagramme devient

"y W,

()

Puis il inere une egle de terme deétey. Le diagramme devient

W) /

()

Enfin, il insere une egle de terme deéétex®. Le diagramme devient



00,

[ ° |
7
J/ ()

A chaque fois qu’une nouvell@gle est introduite, I'ensemble des termeg&ductibles (ceux
qui ne sont pas haches) se etrécit. C'est normal, puisque chaque nouvedlgle est une forme
normale (c’esta—dire une combinaison Baire de termes figurant dans la partie non hagdiur
Lorsqu’il N’y a que deux indtermirees, on< sent biens qu’on ne peut pas ir&finiment placer
ainsi des disques noirs dans les parties blanches et hatdhqrart de plan susieur droit. Ce sen-
timent peut fcrire de fagcon rigoureuse et sergralisera un nombre quelconque d’iatermirées.
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Chapitre 4

Pgcd de polyromes et calcul modulaire

Dans cette section, oredeloppe certaines des notions alé@slau dbut du chapitre 2. On en
déduit un algorithme efficace pour calculer le pgcd de deuyrnfwhes en une iretermiree eta
coefficients rationnels. Lesé@&thodes utiliges (calcul modulaire) se rencontrent en cryptographie.
Ce chapitre doit beaucoup au livre [10].

4.1 Le probleme

Si F' et G sont deux polyimes deQ[z| avec des petits coefficients alors leur pgeda
géréralement des coefficients petits, lui aussi. Par contraille des coefficients des restes in-
termediaires calcws par I'algorithme d’Euclide cibtellementa chaque &ration que cet algo-
rithme en devient impraticable. Voici un exemplg, @our simplifier, on a normaksa 1 le coeffi-
cient dominant de chaque reste.

Ry = Bz —2)(a®+2%—32*—32% 322 +22-5)
R = (Bx—2)(32°+52* —42° — 92+ 21)
2 98 196 3 2
R, — 024,223 P2, %, =2
S S T
s 1967 5 494 296
2913 8739 " 8739
, 440390801 228709346

v 145990173 T 145990173
2
R5 = r — §

RgZZE

Ry =

4.2 Calcul modulaire

L'id ée consist@ exécuter I'algorithme d’Euclide non plus dans I'anné@i:] mais dans I'an-
neau(Z/nZ)[x] oun est en entier naturel, souvent premier. B&snents d&./nZ sont les entiers
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pris « modulon > (d’ou I'expression calcul modulaire) qui ne peuvent donc pasrsde I'in-
tervalle [0, n — 1]. Toute la difficule consiste bien{s a retrouverin fine le résultat recherdh
c’est-a—dire le pgca coefficients rationnels. L'exempleguedent est traé en section 4.3.1.

4.2.1 Division euclidienne, pgcd dan
On rappelle, pour les entiers, quelques notiogja dbor@es pour les polydmes.

Proposition 27 (division euclidienne)

Soientf et g # 0 deux entiers naturels. Il existe un unique coujer) d’entiers naturels
tels quef = gq + r etr < g. Les entiers; etr sont appeds le quotient et le reste de la division
euclidienne d¢ par g.

La proposition pecedente se @réralise au cas d’entiers siggL Dans ce cas, une convention
possible consisté imposer que le couplg, r) satisfasse f = gqg+r, |r| < |g| etfr > 0. Cest
ce que font les fonctions MAPLEuo etirem, qui implantent le quotient et le reste de la division
euclidienne de deux entiers. Comme dans le cas des@olgs, un entief divise un entieg si et
seulement si le reste de la division euclidienneggmr g est nul.

Le pgcd de deux entierset g est ckfini dans la éfinition 4, page 18. Il estéfini au produit pes
par unélement inversible d&, c’est-a—direl et —1. On dispose pour les entiers d'un algorithme
d’Euclide et d'un algorithme d’Euclidétendu. On ne rappelle pas les pseudo—codes qui sont
identiquesa ceux fournis pour les polymes. L'algorithme d’Euclidétendu permet le calcul des
identites de Ezout. La fonction MAPLE correspondante s’appéiiedex

igcdex (21, 49, 'u’, V),

21*u + 49+vy;

4.2.2 AnneauZ/nZ

Définition 26 (congruence)
Soientf, g etn # 0 trois entiers. On dit qug estcongrua g modulon (ou encoreequivalent
agmodulon) sin | (f —g). Onle notef = g mod n.

La relation de congruence modulcest une relation &quivalence. On noté/nZ I'ensemble
des classes dyuivalence deZ pour cette relation. L'ensembl&/nZ comporte exactement
elements (voir par exemple la figure 4.1).

Proposition 28 Sif = f' mod netg = ¢ mod n alors

f+g=f+¢ modn, [fxg=/[f xg modn.

70



FIGURE 4.1 -7 /57 (détail)

Cette proposition a pour coeguence le principe informel suivantlans une somme ou un
produit (modulon), on peut toujours remplacer un nombfepar un nombref’ tel quef = f’
mod n. On peut erifier dansZ/5Z par exemple que

1 = 6 1 = 6
+ o+ X X
3 = 13 3 = -2
I I I I
4 = 19 3 = 12

Autre congquence de la proposition 28 : il est possible éfenir la < sommes et le< produit> de
deux classes équivalence modula par (la barre signifie: classe dequivalence>) :

f+9 = f+g
Ixg = [fxg.

La proposition assure que l&fihition est serée, c’esta—dire que la classe de la somme (ou du
produit) de dewéléments ne @pend que des classes et pas @émentsf ou g choisis. L'en-
sembleZ/nZ est alors muni d’'une structure d’anneau (c’estjlmtientde I'anneauZ par I'un

de ses i@auxnZ). L' élément &ro deZ/nZ est 'ensemble des multiples de L’ élémentl est
'ensemble des multiples deplus1. En pratique, on repsente les classesadjuivalences par un
elément disting@é, appet représentant canoniquee la classe. On prend souvent desé&spntants
positifs : Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}. On utilise aussi parfois des r&sentants si@s :7Z/57Z =

{0, 1, 2, -2, —1}. En MAPLE, les fonctionsnodpetmodspermettent d’obtenir 'image moduto
d’un entier dans I'une ou 'autre de ces repentations.
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4.2.3 Testd'inversibilite et calcul de l'inverse

Pour additionner, soustraire et multiplier d&#ys:Z, il suffit d’effectuer I'operation dan&. sur
les repesentants des classes puis de prendre |éseptant canonique de la classeé&kuitat (avec
des repesentants positifs, il suffit de prendre le reste de la dinisiu €sultat par). L'algorithme
d’Euclide étendu, qui calcule des ider@#t de Ezout, fournit un moyen d’effectuer des divisions.
En fait, il fait deux choses : il permet de tester si@lement deZ/nZ est inversible et, si c’est le
cas, il fournit I'inverse.

Proposition 29 (test d’inversibilie et calcul de I'inverse)
Soitu f + nv = p une identié de Bezout entre deux entieysetn # 0. Le pgcdp vautl si et
seulement sf est inversible danZ /nZ. Sile pgcdp vautl alorsu = 1/ f dansZ/nZ.

Preuve. Limplication = de gauche droite. Sip = 1onauf +nv = 1 doncu f = 1

mod n etu = 1/f mod n. L'implication < de droitea gauche. Dire qu¢ est inversible
modulon, c'est dire qu'il existeu etwv tels queu f + nv = 1 or le pgcdp de f et den divise
tout nombre de la forme f + nv. Sip > 1, tout nombre de la forme f + n v est su@rieur
al etdoncf n'est pas inversible module. (]

Proposition 30 L'anneauZ/nZ est un corps si et seulementsest un nombre premier.

4.2.4 Le theoreme chinois

Le theoreme chinois (on dit aussithéoeme des restes chinoi$ résout le prol#me suivant :
connaissant I'imagég;, d’un entier f modulo un entier, et 'image f, du méme entierf modulo
un entiems,, est—il possible de calculer I'imagfeg, de f modulo le produit:; x n, ? La eponse est
oui, sous éserve que les entiens etn, soient premiers entre eux. La parti@lgorithmiques du
théoeme repose sur l'algorithme d’Euclidgendu. On suppose, et n, premiers entre eux. |l
existe donc une idenéitde Bezout :

uny +vng = 1.

L'image f1» de f modulon; x ny s’obtient par la formule suivante, qui fait interverfiret f, mais
pasf :
Jfiz=vng X fi +uny X fo.

Voici une formulation classique duébeme chinois :
Proposition 31 (theoreme chinois)
Sin; etny sont deux entiers premiers entre eux alors, pour &ament(f;, f>) du produit

cartésienZ/n,Z x 7./nsZ, il existe un uniqu&lémentf,, de 'anneauZ/(n, x nq)Z équivalent
a f1 modulon; eta f; modulon,.
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Preuve. Comme les deux ensembl&gn,Z x Z/n2Z etZ/(n1 x na)Z ont méme cardinal,
il suffit de montrer qua toutélement du produit cagsien, il correspond au moins éiement
deZ/(m X ng)Z.

On consi@re un couplé f1, f2) du produitZ/n;Z x Z./n,Z. On commence par montrer qu'il
existe un entieyf € Z équivalenta f; modulon; eta fo modulons. Cet entierf est solution
du syséme déquations suivant :

f = fi+qqchosex ng
f = f2+qqchosex ny

Commen; etny sont premiers entre euy, il existe une identite Bezoutuny + vng =
1 entren; et ny. On multiplie la premére égalig€ parvno, la seconde patnq, et on les
additionne termex terme en utilisant I'iden# de Bezout. On voit que le sysine admet des

solutions :
vng X f = wng X f1 +qqchosex ny x ngy
4+ wuny X f = wung X foy+qqchosex n; x no
= f = (U ng X f1 +umng x fg) + ggchosex ny x ng

Toutes ces solutions ontéme image module; x ns :
fla=vna X fi +uny X f» mod ny X na.

Commev est l'inverse dex; modulon; et queu est I'inverse dew; modulons, on voit que
f12 estéquivalenta f; modulon, eta fo modulons. O

L'exemple suivant montre qu'au coup(®, 4) du produit casienZ/8Z x Z/21Z correspond
I'élementl30 de 'annealZ/168Z.

fl = 2:
f2 = 4.
nl = 8:
n2 = 21:
igcdex (n1, n2, 'u’, 'V,
1
fl2 ;= v *n2+xfl + u *nl+*f2 mod nl *n2;
fl12 = 130

f12 mod nl1, f12 mod n2;

2, 4

L'ensembleZ/(n, x nq)Z est un anneau. On peut munir aussi le produittsnzZ /n,Z x
Z/n2Z d’une structure d’anneau (appeinneau produjten posant que I'addition et le produit
de deux couples se font composante par composaré@&niént 2ro de I'anneau produit est le
couple(0, 0). L'élementl est le couple1, 1). Avec cette convention, on peut montrer que I'ap-
plication qui envoie le€léments de I'anneau quotiell (n; x ny)Z sur les couples de 'anneau
produit est un homomorphisme (ou plus simplementumorphismes) d’anneaux : 'image de la
somme (ou du produit) de de@éments de I'anneau quotient égfalea la somme (ou au produit)
des images deséments dans I'anneau produit. Ce morphigtablit une bijection entre les deux
anneaux. Les annea@¥/ (n, x nq)Z etZ/n,Z x 7 /n,Z sont donc isomorphes.

73



4.2.5 Conversions entre rationnels et nombres modulaires

Soientf/g un nombre rationnel et un entier tel quey A n = 1. L'inverse ¢’ de g modulon
existe et on peutéfinir naturellement I'image d¢/¢ modulon par :

f

~ modn=fxg¢g modn.

L'ensembleQ,, des rationnels /g tels queg A n = 1 forme un anneau : la somme et le produit
de deuxélements dd),, est encore uglement deQ,,. L'application< modulon = qui envoie les
fractions de 'annea@,, dans I'annealZ/nZ est un morphisme d’anneaux : 'image modulde

la somme (ou du produit) de deux fractions@gestégalea la somme (ou au produit) des images
des deux fractions. Par exemple, dand17Z,

1/2 = -5 1/2 = -5
+ + x x
2/3 = -3 2/3 = -3
I I | |
7/6 = 3 2/6 = 4

Peut—on calculer le morphisme inverse, c’'asiire I'ensemble des @tedents d’'urelement de
Z/nZ pour cette application ? Cet ensemble comporte une i@faet fractions. Une variante de
I'algorithme d’Euclideetendu permet (parfois) de calculer 'une d’elles.

Proposition 32 Sia est urélément de&Z./nZ alors il existe au plus un nombre rationnglg de@Q,

telquef/g = a mod net|f|,|g] < \/n/2.

Preuve. Si f/g = f'/¢’ mod n alorsn | (f¢" — f'g). Supposons de plus les valeurs
absolues des nuenateurs et @hominateurs ifrieuresa/n/2. Alors | f ¢’ — f' g| < n donc
f g — f'g =0 etles deux fractions sosgales]

L'algorithme d’Euclideétendu, appligea unélementa de Z/nZ etan, retourne ce ration-
nel s’il existe. Il suffit de changer la fonction en @ant les calculs & quev; = 0 ou que
lus|, |lu1| < 4/n/2. Si on aréte parce ques; = 0, c’est que le rationnel recherem’existe pas.
Si on s’aréte parce quéus|, |u1| < /n/2, il restea \eérifier siu; A n = 1. Si c’est le cas, on
retourne la fractiory /g = us/u, sinon, c’est que la conversion est impossible. Cet algogthst
dd a Paul Shyh—Horng Wang [30, 26]. Il est assez peu connu @t was implaré en MAPLE).
Sa preuve n’'est pas facile : toute la diffi@ltonsistea montrer que si I'algorithme ne retourne
pas de rationnel, alors ce rationnel n’existe pas. Une intateon en MAPLE est dorée en fi-
gure 4.2. Pour additionner les deux fractions ci—dessaupgat soit le faire directement da@s
(ou dans@,,), soit prendre leur image modulo un entiersuffisamment grand, additionner les
images et les remonters en rationnels par I'algorithme de Wang. On obtient ieme Esultat.

65521:
2/7:
-8/13:

n

a
b
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wang := proc (a, nh)

local u, v, q;
u:=1[1, 0, aj;
v = [0, 1, n];

while v[3] <> 0 and (u[3]'2 >= n/2 or u[l]’2 >= n/2) do
q = iquo (u[3], v[3]);
U v = Vv, u-gq =*V
od;
if u[3]'2 < n/2 and u[1]’2 < n/2 and igcd (u[l], n) = 1 then
u[3]/u[1]
else
error ("rational does not exist")
fi

end:
FIGURE 4.2 — Une implantation en MAPLE de l'algorithme de Wang.
a+b;
-30
91
wang (a+b mod n, n);
-30
91

4.3 Application du calcul modulaire au pgcd de deux polydmes

4.3.1 Une premere methode, presenée sur un exemple

Onillustre 'idee sur I'exemple introductif. On choisit un nombre premiet on applique l'al-
gorithme d’Euclide aux deux polgmesR, et R, dans(Z/nZ)[zx]. Les coefficients des polpmes
sont pris modulo: : ils ne peuvent pasgpassern — 1. Les divisions euclidiennes effe&es par
I'algorithme d’Euclide ne posent pas de diffi@ipuisquey. étant premierZ/nZ est un corps :
il suffit d’utiliser I'algorithme d’Euclideétendu (dan#) pour inverser le coefficient dominant du
polyndme par lequel on divise. Voici la suite des restes cakpburn = 101 (des repesentants
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positifs sont prisa partir deR;). On n’a pas normalésles coefficients dominants des restes.

Ry = (30 —2)(2® +2°—32* —32% — 32> + 22— 5)
R = (32z—2)(32°+52* —42° — 92+ 21)

Ry = 322° +462" +2° +332% + 1002 + 68

Ry = 112° 43327+ 93z + 51

R, = 602* 4172463

Ry = 27z +83

On obtient le pgcd d&, et deR, dansQ|x] en appliquant I'algorithme de Wang sur les coefficients
deRs:

n = 101:

wang (27, n) *x + wang (83, n);

- 716

4.3.2 Ce que cache I'exemple

L'exemple pecedent fonctionne parfaitement pour deux raisons :
1. le pgcd deRk, et deR; calcuk modulol01 est 'image moduld 01 du pgcd dan§)[z];
2. le nombre premiet01 est suffisamment grand par rapport aux coefficiéras2/3 du pgcd

dansQ|z].
Aucun de ces deux points n'est agsdans le casareral. Le premier est appele < probleme du
degg > ; le second, le< probleme du coefficient initiat.

4.3.3 Nombres premiers malchanceux

C’est parce que I'applicatioa modulon > est un morphisme de I'anne&l, dansZ/nZ et
gue les coefficients dominants des restes cafcphr I'algorithme d’Euclide sont tous non nuls
modulo 101 que le pgcd deR, et de R; calcue modulo101 est I'image modulol01 du pgcd
dansQ[z]. Ainsi, sur I'exemple, les degs des restes negererent pas modula01. Mais pour
certains nombres premiens appeés< premiers malchanceu, il peut y avoir cegenerescence.
Dans ce cas, le pgcd caléunodulon est de dedr different du pgced calcaldansQ|x]. C'est ce
gu’illustrent les exemples ci—dessous :

Ged (R[0], R[1]) mod 3;

Gced (R[0], R[1]) mod 5;

X + 3 X+ 2

76



Gced (R[0], R[1]) mod 17;
3 2
x + 15 x + x + 10

Remarquer le« G > majuscule de la fonctior Ged >, qui fait que le pgcd est calciimodulon.
Avec un< g > minuscule, on obtiendrait I'image modutodu pgcd dan€)|x].

4.3.4 Pgcd dan¥[z]

L'anneauZ[z] des polydmesa coefficients entiers est un anneau factoriel. La notiongde p
(définition 4) y est bien éfinie. SiF" et G sont deux polydmesa coefficients entiers, il est possible
de les consiérer soit comme deslements deZ[x] soit comme de&léments deQ[z]. On peut
montrer que les pgcd d€ et G dansZ|z| sont des pgcd dé' et G dansQ|[z]. La réciproque est
fausse. Sanstre bien difficile, I'affirmation ci—dessus n’est pas absaéntéevidente. Elle repose
sur la proposition suivante.

Proposition 33 Tout polyrdme irreductible déZ[z| est irréductible dan€)[z].

Preuve. C’est un corollaire d'un thoeme de Gauss. Voir [11, Eoeme 7.19]0

On voit donc que pour calculer le pged de deux poiyesE et G de Q[z], il est possible de
chasser les&hominateurs de leurs coefficients et de calculer le pgcsiZfafdes deux polyémes
ainsi obtenus. Orevite ainsi de consgter le probdme des fractions dont ledominateurs
ne seraient pas inversibles moduloLa propréte élementaire suivante est la clef de nombreux
problemes.

Proposition 34 SoientF’ et G deux poly@mes deZ|x] et P leur pgcd. Le coefficient dominant
de P divise le coefficient dominant deéet celui deG.

4.3.5 Le probleme du deggé

SoientF' et G deux polyrdmesa coefficients entiers @@ leur pged dang|x]. Soientn un
nombre premier eb, le pgcd deF’ et G calcuk dangZ/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant dé&, estégala 1. Pour Esoudre le proBime du dedr, I'idée consisté
choisirn de telle sorte que le degde P, soit sug@rieur ouégal au degr deP. CommeP est le
polyndme de plus grand degqui divisea la foisF' et G, on pourra étecter les nombres premiers
malchanceux en testantSiet G sont divisibles ou pas par le polyme deZ|x] déduit deP,.

La proposition suivante est une céqsience de la proposition 34.

Proposition 35 Sin ne divise pas le coefficient dominant Ble@u celui deG alors le degé deP,
est sugrieur ouégal au dege deP.
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Preuve. P divise F et G donc! (P mod n) divise (F mod n) et (G mod n). Par cong-
quent,(P mod n) divise leur pgcdP,, etdeg(P mod n) < deg P,. Le coefficient domi-
nantp de P divise le coefficient dominant de F et celuig deG. Commen t f oun { g, on a
ntpetdeg P =deg(P mod n).O

Proposition 36 Sin ne divise pas le coefficient dominant Heou celui deG et si P, et P ont
méme dege alors il existen € Z/nZ tel queP mod n = a P,.

Preuve. C'est une variante de la preuveepedente]

Proposition 37 Les nombres premiers tels qdeg P, # deg P (hombres premiersc malchan-
ceuxs) sont en nombre fini.

Preuve. Les nombres premiers malchanceux sont des nombres premiers quéetgnéir
I'un des coefficients dominants de la suite des restes é&dqadr I'algorithme d’Euclide dans
'anneauQ[z]. lls sont donc en nombre firil]

4.3.6 Le probleme du coefficient dominant

SoientF' et G deux polydmesa coefficients entiers @® leur pgcd dan€.[z]|. Soientn un
nombre premier eb, le pgcd deF’ et G calcuk dangZ/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant d&, estégalal.

Pour pouvoir appliquer I'algorithme de Wang sBy, il suffit de disposer d’une borne sur les
coefficients de” (proposition 32). En voici une, déeEdmund Landau [18] & Maurice Mignotte
[20]. Voir [21, pages 158-169] ou [29, Corollary 6.33].

Définition 27 On appellehauteurd’un polyromeP a coefficients entiers le maximum des valeurs
absolues de ses coefficients. On la nbte’).

En MAPLE, la fonctionmaxnornretourne la hauteur d’'un polpme.

Proposition 38 (borne de Landau et Mignotte)
SoientF’ et G deux poly@mes deZ[z]. Si F’ diviseG alors

H(F) </1+degG x 2%8% x H(G).

On remarque que la hauteur depeut fort bienétre suprieurea celles deF' et G (exemple
deF =22 +22 -2z —1etG = 2* + 23 + 2 + 1 qui ont pour pgcd? = 22 + 22 + 1). En
fait, la borne de Landau et Mignotte permeédter totalement I'algorithme de Wang. La clef
vient de la proposition 34 : si on multipli&, par le pgcdp des coefficients dominants dé et
deG, on obtient un polydmep P, qui est 'image dan$Z/nZ)[z| de P a un facteuentier(donc

1. L'application « modulon > est un morphisme de I'annediz] dans I'annealZ/nZ)[x] : elle envoie un
produit sur un produit.
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non fractionnaire) @rs. Pour effectuer la remdre dan%[z], il suffit de prendre des re@sentants
sigréspour les classes @tuivalence d& /nZ ainsi qu'un nombre premier tel que

n>2 X px min (\/1 T deg F x 2987 5 H(F), /11 deg G x 295C x H(G)) .

Reprenons I'exemple de la section 4.3.1. D&pta borne de Landau et Mignotte, il suffit de
prendre un nombre premier fneur ouégala 175961 or n = 101 suffit. La borne de Landau et
Mignotte est en fait souvent pessimiste.

p := igcdex (Icoeff (R[0]), lcoeff (R[1]));

p =3
b0 := sqrt (degree (R [0]) + 1) *2"degree (R [0]) *maxnorm (R [0]);
b0 := 9728 10 e
bl := sqrt (degree (R [1]) + 1) *2°degree (R [1]) *maxnorm (R [1]);
bl := 20736 2 e
nextprime (ceil (2 * p *» min (b0, bl)));
175961

On effectue la remoRe deP, = x + 33 dansZ[z| de la fagon suivante. Sur I'exemple, on a
obtenuP. En ¢eréral, on n’obtient seulement qu’un multiple du pgcd.

> ‘mod' := mods;
mod := mods

>p *x (X + 33) mod n;
3 x-2

4.3.7 Un algorithme pour la premiere méthode

Il reste quelques &tails mineursa régler dus au fait qué’ et G peuvent avoir un facteur
commun entier.

Définition 28 Soit /' un polyrome deZ[z]. On appellecontenude F' le pgcd de ses coefficients.
La partie primitivede F' s’obtient en divisanf' par son contenu. Un polyime dont le contenu
vaut1 est ditprimitif.

Les fonctions MAPLEcontentet primpartpermettent d’obtenir le contenu et la partie primitive
d’'un polynrbmea coefficients entiers.

Proposition 39 Le pgcd de deux polymes primitifs est un polyme primitif.

Preuve. C'est une forme dw lemme de Gauss. Voir [11, prop. 7.18] ou [10, Sect. 4.1.2].
U
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Proposition 40 Si F' et G sont deux polydmes alors
F A G = (contenu F' A contenu G) x (partie_primitive F' A partie_primitive G).

Preuve. C'est une variante de la propositiorepedente]

La fonction donge en figure 4.3 retourne un pgedde deux polydbmesF; et G, deZ[z]. Ce
pgcd est aussi bien un pgcd défis| que dan¥Q[z]. La fonction s’aréte parce que les nombres
premiers malchanceux sont en nombre fini.

function pged(Fo, Go)
begin
po := contenu(Fy) A contenu(Gy)
F := partie_primitive(Fp)
G := partie_primitive(Gy)
p1 = coefficient_dominant(F') A coefficient_dominant(G)
do
n = un nouveau nombre premier &rfeura (on remarque que ne divise pag) :
2 x py x min (vI+deg F' x 2427 x H(F), /1 +degG x 242 x H(G))
P, :=(F mod n)A (G modn) unitaire, calcid dangZ/nZ)|x]
P':=(p, P,) modn (prendre des repsentants sigrs)
P’ = partie_primitive(P’) (P’ estvu comme un polygime deZ[z|)
while P’ ne divise pag’ ou P’ ne divise pass dansZ|z]
return py P’
end

FIGURE 4.3 — Calcul du pgcd de deux polgmes par une gthode modulaire.

4.3.8 Une seconde gthode, foncke sur le theoreme chinois

L'id ée consisté calculer plusieurs pgcd da(&/nZ)[x], pour differentes valeurs de et a
les combiner entre eux avec l&theme chinois. Dans un langage de programmation traditipnnel
on choisirait des nombres premiers d’une taill&ngurea celle d’'un mot machine (igfieurea
32 bits sur une machine disposant d’une aritique @blee sur 32 bits). On ne combine par le
théoeme chinois que des pgcd modulaires damme dege. On choisit des nombres premiers qui
ne divisent pas le coefficient dominant Heou celui deGG de fagona s’assurer que les dégrdes
pgcd modulaires soient sepeurs ouégauxa ceux deP. Dans le cas de deux pgcd modulaires
de deges differents, on est donc certain que celui de plus grandedegirespona un nombre
premier malchanceux et on I'oublie. On testehaque tour si on a obtenu le pgcd rechenohr
un test de division exacte daffsx] des polydomesF et G. On n'utilise donc pas la borne de
Landau et Mignotte. La fonction doée en figure 4.4 retourne un pgédde deux polydmesFy
et Gy de Z[z]. Ce pgcd est aussi bien un pgcd d#is| que dansQ[z]. Les calculs s’aétent
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parce que les nombres premiers malchanceux sont en nomibteeBmombres premiers choi-

sis sont multiples entre eux dans la variable Pour chacun de ces nombres premiers, un pgcd
modulaire P, est calcug. La variableP,, contient le esultat de la combinaison, par leethieme
chinois, des pgcd modulairg . La variableP contient un polydme deZ[z| correspondard P,,.
L'algorithme cktecte tes rapidement les pol@mes premiers entre eux.
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function pged(Fo, Go)
begin
Po = contenu(Fp) A contenu(G)
F' = partie_primitive(Fp)
G := partie_primitive(G)
p1 = coefficient_dominant(F') A coefficient_dominant(G)
n ;= un nombre premier qui ne divise pas
P,:=(F modn)A (G modn) unitaire, calcid dangZ/nZ)[z]
if P, = 1then
return pg
fi

m.:=n
P, =P,
P = partie_primitive((p; P,,) mod m)
(utiliser des repsentants sigrs pour le calcul modulaire, calculer le contenu dans)
while P ne divise pad” ou P ne divise pa€: dansZ[z] do
n := un nouveau nombre premier qui ne divise pas
P, :=(F mod n)A (G modn) unitaire, calcid danyZ/nZ)[z]
if P, = 1then
return po
elif deg P, < deg P, then
mi=n
P, =P,
P :=partie_primitive((p; P,) mod n)
elif deg P, = deg P, then
r=nXxXm
calculer avec le tioreme chinoisP, € (Z/rZ)[x] tel que
P. =P, modn
P.=PFP,, modm
m.=r
P, =P, (noter queP, est unitaire)
P := partie_primitive((p; P,,) mod m)
fi
od
return po P
end

FIGURE 4.4 — Calcul du pgcd de deux poldmes gace au teoeme chinois.
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Deuxieme partie

Application des methodes

83



Chapitre 5

Analyse topologique de courbes implicites
planes

Ce chapitre dtaille une néthode de tra& de courbe impliciteP(z,y) = 0 ou P est un po-
lyndme en deux ingtermirees eta coefficients rationnels. La @hode effectue une analyse
topologiques de la courbe dans le sens elle commence paréderminer tous les points critiques
c’est-a—dire, en quelque sorte, les points de la courbe il se passe quelque chosela méthode
décrite dans ce chapitre ne s’applique qu’'aux courbes platest-a—dire aux courbesadinies par
des polydmes en deux iretermirées. De facon indirecte, il est cependant possible ddiderti
pour I'analyse topologique et le tlacle surfaces impliciteB(z, y, z) = 0 enétudiant les projec-
tions des surfaces le long des trois axes. l&hnde écrite est ausgléementaire que possible (on
déecrit un algorithme de principe) : elle ne s’appuie que ssmtethodes dcrites dans les autres
chapitres. Tous les calculs effeétusont exacts.

L'exemple de la figure 5.1 montre deux téscde la courbé(z,y) = 0 ou P(z,y) est cfini
ci—dessous. La courbe comporte huit points critiques : paints singuliers (0 elle se coupe elle—
méme) et trois pointa tangente verticale non singuliers. Le &ale le plus prcis aéte obtenu par
la méthode @velopgee dans ce chapitre. L'autreete obtenu par la fonction MAPLEnplicitplot,
en gardant la g@cision par éfaut. Quelle que soit la pcision demangk, le traé produit par
implicitplot ne rend pas compte de la topologie de la courbe au voisinag@aiets critiques
singuliers (ceux 0 la courbe se coupe elle-eme). Le traé fourni parimplicitplot est toutefois
produit beaucoup plus rapidement que l'autre.

P(z,y) = (2y3—(3$—3)y2—(3:€2—3:€)y—x3)((“ﬁ) +y_—_)

5.1 Points critiques

On consi@re une courbeé&finie par lequationP(x,y) = 0 ou P € Q[x, y] est un polydme.
On appellepoint de la courbeout point(z, ) € R? solution de [equation.

84



] 4]
4] ]
2—i 2]
] — ]
o4 \‘Mi‘_\_a ]
] 0 S
1 g y o]
2] / :
] 2
4 ]
64 -]
81 &
-3 —2 -1 0 1 2 -2 -15 -1 05 0 05 1

FIGURE 5.1 — La néme courbe, trée avec la rathode @crite dans ce chapitra gauche) et avec
la fonctionimplicitplot de MAPLE @ droite). Le calcul de la courbe de gaucheéaassit un
calcul de base de @Gbner,96 appelsa une fonction d’isolation de racinesalles eth41 appelsa
une fonction éterminant le pgcd de deux pomes deQ|x].

Définition 29 Un point de la courbe est ditritique s'il annule la cerivée partielle deP par
rapportay, c’est-a—dire s'il est solution du sysime déquations

oP
P =0, — = 0.
(2,y) =0, 9 (z,9)
Un point de la courbe est ddinguliers’il est critique et s’il annule, de plus, laédivee partielle
de P par rapporta z. Un point de la courbe qui n’est pas critique estdigulier.

Les points singuliers sont les pointg ibn’existe pas de tangenéga courbe. Ce sont les points
ou la courbe se coupe elle-eme, les points de rebroussement etc ... Les points critiquene
sont pas singuliers sont les points de la courlt@ngente verticale. Les points singuliers sont des
points solutions d’'un sy8me de troigquationsx deux inconnues. Une courb¥z, y) = 0 obte-
nue en choisissamt < au hasard- n’a donc pas de points singuliers. 1l est parfois utile deftier
un changement de rege (une rotation des axes par exemple) avant d’effectaralyse topolo-
gique d’'une courbe. Les points critiques non singuliersiXae tangente verticale) sont alors en
géréral envogs sur des pointa tangente non verticale : ils devienneeguliers. Par contre, les
points singuliers restent singuliers.

5.2 Principe de l'algorithme

Le sclema d’algorithme estatrit figure 5.2. Fondamentalement, il applique le princpe
vant :
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Principe 1 Un point regulier est conneéta exactement un poitdroite et un poiné gauche.

function tracé_de courbe(P)
P est un polydme non nul d€)[z, y|
On suppose que les points critiques ont des abscisses wiffeaentes et que la courbe
n'admet pas d’asymptote verticale
begin
Etape 1
Déterminer tous les points critiques de la courbe
Etape 2 : tirer une droite verticale ahtoire entre deux points critiques cé@asitifs
Soientr; < --- < x,, les abscisses des points critiques
Choisir des rationnels,, ..., a,  telsquen; < z1 < as <z < -+ <y < Ty < Apyq
Pour chaque rationnel, determiner tous les points de la courbe d’absciss€es points
sont eguliers.
Etape 3 : tirer une droite verticale passant en chaque paiitigtie
Pour chaque point critiquér;, y;), déterminer tous les autres points de la courbe d’abs-
cisser;. Ces points son@guliers.
Etape 4 : connecter les points
Consicerer les droites verticales de gauéhdroite, les unes aps les autres. Connecter
chaqgue point d’une droita ceux de la suivante en appliquant le principe 1 et en faisant
en sorte que les segments de droites ai@Bni ne se coupent pas.
return 'ensemble des segments de droites obtenus
end

FIGURE 5.2 — Principe de l'algorithme de trade courbes implicites

Le probleme des asymptotes verticales.ll est facile de étecter I'existence d’'une asymptote
verticale en utilisant la proposition 41 et un algorithmesalation de racineséelles. Au cas ©
une telle asymptote existe, il suffit d’effectuer un changethue variables aleatoire-

(3)=>(3)

en choisissant une matriéé de dimensior2 x 2 inversible. Les asymptotes verticales sont alors
envoyées sur des asymptotes quelcongéek fin de I'eétapes, il ne reste plus qui effectuer le
changement de variables inverse sur lesémtés des segments de droites cadsybour obtenir

le bon traé.

Proposition 41 SoientP(z,y) = aq(z) y* + -+ + a1(z) y + ao un polyrdme non nul d€[z, y|
etaq(x) € Q[z] son coefficient dominant vid—vis de l'incetermiréey.

La courbe @finie parP(z,y) = 0 admet une tangente verticale en= « si et seulement si
est racine du polydmeay.
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Déetermination des points critiques. Il s’agit de calculer les@ros Eels du systme déquations
donre dans la dfinition 29. Ce cours ne psente qu’une seuleathode pour cela, quietbute par

le calcul d'une base de @bner de l'ickal engendr par ce sygtme (’id €al des points critiqugs
pour I'ordre lexicographiquetoy > z. Dans le cas d’'unéquation tiee au hasard, cette base est
sous forme &solue (éfinition 25) et a donc la forme

ou F' et G sont deux polydmes deQ|[z]. Il suffit alors d’appliquer un algorithme d’isolation de
racines éelles sur equation aux abscissés(z) = 0 et de reporter les intervalles d’isolation
dans le polydmeG pour obtenir les ordorées. Le caswla base n’est pas sous fornésolue se
résout aussi, mais au moyen détimodes ou de #oremes qui sortent du cadre de ce cours. On se
contentera de les esquisser eagantant quelques heuristiques.

Le probleme des points critiques qui ont l@me abscisse. Si la base de Gibner de l'ickal des
points critiques est sous formesolue alors tous les points critiques ont des abscissiEsotEs.

Tirer une droite verticale aléatoire entre deux points critiques conscutifs. Pour pouvoir
déterminer les rationnels; dans tous les cas, il suffit juste de s’assurer que les iftesvqui
isolent les abscisses de deux points critiques @ouitifs ont des exémités distinctes. Pouré&d
terminer les ordonges des points de la courbe d’abscigsel suffit de calculer les racines du
polyndme P(a;,y) € Qly] obtenu en substituamat & » dansP. Cela peut seéaliser au moyen
d’un algorithme d’isolation de racineselles. Attention au fait que ce poliime peut admettre des
facteurs cags.

Tirer une droite verticale passant par chaque point critique. C’est la partie difficile de l'al-
gorithme. En principe, il suffit deéisoudre le polydme P(z;,y) € R[y| obtenu en substituant
I'abscisser; d’un point critiquea I'indétermireex dansP or, cette abscisse n’est pas un rationnel
en ¢eréral mais un nombre adprique @fini par uneequationt’'(x) = 0 dont il est racine plus un
intervalle d’isolation. L'algorithme de Vincent—Collindkritas s’applique encore dans ce cas—ci
mais les signes des coefficients véhte plus difficilesa determiner.

Connecter les points. Chaque paire de droites verticales dangives ne comporte qu’un point
critiqgue (au plus un, si on tire plusieurs droites vertisadmtre deux points critiques pour affi-
ner le dessin). Le principe 1 et I'exigence que deux segnumtiroite ne peuvent pas se couper
définissent donc l'unique facon de connecter les pointseestix. Deux segments de droite ne
peuvent pas se couper parce que leur point d’intersectiphguoerait I'existence d’un point cri-
tique de la courbe norépertore. C’est ce raisonnemené-tjui ne se gréralise pas aux courbes
dans I'espace.
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5.3 Determination des points de la courbe qui ont neme abs-
cisse gu’un point critique

Onétudie la courbe implicite plan@(z, y) = 0. On suppose doi@s la base de Gbner Eduite
sous forme&solue de l'i@al des points critiques de la courbe (a¥ésans facteurs cars) :

F(x)=0, y=GX)

ainsi qu’un intervalled isolant une racinegellea de F' c’est-a—dire I'abscisse d'un point critique
de la courbe. On suppose que la bardde R contient exactement un point critique.

On se pose le probine d’isoler les racinegelles du polydmeP(«, y), en une inétermireey
eta coefficients dansQ(«). Ces racines sont les ordd@es des points de la courbe d’abscisse
L'une exactement de ces orda@es est I'ordonge d’un point critique de la courbe. On veut savoir
lagquelle (cf. les arguments utiéis pour connecter les points).

En pratique, on travaille sur le pol§me P(z,y) vu comme un polydme eny et a coeffi-
cients dans les polyimes enc. Le symboler n’est plus une inétermiree. Il designe le nombre
algébrique eela. On commence par effectuer un changement de variable qué ptaiginey = 0
en I'ordonrée du point critique. On pose pour cela

(5)- (%)
(i)z(mg(f))‘

P(z,5) = P(z,5 + G(2)).

ou, ce qui revient au éme

On cEfinit le polyrbme

Le polyrdbmeP est un poly@me en une ingtermireey. Le symboler désigne le nombre aédprique
réela. Le polynrdbme P admety = 0 pour racine. Cette racine correspaadiordonrée du point
critique. Les racineselles @gatives de” correspondent aux ordoaées des point€guliers sités
en dessous du point critique. Les racineslies positives d& correspondent aux ordo@es des
points Eguliers sités au dessus du point critique. La question de distinguenitd pritique des
points eguliers est doncésolue. Il suffit donc d’isoler les racineelles positives dé (les ra-
cines Eelles egatives de” sont les oppaes des racinegelles positives dé’(z, —jj)) puis de
proceder au changement de variables inverse peasudre notre probime. Supprimons les barres
pour aleger les notations et notons

P(f>g) :P(x,y) :ad(w)yd+--~+a1(x)y+ao.

On isole les racineselles positives d& en appliquant I'algorithme de Vincent—Collins—Akritas.
La borne de Cauchy s’applique. La division pafx) est simple puisque ce coefficient est non nul

1. On noteQ(«) le plus petit corps contenant le corps des nombres ratisrgide nombrev. Sia € Q alors
Q(a) =Qsinonona& € Q(a) C R.

88



(on s’en est asséra uneétape pecdente en &rifiant I'absence d’asymptotes verticales pour la
courbe). La seule difficldtconsisté determiner le signe des coefficients(et plus gréralement,
de tous les coefficients produits par les@iéints changements de variables) pour pouvoir appliquer
la regle des signes de Descartes.

Comment éterminer le signe des coefficients? A partir de ce paragraphe, il est utile de dis-
tinguer le coefficient;, vu comme unéel, de ce rame coefficient, mais vu comme un poyme.
Dans le premier cas, on notetgd«a). Dans le second, on notesg ). Supposons pour simplifier
que le Eela;(a) soit non nul. Il suffit, pour dterminer son signe, &valuer le polydmea;(x) en
l'intervalle A qui isoleq, par des réthodes d’arithratique par intervalles. Si l'intervalleesultat
ne contient paséro, le signe estatermire, sinon il suffit de raffiner l'intervalle d’isolatiod en se
servant de Bquation aux abscisségx) = 0 et de recommencer. Comme on a su@aosy) # 0,
les calculs finissent par s'&ter.

Mais comment s’assurer qug(«) # 0 ? Il suffit de calculer le pgcdl () des poly®mesE'(z)
eta;(x) et d'isoler les racines d& (x) qui sont incluses dand. En raffinant toura—tour l'inter-
valle A et les intervalles4, ..., A, isolant les racines d& (x), on peut toujours se ramener au
cas ai il existe au plus un intervallel, inclus dansA et au tous les autres intervalle$, sont
disjoints deA. S'’il n’existe aucun intervalled; inclus dansA alorsa;(«) # 0 sinon, la racine
de H(x) isolée parA, est exactement (en d’autres termes, ona(a) = 0) si et seulement si le
polyndme H (z) change de signe aux bornes dle

On remarque pour finir que casid (x) # 1 est rarissime. Dans ce cas, une factorisation
de F'(x) est exhilge et il est possible de scinder la base déb@er de l'ickal des points critiques
en deux bases de Qwner plus petites. Po@viter de passer trop de tempgalculer inutilement
le pgcdH (x), il est possible de commencer par parier guer) # 0, d’évaluer le polydmea;(x)
en l'intervalle A et de ne proeder au test ddeux de nullié que dans le caside signe deu;(«)

n'a pas pwetre cetermiré en un nombre d'#rations fixe heuristiquemerd I'avance.

5.4 Exemple

A titre d’exemple, on s'iréresse la courbeP(z, y) = 0 suivante. Il sagit de lagunion d’un
cercle cent sur I'origine et de la prerare bissectrice (figure 5.3) :

P(z,y) = (@*+y*—1)(y—x) (5.1)

On commence par calculer la base dél@rer duite de 'ickal des points critiques. Il se trouve
que I'equation aux abscisses admet un facteuec@n la transforme en urgguationéquivalente
sans facteur cagret on relance l'algorithme de Buchberger pour simplifiautfa polyrome.

P:=X2+y2-1) * (Y-X);
2 2
P=x +y -1)(¥-Xx

# L'id eal des points critiques

base := gbasis ([P, diff (P,y)], plex (y,x));
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]

FIGURE 5.3 — Repésentation s@matique de la courbeatinie par le polydme (5.1). La courbe
comporte quatre points critiques. Neuf lignes verticaletete tirees pour effectuer ce dessin. Les
coordoniées des points sonétermirees=107".

4 2 6 3 5
base = [8x +5x -1+4x,y-X -Xx+2x]

factor (base [1]);

2 2
x-1) x+1) 2x -1)
base := gbasis ([ quo (base [1], gcd (base [1], diff (base [1], X)) X),
base [2] ], plex (y.x));
4 2 3

base = [2x -3 x +1,y+2x -2X]

# L’ equation aux abscisses
F := factor (base [1]);
2
F=(xx-1) x+1) 2x -1)

# La seconde equation s° ecrit y = G(X)
G := factor (solve (base [2], V));
G =-2x(x-1) (x+1)

Il y a quatre points critiques : deux points singuliers derdoaréesz = y = +/2/2 et
deux pointsa tangente verticales d’abscisses +1. On s’interesse au point singulier d’abscisse
o = 1/2/2. On commence par calculer le pome P en pro@dant au changement de variables
décrit plus haut (on omet les barres pour plus de lis&)iliOn remarque que le changement de
variables est grérique dans le sensidl ne depend pas de. Le polyrdme P est compligé. On
le simplifie en remplacant chacun de ses coefficients parsgefnormale visa—vis de la base de
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Grobner. Cela ne change pas le signe des coefficients. On effiecisiles calculs de forme normale
d’'un coup, en proedanta un simple calcul de reste de division euclidienne par lgn@ohe F'.

# Changement de variable
Pbar := subs (y =y + G, P);
2 2
Pbar = (x + (y-2xXx-1) (x+1) -1 ((y-2xx-1) (x+1 -Xx

# On remplace chaque coefficient par sa forme normale
Pbar := rem (Pbar, F, Xx);

Pbar :

1
<
1
(e}
X
<
+
(63}
<
X

Pbar := collect (Pbar, y);

Pbar =y + (6 x +5X) Yy

Le polyrdome P admety = 0 pour racine (double). Cette racine correspankbrdonrée du
point critique. On remarque qu& &ussi, le calcul eségérique : il ne @pend pas de la valeur de
Supposons maintenant que~ 0.707 soit isok dans l'intervalled = ]1/2, 9/10[. On cherche les
points Eguliers sités au—dessus de lui.@valuation end du coefficient de,> ne permet pas de
décider du signe de ce coefficient. Raffinons cet intervallelena ]7/10, 8/10]. L' évaluation du
coefficient sur cet intervalle prouve cette fois que le coifit est positif. Le nombre de variations
de signe de”(«, y) est nul. La courbe n’admet donc aucun point d’abscissex situé au—dessus

du point critique.

subs_i (x = [1/2, 9/10], coeff (Pbar, y, 2));
-937
[----, 15/4]
500

subs_i (x = [7/10,8/10], coeff (Pbar, y, 2));
107 971

250 500

On cherche les pointgguliers sités en dessous du point critique. On firsse donc aux racines
réelles positives du polyime P(«, —y). Le nombre de variations de signe de ce polye estl.
On en conlut que la courbe admet exactement un pequlier en dessous du point critique.

Pbar := subs (y = -y, Pbar);

3 3 2
Pbar = -y + (6 X +5Xx) vy
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Chapitre 6

La méthode de Newton

Dans ce chapitre, on @sente la rathode nurarique de ésolution déquations la plus utilee :
la méthode de Newton.
6.1 Uneéguation en une variable

On consi@re unedquation en une variablE(z) = 0. On cherche calculer une approxima-
tion z d'une racine de Bquationa partir d’'une prengire estimation.

FIGURE 6.1 — Isaac Newton en 1726 (1643-1727)

La méthode de Newton consiséecalculer une suite de points,,) a partir dea en esgrant
gue la suite converge vers
Tptl = Ty —
o F'(xy,)

On arite les calculs&s que F(z,)| < € ou € est un el positif fixe & 'avance. Graphiquement,
x,+1 €st doni par l'intersection de I'axe desavec la tangenta la courbe efiz,,, F(z,)).

To = a,
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Tn+1 Tn

graphe de” tangente

FIGURE 6.2 — Repésentation graphique de lzéthode de Newton en une variable.

6.1.1 Justification

Soientz une racine dé’(z) = 0 etz,, un réel proche de&. Notonsh la difféerencez — z,, de
telle sorte que = z,, + h. Alors, en appliquant la formule dwedeloppement limé deF'(z) enz,,
on obtient :

0=F(z)=F(x,+h)=F(x,) + hF'(z,)+ -

Commeh est petit, on aglige les termes caéb dans les points de suspension et on trouve :
F(x,)+hF'(z,) ~0

etdonch ~ —F(x,)/F'(x,). En reportant cette relation dans la formile= =, + h on trouve
une approximation de qu’on prend comme valeur poutf, 1 :

F(x,)

F'(zn)

Tp+1 = Tp —

6.1.2 Exemple

On applique la rathode de Newton pour calculer la racine positive dgationz? — 4 = 0,
c’est-a—dire le nombr&. On prend pour valeur initiale, = 3.

Digits := 30:
Fi=x->x2 -4

Fprime := D(F);
Fprime = x -> 2 x
x[0] = 3.
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for n from O to 4 do
x[n+1] = x[n] - FX[n])/Fprime(x[n])
od;
X[1] = 2.16666666666666666666666666667

X[2] = 2.00641025641025641025641025641
X[3] := 2.00001024002621446710903579913
x[4] := 2.00000000002621440000017179869
x[5] := 2.00000000000000000000017179869

La vitesse de convergence est impressionnante : le nomhieciteales correctes double ap-
proximativement chaque #ration. On verra ci—dessous que c’estdu fait que2 est une racine
simple de lequation utilige.

Appliqguons maintenant la @éthode de Newtom I'équation(z — 2)> = 0 dont2 est racine
double. La vitesse de convergence est nettement moins bonne

F = x -> (x-2)2;
Fi=x->(x-2)

Fprime := D(F);
Fprime = x -=> 2 x - 4

X[0] := 3.
for n from 0 to 4 do
x[n+1] = x[n] - FX[n])/Fprime(x[n])

od;
x[1] := 2.50000000000000000000000000000
x[2] := 2.25000000000000000000000000000
X[3] := 2.12500000000000000000000000000
x[4] := 2.06250000000000000000000000000
X[5] := 2.03125000000000000000000000000

6.1.3 Convergence de la gthode

Dans cette section, on utilise MAPLE pour analyséoitiquement la relation entre la vitesse
de convergence et la simplieitle la racine. La gthode de Newton peut diverger ou boucler et,
méme dans le casicelle converge, elle peut ne pas converger vers la racaésiee. Cependant,
lorsqu’on étudie I'ordre d’'une rathode nurarique de &solution, on consigte toujours une ra-
cinez et on suppose que lagthode converge bien vers elle. Voici une autre remarqueritapte :
dans les rathodes nurriques deé&solution déquations, il faut distinguer les erreurs déthrode
des erreurs d’arrondis. On ne sénésse dans cette section qu’aux erreurs deate (erreurs
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qui persistent rdme si on rene tous les calculs avec des nombres exacts, ce qui esblpcssi
MAPLE). Les erreurs dues aux arrondis sont beaucoup plfisildi§ a estimer.

On cefinit I'erreura I'étapen pare,, =Tn — z.
€

Définition 30 Une nethode de&solution déquations nur@riques est dite d’ordre si

. Cn+1
lim

n—-4o00 6%

= cste non nulle

Dire gu’une néthode est d’ordre un, c’est dire que le nombre @@males correctes augmente
lineairement avea : a chaquettape, on gagng nouvelles écimales correctes (pour une cer-
taine constanté). Dire qu’une néthode est d’ordre deux, c’est dire que le nombre &@rdales
correctes augmente quadratiquement ave@ chaquettape, le nombre deédimales correctes
double (approximativement). Dans ce qui suit, on supposdajoéthode converge bien vers une
racinez.

Proposition 42 Siz est une racine simple de alors la nethode de Newton est d’ordre deux (au
moins) sinon la rathode est d’ordre un.

On montre avec MAPLE que la&hode de Newton est d’ordre deux dans le cas d’une racine
simple. On utilise ici les possibiét de calcul symbolique du logiciel pour mener yndemons-
tration assige par ordinateus.

Commez,, est proche de, on peut approximer le graphe depar une parabole.

F=x->a *x2 +b=*x + ¢

Fp = D(F);

xbar := (- b - sqrt (b"2-4 xaxC))/(2 +a);

xbar = 1/2 -------emeeeeeeeee-

On exprimer,, .1 en fonction dex,,.

x(n+1) = x(n) - F(x())/Fp(x(n));
2
ax(n) + b x(n +c
X(n + 1) = X(N) - -—mmmmmmmmemeeee
2ax( +b

On porte la dynamique sur I'erreur : on cheréhexprimere,, ., en fonction de:,, :
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e(n+l) := x(n+1) - xbar;

2 2 1/2
a x(n) + b x(n +c -b-(b -4ac
e(n + 1) = x(N) - ----m-m-memmmmemee- - U2 - e
2 axn+hb a

e(n+1) := subs (x(n) = e(n) + xbar, e(n+1)):
e(n+1) := simplify (e(n+1));

e(n) a

eln + 1) = - /
2 1/2
2en a+ (b -4ac

Silaracine est simple, c’est—dire si?—4 a ¢ > 0 alors le rapport,, ., /e? tend vers une constante
non nulle quand,, tend vers &ro.

simplify (e(n+1)/e(n)"2);
a

2 1/2
2emna+((d -4ac
subs (e(n) = 0, %);

6.2 Deuxéquations en deux variables

Le sctema de Newton seagéralise aux sysimes de deu&quations en deux variables et, plus
géréralement, aux sysines de: équations em variables.
On consi@re un systme de deugquations de deux variablesalles :

F(z,y)=0, G(z,y)=0.

La suite de Newton consiste calculer une suite de points,,, y,) a partir d'un point dona
(x0, yo). La relation de &currence pour le séma de Newton en deux variableé®it :

Tpy1 = Tp + h7 Ynt1 = Yn + 14

ou h et ¢ sont deux eels qui sont recalcésa chaque #ration. Cesé&els sont en fait la solu-
tion du syséme déquations suivant, quiggpend der,, et dey, et qu'il suffit donc de esoudrea
chaque iération. La matrice des coefficients est souvent agaplel matricgacobiennedu syseme
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a resoudre :

O ) 2 (o)
oG oG ¢ G(Zn, Yn)

%(”Tm Yn) a_y(xn’ Yn)

6.2.1 Justification

Soient(z, y) une solution de ce sy&ne et(z,, y,) un couple deé&els proche déz, 7). No-
tonsh et/ les differencest — x,, ety — y, de telle sorte queé = z,, + h ety = y, + . Alors,
en appliquant la formule duadeloppement limé deF'(z, y) et deG(zx, y) en(z,, y,) on obtient
une formule :

oF oF
0= F(j, g) :F(ZL’n—i—h, yn+€) :F(xm yn)+h%(xm yn)'i_ga_y(xm yn)+

oG oG

Commeh et/ sont petits, on @glige les termes caéb dans les points de suspension et on trouve :

oF oF
0~ F(an, yn) + h—(iEn, yn) + f—(!)ﬁn, yn)>

ox oy
oG oG
0~ G(zn, Yn) + h%(a:n, Yn) + fa—y(g;m Yn)-

Transformons lesz en= et écrivons ce sysime matriciellement. On obtient un s¥ste de deux
équations ligaires dont les inconnues sont léslsh et /. Il s’agit du syseme dongé en &but de
section.

6.2.2 Exemple

Les commandes MAPLE suivantes montrent comment on peutagepla néthode de Newton
pour ceterminer une solution du sgshe :

2 +9y°—-10=0, z—-3y=0.

On peut montrer que ce sgshe a deux solutiongelles, qui sonfz,y) = (3,1) et (—3,—1).
L'it ération de Newton converge vers la prenai solution. La vitesse de convergence est quadra-
tique.

Le calcul de la matrice jacobienne est efféchar la fonctionJacobiandu paquetag®ector-
Calculus Pour les calculs d’afgpre lireaire, on utilise le paquetaggnearAlgebrade MAPLE.
Pour la Esolution du systme lirgaire, on construit une matrice < gérérique> en bordant la
matrice jacobienne avec le vecteur colonne de coorgesn /' et —G. On la sg@cialisea chaque
itération avec les valeurs dg et dey,,.
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with (LinearAlgebra):
with (VectorCalculus,Jacobian):
F :=x2+ y2 - 10:
G = x - 3 *y:

M := < Jacobian ([F, G], [x, ¥]) | - <F, G> >;
[ 2 2 ]
M = [2 x 2y X -y + 10]
[ ]
[1 -3 X +3y ]
x[0] = 2.
y[0] = 2.

for n from O to 1 do
Mn = subs (x=x[n], y=y[n], M):
hl := LinearSolve (Mn):
x[n+1] = x[n] + hlI[1]:

y[n+1] := y[n] + hi[2]:

od;
[4. 4, 2]
Mn = [ ]
[1 -3 4]

[ 1.37500000000000000 ]
hl = [ ]

[-0.875000000000000000]

X[1] :

3.375000000

y[1] := 1.125000000

[6.750000000 2.250000000 -2.656250000]
Mn = |

[ 1 -3 0.
[-0.354166666666666685]
hl == [ ]
[-0.118055555555555538]

X[2] :

3.020833333

y[2] = 1.006944444
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Chapitre 7

Introduction au logiciel MAPLE

7.1 Les nombres

Le logiciel MAPLE permet de manipuler défents types de nombres. Pour implanter un type
de nombre, la difficuéé fondamentale consiséereconndére zro. En effet, un programmeur qui
souhaiterait implanter un nouveau type de nombre pouajbtrs Ealiser les quatre @pations
trivialement (en ne simplifiant jamais les expressions)eRample, rien ne forcaé< simplifier > le
produitv/2 - v/3 en+v/6. Mais ne pas simplifier les expressions ne fait que repcetedifficulées
sur le test dégali® & z&ro puisqu’il faudra bien que ce test reconnaissedie/3 — /6 estégal
a zero.

7.1.1 Les nombres inexacts

On les appelle aussi nombresa virgule flottantes. C’est le type de nombre le plugpandu
en informatique. Les quatre emtions sont assez simpkesmplanter. Elles souffrent du prashe
des erreurs d’'arrondi. Le testadjalie a z2ero n'a pas de sens en pratique en raison de ces erreurs.
Il est donc souvent remplagar un test inférieurac >. Une particularié de MAPLE : le nombre
de cecimales peuktre fixe arbitrairement grand.

a = sqgrt (2.);
a = 1414213562
a2;
1.999999999
Digits := 30:
sqrt (2.)

1.41421356237309504880168872421
7.1.2 Les entiers et les rationnels

On rencontre le type nombre entier dans tous les langages de programmation mais il s’agit
presque tout le temps de nombres entiers de taille@enite logiciel MAPLE fournit des entiers
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et des rationnels arbitrairement grands. Ces nombres sesdus toujours repsengés de fagon
interne dans une base de nenation. Le test ddgalie a zro est facile dans une base de reuation.

7.1.3 Les nombres irrationnels

Les nombres irrationnels se divisent en nombreélaigues et nombres transcendants.

Définition 31 Un nombre est dialgebriques’il est racine d’un polydme en une inetermiree et
a coefficients rationnels. Un nombre qui n’est passhigque est ditranscendant

Les nombres/2 eti sont al@briques, tous les rationnels aussi. Les nomhbret: sont trans-
cendants.

Une implantation classique consisierepésenter chaque nombre alyiqguea par un po-
lyndme P de degé minimal dontw est racine plus un intervalle (ou un couple d'intervallessda
le cas de nombres a@briques complexes) permettant de distinguéles autres racines de Le
test degali€e & z2ro existe mais il est si €beux que le logiciel ne le met pas $statiquement en
ceuvre bien qu'il soit implagt

sart (2);
1/2
2
sqrt (2)°2;
2
if sqrt (2) * sgrt (3) = sqrt (6) then
oul
else
NON
fi;
NON
simplify (sqgrt (2) * sqrt (3) - sqgrt (6));
0

Le nombre imaginairé est noé |I. Le nombrer est cesigre par (attentior la majusculelpi.

(243 *1) *(2-3 *1);
13

evalf (Pi, 20);
3.1415926535897932385

7.2 Variables et symboles

En MAPLE, un symbole est une variable (au sens informatiquéetme)a laquelle aucune
valeur n’est affe@e. On transforme un symbole en une variable en lui affecta@tvaleur. On
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transforme une variable en un symbole er esaffectant, ce qui peut sedaliser en lui affectant
son propre identificateur entre apostrophes{ouiotess). La presence d’apostrophes autour d’'un
identificateur em@che sorévaluation. La variable ggiale< % > contient le esultat de la dergre
commande excuge.

(at+1)°2;
2
(a+ 1
a = 4;
a =4
(a+1)2;
25
a ='a;
a:=a
(at+1)°2;
2
(a+ 1
%;
2
(a+ 1

7.3 Procdures et fonctions

On ne fait pas de diffrence en MAPLE entre les piedures et les fonctions. Les péatures
peuvent donc retourner u@sultat. Une praedure est un objet comme un autre, qui pete
affecé a une variable. C’est d’ailleurs ainsi qu’on les nomme.

Par convention, la valeur reto@e par une prdmure est la valeur de la degn¢ instruction
execute lors de I'appel. Pour forcer I'égution d’un appel de prédurea s’aréter eta retourner
une valeur, on peut utiliser I'instructiaeturn.

On mentionne aussi la fonctiarror, parangtrée par une chine de caraétres (@limitée par
des guillemets) et qui permet d’interrompre un calcul ercl#nt le message.

Une pro@&dure peut utiliser des variablegaleset des variableglobales Les variables glo-
bales sont les variables qui sont iradiatement accessibles lorsqu’on utilise MAPLE intexecti
ment. Les variables locales d’'une pedire sont @esa chaque appél la pro@dure (elles sont
localesa un appel de pradure plubt qu'a une proédure). Enegle gerérale, elles disparaisset
la fin de I'appel (voir toutefois la section 7.3.3). Lesothrations de variables doivegtre plaées
juste apes I'enéte de la proedure. Lorsqu’une variable n’est pasatbée, MAPLE inkre son
type de la facon suivante : si la presmé oferation effectée sur la variable modifie son contenu,
la variable est cons@tee comme locale sinon elle est cores@k comme globale. On sugg de
déclarer explicitement les variables.

On rappelle gu’en programmation, on distinguepasanetres formelsl’'une pro@dure (dont
les identificateurs sor@nunerés dans I'eréite de la proedure, derére le mot—cleproc) des pa-

102



rametres effectifs deappels de proedures Au moment de I'apped la pro&@dure, chaque pa-
rametre formel prend pour valeur I'un des parines effectifs.

7.3.1 Exemple

On cefinit une proédure parai@trée par un&ela, un entiem et qui retourne™. On 'affectea
la variablepuissancelLa pro@&dure emploie deux variables localgsetresultat Les pararatres
formels sont etn. Le casa = 0 est ¢ggeré a part.

puissance := proc (a, n)
local k, resultat;
if a = 0 then
return (0)
fi;
resultat = 1;
for k from 1 to n do
resultat := resultat * a
od;
resultat
end:

Voici deux appels la pro@dure puissance. Deux paraires effectifs sont fourng chaque appel.

puissance (0,0);

puissance (3,4);
81

7.3.2 Retourner une valeur en I'affectanta un parametre

En regle gerérale, les paragtires sont pags par valeur et il estimpossible d’affecter une valeur
a un pararatre formel dans le corps d’une pamture.

Cette egle admet une exception : si la valeur du partam effectif est un identificateur de
variable alors il est possible d’affecter une valeur au petee formel correspondant : c’est la
variable dont le nom &te pasé comme paragtre effectif qui recoit la valeur. Remarque : epr
gu’'on a affeck une valeuga un tel paramtre dans un corps de péxure, il n’est pas possible de
consulter le contenu de ce paratme (les paragtres formels sont@ges differemment des variables
locales en MAPLE).

Ce nmecanisme est mis en ceuvre par certaines fonctiopdefinies telles queem quo ou
coeffs En voici un exemple.

reste := proc (a, b, quotient)

local q, r;

g := iquo (a, b);

r .= irem (a, b);

quotient := q; # affecte q a la var. dont le nom est dans quotient
r # retourne r

end:
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Dans 'appel de praadure ci—dessous, on a pidddentificateurquotentre apostrophes poéviter

gu’il ne soit remplaé par sa valeur au moment de I'appel. On srggd’utiliser syggmatiquement
des apostrophes non seulement pour la raésmm&e ci—dessus mais aussi parce qu’elles attirent
I'attention du lecteur sur l'usage qui est fait du paedra.

reste (7, 3, 'quot’);

quot;

7.3.3 Retourner une expression symbolique

Une pro@&dure qui retourne une expression symbolique doita@ml s’assurer que chaque
symbole figurant dans I'expression est global. Dans le casaice, 'utilisateur rencontrera de
grandes difficus pour manipuler I'expression retoém La pésence de: variables locales ex-
porteess (ou plubt de< symboles locaux expdrs=) dans les expressions est une source de bugs
consicerable.

La fonction suivante retourne une expression en le symboleabz. L'expression retour@e
se manipule sans diffic@t
polynome := proc (n)

local i

global x;

add ((i+1) *x7, i=0..n)
end:

p := polynome (3);
2 3
p=1+2x+3Xx +4X

coeff (p, x, 2);

L'expression retourge par la fonction suivante comporte un symbole local egpart L'ex-
pression retouree est beaucoup plus difficilemanipuler! En effet, le symbole figurant dans
I'expression &te créé lors de I'appeh la fonctionpolynomell est different du symbole global
pas& en pararatrea coeff
polynome := proc (n)

local i, Xx;
add ((i+1) =*x7, i=0..n)
end:

p := polynome (3);
2 3
p=1+2x+3x +4x

coeff (p, X, 2);
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7.3.4 Fonctions @finies avec une #che

Les fonctions dont le corps séduita une seule instruction peuvenéstire simplement grce
a l'opérateur< fleches. Les deux implantations déci—dessous soriquivalentes.

f ;= proc (X)
3xX2 + 2xx + 1
end:
fi=x->3 *xX2 + 2*x + 1
Voici un autre exemple avec une fonction de deux variables.
f := proc (X, y)
3xX2 + X *y

end:

fi=Xy > 3 *X'2 + X *y:

7.3.5 Fonctions et expressions

Ne pas confondréonctionset expressionsDans I'exemple suivantf, est une fonction et est
une expression. La fonctidd permet de driver une fonctiondiff permet de ériver une expres-
sion. Onévalue les expressions en utilisant la fonctoibs On évalue les fonctions en predant
a des appels de fonctions.

fi=x->2 *xX2+ 3 *x + 1;
2
f=x->2x +3x+1
p = 2*xX2 + 3*x + 1;
p=2x +3x+1

f(1);

6
subs (x=1, p);
6
D ()
X >4 x + 3
diff (p, X);

4 x + 3
Pour convertir une fonction en une expression, il sufvdluer la fonction en fournissant un sym-

bole comme paraatre effectif. La fonction grdefinieunapplypermet de convertir une expression
en une fonction.
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f(y);
2
2y +3y+1
unapply (p, x);
2
X ->2x +3x+1

7.4 Structures de donees

7.4.1 Squences, listes et ensembles

Définition 32 Uneséquencest une suite d’objet€pares par des virgules. La virgule est I'efa-
teur de concanation des@quences. Laggjuence vide est noneaaNULL.

La fonctionsegpermet de construire degguences.

sl =3, x + 1, 2

sl =3 x+ 1, 2
S2 = 2, X *VY;

s2 =2, Xy

seq (i"2, i =1 .. 5)

1, 4, 9, 16, 25
s2, NULL;

2, Xy

s3 = sl, s2;

s3 =3, x+1 2 2, Xy

Les £quences ont urédiaut : il n’est pas possible de construire deguences deegjuences. ..
saufa celimiter les sous-exquences avec des marqueurs deut et de fin. C'esk cette fin qu’on
eté cefinis les listes et les ensembles.

Définition 33 Uneliste est une 8quence dlimitée par des crochets.

La fonctionop permet d’obtenir les cgarandes d’'une liste (laéguence de sadéments). Le
fonctionnopspermet d’obtenir le nombre d’@pandes (d&lements) d'une liste. La fonctiomap
permet d’appliquer une fonction unaiagtous le€lements d’une liste. Remarque : il est possible
d’appliquer des fonctions—aires auwélements d’'une liste avanap; voir aussia ce sujet la fonc-
tion zip.

L3 :=[s3];
L3 =[3, x + 1, 2, 2, xV¥]

nops (L3);
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L3 [2];

op (L3);
3, x +1,2 2, xy

map (proc (xX) X2 end, L3);
2 2 2
O, x + 1), 4, 4 x y]

Définition 34 Un ensembleest une équence encade par des accolades. Deux ensembles qui
contiennent les Bme<léments soritgaux.

Les ensembles MAPLE ressemblent beaucoup aux ensemblasmadiques dorés en exten-
sion : I'ordre de€léments n’est pas épifie et chaqu&lement n'appafi&qu’une fois. Lorsqu’on
convertit une équence en ensemble, I'ordre ddements de laéguence peut doritre modife
et les doublons sont suppra®s. Une pecision sur I'ordre deglements d’'un ensemble : si les va-
riables £ et I’ contiennent deux ensemblégaux alors I'ordre deslements deF et deF” est le
méme mais cet ordre peut changer d’'une session MARIUBe autre. Les fonctiorsp, nopset
maps’appliqguent aussi aux ensembles.

E3 = { s3 };
E3 = {2, 3, x + 1, x vy}
nops (E3);
4
op (E3);
2,3, x+1 xvy
E3 [2];

7.4.2 Equations et intervalles

L'opérateur.. permet de former des intervalles. On @ade aux membres gauche et droit d’'une
equation ou d’'un intervalle §ce aux fonctions piEfinieslhs (pour left handsidg et rhs (pour
right handsidg. Des intervalles sont fournis en paratre aux fonctionseq add mul, ... Des
équations sont fournies en paretme aux fonctions de la famille dmlve

add (i, i

1..5);
15

mul (i, i 1..5);
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eq =2x+3y=7

solve (eq);
3y
X=-—+72y=y}
2
lhs (eq);
2xXx+3y
rhs (eq);

7.4.3 Polyromes

Les fonctions pecefiniesexpand (developper) etollect  (regrouper les coefficients) per-
mettent décrire un poly@me de plusieurs facons.

P =Kx-a2+3 =*x + a

P=x-a +3x+a
expand (P);

2 2

X -2xa+a +3x+a
collect (P, x);

2 2

X +(2a+3) x+a + a
collect (P, a);

2 2
a +(-2x+1)a+x +3x

Ces fonctions ont une utitsuppémentaire : elles permettent de s’assurer dué&edyr coef-
ficient dominant etc ... d’'un polyime. L'exemple ci—-dessous montre que la fonctiegreepeut
retourner un fauxésultat, lorsqu’on I'appliqua un polyrdme qui n’a pagt piealablementéécrit
avec l'une de ces fonctions.

Q= (xX12-x2+ 2 *X - 1;
Q=x-1 -x +2x-1

degree (Q,x);

degree (expand (Q), x);
-infinity
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La fonctionindetsdétermine I'ensemble des symboles doapend un polyéme. La fonction
Icoeffpermet d’obtenir le coefficient dominant d’'un po§me. La fonctiorcoeffpermet d’obtenir
le coefficient d’'un symbol@ un certain de@ dans un polydme. On remarque que les niones
n'apparaissent pasnessairement pas dégécroissant. La fonctioa effet de bordortordonne
les mordmes par de@ cecroissant.

P = expand ((x-y)2 +3 *X - Z);
2 2
P=x -2xy+y +3x-12z

indets (P);

x, z, y}
v := indets (P) [1];

vV = X
Icoeff (P, v);

1
coeff (P, v, 0);
2

y -2z

sort (P);
2 2

X -2Xy+y +3Xx-12

La fonction coeffspermet d’obtenir la &quence des coefficients d’un pofymne. Les coeffi-
cients ne sont pas &$ du tout. Pour obtenir la correspondance avec les tereem@idomes), on
utilise un troiseme pararatre qui recoit lasquence des termes rasgdans le @me ordre que les
coefficients. La fonctiorzip permet d’appliquer une fonction binaigetous leléments de deux
listes.

P = 3*x3 -7 *x2 - 11 *x + 237;
3 2
P =3x -7x -11 x + 237

koeffs := [ coeffs (P, x, 'termes’) |;
koeffs := [237, -11, -7, 3]

termes = [ termes ];
2 3
termes = [1, X, X , X ]

zip ( proc (x,y) [x,y] end, koeffs, termes );

2 3
237, 1], [-11, x], [-7, x ], [3, x ]I
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7.5 Structures de contple

7.5.1 Les boucles for

Voici plusieurs bouclefor qui affectent toutea une variableS' la somme de tous ledements
d’'une listeL.

S =0

for n from 1 to nops (L) do
S = S + Ln]

od;

S =0

for n from nops (L) to 1 by -1 do
S = S + Ln]

od;

S =0

for x in L do
S =S +Xx

od;

Définition 35 (invariant de bouclédor)
Un invariant de boucldor est une propite vraie au @but de chaqueération.

La propréte < m est le plus grand desléments dd. d’indice strictement irdrieura k > est
un invariant de la boucle de I'exemple de la fonctimaximumci—dessous. La boucle s'atea
la fin de l'itérationk = nops(L) et donc en quelque sorte agliit de l'ieration< fictive > k =
nops(L) + 1. D’apres l'invariant,m contient le plus granélement del..

7.5.2 La structure if

Voici une implantation d’une fonctionéinie par morceaux.

f ;= proc (X)
local resultat;
if x <= 0 then
resultat ;= 0
elif x <= 2 then
resultat = x
else
resultat ;= x2 - 2
fi;
resultat
end;

La fonction suivante retourne le plus graglédment d’une liste de nombres.
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maximum := proc (L)
local m, k;
m = L [1];
for k from 2 to nops (L) do
if m < L [K] then
m = L [K]
fi
od;
m
end;

7.5.3 La boucle while

La bouclewhile suivante affect@ une variableS la somme deglements d’une liste.

S =0

n = 1,

while n <= nops (L) do
S =S + Lnj
n = n+l

od;

La fonction suivante est pard@tee par un objet, une listeL et retourndrue si x appartient
a L etfalsesinon.

appartient := proc (X, L)
local k, trouve;
trouve := false;
k = 1;
while k <= nops (L) and not trouve do
if x = L[K] then
trouve = true

od;
trouve
end

Définition 36 (invariant de boucle while)
Un invariant de bouclevhile est une propgt vraiea chaque fois que la condition duhile

estévallee.

En particulier, un invariant de bouakéhile est vrai lorsque la condition&value erfaux c’est—
a—dire quand la boucle s'@te. La prop@te < trouvevautvrai si et seulement st estegala I'un
desélements dd. d'indice strictement iréirieura k£ > est un invariant de la boucle de la fonction

appartientci—dessus.
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7.6 Eléements d'algebre de Boole

En termes ma#matiques, les conditions apparaissant dans lés- et les< while > sont des
expressionvookennesdu nom du matematicien George Boole.

FIGURE 7.1 — George Boole (1815-1864) et Augustus De Morgan (1806118

Définition 37 Uneexpression bo@ennesst une expression quiésialue ervrai ou faux
Les valeursrrai etfauxse notentrue etfalseen MAPLE. Par exemple,
r >3, (x>3et3x+#2), xestunnombre pair
sont des expressions béehnes. Par contre
x+ 7, lamoitié d'un nombre pair

ne sont pas des expressions laeoines. Les @rateurs<, <, =, #, >, > sont appedsopérateurs
relationnels lls serventa construire des expressions lEamineslementaires. Ills sont nes en
MAPLE <=, <, =, <>, >=et>. Les oferateurset, ou, nonsont appdisopérateurs logiques
lls serventa construire des expressions teErrines compliqgesa partir d’expressions baatnnes
elementaires. lls sont nesand, or etnoten MAPLE. Voici leur table de &rité :

and \ vrai faux or \vrai faux not \
vrai | vrai faux vrai | vrai vrai vrai | faux
faux | faux faux faux | vrai faux faux| vrai

Les trois orateurs logiguesétrits ci—dessus son€k par ledois de De Morgandu nom du
matteématicien Augustus De Morgan.

Proposition 43 (lois de De Morgan)
Quelles que soient les expressions keoines: eth on a

non(a etb) = (nona) ou(nonbd)
non(aoub) = (nona)et(nonbd)
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Exemple. Reprenons I'exemple de la fonctiappartient On cherche, en effectuant une boucle,
si unélement appartierdt une liste. La boucle s'd@te si

k dépasse le nombre @éments dd. ou le bookentrouvevautvrai.

La condition duwhile est la regation de I'expression bagnne ci—dessus. Elle s’obtienge aux
lois de De Morgan : les calculs continuent tant que

k ne cepasse pas le nombreatéments dd. et le booéentrouvevautfaux

Remarque. Lopérateur logiqueandde MAPLE névalue pas son secondé@pnde si le premier
s’évalue erfaux Cette particularé permet cecrire la fonctiorappartientde la facon suivante.

appartient := proc (x, L)

local k;

k = 1,

while k <= nops (L) and x <> L[k] do
k =k +1

od;

evalb (k <= nops (L))

end

Cetteécriture auraiéte incorrecte dans la cas d’andévaluant sygmatiquement tous ses@pandes
puisque la fonction aurait chereh determinerL[k] pourk > nops(L).

7.7 Le paquetage LinearAlgebra

Le paquetagéinearAlgebrapermet de faire de I'algpre lireaire en MAPLE. Le contenu de
ce paguetage n’est pas irediatement disponible au lancement de MAPLE. La commavitte
permet de le charger enémoire.

with (LinearAlgebra):

Matrix (2,3);
[0 0 0]
[ ]
[0 0 0]
Vector[column] (3);
(0]
[]
(0]
[]
[]
Vector[row] (4);
[0, 0, O, O]
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Le paquetageinearAlgebraoffre une notation alternative permettant @didir des matrices et des
vecteurs. L'ograteur< virgule > permet d’'ajouter des lignesune matrice. L'oprateur< barre
verticale> permet d’ajouter des colonnes (penada notation traditionnelle utilee pour border
une matrice avec un vecteur).

# Les el ements sont ajout es les uns apr es les autres en formant a
# chaque fois une nouvelle ligne : on obtient un vecteur colon ne.
<1,2,3>;

(1]

[]

(2]

[]

(3]
# Les €l ements sont ajout &s les uns apr es les autres en formant a
# chaque fois une nouvelle colonne : on obtient un vecteur lig ne.
<1]2|3>;

[1, 2, 3]

# L'op erateur , permet de border une matrice avec un vecteur ligne
M = <<1|2|3>, <4|5|6>>;

[1 2 3]
M= [ ]
[4 5 6]
W = <7/8|9>;
W = [7, 8, 9]
<M, W>;
[1 2 3]
[ ]
4 5 6]
[ 1
[7 8 9]
# L'op erateur | permet de border une matrice avec un vecteur colonn e
W = <10, 11>,
[10]
W=1[ ]
[11]

<M | W>;
[1 2 3 10]

[ ]
4 5 6 11]

L'opérateur< + > permet d’additionner deux matrices. Legmteur< * > permet de multiplier
une matrice par un scalaire. L'émateur< . > permet de multiplier deux matrices entre elles.
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L'opérateur< accent circonflexe permet délever une matrica une certaine puissance. Lorsque
'exposant vaut—1 on obtient I'inverse de la matrice. Il est souvent utile eagpammation de
pouvoir ceterminer les dimensions d’une matrice ou d&aera desélementsa partir de leurs

indices de ligne et de colonne.

Dimension (M);

2, 3

RowDimension (M);

2
ColumnDimension (M);

3
# Element ligne 1 et colonne 3.
M [1,3];

3

FIGURE 7.2 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en 1803.

L'algorithme du pivot de Gauss est accessible de plusiegans dans le paquetage. L'algo-
rithme de base est implansous le nonGaussianEliminationSa variante, dite de Gauss—Jordan,
est implangée sous le nonReducedRowEchelonForidne des principales applications du pivot
de Gauss est l@solution de sysimes déquations ligaires. Les fonctionséttrites ci—dessus sont
donc implicitement appéks par la fonctiohinearSolvequ’on piesente sur I'exemple ci—dessous :

# Le syst eme d’equations a réesoudre

S=] 2*x1- x2+ 4 *x3 = -2,
2*xxX1 + 2*x2 - 3*x3 = 3,
4%x1 - X2 + 8 *x3 =11

# La liste des inconnues
X = [x1, x2, x3]:
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# GenerateMatrix retourne une s equence form ee de la

# matrice des coefficients de S suivie du vecteur des seconds membres.
# L'ordre des inconnues dans la liste X donne l'ordre des colo nnes

#

dans la matrice des coefficients.

Observer la technique utilis ee pour affecter la s equence r éesultat de
l'appel de fonction aux deux variable A et b.

#* H*

A, b := GenerateMatrix (S, X);

[ 2 -1 4] [-2]
[ 1 [ ]
A b= [2 2 3], [ 3]
[ 1 [ 1]
[ 4 -1 8 [ 1]
# Ab s'obtient en bordant A avec b.
Ab = <A | b>;
[ 2 -1 4 -2]
[ ]
Ab = [-2 2 -3 3]
[ ]
[ 4 -1 8 1]
# LinearSolve retourne la solution du syst eme.
V := LinearSolve (Ab);
[19/2]
[ ]
V=[5 ]

# A chaque variable X[i] correspond la valeur V[i]

subs (seq (X[i]=V[i], i=1..3), S);
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