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Introduction

Ce cours est une introduction a la recherche opératimeeh I'algorithmique de I'optimi-
sation. L'expressior recherche opérationnelledate de la seconde guerre mondiale. Elle a été
inventée au Royaume Uni et a signifié initialement : opgetion desopérationsmilitaires. La
premiéere équipe de recherche opérationnelle a &tecen 1938 et placée sous la direction du
guartier général de IRoyal Air Force Elle s’est illustrée pendant la guerre sur de nombreux
problemes : recoupement des données obtenues par lexediffs stations de radar, gestion des
équipages lors de la maintenance des avions et surtoutisation de la stratégie d’attaque des
sous—marins allemands en surface. Parmi ses membres, taitpele physicien Patrick Blackett.
Apres la guerre, les méthodes d’optimisation ont étéserablement appliquées dans le domaine
economique (maximisation d’un profit, minimisation d’uniit).

Faire de la recherche opérationnelle consiste en pratigmedéliser mathématiquement un
probleme donné puis a résoudre le probleme modélspremiere étape demande du savoir—faire
et de I'expérience (certains parlentcrt »). Pour la seconde, on dispose d’algorithmes rigoureux.
La discipline s’est développée avec l'informatique : raliger mathématiquement des problemes
complexes ne servirait a rien si on ne disposait pas d’atdurs pour mener les calculs.

Ce cours aborde les deux aspects de la recherche opégdlgonon s’initie a la modélisation
mathématique de problemes qu’on résout par logiciel PAMet on étudie plusieurs algorithmes
importants mis en ceuvre par ces logiciels (méthode desdresirtarrés, simplexe, algorithmes de
théorie des graphes).

La partie pratique de ce cours (modélisation d’'une situratitilisation d’'un logiciel) est immé-
diatement utilisable par tout étudiant entrant dans le deotie I'entreprise avec une Licence.
La partie théorique (algorithmique, techniques de preuealculs de complexité) s’adresse aux
étudiants qui poursuivront des études en Master d'in&tigpie. Dans les feuilles d’exercices, on
insiste davantage que dans ce support sur un savoir—f&tie capable de reconnaitre un probleme
d’optimisation dans un probléme qui n'est pagpriori formulé comme tel. Ce savoir—faire est
important du point de vue théorique et du point de vue puatiq

La premiere section de ce document est consacrée a deslsapalgebre linéaire. Notion de
matrice et algorithme du pivot de Gauss : paramétrage dediable des solutions dans le cas ou
il y a plus d’'inconnues que d’équations. On conclut cettgige par I'étude de la méthode des
moindres carrés qui consiste a optimiser un critere nmalre et qui s'utilise lorsqu’il y a plus
d’équations que d’'inconnues.

La deuxieme section est consacrée a la programmatiéaiten On y apprend a modéliser
des problemes sous la forme de programmes linéaires ebresréels ou en nombres entiers :
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vocabulaire, difficulté de la résolution en nombres estfgar rapport a la résolution en nombres
réels, modeélisations particulieres (report de stookajmisation d’'une somme ou d’'un maximum
de valeurs absolues), comment un modele peut devenir @msnsiste sur I'etude de la sen-
sibilité de I'objectif réalisé vis—a—vis d’'une perbation des parametres. Cette information est
particulierement importante pour I'aide a la décisicglle détermine les contraintes dont il faut
s’affranchir en priorité pour améliorer la situation. bdse en ceuvre s’effectue avec le logiciel
AMPL.

La troisieme section est dédiée a I'etude de I'aldonié du simplexe qui constitue la prin-
cipale méthode de résolution de programmes linéairesoembres réels. On commence par la
résolution graphique qui permet de soutenir l'intuiti@n continue par I'algorithme du tableau
simplicial, qui permet de résoudre des problemes de pdudedix variables, inaccessibles a la
résolution graphique. On aborde ensuite une méthodest#ution des problemes de démarrage
gui montre comment résoudre les programmes linéaireoebres réeels généraux et qui fournit
un bel exemple de réduction de probleme. On conclut paudié de la dualité dans les programmes
linéaires et d’'une de ses principales applications : ligseade la sensibilité de I'objectif réalisé
vis—a—vis d’une perturbation des parametres.

La quatrieme section est consacrée a la théorie desggapéfinitions (graphes orientés ou
non, connexité) et représentations informatiques dhaple (listes de successeurs, matrices d’in-
cidence ou d’adjacence). On y étudie quelques algoritty@eériques (parcours en profondeur ou
en largeur d’abord, tri topologique des sommets des gragdnes cycle) et quelques algorithmes
d’optimisation : recherche d’'un chemin de valeur minimd@el{man, Dijkstra), calcul d’un flot
de valeur maximale (Ford—Fulkerson), d’'un arbre couvranwaleur minimale (Kruskal) et d’un
ordonnancement de taches optimal (méthode MPM). En mtémps que le principe des algo-
rithmes, on étudie les preuves de correction ainsi que &laures structures de données connues
permettant de les implanter (piles, files, files avec pgor@nsembles disjoints). Ces structures
étant précisées, on obtient une borne de complexiterapg, dans le pire des cas, des méthodes.
On montre aussi comment certains de ces problemes pelwventlsr au moyen de programmes
linéaires, ce qui est tres utile des qu’on a affaire awvar@nte exotique d’'un des problemes étudiés
(flot maximal a cott minimal, flot maximal avec déperditidu flux le long du réseau par exemple).

Des compléments sur le langage du logiciel AMPL sont deraméderniere section.

Ce cours est évidemment treés incomplet. Parmi les graabdssntes, mentionnons toute la
branche« mathématiques appliquéesle I'optimisation.

Ce cours a été rédigé a partir des notes de cours de &erdeckermann (une importante
source d’inspiration pour la théorie du simplexe et sediegons), Florent Cordellier, Gérard
Jacob, Nathalie Revol et des livres [5] (pour AMPL), [7] frécd’une douzaine de tres intéressants
problemes de modélisation), [4] [3] (pour la théorie dgaphes) et [1] (pour la méthode des
moindres carrés). Sans oublier [2] pour certaines inféiona historiques.

La plupart des photographies incluses dans le support ds poaviennent du site [6] de I'uni-
versité de Saint—Andrews.

Ce document a été réalisé en collaboration avec Caanéetthie et Nicolas Jozefowiez.
Quelle est son originalité vis—a—vis des ouvrages @tégeférence ? il s’efforce de présenter en-
semble la théorie des algorithmes et leur mise en pratiguenviogiciel : AMPL.
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Chapitre 1

Rappels d’algebre lineaire

1.1 Les matrices

Définition 1 On appellematriceA € R™*"™ (de typem x n) tout tableaua m lignes etn colonnes
ayant commelements des nombresels.

Un vecteur deR™ est vu comme une matrice de typex 1. Pourquoi des matrices ? Elles per-
mettent de représenter utilement des systemes d’@msdtnéaires.

2$1+$3 = 9

31 —1 TN
2 0 1 2 )7 \s5 )

Pour désigner les éléements d’'une matrice, on utilisdiges d’indices. On note

{3$1+$2—£L’3 =1

peut se représenter par

_ (4iyies colonnes
A_(Af)eeL lignes

La matrice de I'exemple est de typex< 3. On la note

1,2,3
A=ALSY.

On désigne lg—eme colonne dd par

Al

Al = :

A,

On désigne sé&-ieme ligne par
Ag=( A - A}).



Cette notation permet de désigner facilement des sousiesmatieA. Sur I'exemple,

1,3) 3 —1
Ay = ( 5 1 )

désigne la matrice obtenue en supprimant la deuxiemenneldeA. On note’A la transposée
de A. Les indices de lignes (resp. de colonnes¥denrrespondent aux indices de colonnes (resp.
de lignes) déA. Sur I'exemple

3 2
PA = 1 0
-1 1
Définition 2 Un ensemble de colonngsl!, ... A"} d’une matriceA est ditlinéairement indé-
pendansi
MA 4 NA =0 = MN=--=)\=0

Définition 3 On appellebased’une matriceA un ensemble li@airement inépendant maximal de
colonnes ded (par extension, on appellgasda liste des indices de ces colonnes).
Proposition 1 Toutes les bases d’'une matrideont neme nombre &léments.

Définition 4 Ce nombre est appelerangde A.

1.1.1 Ogerations entre matrices

SoientA € R™*", B € RP*? et \ € R. Les opérations €lémentaires sont les suivantes.
1. La multiplication par un scalaire

€= AA= (A ADJE.
2. La somme del et deB ne peut se faire que 8t = p etn = ¢
C=A+B=(A+ B
3. Le produit deA et deB ne peut se faire que si= p. En supposanti = A/ et B = B

keK
C=AB= (ZAZB?) .

jed LeL

Le produit est associatif mais pas commutatif.

(1) a-(23) ane(82)ema-(23)
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1.1.2 Matrices particulieres

1. La matrice) (élément neutre pour I'addition).

2. La matrice unité de taillex. On la notel/,,. C’est une matrice carrée de typex m avec
desl sur la diagonale principale et departout ailleurs.

Définition 5 Une matrice caree A de typem x m est diteinversibles’il existe une matrice, née
AL telle queA A~ = U,,.

Proposition 2 L'inverse d’'une matrice inversiblel de typem x m est un inverse aussi bien
gauche qua droite :
AAT'=ATTA=T,.

Note : il est évident que sil a un inverse a gauchB et un inverse a droité’ alorsB = C'
puisqueC' = (BA)C, B = B(AC) et B(AC) = (BA)C'. La proposition est plus compliquée a
démontrer.

1.2 Le pivot de Gauss

FIG. 1.1 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en 1803. Il invemt@é&thode des moindres carrés
pour déterminer I'orbite de Céres en 1801. Il I'appliguenouveau vers 1810 pour I'astéroide
Pallas et publie a cette occasion la méthode qui lui a edmirésoudre le systeme desquations
normales- ; méthode qu’on appelle aujourd’hui4epivot de Gauss [2].



1.2.1 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

On s’intéresse au probleme suivant : étant donné uem\sstinéaire, décrire 'ensemble de ses
solutions. Voici un exemple de systeme linéaire :

2£L’1—ZL’2—|—4$3—2$4 = 0,
—2x1+2x2—3x3+4x4 = O,
4dxy — a9+ 823+ 24 =1

Résoudre le systeme revient a résoudre le systeme
Ar=1»

ou la matriceA € R™*" des coefficients du systeme et le vectewr R™ des membres gauches
des équations sont donnés etiots (x; ... x,,) désigne le vecteur des inconnues.

9 -1 4 -2 1 0

—2 9 -3 4 20

4 -1 8 1 T3 1
Ty

Trois cas peuvent se produire : le systeme n’a aucune gpjué systéeme a exactement une
solution, le systeme a une infinité de solutions. La n@swh peut se mener automatiquement par
I'algorithme du« pivot de Gauss ou sa variante, le pivot de Gauss—Jordan

1.2.2 Le pivot de Gauss

Définition 6 Deux systmes qui ont #me ensemble de solutions sont digsiivalents

On transforme un systeme en un systeme équivalent, physes sur lequel on lit toutes les
informations désirées. Les opérations suivantes negdrd pas les solutions d’un systeme (parce
gu’elles sont réversibles). Il faut les faire a la fois g membres gauche et droit des équations.

1. Multiplier une ligne par un scalaire non nul.
2. Ajouter a une ligne un multiple d’'une autre ligne.
3. Echanger deux lignes.

Le « pivot de Gauss applique les opérations précédentes sur le systenglddout d’obtenir
un systeme équivalent ou chaque équation (on les litaduMers le haut) introduit au moins une
nouvelle inconnue. Reprenons I'exemple qui précedeegpivot de Gauss :

2x1 —x9+4x3—2x4 = 0,
To+ X3+ 224 = 0,
—ZL’3+3I4 = 1



L'équation du bas introduit; et z,. L'équation du milieu introduit:,. L'équation du haut intro-
duit ;. Plutdt que de manipuler le systeme d’équations, on pud@ila matricg A, b) formée de
la matriceA des coefficients du systeme, bordée par le vecteur deadeotembres.

2 -1 4 -2]0
(Ab)=| -2 2 =3 4|0
4 -1 8 11

La matrice(A’, b’") obtenue aprés pivot de Gauss :

2 -1 4 =210
Avy=[0o 1 1 210

0 0 -1 3|1

Le fait que chaque équation introduit au moins une incorseugaduit par le fait que la diago-

nale principale est formée d’€léments non nuls (ce s8# pivots») et que les éléments sous les
pivots sont nuls. Remarque : on pourrait tres bien avoirdiagonale avec desdécrochements.
La variante de Gauss—Jordan est un pivot de Gapssissé au maximumou on impose que les
pivots soient égaux & et que tous les éléments d’une colonne contenant un Beof (e pivot

bien sir) soient nuls. Voici le systeme et la matridé, b”) obtenus aprés pivot de Gauss—Jordan :

ry+15/1224 = 5/2 1 0 0 15/12]5/2
xo+bxy=1 A"0")y=101 0 5 1
On peut maintenant décrire 'ensemble des solutions dtesyes en servant de, comme pa-
rametre.
5/2 —15/12 x4
1-5 Ty
-1+ 31’4 ’ T4 € R
Ty
Algorithme

On procede colonne par colonne. On commence a la colbn®a cherche un élément non
nul (un pivot). On choisitd] = 2. On ajoute un multiple de la premiere ligne a chacune dees
qui suivent de facon a faire apparaitre des zéros squisde On obtient

2 -1 4 =20
0O 1 1 2 0
0O 1 0 5 1

On passe a la colonrie On cherche un élément non nul sur cette colonne qui ngasisur la
méme ligne que le pivot précédent (on veut en fait quesslighe du nouveau pivot il y ait un zéro
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au niveau de la premiere colonne). On choisit kur la deuxieme ligne. On ajoute un multiple de
la deuxieme ligne a la troisieme de facon a faire agp&rdes zéros sous le pivot.

2 -1 4 =20
0 1 1 2 0
0o 0 -1 3 1

C’est fini pour le pivot de Gauss. Pour obtenir un systeme $oume de Gauss—Jordan, on peut
continuer comme suit. On ajoute un multiple de la troisidigiee aux deux qui précedent pour
faire apparaitre des zéros sur la troisieme colonne

|
—_
S
—_

2 0 4
0O 1 0 5 1
0 0 -1 3 1
On ajoute un multiple de la deuxieme ligne a la premierardaire apparaitre un zéro sur la

deuxieme colonne
15 5

2 0
0 0 5 1
00 -1 3 1
On multiplie enfin chaque ligne par un scalaire approprié ppe les pivots vaillent.

0
1

1 0 0 15/2 5/2

010 5 1

001 -3 -1
Dans le cas général, il peut arriver qu’on ne puisse pasérode pivot sur la colonne considérée.
Dans ce cas, on passe a la colonne suivante. Le résultavalude Gauss n’est pas unigqué.

chaque étape, le choix du pivot influe sur les calculs etresultat. Il y a pourtant des propriétés
du systéme qui ne dépendent pas du choix du pivot.

Propri étés des systmes lireaires

Soit (A, b) un systeme etA’,b') un systeme équivalent sous forme de Gauss ou de Gauss—
Jordan. Le systeme est sans solutions si et seulement &’illy pivot dans la colonng&. Le
systeme a une unique solution si et seulement si toute®lesrees saub’ contiennent un pivot.

Le systeme a une infinité de solutions si et seulement st au moins une colonne d¢ ne
contiennent pas de pivot. C'est le cas de I'exemple quigaéqcolonner,). Dans ce cas, on
peut décrire 'ensemble des solutions du systeme en sargades inconnues correspondant aux
colonnes sans pivots comme parametres.

Proposition 3 L’algorithme du pivot de Gauss ne change ni les bases ni lg cimne matrice.

Preuve Il suffit de montrer que le pivot de Gauss ne change pas les lthgee matriced =
(Al... A™). Les arguments sont les suivants : dire quel' + --- + )\, A” = 0 c’est dire que le
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vecteur(\; - - - \,) est solution du systeméx = 0; le pivot de Gauss ne change pas les solutions
d’un systemel]

Corollaire : on peut lire le rang et une base d’'une matficeir la matriced’ obtenue apres pivot
de Gauss : le rang est égal au nombre de pivots ; 'ensembliediees des colonnes contenant un
pivot forme une base. Sur I'exemple, on a trouvé une Base(1, 2, 3). Le rang du systeme est
donc3.

Proposition 4 Le rang d’'une matrice de type x n est inerieur ouégal aumin(m,n).

Preuve Le rang deA est inféerieur ou égal a (définition). La proposition 3 implique que le rang
est inférieur ou égal & puisqu’il y a au plus un pivot par ligne de la matrigé [

Elements suppbmentaires

Chacune des trois regles de transformation mises en ceavre pivot de Gauss revient a
multiplier a gauchda matrice( A, b) par une matrice inversible (la matrice est inversible pgree
la transformation qu’elle code est réversible) de typex m. Sur un systeme de trois équations
par exemple, ajouter la premiere ligne a la deuxiemeerevd multiplier & gauche la matrice du
systeme par la matrice

1
L1: 1
0

O = O
— O O

Soustraire deux fois la premiere ligne a la troisieméengva multiplier a gauche par la matrice

1 00
Ly = 0 10
-2 01

Soustraire la deuxieme ligne a la troisieme revient #tiplier a gauche par la matrice

1 0 0
Ly=10 1 0
0 -1 1

Par conséquent
(A 0) = L3 Ly Ly (A, D).

La matriceL = Ls L, L, a pour inversd. ™' = Ly Ly L3,
Question 1. Quelles sont les matrices correspondant aux deux autres tgtransformation ?

Cette constatation permet de démontrer facilement qua/éé¢ ge Gauss ne change pas l'en-
semble des solutions d’'un systeme. En effet (en nétévecteur colonne formé de zéros),

Ar=0 = Aaz=LAx=L0=0; Ar=0 = Az=L'Az=L"'0=0.
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1.3 La méthode des moindres cares

Il s’agit d’'une méthode d’optimisation tres utiliseen minimise une somme de carrés. Elle
est due a Legendre (1805) et a Gauss (1801). Gauss I'séatities 1801 pour calculer I'orbite de
la planete Céres a partir d'observations tres coyggdl existe aussi des méthodes pour mini-
miser le maximum des valeurs absolues (Euler) ou la sommealesrs absolues (Laplace) des
écarts. C’est la méthode des moindres carrés qui coaduitalculs les plus agréables. On y op-
timise un critere non linéaire. On verra dans les chapitgvants que les deux autres problémes
d’optimisation relevent de la programmation linéaire.

1.3.1 La methode

On considere un system#® dem équations linéaires a inconnuest, ..., x,, avecm > n
(il y a plus d’équations que d’'inconnues, les inconnues $81z;, les quantités:;; et b; sont
supposées connues).

riay + -+ T, a1y = b1
T1 Qo + -+ Xy Aoy = bg
T10m1 + -+ T Gy = bm

Dans le cas général le systen¥e n'a aucune solution mais on peut chercher une solution ap-
prochéeg(z,, ..., z,) telle que la somme de carrés

e+ +el
soit minimale ou
€Z'd:f£f’1ai1+"'+fnain—bi, 1§Z§m
€

désigne I'écart entre la valety donnée et la valeut, a;; + - - - + 7, a;, fournie par la solution
approchée. On peut montrer que cette solution minimakteeit est unique. Matriciellemen,
s’écrit Az = b c’est—a—dire

aip - Qin € by
21 A2n, X2 by
Am1 * Amn Tn bm

On multiplie a gauche les deux membres de I'egalité ptralassposééA de la matriced c’est—a—
dire
air @21 - Qml

aAip Q2n - Qmn

On obtient un nouveau systerné Az = *Ab den équations & inconnues, appelé systéme
des équations normalesLa matrice’ A A des coefficients est symétrique. On peut montrer que la
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solution de ce nouveau systeme (qui peut s’obtenir pat dgdsauss par exemple) est la solution
approché€z, ..., z,) désirée.

1.3.2 Exemple
On considére les sept points suivants dans le ftan)

i|1 2 3 4 567
n|-3 -2 1 2 345
yi| 2 05 -1 =1 0 2 4

On suppose qu’ils ont été mesurés par un certain peoeédl’en théorie, ils devraient tous appar-
tenir au graphe d’'une méme parabole, dont on cherche &fidetes coefficientsy, 3, ~:

y=f(r)=az®+ Bz +7.
On cherche donc un tripléty, 3, 7) qui minimise la somme des carrés
e+ +ed

ou les quantités B
ci=ar;+fri+y -y, 1<i<7

désignent les écarts entre les ordonngesesurées et les ordonnégs:;) des points de la courbe
d’abscisser;. Attention : ce sont les valeuss ety; qui sont connues et les valeurss et~ qui ne
le sont pas. Le systeme surdéterminé est le systéme:- b suivant. Les colonnes de la matride
sont dans I'ordre, le vecteur de$, le vecteur des; et un vecteur dé. Le vecteur est le vecteur
desy;.

9 -3 1 2
4 -2 1 0.5
1 1 1 o —1
A= 4 2 1|, z=|8], b= =1
9 3 1 ~ 0
16 4 1 2
2% 5 1 4

En multipliant les deux membres de I'équatidn: = b par la matrice transposée de on obtient
le systeme carréd Az = tA b suivant.

1076 190 68 147
"AA = 190 68 10 |, ‘Ab= 18
68 10 7 6.5

En résolvant ce systeme, on obtient les coefficients darabple :

o 0.26988
3 | = —1.2584
~ —.30431
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Chapitre 2

La programmation lin eaire

Dans I'expressior programmation linéaire le mot« programmation signifie« planification
de taches, d’activités. Cet usage date des années 1940. Ce n’est que plus récemmda mot
a pris un tout autre sens, au moins chez les informaticiéadjdctif « linéaire » signifie que les
contraintes et les objectifs a atteindre sont modéfisesies expressions linéaires en les variables
du probleme. Ce chapitre est une introduction a la medétin de problémes par des programmes
linéaires ainsi qu’une introduction au logiciel AMPL, dame version gratuite est accessible sur
le site [5].

2.1 Unexemple d’'acerie

2.1.1 Mocklisation mathématique

Une aciérie produit des bandes et des rouleaux métafligake fonctionne 40 heures par
semaine. Les vitesses de production son2@ebandes par heure et dea0 rouleaux par heure.
Les bandes sont vendu2s euros 'unité ; les rouleau30 euros l'unité. Le marché est limité : il
est impossible de vendre plus 6#)0 bandes et000 rouleaux par semaine. Comment maximiser
le profit? Pour modéliser, on dégage

1. les variables (ce qu’on cherche a calculer),

2. les parametres (les données numériques présented’'@aoncé ou qui se calculent facile-
ment a partir de ces dernieres),

3. les contraintes,

4. I'objectif (il 'y en a qu’un).
Les variables et les parametres ont des dimensions qt'ilgortant de préciser. Il faut aussi
déterminer a quel ensemble appartiennent les variablegénéraR ou N). A chaque contrainte,

il est souhaitable d’associer un commentaire (parfois mpka mot—clef). Sur 'exemple, les va-
riables sont

1. x; le nombre de bandes a produire
2. x5 le nombre de rouleaux a produire

16



On choisit de chercher des valeuts xo € R (mais c’est discutable). L'objectif consiste a maximi-
ser25 x; 4+ 30 25 euros. Les parametrés et 30 ont la dimension d’euros par unité de produit. Les
valeurs numeériques qui figurent dans les contraintes ssi des parametres. Mathématiquement,
le programme linéaire s’écrit :

2521+ 302y = z[may
x; < 6000 (limitation de marché : bandes)
xe < 4000 (limitation de marché : rouleaux)
(1/200) z1 + (1/140) 22 < 40 (limitation de la production)
Ty, T2 > 0

Ce programme linéaire en deux variables peut se résoudphiguement.

T2 .. Résolution graphique du modele élémentaire d'agiéri

6000 | . (1/200)z; + (1/140)z5 < 40
z1 <6000
4000 S @5 < 4000
2000
‘ " \
2000 4000 . 6000 8000 1
2521 + 30z9 =0 25x1 + 30z = 100000 2521 + 3022 = 192000

2.1.2 Premere résolution en AMPL

Le logiciel AMPL a été concu et réalisé par Fourer, Ga)ernighan (I'un des inventeurs
du langage C). Il est constitué d'un logiciel d’interfacei giélegue les calculs a des solveurs
externes (minos, cplex, ...). Dans ce cours, on s’appuiarsaiversion bridée gratuite. Linterface
est en mode texte. On effectue ici les calculs interactivemia I'interpréteur. Le solveur utilisé
s’appelle« minos». La solution trouvée est assez évidente : chaque heusé@asproduire des
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bandes rapport200 x 25 = 5000 euros ; chaque heure passée a produire des rouleaux t@ppor
140 x 30 = 4200 euros. La solution optimale consiste donc a produire daddmau maximum.

ampl: var x1 >= 0;

ampl: var x2 >= 0;

ampl: maximize z : 25 *x1 + 30*x2;

ampl: subject to bandes : x1 <= 6000;

ampl: subject to rouleaux : x2 <= 4000;

ampl: subject to production : (1/200) *x1 + (1/140) =*x2 <= 40;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

2 iterations, objective 192000

ampl: display z, x1, x2;

z = 192000
x1 = 6000
X2 = 1400

2.1.3 Premere mocklisation en AMPL

On essaie d’abstraire au maximum le modele. En particuliesépare le modele des données
numeériques. Pour cela, on dégage de I'eénoncé du prabties ensembles. Ce sont ce par quoi
les parametres, les variables et les contraintes semioéies. Pour un informaticien, les ensembles
sont un peu I'analogue degypes énumérésdes langages de programmation classiques. Ici il y
en a un : I'ensemble des produits fabriqués par I'aciérie.

set PROD;
param heures_ouvrees >= 0;
param vitesse production {PROD} >= 0;
param prix_vente {PROD} >= 0;
param vente_max {PROD} >= 0;
var gte_produite {p in PROD} >= 0, <= vente_max [p];
maximize profit :

sum {p in PROD} qgte_produite [p] * prix_vente [p];
subject to production_limitee :

sum {p in PROD}

(qte_produite [p] / vitesse_production [p]) <= heures_ouv rees;

data;

set PROD := bandes rouleaux;

param heures_ouvrees := 40;

param: vitesse_production prix_vente vente_max :=
bandes 200 25 6000
rouleaux 140 30 4000;

Résolution avec AMPL. Accolés aux variables, les suffixéis » et« ub » (pourlower bound
etupper bounjlen désignent les bornes inférieures et supérieures.

ampl: model acieriel;
ampl: solve;
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MINOS 5.5: optimal solution found.
2 iterations, objective 192000

ampl: display qte_produite.lb, gte_produite, gte_produi te.ub;
: gte_produite.lb gte_produite gte_produite.ub =

bandes 0 6000 6000

rouleaux 0 1400 4000

2.1.4 Ajout d’'un produit

Cette facon de modéliser est non seulement plus lisible ptas facile a faire évoluer. Suppo-
sons qu’on souhaite ajouter un produit supplémentalendémble des produits fabriqués. Il suffit
de modifier les données. Le modele abstrait ne change pas.

data;

set PROD := bandes rouleaux poutres;
param heures_ouvrees := 40;
param: vitesse_ production prix_vente vente_max :=

bandes 200 25 6000

rouleaux 140 30 4000

poutres 160 29 3500;
On résout.

ampl: model acierie2;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.
2 iterations, objective 196400

ampl: display qte_produite.lb, gte_produite, gte_produi te.ub;
: gte_produite.Ilb gte_produite gte_produite.ub =

bandes 0 6000 6000

poutres 0 1600 3500

rouleaux 0 0 4000

2.1.5 Un bricolage

Le profit a augmenté mais on s’apercoit que la solutiomogli consiste a ne plus produire de
rouleaux du tout. Ce n’est pas tres réaliste. |l serad tfifficile de modéliser mathématiquement
le fait qu’une aciérie ne peut pas abandonner purementgtiesment un marché. On évite alors
la solution irréaliste par ur bricolage» : on impose une vente minimale pour chaque produit. Le
programme linéaire ainsi obtenu mélange des inégaliéds les deux sens.

set PROD;

param heures_ouvrees >= 0;

param vitesse_production {PROD} >= 0;
param prix_vente {PROD} >= 0;

param vente_max {PROD} >= 0;

param vente_min {PROD} >= 0;
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var gte_produite {p in PROD} >= vente_min [p], <= vente_max | pl;
maximize profit :
sum {p in PROD} qgte_produite [p] * prix_vente [p];
subject to production_limitee :
sum {p in PROD}
(qte_produite [p] / vitesse_production [p]) <= heures_ouv rees;
data;

set PROD := bandes rouleaux poutres;
param heures_ouvrees := 40;

param: vitesse_production prix_vente vente_max vente_mi n .=
bandes 200 25 6000 1000
rouleaux 140 30 4000 500
poutres 160 29 3500 750;

On résout

ampl: model acierie3;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.
2 iterations, objective 194828.5714

ampl: display qte_produite.lb, gte_produite, gte_produi te.ub;
: gte_produite.lb gte_produite gte_produite.ub =

bandes 1000 6000 6000

poutres 750 1028.57 3500

rouleaux 500 500 4000

2.1.6 Une digression : esolution en nombres entiers

On voit que le nombre de poutres produites n’est pas un efiggayons de résoudre le
probléme en imposant que les variables soient entidresffit pour cela d’adjoindre le qualifi-
catif « integer» aux variables et d'utiliser le solveur cplex. Le solveur cgme permet pas la
résolution de programmes linéaires en nombres entierafappel a d’autres algorithmes que
la résolution de problemes en nombres réels. On remangpassage que la solution optimale de
ce nouveau probleme ne s’obtient pas en tronquant pureshesithplement la solution optimale
précédente.

var gte_produite {p in PROD} integer >= vente_min [p], <= ven te_max [p];

On résout.

ampl: model acierie3_bis;

ampl: option solver cplex;

ampl: solve;

CPLEX 8.0.0: optimal integer solution within mipgap or absm ipgap;
objective 194818

1 MIP simplex iterations
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0 branch-and-bound nodes

ampl: display qte_produite.lb, gte_produite, gte_produi te.ub;
: gte_produite.lb gte_produite gte_produite.ub =

bandes 1000 5999 6000

poutres 750 1027 3500

rouleaux 500 502 4000

2.1.7 Planification sur plusieurs semaines

Revenons aux programmes en nombres réels. On souhaitéepléactivité de I'aciérie sur
N = 3 semaines. Le prix de vente et le nombre d’heures ouvréésnvavec les semaines.
L'aciérie peut décider de stocker une partie de sa pramluctune semaine sur I'autre mais elle
ne dispose que d’'une capacité limitée de stockdgeq unités de produits au maximum. Le stock
initial est vide. On impose que le stock final le soit aussi.i@roduit alors un ensemble SEMS
de semaines : un intervalle (c’est—-a—dire un ensembldidierconsécutifs). Les prix de vente et
les quantités produites sont maintenant indicés a Rgar les produits et par les semaines. La
contrainte sur la capacité de production est maintenatitée par les semaines : il y a en fait
autant de contraintes que de semaines. On éprouve le lBafiecter a des variables differentes
les quantités produites, les quantités vendues et lestiteg disponibles en stock en début de
semaine. Une contrainte d’égalité apparait, qui exeilies relations qui lient toutes ces variables :
ce qui est produit au cours de la semainplus ce qui est disponible en stock au début de la
semaines est égal a ce qui est vendu au cours de la semaipleis ce qui est disponible en
début de semaine suivante. En fait, cette contrainte dgtéa par les semaines et les produits :
il ne s’agit pas d’'une mais d&/NV contraintes. Remarquer qu’il faut étre tres précis susdns
de la variablegte_stock La relation d’eéquilibre n’est pas la méme suivant q@&ekprésente les
quantités disponibles en début de semaine ou les geamtiises en stock en fin de semaine. Des
contraintes d’égalités sont utilisées pour expriméaiieque les stocks initiaux et finaux sont vides.
Ces contraintes vont se comporter en fait comme des aff@csat

set PROD;

param vitesse_ production {PROD} >= O0;
param vente_min {PROD} >= O0;

param vente_max {PROD} >= 0;

param N integer >= O;

set SEMS =1 .. N;

param heures_ouvrees {SEMS} >= 0;
param prix_vente {SEMS, PROD} >= 0;
param stock_max >= 0;

var gte_produite {SEMS, PROD} >= 0;
var gte_vendue {s in SEMS, p in PROD} >= vente_min [p], <= vent e_max [p];
var gte_stock {1 .. N+1, PROD} >= 0;

maximize profit :
sum {s in SEMS, p in PROD} qte_vendue [s, p] * prix_vente [s, pJ;

subject to production_limitee {s in SEMS} :
sum {p in PROD}
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(qte_produite [s, p] / vitesse_production [p]) <= heures_o uvrees [s];

subject to stock_initial {p in PROD} :
gte_stock [1, p] = O;

subject to stock final {p in PROD} :
gte_stock [N+1, p] = O;

subject to equilibre {s in SEMS, p in PROD} :
gte_stock [s, p] + qte_produite [s, p] =
gte_stock [s+1, p] + qte_vendue [s, p];

data;

set PROD := bandes rouleaux poutres;
param: vitesse_ production vente_max vente_min :=

bandes 200 6000 1000
rouleaux 140 4000 500
poutres 160 3500 750;
param heures_ouvrees =

1 40

2 20

3 35;

param N := 3;
param stock_max := 1000;
param prix_vente:

bandes rouleaux poutres :

1 25 30 29
2 27 30 28
3 29 30 20

On résout. Remarquer la facon dont le logiciel affiche lestenus de variables differentes
indicées de la méme facon. La solution optimale trouvést plus évidente du tout.

ampl: model acierie4;

ampl: solve;

ampl: display qte_produite, qte_stock, qte_vendue;

: gte_produite gte_stock qte_vendue =

1 bandes 4044.64 0 2044.64
1 poutres 1500 0 750
1 rouleaux 1456.25 0 500
2 bandes 4000 2000 6000
2 poutres 0 750 750
2 rouleaux 0 956.25 500
3 bandes 6000 0 6000
3 poutres 750 0 750
3 rouleaux 43.75 456.25 500

4 bandes 0

4 poutres 0

4 rouleaux 0
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2.2 Sensibilie par rapport a de petites perturbations

Revenons au premier modele d’aciérie. Apres résalytan peut aussi s'intéresser a une
contrainte. Prenons I'exemple geoductionlimitee La valeur du corps de la contrainte (c’est—
a—dire la somme en partie gauche de I'inégalité) en latgwl optimale s’obtient en accolant le
suffixe « body » a l'identificateur de la contrainte. Les suffixedb » et « ub » désignent les
bornes inférieures et supérieures du corps de la coterdies champs body » et « ub » ont
méme valeur : on voit que la contrainte est active. Remarque le logiciel AMPL donne-oco
comme borne inférieure au lieu de zéro. Cela tient au fagtlg modele ne comporte pas de borne
inférieure explicite pour la contrainte.

ampl: model acieriel,

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

2 iterations, objective 192000

ampl: display production_limitee.body, production_limi tee.ub;
production_limitee.body = 40

production_limitee.ub = 40

ampl: display production_limitee.lb;
production_limitee.lb = -Infinity

2.2.1 Valeur marginale d’'une contrainte

Si on oublie d’accoler le suffixebody» a I'identificateur de la contrainte, on obtient une toute
autre valeur :

ampl: display production_limitee;
production_limitee = 4200

Sans ce suffixe, la valeur fournie par AMPL est ce qu'on appalk valeur marginale (ou
shadow pricg de la contrainte. Son sens est le suivant : si on augmenteléairvde la borne
d’'une« petite» quantités alors I'objectif réalisé en la solution optimale augmeede4200 . Sur
'exemples = 1 est suffisamment petit. On voit que si I'aciérie fonctionme heure de plus par
semaine, I'objectif réalisé passe t2000 a 192000 + 4200 = 196200 euros.

ampl: let heures _ouvrees := 41;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

1 iterations, objective 196200

ampl: display production_limitee.body, production_limi tee.ub;
production_limitee.body = 41

production_limitee.ub = 41

Attention : une contrainte a généralement deux bornes {jii@rieure et une supérieure). La
valeur marginale de la contrainte s’applique a la bdarn@us procheale la valeur de la contrainte.
La valeur marginale d’'une contrainte n'a de sens que poysriegrammes linéaires en variables
réelles. On approfondira cette notion ultérieurement.
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2.2.2 Cait réduit d'une variable

Le « colt réduit» d’'une variable est une notion analogue a celle de la valeugimale d’'une
contrainte. Cette notion s’applique dans le cas des comdianonymes imposées a certaines
variables lors de leur déclaration. Exemple de la varigpdgproduite bornée par le parametre
ventemax Le colt réduit s’obtient en accolant le suffixec » (oureduced costa I'identificateur
de la variable.

ampl: reset;
ampl: model acieriel,;
ampl: solve;
MINOS 5.5: optimal solution found.
2 iterations, objective 192000
ampl: display qgte_produite.rc;
gte_produite.rc [ *] =

bandes 4
rouleaux 7.10543e-15

Son sens est le suivant : si on augmente d’urpetite » quantités la vente maximale de
bandes, le profit réalisé en la solution optimale augmedsté=. Si par contre on augmente la
vente maximale de rouleaux, le profit n’est pas modifié. Giesmal : cette derniere contrainte est
inactive.

ampl: let vente_max ['bandes"] := 6001;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

1 iterations, objective 192004

Attention : une variable a généralement deux bornes (uiigeieure et une supérieure). Le coit
réduit de la variable s’applique a la boragplus prochele la valeur de la variable. Le colt réduit
d’une variable n’a lui aussi de sens que pour les programimeaites en variables réelles.

2.3 Comment un programme lireaire peut devenir gros

Les programmes linéaires ci—dessus sont petits. On r&éecgruvent des programmes linéaires
comportant des milliers de variables et de contraintes. @ent un programme linéaire peut—il
devenir aussi gros ? On pourrait imaginer qu’on les obtientroe les programmes linéaires ci—
dessus mais en ajoutant un grand nombre de données et @ ¢engpte d’un grand nombre
de détails. En fait non. Comme on I'a vu dans I'un des maldlaciérie, la modélisation d’'un
probléme n’est pas une construction tres rigoureusesgred la production minimale imposée
pour éviter une solution irréaliste). Compliquer cogsablement de tels modeles n’a donc pas
vraiment de sens. Et méme dans des domaines ou une nabid&lisgoureuse peut étre faite, une
multiplication de détails rend le modele difficile a comapdre : un modele est une sorte de carte
routiére ; un modele trés précis est aussi utile qu’uaméecaul /1. En fait, les gros programmes
linéaires sont souvent le résultat de la combinaison tesggogrammes. Le dernier modele de la
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section précédente fournit un exemple. Dans ce modeleo&antN le nombre de semaines Et

le nombre de produits, on obtientV P variables etV P + 2 P + N contraintes. Avet0 produits

et 10 semaines, ce qui est peu, on a d&ja variables. Le modele peut encore se compliquer.
On peut imaginer que les produits sont fabriqués danseqlusiaciéries, qu'il y a un probleme
de gestion de production dans chaque aciérie. Cela n’eshipa génant parce qu’on peut alors
résoudre séparément les problemes de chaque advais.s'il faut aussi gérer des moyens de
transports communs a toutes les aciéries pour amenerddsits a leur destination, on se retrouve
nécessairement confronté a un seul, gros, programraita

2.4 Nommer des quantiés intermediaires

Il est souvent utile de nommer certaines des quantitespgparaissent dans les programmes
linéaires en les stockant dans des variables auxilidirest alors plus facile de vérifier le modele
a I'exécution : on peut consulter les valeurs de ces veasadt vérifier qu’elles sont sensées. Cela
peut aussi parfois raccourcir I'écriture du programmen$la dernier modele de gestion d’aciérie,
il peut étre intéressant de déclarer des variables éupgitaires pour stocker les profits de chaque
semaine.

var profit_hebdomadaire {SEMS} >= 0;
maximize profit : sum {s in SEMS} profit_hebdomadaire [s];

subject to calcul_profit_hebdomadaire {s in SEMS} :
profit_hebdomadaire [s] =
sum {p in PROD} qgte_vendue [s, p] * prix_vente [s, pl;

2.5 Linéarité des contraintes

Le logiciel AMPL et les solveurs associés ne permettent&d®udre que des programmes
dont les contraintes et I'objectif sont linéaires (a détpe exceptions pres). Dans une expression
linéaire on a le droit a des sommes de constantes, de lemiabde constantes multipliées par des
variables. On a le droit de multiplier ou de diviser des cant&s entre elles mais le produit ou le
rapport de deux variables est interdit. Dans une exprefisigaire on a le droit a des instructioifis
max absetc ... mais I'expression booléenneiflou les opérandes deax absetc ... ne doivent
contenir que des expressions constantes. Pour évitegeheiner des non linéarités, il est conseillé
d’utiliser des parametres calculés a la place de vagadlchaque fois que c’est possible.

2.5.1 Paranetres calcuks

Supposons qu’on veuille calculer le taux hebdomadaireadipation du marché c’est—a—dire,
pour chaque semaing la quantité totale de produits vendus divisée par la tiigaiotale de pro-
duits vendables. On peut écrire :
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var taux_occupation_marche {SEMS} >= 0;

subject to calcul_taux_occupation_marche {s in SEMS} :
taux_occupation_marche [s] =
(sum {p in PROD} qte_vendue [s, p]) / (sum {p in PROD} vente_ma X [pD;

L'expression n’étant pas tellement lisible, on est tedi@ppliquer la technique recommandée
précédemment et d’affecter a une variable auxiliairgjlantité totale de produits vendables.
Ce n’est malheureusement pas possible parce que le progréim@aire ainsi obtenu n’est plus
linéaire :

var vente totale max >= O;
var taux_occupation_marche {SEMS} >= 0;

subject to calcul_vente_totale_max :
vente_totale_max = sum {p in PROD} vente_max [p];
# Contrainte NON LINEAIRE !
subject to calcul_taux_occupation_marche {s in SEMS} :
taux_occupation_marche [s] =
(sum {p in PROD} qte_vendue [s, p]) / vente_totale_max;

Une solution consiste a faire de la quantité totale de gitedrendables un parametre et non plus
une variable. On évite ainsi la non linéarité :

param vente_totale_max := sum {p in PROD} vente_max [p];
var taux_occupation_marche {SEMS} >= 0;

subject to calcul_taux_occupation_marche {s in SEMS} :
taux_occupation_marche [s] =
(sum {p in PROD} qte_vendue [s, p]) / vente_totale_max;

2.5.2 Expressions conditionnelles

Dans le dernier modele d’aciérie, on avait indicé laakleqte stockde1 a N + 1 et pas de
a N comme les autres variables en raison de la formulation dentxainte d’équilibre.

var gte_stock {1 .. N+1, PROD} >= 0;

subject to stock_initial {p in PROD} :
gte_stock [1, p] = O;
subject to stock final {p in PROD} :
gte_stock [N+1, p] = O;
subject to equilibre {s in SEMS, p in PROD} :
gte_stock [s, p] + gte_produite [s, p] =
gte_stock [s+1, p] + qte_vendue [s, p];
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Une solution plus économe en nombre de variables (maisgoesrent plus lisible) consiste a
traiter a part la derniere semaine. On peut pour celasatildes expressions conditionnelles. Le
programme reste linéaire parce que dans I'expressiorebook dw if » ne figurent que des
constantes.

var qte_stock {SEMS, PROD} >= 0;

subject to stock_initial {p in PROD} :
gte_stock [1, p] = O;
subject to equilibre {s in SEMS, p in PROD} :
gte_stock [s, p] + gte_produite [s, p] =
if s = N then
gte_vendue [s, p]
else
gte_stock [s+1, p] + qte_vendue [s, p]);

On résout.

ampl: model acierie8;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

7 iterations, objective 489866.0714

ampl: display qgte_produite, gte_stock, gte_vendue;

: gte_produite qte_stock gte_vendue =

1 bandes 4044.64 0 2044.64
1 poutres 1500 0 750

1 rouleaux 1456.25 0 500

2 bandes 4000 2000 6000
2 poutres 0 750 750

2 rouleaux 0 956.25 500

3 bandes 6000 0 6000
3 poutres 750 0 750

3 rouleaux 43.75 456.25 500

On pourrait aussi éviter la contrainte sur le stock inigalutilisant une deuxieme expression
conditionnelle dans la contrainte d’équilibre mais ceshjias souhaitable : cela rend le programme
linéaire encore moins lisible sans économiser davardagariables.

2.6 Autres problemes classiques

2.6.1 Minimiser une somme de valeurs absolues

On suppose que les variables contiennent des nombres positifs ou négatifs. On souhaite
minimiser la somme des valeurs absoluesged a solution qui vient immédiatement a I'esprit
fournit un programme non linéaire. Il ne peut pas étreltepar les solveursinosou cplex
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set INDICES;
var x {INDICES};

# objectif NON LINEAIRE !
minimize somme_vabs :
sum {k in INDICES} abs (x [K]);

Il existe une solution astucieuse. Tout réglpeut &tre vu comme la difféereneg — ¢, de deux
réels positifs ou nuls. Minimiser la valeur absoluergeequivaut a minimiser la sommg -+ .

set INDICES;

var x {INDICES},

var z {INDICES} >= 0;
var t {INDICES} >= 0;

subject to changement_de_variable {k in INDICES} :
x [kl =z [K] -t [K];

minimize somme_vabs :
sum {k in INDICES} z [K] + t [K];

2.6.2 Minimiser un maximum en valeur absolue
Il suffit de procéder ainsi;
set INDICES;

var x {INDICES};
var borne >= O;

subject to borne_inf {k in INDICES} : - borne <= x [K];
subject to borne_sup {k in INDICES} : x [K] <= borne;
minimise max_vabs : borne;

2.7 Variables enteres et binaires

Par défaut, les variables AMPL sont de tyjgel (ou plutdtflottanf). On peut imposer le type
entierou binaire au moyen des qualificatifategeretbinary. Noter que pour AMPL, une variable
binairen’est rien d’autre qu’une variabietegercomprise entre zéro ou un. La résolution d’un pro-
gramme linéaire en nombres entiers est beaucoup pludldiffice la résolution d’un programme
de méme taille en nombres réels. Par conséquent, autamgassible, il vaut mieux éviter ce type
de variable.

2.7.1 Le solveura utiliser : cplex

Le solveur par défauminos ne résout pas les programmes linéaires en nombressitiaut
demander a AMPL d'utiliser le solvegplex Ce qu’on peut faire avec la commande :

ampl: option solver cplex;
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2.7.2 Mocklisation d’'un « ou »

Supposons qu’on dispose de deux variables binairetsc et qu’on souhaite affecter a une
variablea (non nécessairement binaire, ce qui peut étre utile)leuva = bouc. Comme aucun
des solveursninoset cplexne permet de manipuler de contraintes logiques, il fautrr@e peut
par exemple imposer :

0<a<l1l, a>b a>c, b+c>a.

Si a est de typédinaire, la premiere contrainte est inutile.

# fichier ou

var a >= 0, <= 1;

var b binary;

var ¢ binary;

subject to ou_1 : a >= b;
subject to ou_2 : a >= c;
subject to ou_3 : b + ¢ >= a;

\oici des exemples d’exécution. On observe que si on odelidemander I'utilisation deplex
on obtient un avertissement denoset une solution aberrante.

ampl: model ou;

ampl: let b := 1;
ampl: let ¢ = 1,
ampl: solve;

MINOS 5.5: ignoring integrality of 2 variables
MINOS 5.5: optimal solution found.

0 iterations, objective 0

Objective = find a feasible point.

ampl: display a;

a=20

ampl: option solver cplex;

ampl: solve;

CPLEX 8.0.0: optimal integer solution; objective 0
0 MIP simplex iterations

0 branch-and-bound nodes

Objective = find a feasible point.

ampl: display a;

a=1

ampl: let b := 0;
ampl: let ¢ = 0;
ampl: solve;

CPLEX 8.0.0: optimal integer solution; objective 0
0 MIP simplex iterations

0 branch-and-bound nodes

Objective = find a feasible point.

ampl: display a;

a=20
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On peut parfois se passer de certaines contraintes. Si@aupdx I'objectif est de maximiser
(oua multiplié par une constante positive) alors les deux @intes

a>b a>c

qui contraignent la valeur inférieure desont superflues. Inversement, si I'objectif est de minimi-
sera, c'est de la contrainte suivante qu’on peut se passer.

b+c>a

2.7.3 Mocklisation d'un « et »

Supposons qu’on dispose de deux variables binairetsc et qu’on souhaite affecter a une
variablea (non nécessairement binaire) la valeut b etc. Il suffit de poser

0<a<l1l, a<b a<ec a>b+c—1.

Comme dans le cas duou » la nature de I'objectif permet de se passer parfois de oedai
contraintes.
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Chapitre 3

Le simplexe

Il permet de résoudre des programmes linéaires en noméets uniguement. Bien que sa
complexité dans le pire des cas soit assez mauvaise, ilrsparte tres bien sur les programmes
linéaires issus de vrais » problemes et souvent bien mieux que des algorithmes crardsrde
meilleure complexité dans le pire des cas! Il a été invgatr George Dantzig en 1947.

FiG. 3.1 — George Bernard Dantzig (1914-2005).

On va présenter I'algorithme de Dantzig sur 'exemple antvy

Un boulanger veut produire des rouleaux de pate bris@e dprvente 4 euros le rouleau) et
des rouleaux de pate feuilletée (prix de venieeuros le rouleau). La production d’un rouleau de
pate brisée nécessitekilos de farine efl kilo de beurre. Celle d’'un rouleau de pate feuilletée
kilo de farine,2 kilos de beurre et kilo de sel (salée, la pate). Comment maximiser les fiéee
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sachant qu’il dispose d’un stock de00 kilos de farine, 7000 kilos de beurre e2000 kilos de sel ?
On a affaire a un programme linéaire en deux variables :

1. x; le nombre de milliers de rouleaux de pate brisée a preduir
2. x5 le nombre de milliers de rouleaux de pate feuilletée apire
Mathématiquement, le programme linéaire s’écrit :

4000 21 + 500022 = z[max]
21+ x93 < 8 (farine)
Ty +2x0 < 7 (beurre)
Ty < 3 (sel)
Ty, x2 > 0 ($1, ZTo € R)

3.1 Vocabulaire

On cherche soit a maximiser soit a minimiser une fonctio@édirez = f, z; + - -- + f, xz, ou
x est un vecteur dR™ qui appartient a un domair décrit par des contraintes linéaires (égalités,
inégalités larges). Exemple

((Alzy + A2z +---+ A%z, = a; (1<i<p)
Blzy+Bjay+ -+ Bz, < b (1<j<q)
Croi+Claog+--+Cla, > a (1<k<r)

T1,...,2s > 0
Tsily-os Ty <0
\ Tigly-n s Tn non astreintes de signe

Le domaineZ est ledomaine des solutiongalisablesUn x € 2 est unesolution €alisable Le
vecteur colonng estl’'objectif economiqueses composantgssont lescolits(méme s'il s’agit de
bénéfices). Remarquer que- ‘ f x. Soitz € Z une solution réalisable. Une contrainte d’'inégalité
le xy + -+ + B} x, < b; est diteactivesi le xy +--- + B} x, = b;. Elle est diteinactivesinon.
Ecriture matricielle

fr = z[max]ou[min]
Ar = a
< Bx < b
Cz > c
Ti1y...,Ts 2 0
\ Lsq1y005 Tt S 0
Sur I'exemple du boulangeron a:
2 1 8
B=|(12], b=|7], x:(il), f:(gggg)
0 1 3 2

Les programmes linéaires en deux variables peuvent sadésgraphiquement.
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1

" z[max] = 22000

TS 2 =400021 4 5000 22 = 0

1. Chaque contrainte d’inégalité est matérialisee e droite délimitant deux demi—plans.
On hachure le demi—plan correspondant aux solutions ralisadles. Le domain& des
solutions réalisables est un polygone (un polyedre danas général).

2. Soitk € R un nombre réel. Lensemble des solutions réalisables lesguelles 'objectif
économique vaut est l'intersection du polygon avec la droite

o=k
Définition 7 On appellesolution optimald@oute solution ealisable pour laguelle I'object&cono-

mique est optimal (maximal dans le cas d’'une maximisatiomimimal dans le cas d’'une minimi-
sation).

Proposition 5 Si elle existe, laolution optimaleecherclee est atteinte en (au moins) un sommet
du polygoneZ.

Elle pourrait ne pas exister : cas d'un polygone ouvert om ghalygone vide. Il se peut aussi
gu’il y ait une infinité de solutions optimales : cas d’'unatrainte parallele aux droites de I'ob-
jectif.

3.2 Quelques programmes ligaires particuliers

Définition 8 Un programme ligaire est ditsous forme canonigugil s’ écrit

fr = z[max] fo = z[min]
Brx < b ou Cx > c
x > 0 zr > 0
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L'exemple du boulanger est sous forme canonique.
Dans un programme linéaire sous forme canonique, toutemégalités sont dans le méme
sens, on ne trouve pas de contraintes d’égalité et toegesriables sont positives ou nulles.

Définition 9 Un programme ligaire est ditsous forme standalil s’ écrit

fr = zmax]
Az = a
r > 0

Dans un programme linéaire sous forme standard, toutepldsaintes sont des égalités (en
général avec beaucoup plus d’'inconnues que d’équations

Les versions algébriques de I'algorithme du simplexe cemeent par transformer le pro-
gramme linéaire a traiter en un programme linéaire\ajent sous forme standard.

Proposition 6 Tout programme ligaire peutétre mis sous forme standard (resp. sous forme ca-
nonique).

Tout probleme de minimisation est équivalent a un peoid de maximisation : maximiser
4000 x1+5000 x5 €équivaut a minimiser4000 z; —5000 5. Toute inégalité> est équivalente a une
inégalité< en multipliant ses termes parl. Par exempl€ x; + x5 < 8 équivaut a2z — x9 >
—8. Toute égalité est équivalente a deux inégalités= 0 équivaut au systemea: < 0, a > 0.
Toute inégalité< peut étre transformée en une égalité au moyen ddwaeiable d’écart. Prenons
la contrainte sur la farine dans I'exemple du boulan@er;+x, < 8 équivaut & z; +zo+x3 = 8
avecrs > 0. La variable d’écart3 a une signification @conomique : elle représente la giéadé
farine restant en stock. Toute inégalitépeut étre transformée en une égalité au moyen d’'une
variable d’écart. Par exemplgyx,; + x, > 8 équivaut & x; + o — x3 = 8 avecrs > 0. Toute
variable non supposée positive ou nulle peut étre rergéplaar une ou deux variables supposées
positives ou nulles : une variable négative ou nulle< 0 peut &étre remplacée pas > 0 avec
xr9 = —x1; Une variabler; non astreinte de signe peut étre remplacée par la diifere, — x5 de
deux variables:,, x3 > 0.

Question 2. Mettre sous forme canonique et sous forme standard le progedinéaire

221 —3xy = 2z |min)]
21’1 — T3 Z -9
T+ Ty = 8
T1, 2 > 0

3.3 Lalgorithme du tableau simplicial
On commence par transformer le programme linéaire &trait un programme linéaire équi-

valent sous forme standard. Il ne reste alors plus qu'a@rdéher une solution optimale d’un pro-
gramme linéaire sous forme standard.
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L'algorithme du simplexe consiste a se déplacer d’'un setdu polyédre en un autre sommet
du polyedre tout en augmentant I'objectif economiquer&sonnement est valable parce que le
polyedre des solutions réalisables est convexe : il n'gage risque de se trouver coincé dans un
minimum local. La convexité découle du fait que les cantes sont données par des expressions
linéaires.

3.3.1 Dans un cas favorable

On part de I'exemple du boulanger qui présente I'avanta@ggeedsous forme canonique avec
un vecteur de seconds membres positif ou nul. On le met soosefetandard en utilisant trois
variables d’écarts, =, ets.

4000 x1 + 50003 = =z [max]
201+ 29+ 23 = 8 tfx = z[max]
T +2x0+x4 = T ou dit autrement, Ar = a
To + Ty = 3 T > 0
T1,...,x5 > 0
Initialisation

On commence par extraire de la matrice une bagai soit« réalisable» et telle que le pro-
gramme linéaire soit sous forme canonique par rapport a ell&cComme on va le voir, la liste
I = (3, 4, 5) des indices des variables d’écart fournit une telle base.

A:

S = DN

11
20
10

S = O

0
0
1
Définition 10 Soit I une base. Les variables dont les indices appartien@ehtsont appetes
variables de basées autres sont appats variablefors base

Les variables de base sont ici les variables d’'écari, etxs.

Définition 11 Un programme ligaire sous forme standard est ditus forme canonique par rap-
port a une basé si la matrice A’ est l'identi€ et les céts correspondant aux variables de base
sont nuls.

Le programme linéaire de I'exemple est sous forme can@npgu rapport a la bade

Définition 12 On suppose une baseéix On appellesolution de baséa solutionz du syséme
Ax = a obtenue en posant les variables hors bagalesa zro.
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La solution de basé est ici

T
T2
T = ZT3 =
Ty
Ts

W J oo O O

Définition 13 Une base est dite¢alisablesi la solution de base qui lui correspond eéatisable.

La solution de base est par définition une solution du gsysté x = «. Il ne reste plus qu’a
vérifier la contrainte de positivité des variables, q@st’pas exprimée par les équations. La dase
choisie dans I'exemple est donc réalisable.

Proposition 7 Les valeurs des variables de base dans la solution de basses# tlans le vec-
teura.

C’est une conséquence du fait que la matriéeest I'identité.

On associe un sommet du polyedrea chaque solution de base : on I'obtient en supprimant,
dans la solution de base, les coordonnées correspondamh@ables introduites par la mise sous
forme standard. Dans notre cas, on supprime les coordsmtiadice3, 4 et5, qui correspondent
aux variables d’écart. Sur I'exemple, le sommet assad#&solution de basgest I'originer; =
z9 = 0.

On définitz, comme la constante pour laquelle la droite de I'objegtif = 2, passe par le
sommet associé a la solution de bas®it autrement,

Définition 14 On c&finitz, comme I'objectibconomiquévalle sur la solution de basez; = Lfz.
€

On forme un premiek tableau simplicial- a partir du programme linéaire et de la bdse
choisie en bordant la matricé a droite avec le vecteur, a gauche avec le vecteur des variables
de base et en—dessous avec I'objectif. On place chaquéhlada base sur la ligne ou figure sa
valeur dans la solution de base. On initialise la case em lolsite a—z,. Comme la base initiale
est formée des variables d’écart qui ne contribuent pabgectif on az, = 0.

T i) T3 T4 Iy
Ts| 2 I 1 0 0
Ty | 1 2 0 1 0
5| 0 1 0 0 1
4000 5000 O O O

Sl W N
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Invariants de boucle

L'algorithme du tableau simplicial s’écrit schématiguent ainsi :

former le premier tableau simplicial
tant que ce n’est pas finfaire

former le tableau simplicial suivant (et changer de base)
fait

Définition 15 Un invariant de boucle: tant que» est une propkte vraiea chaque fois que la
condition du« tant que» estévallée.

Un invariant de boucle tant que» doit donc étre vrai au début de la premiere itératiodoit
aussi étre vrai lorsque la boucle s’arréte, c’est—&-ltirsque la condition s’évalue enfaux ».
Combiné a la négation de la condition, I'invariant petralrs de déduire les propriétés des va-
riables calculées par la boucle.

Proposition 8 (invariants de boucle)
Les proprétes suivantes sont des invariants degfétion principale de I'algorithme du tableau
simplicial :
Le programme ligaire est sous forme canonique par rappita base.
La base estéalisable (le€léments de la derare colonne sont positifs ou nuls).

Les variables de base sont &ést sur la prengre colonne.

S -

La case en baa droite vaut—z.

L'it ération principale

Il s’agit d’un pivot de Gauss—Jordan muni d’une stratégiecgle pour choisir le pivot. Dans
ce paragraphe, on se contente d’énoncer I'algorithme e@rarque que l'algorithme ne peut pas
conclure au fait que le programme linéaire est sans soluéialisable. Ce cas—la est traité dans la
section intitulée« problemes de démarrage

Pour choisir la colonne du pivot, on cherche sur la derniere ligne (objectif) leficient (le
colt) le plus grand.

Si ce colt est négatif ou nul on s’arréte : une solutiormogle est trouvée.

S'il est positif, la colonne du pivot est trouvée.

Sur I'exemple, la colonne du pivot est la colonne: 2 (correspondant as).

On cherche ensuite s'il existe au moins un élément stniete positif sur la colonne du pivot
(on ne cherche pas sur la ligne de I'objectif).

S’il N’y en a pas alors on s’arréte : le probleme n’est panédil n’y a pas de solution opti-
male).

Parmi toutes les lignes contenant un élément strictepmsitif, on choisit pour ligne du pivot
une ligner telle que le rappord, /A; est minimal.
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Sur I'exemple, on est amené & comparer les rapgoits 7/2 et 3/1. Le rapport minimal
est3/1. La ligne du pivot est donc la ligne= 3.
On applique une étape du pivot de Gauss—Jordan : on meligpligner par I'inverse du pivot
(de telle sorte que le pivot devienmget on ajoute un multiple de cette ligne a toutes les autres
lignes (ligne d’objectif et derniere colonne incluses)fdeon a faire apparaitre des zéros sur la

colonne du pivot.

Enfin on change de base en faisant sortir de la base la varial@ se trouve sur la ligne du
pivot dans le tableau simplicial et en la remplacant parmldablex, correspondant a la colonne

du pivot. Sur I'exemple, on obtient

I To T3 T4 Ty
r3| 2 0 1 0 -1 |5
xq| 1 0 0 1 -2 |1
xa| O 1 0 O 1 3
4000 0 0 0 —=5000 | —15000

Et on recommence.

Proposition 9 Les invariants sond nouveau &rifiés.

On vérifie que le nouveau programme linéaire est sous faamenique par rapport &. Au
passage, on remarque que I'ancienne liasst toujours une base (le pivot de Gauss ne change pas
les bases) mais que le nouveau programme linéaire n’estoqpasforme canonique par rapport a

elle.

La solution de basé& obtenue en posant les variables hors haset 25 €gales a zéro est

T
o)
T3
Ty
L5

S = OtWw O

Comme toutes ses coordonnées sont positives ou nulleaséd’test realisable. On voit aussi que
les valeurs des variables de bdése lisent sur la colonn€ et que le réel en bas a droite vaut bien
—zy = =t f ¥ = —4000 z; — 5000 25 = —15000.

Proposition 10 Le sommet assaea la nouvelle base est adjacent au sommet agsd&@ncienne.

Le sommet associé a la nouvelle base est le sommet:,) = (0, 3). La droite paralléle a la
droite de I'objectif qui passe par ce sommet a pour équation x; + 5000 z, = 15000.

Proposition 11 La valeur dez, a augmert.
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Quelques remarques

Le fait de choisir une colonne sur laquelle le colt est ndrfaiique la variable qui entre en
base est bien une variable hors base (cf. le premier indarian

Le choix de la colonne du pivot est heuristique. On peut drcfaisir n’importe quelle colonne
sur laquelle le colit est positif. Sur 'exemple, on auraitf@ire entrer en base la variable. On
s’interdit de choisir une colonne sur laquelle le colt ésfatif pour ne pas faire diminuer I'objectif

realiseé.

Le choix de la ligne n’est pas heuristique. On voit sur 'epégnque si on choisit une autre
ligne que celle donnée par I'algorithme on obtient des m@mhégatifs sur la colonne des seconds
membres c’est—a—dire une base non réalisable.

Fin de 'exemple

La colonne du pivot est la colonre= 1 correspondant ;. La ligne du pivot est la ligne =
2. La variablex, sort de la base. La variablg y entre. Le programme linéaire est sous forme
canonique par rapport a la bagé = (3, 1, 2). La solution de basé” correspond au sommet

(21, x2) = (1, 3).

r1T T9 I3 Ty Ty
z3| 0 0 1 -2 3 13
|1 0 O 1 -2 |1
2| 0 1 0 0 1 13

0 0 0 —4000 3000 | —19000

La colonne du pivot est la colonre= 5 correspondant &;. La ligne du pivotestlaligne = 1. La
variablexs; sort de la base. La variablg entre. Le programme linéaire est sous forme canonique
par rapport a la basB” = (5, 1, 2). La solution de basé” correspond a la solutiofx;, x) =

(3, 2).
Iy X2 I3 T4 Ty
5] 0 0 1/3 —2/3 11
|1 0 2/3 —1/3 03
2| 0 1 —1/3  2/3 0|2
0 0 —=1000 —2000 0O |—22000

Tous les colts sont négatifs ou nuls (critere d’arrét'agorithme). La solution de basg” est
donc optimale. L'objectif atteint pour cette solution €§t= 22000.
On vérifie que les trois propositions énoncées ci—dessnisvérifiees a chaque itération.

Programme sous forme canonique assaea un tableau simplicial

On a compris sur un exemple qu’a tout programme linéais farme canonique avec seconds
membres positifs ou nuls on pouvait associer un tableaulisiapsatisfaisant les invariants. La

réciprogue est vraie aussi.

Proposition 12 A tout tableau simplicial satisfaisant les invariants it @@ssible d’associer un
programme liaire sous forme canonique avec seconds membres posititdu
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Il suffit pour cela de traduire le tableau simplicial commepunagramme linéaire sous forme
standard puis d’interpréter les variables de base commeat@ables d’écart. Considérons a titre
d’exemple le deuxieme tableau simplicial obtenu a padit'exemple du boulanger :

Ty To T3 T4 Ts
T3 2 0O 1 O -1 5}
Ty 1 0O 0 1 —2 1
To 0 1 0 0 1 3
4000 0 0 0 —=5000| —15000

Ce tableau correspond au programme linéaire sous formdasth

4000 21 — 5000 z5 + 15000
21’1 + 23 — x5

T+ x4 — 275

T9 + X5

T1y...

y Ly

VAR

z [max]|
d
1
3
0

Il s’agit en fait du programme linéaire obtenu en intetané 'équationz, + x5 = 3 comme la
regle de substitutiom, — 3 — x5 et en l'utilisant pour réécrire toutes les autres éaqumiainsi que
I'objectif economique du programme initial. Interprégomaintenant les variables de base comme
des variables d’écart. On obtient le programme linéaireest :

4000 z; — 5000 x5 4+ 15000 = 2z [max]|
221 — x5 < 5
r1—225 < 1
Ts S 3
Ty, x5 > 0

On remarque que c’est bien le premier invariant qui renec¢ethsformation possible : chaque va-
riable choisie comme variable d’écart apparait avec ufficamnt 1 dans exactement une équation
et n'apparait pas dans I'objectif economique. D’ou peessiork programme linéaire sous forme
canonique par rapport & une base

La transformation est réversible : si on construit un pegntébleau simplicial a partir de ce
programme, on retrouve le tableau simplicial ci—-dessusi(Gammage des variables d’écart pres).
Résoudre ce programme linéaire équivaut donc a réedigkemple du boulanger.

Problémes borres

Revenons au tableau simplicial :

I To T3 T4 Ty
r3| 2 0 1 0 -1 |5
xq| 1 0 0 1 -2 |1
xa| O 1 0 O 1 3
4000 0 0 0 —=5000 | —15000




La solution réalisable courante est la solution de base

!
I
o = utw

L'objectif est de maximise#000 z; — 5000 x5 + 15000. On voit que les variables de basg x5
et x4 ont une valeur non nulle mais ne contribuent pas a I'oldjéoti ne perdrait rien a diminuer
leur valeur) alors que la variablg a une valeur nulle mais est associée a un colt positif dans
I'objectif. On a tout intérét a augmenter sa valeur. Fispour cela de la faire entrer en base. Par
un raisonnement similaire, on voit qu’'on ne peut pas modidierleur der; sans faire diminuer
I'objectif. On en déduit que lorsque tous les colts sauatifs ou nuls, il est impossible de faire
entrer une variable en base sans faire diminuer I'objectif a atteint un maximum local et donc
le maximum global recherché puisque le polyédre desisolsitéalisables est convexe.

Les raisonnements tenus ci—dessus justifient le critexe&t’ de I'algorithme dans le cas de
problemes bornés.

Théoreme 1 (condition suffisante d’optimaé)

Consicerons un programme lgrire sous forme canonique par rappartine baseé&alisablel.
Si les caits correspondant aux variables hors base s@gatifs ou nuls alors la solution de bage
est la solution optimale et I'object# 'optimum est,.

Problémes non borres

Modifions un peu le deuxieme tableau simplicial de tellaesgue I'algorithme s’arréte en
indiguant que le programme linéaire est non borné. Il sdéfirendre négatifs tous les coefficients
présents sur la colonne du pivot.

Ty To T3 T4 Ts
r3| —2 0 1 O -1 5
s =1 0 0 1 —2 1
To 0 1 0 0 1 3
4000 0 0 0 —=5000| —15000

Considérons le programme linéaire sous forme canonigs@cée a ce tableau simplicial.

4000 21 — 5000 25 + 15000 = 2 [max]
—2 1 — Ty S 5)
—xr1—2x5 < 1
Ty S 3
x, x5 2 0
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Parce que tous les coefficients situés sur la colonne du porat négatifs, on voit qu’on peut
attribuer ar; une valeur arbitrairement grande sans violer les conraiftarce que le colt associé
ax, est positif, on voit qu’augmenter la valeur deaugmente I'objectif réalisé.

On a donc bien affaire a un programme linéaire non borné.

Théoreme 2 (probleme non bora)

Consicerons un programme lgmire sous forme canonique par rappartine base&alisable].
S’il existe un indice de colonnetel que le cait f, soit positif et tous les coefficients de la colosne
soient regatifs ou nuls alors le programme &aire n’est pas bor@.

Question 3. Appliquer I'algorithme sur I'exemple suivant. Veérifier ‘gs’agit d’'un programme
linéaire non borné. Associer au tableau simplicial fimalpwogramme linéaire sous forme cano-
nique et refaire le raisonnement ci—dessus.

—x1+ 2y = z|[max]
T — 29 < 2
—21’1 + 29 Z —4
—31’1 + 29 S 6
Ty, 9 > 0

Question 4. Comment interpréter le cas ou tous les coefficients ssueune colonne (y compris
le colit) sont négatifs ?

Sommets multiples

Dans certains cas, il se peut que I'éléement de la colonssel®onds membres situé sur la ligne
du pivot,a,., soit nul. Dans ce cas, la valeur de la variable de bagtans la solution de base est
nulle et I'objectif realiseé n'augmente pas. Interptieta graphique. On passe d’un sommet a un
sommet adjacent sans déplacer la droite de I'objectif. @erte polyedre est convexe, les deux
sommets sont superposeés : on a affaire a un sommeittiple ».

Les sommets multiples sont rares dans les petits prograringssres écrits avec un mini-
mum de contraintes et de variables (tels ceux qu’on reneatdns les feuilles de TD). lls ap-
paraissent plus naturellement dans des modeles plus w@umlorsqu’on rajoute, par exemple,
des contraintes et des variablesiathématiquement inutilesqui servent a nommer des quantités
intermédiaires et simplifient I'écriture des modeles.

Question 5. Appliquer I'algorithme sur I'exemple ci—dessous. On sigoé de la présence d’'un
sommet multiple dés la premiére itération : on a le choixeedeux indices de ligne pour le premier
pivot (clarifier cette affirmation).

Ty — Ty = z[max]
T — 29 < 2
2I1 — X9 S 4
Ty + X2 S 5
T1, Tg Z 0

N
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Le probléeme de l'arrét

Dans le cas ou l'objectif réalisé augmente strictengeclhaque itération I'algorithme s’arréte
nécessairement : des valeurs differentes de I'objadifsé correspondent a des sommets differents
du polyedreZ or 2 n’a qu’'un nombre fini de sommets. L'algorithme n’est donccepsible de
boucler que dans le cas ou l'objectif réalisé garde lanm&aleur, c’est—a—dire dans le cas de
sommets multiples.

La stratégie adoptée ne garantit pas l'arrét de I'athare.

Il se peut que I'algorithme énumere cycliquement unesde bases réalisables sans que I'ob-
jectif réalisé change. Voici un exemple :

(3/4)x1 —20x9 + (1/2) 23 — 624 = 2z [max]
(1/4)ZL’1—8I2—I3+9£L’4 S 0
(1/2) 21 — 1225 — (1/2) 25 + 324 < 0
r3 < 1.

Aprés mise sous forme standard et ajout de trois variabbsad x5, ¢ et z7, on obtient un
premier tableau simplicial et une premiére béase w4, x7). En appliquant la stratégie que nous
avons énoncée, on peut obtenirpeut» parce qu’on a parfois plusieurs choix possibles pour la
ligne) successivement les bases, s, z7), (z1, 22, ©7), (x3, T2, x7), (T3, 4, T7), (X5, T4, T7)
et(zs, xg, x7). Le tableau simplicial obtenu a la derniere étape est &g premier tableau simpli-
cial. L'objectif realisé en la solution de base a toujogasdé la valeur, = 0.

Théoreme 3 (strategie garantie)
La straggie suivante deédection du pivot garantit I'arét de I'algorithme.

1. choisir la colonne possible de plus petit indiceeét le plus petit indicetel quef; > 0).

2. choisir la ligne possible de plus petit indice (prendreupo le plus petit indicei tel que
A? > 0 et tel que la base obtenue & pivot soit ealisable).

Cette stratégie garantie est rarement utilisée parcesyudeaucoup de problemes pratiques,
elle nécessite beaucoup plus d’itérations que la gfi@tésuelle pour atteindre la solution optimale.
Une bonne méthode consiste a appliquer la stratégie a@mtie tout en conservant un petit histo-
rique des valeurs de I'objectif réalisé. Cet historiqaeenpet de vérifier que les valeurs de I'objectif
réalisé ne restent pas stationnaires trop longtempse 8iast pas le cas, il suffit d’appliquer la
stratégie garantie jusqu’a—ce que la valeur de I'objegtilisé change puis d’appliquer a nouveau
la stratégie usuelle.

Complexité de I'algorithme

L'exemple suivant montre que I'algorithme du tableau sioigl (muni d’'une stratégie qui ga-
rantit I'arrét) a une complexité en temps exponentiellé&eenombre de variables (ou de contraintes)
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dans le pire des cas.

2l + 2" 2y -+ 22,y + 7, = z[max]
T S 5
4x1+ 29 < 25
8x1 +4xy+ 235 < 125
M+ 2" g A, 4, < 5"
[ > 0.

Ce programme linéaire a variables,n contraintes. Le polyedre des solutions réalisabl@s a
sommets. L'algorithme du tableau simplicial, partantide= --- = x,, = 0 énumere tous les
sommets avant d'atteindre la solution optiméale, ..., z,) = (0,...,0, 5"). Si la complexité
dans le pire des cas était représentative de la comelexitir les« vrais » exemples alors le
simplexe serait inutilisable. Penser que certains prob&comportent des centaines de milliers
de variables. Heureusement, ce n’est pas le cas!

3.3.2 ProbeEmes de émarrage

On dit qu'un problemeP peut seréduireen un probleme) si toute instance d& peut se
reformuler en une instance dg

Supposons qu’un problénte puisse se réduire en un probleest qu’on connaisse un algo-
rithme de résolution pour toutes les instance§dAlors on dispose d’un algorithme de résolution
pour toutes les instances dk: il suffit, eétant donné une instance dt de la reformuler en une
instance de), de déterminer la solution du probleme reformulé avalgbtrithme connu puis de
réinterpréter la solution obtenue comme une solutionrdblpme initial.

Pour pouvoir traiter les programmes linéaires générkudifficulté consiste a former un pre-
mier tableau simplicial satisfaisant les invariants. Heteformer ce premier tableau équivaut a
identifier un sommet du polyedre des solutions réalisablea la solution de base) et donc, en
particulier, a démontrer que le programme linéaire admeanoins une solution réalisable. Dans le
« cas favorable (inégalités< avec seconds membres positifs ou nuls), I'origine est uhgisn
évidente mais c’est faux en général ou il se peut quedgnamme linéaire soit infaisable.

Dans cette section, on montre que le probleme de la reabhéfah premier tableau simplicial
peut se réduire en un probleme d’optimisation, la résmbd’un autre programme linéaire, appelé
« programme artificieb, qui reléve, lui, du cas favoralleDit autrement, si on sait résoudre les
programmes linéaires dans le cas favorable, on sait desdes programmes linéaires dans tous les
cas. Une fois le programme artificiel résolu, on déternfi@mdement si le probleme initial admet
au moins une solution. Si c’est le cas, il ne reste plus gesaudre le programme linéaire initial

1La méthode présentée ici est la métheddes deux phases D’autres méthodes existent comme, par exemple,
celle du« grandM ».

44



en partant de la base trouvée. Prenons pour programnagrérigitial :

—x; — Ty = 2z |max]|
—3r1—4xy < —12
T,y > 0

La mise sous forme standard introduit deux variables dteca

-] —xy = 2z |max]
31’1 -+ 4513'2 — T3 = 12
(PL) 201+ w0+ 14 = 4
Z1, T2, T3, T4 Z 0

La base(3, 4) n'est pas réalisable puisque la solution de base comppe&oordonnée négative
(on az3; = —12). Voici le programme artificiel associé a I'exemple.

r5 = w min]
(PLA) 31’1+4l’2—l’3—|—1’5 = 12
2.1'1 +xot+x4 = 4
Ty, T2, T3, Ty, T35 Z 0

On a introduit une« variable artificielle» x5 dans I'équation qui pose probléme. On a pris pour
« objectif artificiel » : minimiser cette variable.

Explication. Le programme artificiel releve du cas favéeabla base évidentérs, =) est
réalisable. Il y a bijection entre les solutions du progmaenlinéaire initial et les solutions du
programme artificiel telles que; = 0. Pour déterminer si le programme initial admet au moins
une solution, il suffit donc de déterminer si le programniiieiel a une solution telle ques; = 0.
C’est ce qu’'on fait en prenant pour objectif : minimisegr

Pour pouvoir appliquer I'algorithme du tableau simplidlaleste une difficulté technique a
lever : la variabler; est en base alors que le cofstest non nul ('un des invariants n’est pas
satisfait). Il suffit de reformuler I'objectif en utilisatiequation ou figure la variable artificielle :

3r1+4x9 — a3+ 75 =12 = —x5 =321 +4x9 — 23— 12.
Le nouvel objectif a maximiser est donc :
3513'1 +4.CL'2 — T3 — 12=w [max].

Pour déterminew,, on évalue I'objectif-z; (ou encore3 x; + 4 x5 — x5 — 12) sur la solution de
base. Attention a la constante cette fois. On obtignt —12. On obtient ainsi un premier tableau
simplicial satisfaisant tous les invariants de I'algomi du tableau simplicial

Ty Ty T3 T4 T
zs| 3 4 -1 0 1|12
zq| 2 1 0 1 04
3 4 -1 0 0|12
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On applique au programme artificiel I'algorithme donnésibncas favorable. On trouve en une
iteration le tableau simplicial suivant :

T1 X2 T3 Ty Ts
To 3/4 1 —1/4 0 1/4 3
Ty 5/4 0 1/4 1 —1/4
0 0 0 0 -1

O =

On a une base réalisable= (2, 4) avec une solution de bagé

|
|
O~ O Wwo

L'optimum du programme artificiel est, = 0. La variable artificieller; est hors base. On obtient
une premiere base réalisable pour le programme lingaiial en « supprimant purement et sim-
plement la variable artificielle. On obtient ainsi un pragrae linéaire équivalent au programme
linéaire initial avec une premiere base réalisable (2, 4) :

-] —xy = 2z |max]

3/41’1 + To — 1/4$3
5/4x) 4+ 1/4xs+ 24
T1, Lo, T3, Ty

3
1
0

Vv

Synthétisons :
Proposition 13 Le programme ligaire initial admet au moins une solutiogalisable si et seule-
ment si I'objectif Bali & 'optimum du programme artificiel est, = 0.

Proposition 14 Supposons que I'objectigali a I'optimum du programme artificiel soit, = 0.
La solution optimale du programme artificiel fournit une priere base galisable au programme
linéraire initial si et seulement si aucune variable artifitéah’est en base.

On remarque que le programme linéaire obtenu ne satisfaitqus les invariants de l'algo-
rithme du tableau simplicial puisque les colts correspahdux variables de base ne sont pas tous
nuls. On applique la méme technique que précédemmentéémnit I'objectif en se servant de la
premiere équation.

3/dxy + a9 —1/4dxs3 =3 = w3=3-3/4x1+1/4x;.
Etdonc—x; —xy = —1/4 2, —1/4 23— 3. Le nouvel objectif est (on peut supprimer la constante) :
—1/42y — 1/4 23 = z[max].

46



Pour déterminet,, on évalue I'objectif (attention a la constante) sur leigon de base z, = —3.

(a1 Ho) T3 Ty
Ty | 3/4 1 —1/4 03
T4 5/4 0 1/4 1
—1/4 0 —1/4 0

W| =

On peut appliquer I'algorithme étudié dans le cas faviere®Bur I'exemple, il s’arréte tout de suite
puisque tous les colits sont négatifs ou nuls (mais c’estasard d0 a I'exemple). La solution
optimale du programme linéaire initial est donc

T . 0
i) N 3 '
L'objectif réalisé a I'optimum est, = —3.

Remarques

Dans le cas général, on peut &tre amené a introduisgeuits variables artificielles. L'objectif
du programme linéaire artificiel consiste alors a minanisur somme.

Il existe des cas dégénérés ou, a I'optimum du programme artificiel, I'objectif résé est
nul (prouvant que le programme initial a au moins une satjtiais ou la base réalisable contient
au moins une variable artificielle (ayant alors forcemerd valeur nulle).

C’est génant parce qu’alors, ersupprimant la variable artificielle, or perd» la base finale
du programme artificiel qui doit nous servir de premiereslyasur traiter le programme initial mais
ce n'est pas rédhibitoire : comme sa valeur est nulle dassligion de base, on ne modifie pas
I'objectif realisé a I'optimum du programme artificiah éa rendant hors base. Il suffit pour cela de
la remplacer dans la base par une variable non artificielkffestuant une étape supplémentaire
du pivot de Gauss—Jordan.

Question 6. Résoudre le programme linéaire suivant. Le programniicagt associé comporte
deux variables artificielles. Apres résolution, 'uneltés reste en base. La chasser de la base finale
en effectuant une étape supplémentaire du pivot de Ganistan.

Ty — 229+ 23 = 2z |[min]
3$1+£L’2—£L’3 =1
—2$1+£L’2—2$3 =1
T1, o, x3 > 0

3.4 Ladualité

Deux problemes d’optimisation sont dits en dualité shlest un probleme de maximisation,
l'autre un probléeme de minimisation et si résoudre I'gui@aut a résoudre I'autre, dans le sens ou
la solution optimale de I'un se déduit de la solution opferge I'autre.
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On rencontre deux cas de dualité dans ce polycopié. Leipresst décrit dans la section
suivante. Le second apparait dans la section concernealcld du flot maximal pouvant transiter
par un réseau de transport.

Pouvoir associer un probleme dual a un probleme d’ogttion fournit en général des outils
pour vérifier gu'une solution réalisable est bien une sofuoptimale. C’est le cas du théoreme
des écarts complémentaires énoncé dans la sectiamseiet du theoremeflot maximal et coupe
minimale» dans les problemes de flots maximaux.

3.4.1 Construction du dual d’'un programme lineaire

A tout programme linéaire, on peut faire correspondre uregarogramme linéairejual du
premier (celui—ci étant appef@imal). Cette transformation associe a chaque variable du prima
une contrainte du dual et donc une variable d’écart (on pa@pposer sans perte de généralité que
le programme ne comporte pas de contraintes d’égalilie)aksocie a chague contrainte du primal
une variable du dual. Enfin, la transformation est invoktiv

Proposition 15 Le dual d’'un dual est un programme &aire équivalent au primal.

On illustre la méthode de construction du dual sur deux gkessous forme canonique. Cela
suffit pour le cas général puisque tout programme liegaéut étre transformé en un programme
equivalent sous forme canonique.

Exemple de production de papier

Deux usines produisent du papier de trois qualités diffegs. Elles ont des commandes pour
chaqgue type de papier : la compagnie qui gere les usines eotiésts pour fournii6 tonnes
de papier de qualité inférieurgd,tonnes de papier de qualité moyenne@tonnes de papier de
qualité supérieure. Il colUte00 euros par jour pour faire fonctionner 'usiaket 2000 euros par
jour pour l'usineB. L'usine A produit8 tonnes de papier de qualité inférieurepnne de papier de
qualité moyenne et tonnes de papier de qualité supérieure par jour. L'usipeoduit2 tonnes de
papier de qualité inférieuré,tonne de papier de qualité moyennd ébnnes de papier de qualité
supérieure par jour. On cherche combien de jours chague dsit fonctionner afin de satisfaire
la demande de la facon la plus @économique.

Le programme linéaire est un exemple de programmeatisfaction de demandées va-
riablesz; etx, représentent les nombres de jours de fonctionnement dessuset B.

1000 zy + 2000 @4 z  [min]

8z1+2xy, > 16 (qualité inferieure

T+ 39 > 5 (qualite moyenng

2z, 4+ T7xy > 20 (qualité sugerieure
Ti, Tg > 0
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Pour former le programme linéaire dual on commence pardotenmatrice des coefficients des
contraintes et de I'objectif avec seconds membres. On fddagne de I'objectif en bas.

Le dual s’obtient en interprétant la matrice transposeeareprogramme linéaire. Par rapport au
primal, il faut changer le sens des inégalités et la naterkobjectif :

16y +5y2 +20ys
8y1+y2+2y3
21+ Y2+ Ty

Y1, Y2, Y3

w [max]
1000 (usine A
2000 (usine B
0

(\VAVARVANI

A la variablez; du primal correspond la contrainteusine A » du dual et donc la variable
d’écarty,. A la variablez, du primal correspond la contrainteusine B » du dual et donc la
variable d'écart;. Quelques observations :

1. les variables, z, du primal sont differentes des variablgs v», y3 du dual;

2. le primal a trois contraintes et deux variables alors gueéuial a deux contraintes et trois
variables;

3. lesinégalités du primal sont desalors que celles du dual sont d€s

4. c’est parce que les coefficients de I'objectif du primailtgmositifs, que les seconds membres
du dual sont positifs ou nuls;

5. P'objectif du primal est une minimisation alors que I'ebjfif du dual est une maximisation.

Exemple du boulanger

Prenons pour primal I'exemple du boulanger

4000 x1 + 500022 = =z [max]
2x1+ x5 < 8 (farine)
r1+2xy < 7 (beurre)

ro < 3 (sel)
Ty, 12 > 0
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Son dual s’obtient comme précédemment en formant la ceatieés coefficients des contraintes et
de I'objectif avec seconds membres et en interprétanagaposée comme un programme linéaire
(en changeant le sens des inégalités et le probleme dienisation en une minimisation).

Sy1+7y2+3ys = w [min]
2y +y2 > 4000 (pate brisée)
y1+2y2 +ys > 5000 (pate feuilletée)
Y1, Y2, y3 = 0

Ala variablez, du primal correspond la contraintepate brisée- du dual et donc la variable
d’écarty,. A la variablez, du primal correspond la contraintegpate feuilletée du dual et donc
la variable d’ecars.

3.4.2 Interprétation du programme dual

Il est toujours possible de donner un sens au programme ausl’'interprétation obtenue, qui
décrit la stratégie d’un concurrent, est souvent asdéicielle, en tous cas pour les programmes
modélisant le monde de I'entreprise.

L'exemple de la production de papier

Considérons les contraintes du dual : les coefficientsadirhension de tonnes de papier par
jour; les seconds membres ont la dimension d’euros par i@grvariables ont donc obligatoire-
ment la dimension d’euros par tonne de papier.

Voici une interprétation possible.

On a affaire & un concurrent qui tente de faire fermer lexdmsines. Le concurrent vend a
I'entreprise du papier des trois differentes qualitégex le plus elevé possible (bien sir) mais
tout en s’assurant que les prix soient compétitifs visisades deux usines.

Les variableg, y, ety; représentent les prix pratiqués par le concurrent paurdes qualités
de papiers. Ces variables ont bien la dimension d’euroopaet

L'entreprise va devoir achetét tonnes de papier de qualité inferieusepnnes de papier de
qualité moyenne &0 tonnes de papier de qualité supérieure. Elle va doncre&pes iy, + 5 2 +
20 y3 euros. L'objectif du concurrent consiste a maximiserecsttimme

16 y1 + 5 y2 + 20 y3 = w[max]

Maintenant, les prix doivent étre inférieurs a ce queteddit la production de cette méme quan-
tité de papier par l'usinel : chaque jour de fonctionnement de cette usine ca00® euros a
I'entreprise mais lui permet d’économisey; + y» + 2 ys. |l faut donc que

8y1 + y2 + 2y3 < 1000.
Le méme raisonnement, tenu pour l'usiBeonduit a la contrainte :

21 + Y2 + Tys < 2000.
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Voici les solutions optimales et les objectifs realiséBoptimum. On constate que les objectifs
réalisés a I'optimum sont égaux.

T 3 u 0
( xl ) = ( 5 ) .z ="T000, yo | = | 600 |, w="7000.
2 y3 200

L'exemple du boulanger

Considérons les contraintes du dual : les coefficients auirhension de kilos par rouleau;
les seconds membtes ont la dimension d’euros par milliersuleaux. Les variables du dual ont
donc la dimension d’euros par milliers de kilos c’est—ae-di'euros par tonne.

Voici une interprétation possible.

Le programme dual modélise le comportement d’un conctudarboulanger qui tente de le
démotiver. Il lui propose de lui racheter ses matieresjpeees en stock a des prjx pour la farine,
yo pour le beurre ey; pour le sel de telle sorte que ni la production de pate eng&elle de pate
feuilletée ne soit rentable pour le boulanger. L'objectif concurrent consiste naturellement a
minimiser le colt de rachat du stock complet

841 + 7ys + 3ys = w[min]

Comme?2 tonnes de farine et tonne de beurre permettent de proddirmillier de rouleaux de
pate brisée qui rapporteti®00 euros, les prix de rachgt de la farine ef, du beurre doivent donc
satisfaire la contrainte

2y1 + y2 > 4000.

Commel tonne de farine? tonnes de beurre éttonne de sel permettent de produirmillier de
rouleaux de pate feuilletée qui rappost¥)0 euros, les prix de rachat de la farine ey, du beurre
doivent satisfaire aussi

y1 + 2y + y3 > 5000.

Voici les solutions optimales et les objectifs réalisé®ptimum. On constate a nouveau que les
objectifs réalisés a I'optimum sont égaux.

N ; n 1000
( ! ) = < ) .z = 22000, yo | = 2000 |, w=22000.
) 2

Ys 0

3.4.3 Resoudre le primaléquivaut a résoudre le dual

Si on admet que le dual d’'un programme linéaire modélesivité d’'un concurrent, le premier
point du théoreme ci—dessous (le fait que les objeatifdisés a I'optimum soient égaux) devient
assez intuitif.

Théoreme 4 Quand deux programmes éaires sont en duabtseuls trois cas peuvent se produire.
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1. Le primal et le dual ont chacun au moins une solutiealisable. Alors les deux programmes
sont borres et galisent le Bme objectifa I'optimum (principe de la dualt de Von Neu-
mann).

2. L'un des deux programmes &iaires a au moins une solutiogalisable mais l'autre pas.
Alors celui des deux qui a au moins une solution est nonéorn

3. Aucun des deux programmes&aires n’a de solutioné&alisable.

Le premier cas est de loin le plus frequent en pratique. Reguea que si les objectifs a I'op-
timum sont les mémes, les solutions optimales ne le sont@@a®’aurait aucun sens d'ailleurs
puisque les variables ont des dimensions differentes.

La proposition suivante montre qu’on peut non seulemeaetllabjectif réalisé a I'optimum
mais aussi la solution optimale d’'un programme linéairesdie tableau simplicial final de son
dual. On a formulé la proposition a partir de I'algorithohetableau simplicial pour des raisons de
lisibilité mais il en existe des formulations plus géalés, indépendantes de tout algorithme.

Proposition 16 A chaque variable du primat; correspond une variable dtart du dualy,. La
valeur dex; dans la solution optimale du primal esgalea I'oppo< — f; du cdit correspondant
ay, dans le tableau simplicial final du dual.

L'exemple de la production de papier

Le théoreme et la proposition fournissent donc une nuthgimple de résolution de pro-
grammes de satisfaction de demande (une méthode quil'evitploi des variables artificielles).
Reprenons le premier exemple.

1000 z; + 2000 x5 z  [min]

8x1+2xy > 16 (qualité inferieure

1+ 19 > 5 (qualite moyenng

221+ Tz > 20 (qualité sugrieure
T, Ty 2> 0

On peut montrer (par exemple en utilisant la technique deablas artificielles) que la solution
optimale de ce programme linéaire est

T . 3

) N 2 '
L'objectif réalisé a I'optimum est, = 7000. Son dual reléve du cas favorable (forme canonique
et seconds membres positifs).

16y1 +5y2 +20y;3
8y1+y2+2y3
21+ Y2+ Tys3

Y1, Y2, Ys

w [max]
1000 (usine A
2000 (usine B

VAN IA
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On introduit deux variables d’écast, (associée a,) et y; (associée a,). On forme un tableau
simplicial

Y Y2 Ys Ys Ys
ya| 8 1 2 1 01000
ys| 2 1 7 0 112000

16 5 20 0 O 0
Des calculs pénibles & mener a la main aboutissent aeatalsimplicial final :

Y1 Y2 Ys Y4 Ys
Y2 | 52/5 1 0 7/5 —=2/5| 600
ys|—6/5 0 1 —1/5 1/5 200
-12 0 0 =3 —2 | =7000
La solution optimale du dual est donc

0

y=| 600

200

L'objectif réalisé estvy, = 7000. Le théoreme est veérifie. Les variables d’égaret y, sont as-
sociées aux variables etz, respectivement. Au signe pres, les cofitst f5 du tableau simplicial
final du dual donnent la solution optimale du primal. La prifon est vérifiéee.

L'exemple du boulanger

Reprenons le programme linéaire modeélisant I'actiditéboulanger et son dual.

4000z, + 500023 = 2 [max _
1 2z +:r2 < 8 Efarin]e) By + Ty +3y; = w [min]
T 12952 < 7 (beurre) 2y1 +yo, > 4000 (pate brisée)
1 xz < 3 (sel) y1 + 2y +ys > 5000 (pate feuilletée)
> >
T1, Tg > 0 Y1, Y2, Ys = 0

Ici, c’est le primal qui est facile a résoudre. Voici le liedu simplicial final calculé lors d’un cours

précédent :
) Zs3 Ty Ts
50 0 1/3 —2/3 11
x|1 0 2/3 -=1/3 013
x| 0 1 —=1/3 2/3 02
0 0 —1000 —2000 0O |—22000

Le dual du dual est un programme linéaire équivalent anairiLes variableg,, v, etys; du dual
correspondent aux variables d’écagt x4 et x5 du primal. D’apres le théoreme et la proposition
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précédents, on trouve que l'objectif réalisé a I'aptim par le dual esty, = 22000 et que sa
solution optimale est :

Y1 1000
Yo = 2000
Y3 0

3.4.4 Sensibilie de I'objectif a une perturbation des seconds membres

On rappelle qu'a chaque contrainte du primal correspordvaniable du dual.

Théoreme 5 Si on augmente d’une ugi{suffisamment petite) le second membre d’une contrainte,
on augmente I'objectifé@aliss d’'un nombre d’'unéségala la valeura I'optimum de la variable
duale asso@&ea la contrainte.

La valeura I'optimum de la variable duale est apgelvaleur marginalele la contrainte.

Lorsqu’une contrainte est inactive, on peut modifier sormsdanembre sans affecter la solu-
tion optimale du programme. On en déduit :

Proposition 17 Si une contrainte est inactive alors sa valeur marginalenedie.

Le texte qui suit justifie le theoreme, sans le demonapposons par exemple, dans le
probleme de production de papier, que la quantité de pdpigualité moyenne commandée passe
de5 a6 tonnes. Cette perturbation modifie un des colts du du& rielimodifie pas les contraintes.
Elle ne modifie donc pas le polyedre des solutions rédbsathu dual. Supposer cette modifica-
tion petite, c’est supposer que le sommet du polyedre sporedant a la solution optimale du dual
ne change pas. On en conclut que I'objectif réalisé airopm du dual augmente de la valeur a
'optimum de la variable dualg, associée a la contrainte.

1000z, + 2000z, = 2 [min
Sor b 20 > 16 i 16y + 36y +20ys = w  [max]
1E+x2 > 36 8y1+y2+2ys < 1000
1 2 = P
2@+ Txy > 20 2y1 +ya + 7ys < SOOO
T, xo > 0. Y1, Y2, Ys =

Appliquons maintenant le théorémeAtI'optimum, les objectifs réalisés par le primal et le Hua
sont égaux. L'objectif réalisé a 'optimum par le prinest donc augmenté dg, c’est—a—dire de
la valeur marginale de la contrainte modifiée.

Voici une interprétation possible, basée sur I'algarithdu tableau simplicial de ce qu’on en-
tend par une petite modification : une modification des sezamembres qui n’affecte pas le choix
des pivots lors du déroulement de I'algorithme du tabléanpkcial est suffisamment petite.
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Valeurs marginales en AMPL
Voici le modele AMPL de I'exemple de production de papier.

set USINES;
set PAPIERS;
param qgte_commandee {PAPIERS} >= 0;
param cout_quotidien {USINES} >= 0;
param production_quotidienne {USINES, PAPIERS} >= 0;
var jours_ouvres {USINES} >= 0;
minimize cout_total :

sum {u in USINES} (jours_ouvres [u] * cout_quotidien [u]);
subject to commande_satisfaite {p in PAPIERS} :

sum {u in USINES}

jours_ouvres [u] * production_quotidienne [u, p] >= gte_commandee [p];

data;
set USINES = A B;
set PAPIERS := inf moy sup;
param qte_commandee :=

inf 16

moy 5

sup 20;
param cout_quotidien :=

A 1000

B 2000;
param production_quotidienne :

inf moy sup :=
A 8 1 2
B 2 1 7;

Résolution. On vérifie successivement que la contraimtéespapier de qualité inférieure est
inactive et qu'une augmentation dé tonnes de la quantitt commandée de papier de qualité
supérieure produit une augmentationi@ex 200 = 2000 euros des codts.

ampl: model papier.ampl;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

2 iterations, objective 7000

ampl: let gte_commandee ["inf"] = 17;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

0 iterations, objective 7000

ampl: let gte_commandee ['inf"] := 16;
ampl: let gte_commandee ['sup"] := 30;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

0 iterations, objective 9000

On constate enfin qu’une augmentationldeonnes de la quantité commandée de papier de
qualité supérieure n’est pasuffisamment petite.
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ampl: let gte_commandee ['sup”] := 31;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

1 iterations, objective 9269.230769

Les valeurs des variables duales associées aux congraote appeléeshadow pricesen
AMPL. On les obtient par la commandaealisplay nomde la_contrainte».

ampl: model papier.ampl;

ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.
2 iterations, objective 7000

ampl: display commande_satisfaite;
commande_satisfaite [ *] =

inf 0

moy 600

sup 200

Attention : en AMPL, ce sont les bornes des contraintes quéntle role des seconds membres
(on les obtient en accolant les suffixe¢b » et « ub » au nom de la contrainte). Et il y a deux
bornes ('une d’elles pouvant valoitoo). Par convention, le logiciel affiche la valeur marginale
correspondant a la borra plus prochedu corps de la contrainte (la valeur du corps s’obtient
en accolant le suffixe body» au hom de la contrainte). Comment le logiciel procede2ttlhe
contrainte AMPL munie de deux bornes se traduit par deuxaimés mathématiques. Le tableau
simplicial calculé par le logiciel (ou ce qui en tient liemgmporte deux variables duales. L'une des
deux variables au moins est nulle puisque les deux contsaimathématiques ne peuvent pas &étre
actives en méme temps. Le logiciel choisit celle qui estmdte, si elle existe.

ampl: display commande_satisfaite.lb, commande_satisfa ite.body,
commande_satisfaite.ub;
commande_satisfaite.lb commande_satisfaite.body comma nde_satisfaite.ub :=
inf 16 28 Infinity
moy 5 5 Infinity
sup 20 20 Infinity

Des interprétations similaires s’appliquent a ce quedgciel AMPL appelle lexolts réduits
des variables.

3.4.5 Ciriteres d’optimalité

On conclut par deux théoremes permettant de décideessaoinition réalisable est optimale ou
pas. On montre comment appliquer en pratique le théor@&@séchrts complémentaires.

Théoreme 6 Soientz et y deux solutions&alisables de deux programmeséaires en duali,
d’objectifséconomiques nés f et g respectivement.
Alors'fz = gy si et seulement gi et sont des solutions optimales.
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Le théoreme suivant est connu sous le nonmx dséoreme des écarts complémentairesi
« théoreme des relations d’exclusien

Théoreme 7 (theoreme degcarts com@mentaires)

On consi@re un programme li@aire comportant: variablesz, .. ., z,, etm contraintes. Son
dual comportem variablesy,, ..., y, etn contraintes.A chaque variabler; correspond une
variable décarty,,.;. A chaque variableg; correspond une variable é8tartz,, ;.

Soientz une solution éalisable du premier f une solution ealisable du second.

Les solutions &alisablesr ety sont optimales si et seulementsiy,,;, = y; Z,+; = 0 pour
tousl <:<netl <j53<m.

Exemple d'utilisation

Le théoreme des écarts complémentaires permet damdéss si une solution réalisabied’'un
programme linéaire est optimale ou pas. On peut I'utiléesi : on part de la solution réalisahle
ensuite on pose que tous les produtitg; mentionnés dans le théoreme sont nuls ; on en déduit des
conditions (un systeme d’équations) sur une solutionudl don résout ce systeme ; s'il admet une
solutiony et si cette solution est bien réalisable alorst y satisfont les hypotheses du theoreme
etz est prouvée optimale. Voici la démarche illustrée sex¢mple de production de papier.

Oublions temporairement que nous avons déja demardeenombreuses reprises que

T o 3
(2)-(2)
est la solution optimale du programme linéaire modétifaremple de production de papier et
démontrons—le au moyen du théoreme des écarts coraptaires. En substituant ces valeurs dans
les equations et en comparant les valeurs obtenues aurdseowembres, on obtient les valeurs
des variables d’écart. Voici le programme sous forme stethét les valeurs de toutes les variables.

Toutes les coordonnées de la solution candidate sonfy@ssiiu nulles : cette solution est bien
réalisable.

1000z 420002, = z [min] T 3
8rx1+2x9— 23 = 16 To 2
T1+x0—2T4 = 5 I3 = 12
201+ Tx9g—2x5 = 20 Ty 0
T, Tg Z 0. Ty 0

Voici maintenant le dual sous forme standard ainsi que leespondance entre les variables de
chaque programme et les variables d’écart de I'autre.

16y +5y2 +20y; = w [max] o
o Ty < Y5
8y1+y2+2ys+ys = 1000
_ T3 < Ui
2y1—|—y2+7y3—|—y5 = 2000 - oy
4, > 0 4 2
Y1, Y2, Ys = T5 o ys
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On cherche des valeurs pour les variables duales tellesegquedduits entre les cing couples de
variables soient nuls :
T1Ys = 3Xys =
ToYs = 2XYs =
T3y = 12xy; =
ryy2 = O0Xy2 =
r5ys = O0xXys =

Ces relations impliquent qug = y4 = y5; = 0 et quey, etys satisfont
Yo +2y3 = 1000 : g2\ (600
{ o+ Tys = 2000 solution s ) =200 )
La solution du dual obtenue est réalisable. Les hypoth@séhéoreme des écarts complémentaires
sont satisfaites. La solution candidate du primal est doao bne solution optimale. On peut

vérifier par acquis de conscience que les objectifs @&aksl’'optimum sont égaux. En effet, =
wo = 7000.

o OO OO

58



Chapitre 4

Theorie des graphes

Un graphe est une structure de données pouvant représigesituations tres diverses :
réseaux d’autoroutes, planning de succession de taoh@snts dans un circuit électrique .. . Elle
s’enrichit quand on attribue aux sommets ou aux arcskr@te valeur, c’est—a—dire un nombre
représentant une longueur, une capacité de transperprababilité de transition ... On dit qu’on
a affaire a un graphe valué. Dans ce chapitre, nous allons oconcentrer sur les problemes de
théorie des graphes qui sont des problemes d’optimisatrouver un chemin de valeur minimale
entre deux sommets (on minimise la valeur du chemin), le fextimal pouvant s’@couler par un
réseau de canalisations (on maximise un flot) ... Ce cleagdit beaucoup aux livres [4] et [3].
Le premier met I'accent sur la pratique des algorithmes. eiexgbme sur la théorie : les preuves
de correction, de complexité et les subtilités d'imp#iun. Chacun des deux livres est nettement
plus complet que ce cours.

4.1 \Vocabulaire

Certaines définitions varient suivant les ouvrages. Erég#, ces variations sont minimes. On
distingue leggraphes orieréts (dessommetseliés par desrcs ou desfleche} desgraphes non
orientes(des sommets reliés par dateg. Cette distinction n’est pas tres fondamentale :

— tout algorithme congu pour les graphes non orientés pessi étre appliqué aux graphes

orientés : il suffit de ne pas tenir compte du sens des fleches

— tout graphe non orienté est équivalent a un graphetérielrsuffit de remplacer chaque aréte

par deux arcs.

Formellement, un graphe est un couple= (S, A) ou S est 'ensemble des sommetsAtC
S x S est 'ensemble des arcs ou des arétes. Dans le cas d’'unegoaj@mté, chaque couple
(x, y) € Areprésente un arc. La premiére composarde couple est Igource(ou I'origine) de
I'arc. La secondey en est lebut (ou ladestination. Dans le cas d’'un graphe non orienté, chaque
couple(z, y) € Areprésente une arétesdtremisz ety. Dans ce cas, les couples y) et(y, =)
désignent la méme arété/oici un exemple de graphe orienté avee= {A, B, C, D, E, F'} et

ICertains auteurs [3] interdisent la présence de boleles) dans les graphes non orientés. Certains autorisent la
présence d’arcs et d’arétes dans un méme graphe.
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A= {(Av B)v (B7 B)v (Bv O)? (07 A)v (B7 D)v (Fu E)}

C F

Un graphe’ = (S, A’) est unsous—grapheleG si S’ ¢ SetA’ c AnS x 5. SoitS’
un sous—ensemble d& On dit queG’ = (5, A’) est lesous—graphe dé&' engende par S’ si
A=ANnS x5

Soit G = (S, A) un graphe orienté. UnhemindansG est une suite de sommets, . . ., xy
de S (un méme sommet pouvant apparaitre plusieurs fois) geke quel que soit < i < k, le
couple(z;, z;41) € A.

Soit G = (S, A) un graphe orienté ou non. Umhaine dansG est une suite de sommets
x1,...,r, deS (un méme sommet pouvant apparaitre plusieurs fois) qeike quel que soit <
i < k,I'un des couplegz;, x;11), (zi11, ;) € A. Remarque : pour désigner sans ambiguité une
chaine dans un graphe orientg, il peut étre nécessaipgétiser aussi les afcfa difficulté se
présente dans I'algorithme de Ford—Fulkerson pour desitgs« chaines améliorante$.

La longueurd’un chemin (ou d’une chaine), ..., x; est le nombre d’arcs (ou d’arétes) qui
le composent & — 1. Un chemin qui se referme sur lui—-méme estcincuit. Un graphe qui ne
comporte aucun circuit est dityclique Une chaine qui se referme sur elle—méme estygte Un
chemin (une chaine) esimples’il (si elle) ne passe pas deux fois par le méme arc (la ndéte).

Un chemin (une chaine) esementaires’il (si elle) ne passe pas deux fois par le méme sommet.
Tout chemin (toute chaine) élémentaire est simple. Die ¢cbemin (chaine) on peut extraire un
chemin (une chaine) élémentaire ayant méme sourcemiendestination (mémes extrémites).

Dans un graphe orienté, un sommedstaccessiblé partir d’'un sommet s'’il existe un che-
min dex versy. Dans un graphe non orienté, un sommestaccessibleéx partir d’'un sommet
s'il existe une chaine entteety. Un graphe orienté: estfortement connexsi pour tous som-
metsz et y il existe un chemin de: versy et un chemin de versx. Un sous—graphé&’ d’'un
graphe orient& est unecomposante fortement connedeG si G’ est fortement connexe et n'est
pas strictement inclus dans un autre sous—graphe forteznanexe de&~. Un graphe fortement
connexe n'a qu’une seule composante fortement connexe.

La connexié est une propriété des graphes orientés ou non. Un gr@pFstconnexesi pour
tous sommets: et y il existe une chaine d’extrémitéset y. Un sous—graphé&’ de G est une
composante connexte GG si G’ est connexe et n'est pas strictement inclus dans un autse-sou
graphe connexe d€. Dans un graphe non orienté, la composante connexe d’'umsbmest
'ensemble des sommets accessibles a partirpler contre, dans un graphe orienté, la composante
fortement connexe d’'un sommen’est en général pas I'ensemble des sommets accessipdatr
dex (elle est incluse dans I'ensemble). Le graphe suivant estee. La composante fortement

2Certains auteurs définissent les chemins et les chaimesieales suites d’arcs ou d’arétes. D’autres précisent &
la fois les sommets et les arcs ou les arétes empruntées.
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connexe del est({A}, @). Une autre composante fortement connexe est
(&, F, C, G}LA(E, F), (F,0), (C,G), (G, E)}).

L'ensemble des sommets accessibles a partit dst{ A, I, E, C, G}.

PAYAN
NS S

4.2 Representations d’'un graphe

SoitG = (S, A) un graphe avet = {z1,...,z,} etA = {ay,...,a,}. Voici les principales
représentations possibles @e

La repr ésentation sagittale

Elle s’obtient en dessinant le graphe.

La repr ésentation par matrice d’adjacence

Deux sommets ety sont ditsadjacentss’il existe un arc de: versy ou dey versz (S'il existe
une aréte entre ety dans le cas de graphes non orientés). La matrice d’adja@steine matrice
B de taillen x n indicée par les sommets. Par conventi®hvaut1 si l'arc (z;, z) € A et0
sinon. Si le graphe est valué on met des poids plutdt qud diesms la matrice. Dans le cas des
graphes non orientés, la matrice est symeétrique.

La repr ésentation par matrice d’incidence

On dit gu’'un sommet: estincidenta un arca (ou encore que est incident ar) si z est la
source ou la destination de(si x est une extrémité de dans le cas de graphes non orientés). La
matrice d’incidence’ est de taillen x m. Les indices de ligne sont les sommets. Les indices de
colonne sont les arcs (ou les arétes). Saignin sommet et;, un arc. Par conventioﬁj’? vaut—1
six; estla source dey, 1 siz; est la destination (mais pas la sourcejgdet0 sinon. Dans le cas
des graphes non orient&s; vaut1 si z; est une extrémité de..

La repr ésentation par liste de successeurs

Il s’agit d’un tableawsuccden listes chainées. Le tableau est indicé par les sommatiste
sucgz;) contient tous les successeurside
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La repr ésentation par liste de pedecesseurs

Il s’agit d’'un tableaypred den listes chainées. Le tableau est indicé par les sommatsste
pred(z;) contient tous les prédecesseursede

4.3 Complexite

Fonctions d’'une variable.

Définition 16 Soientf et g deux fonctions d&® dansR. On dit quef € O(g) s'il existe deux
constanteséellesn,, ¢ > 0 telles quef(n) < cg(n) pour toutn > ny.

Nous nous servirons de cette notation de la fagcon suivalatdanction f(n) désignera le
temps de calcul ou le volume mémoire consommeé par uneegwwe” en fonction de la taille
de sa donnée; la fonctiopsera une fonction décrite par une expression analytiquelsi(par
exemplen, n?, nlogn, ...). La notatiorx f € O(g) » signifiera que, pour des données suffisam-
ment grandes, le temps de calcul (ou le volume mémoire)ozome par la procédure croit moins
vite queg(n) (& une constante multiplicative prés). On ne s’intézgsss au comportement de la
procédure pour de petites valeursrdd.e graphique suivant illustre I'expressiery € O(g) » de
facon intuitive.

cg(n)

fn)

L'exemple des logarithmes. On rappelle que si = 2* alorsk est lelogarithme en base den,
notélog,(n). Plus généralement, sest un réel positif et = b* alorsk est lelogarithme en basé
den, notélog,(n).

Tous les logarithmes de sont €gaux a une constante multiplicative pres. En,dfigf(n) =
In(n)/In(b) ol « In » désigne le classiquegarithme neperienPar conséquent, lorsqu’on écrit
gu’une opération a une complexité éxlog n), on ne précise pas la base.

Considérons par exemple le cas d’une opération comgdigoomposée de opérations élé-
mentaires lorsque la donnée est de taille 2*. Commek = log,(n), la complexité de I'opération
compliquée, exprimée en fonction de la taille de la denréest—a—dire, est unO(logn).

Fonctions de deux variables. La complexité en mémoire (d'une structure de données'wu d
algorithme) ou en temps (d’un algorithme) est toujours iexpe en fonction de quantitésna-
turelles» associées a la donnée. Dans le cadre de la théorie delsegraces quantités sont le
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nombre de sommets et le nombre d’arcsn. Il nous faut donc étendre la définition préecédente
aux fonctions de deux variables réelles.

Définition 17 Soientf et g deux fonctions d&? dansR. On dit quef € O(g) s'il existe trois
constantes,, mo, ¢ > 0 telles quef(n,m) < cg(n, m) pour tousn > ny etm > my.

Dans le cas des graphes, les deux variablesm ne sont pas indépendantes : oma< n?
avec égalité dans le cas des graphes complets-et < m des qu’on suppose le graphe connexe.
Ainsi,

O(m) C O(n*) danstous lescas
O(n) C O(m) pourtous les graphes connexes

Complexité des repesentations

La taille de la représentation du graphe varie en fonctieadreprésentation utilisée. Dans
le cas d’une matrice d’adjacence, c'est@m?), dans le cas d’'une matrice d’incidence, c’est un
O(nm) et dans le cas de listes de successeurs ou prédecessestrsin® (m + n) (il y a autant
de maillons que d’arcs, c’est—a—ding plus la taille desucg c’est—a—diren fois la taille d’'un
pointeur). La matrice d’adjacence convient aux graphesque complets. La matrice d’incidence
convient aux graphes trés creux (casou n).

Complexité des algorithmes

On s’intéresse ici a la complexité en temps dans le pisecds. Les exemples types ci—dessous
apparaissent dans beaucoup d’algorithmes étudiés dasigmpitre.

Parcours de tous les successeurs de tous les sommets.

pour tout sommetr faire
pour tout successeuy dex faire
instruction ayant un colt constant
fait
fait

Si on suppose le graphe représenté par des listes de seergd’instruction est exécutee
fois, moins si, par exemple, on se restreint a des sommappartenant a une méme composante
connexe. La complexité en temps dans le pire des cas estalarigs cas u(m). Si on suppose
le graphe représenté par une matrice d’adjacence,rlictibn est toujours exécutée fois mais
la complexité en temps dans le pire des cas es? (ur¥).

Parcours de tous les sommets puis de tous les arcs.
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pour tout sommetr faire

instruction ayant un colt constant
fait
pour tout arca faire

instruction ayant un colt constant
fait

La premiere boucle a une complexitgn, m) € O(n). En supposant le graphe représenté
par des listes de successeurs, la seconde a une compigxitén) € O(m). Le tout a donc
une complexitéf;(n,m) + fo(n,m) € O(n + m). Maintenant, si on suppose le graphe connexe
O(n+m) = O(m).

4.4 Exemples de prolmes rencontés

Historiguement, on date le début de la théorie des graghesle probleme des sept ponts de
Konigsberg (posé et résolu par Euler en 1736) qui enjaitribe Pregels.

FIG. 4.1 — Leonhard Euler (1707-1783).
Variantes du méme probleme : peut—on dessiner la figudessous sans lever le crayon et en

ne tracant qu’une seule fois chaque aréte (peut—on traunveircuiteulerienqui passe par tous les
sommets) ?
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KONINGSHERGA

FIG. 4.2 — Carte historique de Konigsberg datant de I'epodhaldr.

& &

Théoreme 8 (Euler)

Dans un graphe connexe, il existe un chemin eulerien pagsainous les sommets si et seule-
ment si tous les sommets sont de é&gair saufeventuellement deux qui doivent alétse choisis
comme sommets déhart et d’arrivee.

3Le degré d’'un sommet est le nombre d’arétes admettantieng pour extrémité.
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En 1852, Francis Guthrie, cartographe anglais, remarqliesgtipossible de colorier la carte
des cantons d’Angleterre avec quatre couleurs sans atriidméme couleur a deux cantons limi-
trophes. Il demande a son frere Frederick si cette petirest vraie en général. Celui—ci com-
munique la conjecture a De Morgan et, en 1878, Cayley laipuBlpres plusieurs fausses
preuves» la premiere preuve véritable est établie en 1976 par deugricains (Appel et Ha-
ken). La démonstration, qui a exigé la vérification au gascas d’environ 1500 cas particuliers
est I'exemple le plus important de preuve effectuée painatdur. Elle ne peut pas étre vérifiee a
la main. La question de I'existence d’'une démonstratiarvisage humain est toujours ouverte.

Théoreme 9 (Appel et Haken)
Toute carte de gographie peuétre colorée avec quatre couleurs sans que lame couleur
soit attribueea deux pays limitrophes.

Les graphes planaires (ceux qui peuvent étre dessingégisardeux arétes se coupent) ont été
fortement étudiés. Le théoreme suivant est dii a Euler

Théoreme 10 (Euler)
SoitG un graphe planaire et connexen sommetsy: arétes etf faces. Alors, — m + f = 2.

Ce théoreme, qui se démontre assez facilement parredoer surm, impliqgue que les deux
graphes ci—dessous ne sont pas planaires. Le premier astpleeds’; ; obtenu a partir de deux
ensembles de trois sommets, en reliant chaque sommet diepememble a chaque sommet du
second. Le second graph€;, est formé de cinqg sommets reliés deux—a—deux.

=

C’est« I'autre implication» qui est difficile dans le théoreme suivant, déemontr&aaatowski
en 1930.

Théoreme 11 (Kuratowski)
Un graphe est planaire si et seulement si aucun de ses saheg ne seaduit' a I'un des
deux graphes ci—dessus.

4.5 Algorithmes de parcours

Les deux algorithmes ci—dessous généralisent les #igoes de parcours d’arbres a partir
d’'une racine. On montre dans les deux cas comment adaptalgl@sthmes pour construire un
arbre couvrant du graphe. La difficulté consiste (par caaipan avec les algorithmes de par-
cours d'arbres) a éviter de considérer plusieurs fasiémes sommets. On résout le probléme en
coloriant les sommets parcourus.

4en un sens qu'il faudrait préciser.
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4.5.1 Parcours« en largeur d'abord »

Il s’obtient au moyen d’une file. On utilise trois couleurdeln vert et rouge.

procédure enlargeur (, s)
Parcours en largeur d’abord de la composante connexe, dans tenir compte des orientations.
début
colorier en bleu tous les sommets sauf
vider la file
coloriers en vert et I'enfiler
tant que lafile n'est pas viddéaire ... ... ... .
défilerx ~——— unit.O(1) totalO(n)
pour tout voisiny de x faire
si y est bleualors
coloriery en vert et 'enfiler «~———— unit. O(1) totalO(m) % totalO(n + m)
finsi
fait
colorierx en rouge
fait
fin

unit. O(1) totalO(n)

FiG. 4.3 — Algorithme de parcours en largeur d’abord

Les propriétés suivantes sont des invariants de boucle :
1. un sommet est vert si et seulement s’il est dans la file;
2. six estrouge alors tous ses voisins sont verts ou rouges;

3. siz est vert ou rouge alors il existe une chaine enteér ne passant que par des sommets

rouges (a I'exception de).

A la fin de I'exécution de la procédure, la composante crarmes est 'ensemble des som-
mets rouges (combiner les invariants avec la conditionr@&aqui implique qu’il n'y a plus de
sommet vert). On peut modifier facilement la procédure penir compte des orientationA. la
fin, 'ensemble des sommets rouges est 'ensemble des s@acwssibles a partir de

Complexite. On s’intéresse a la complexité en temps de la proceé@neappelle que le graphe
comporten sommets etn arétes. Pour pouvoir mener le calcul, il faut préciserelarésentation

du graphe et I'implantation des structures de donnéeiségs (ici, une file). On suppose que le
graphe est représenté par des listes de voisins. Paequast, parcourir tous les successeurs de
tous les sommets a une complexité @(m). On décrit dans un des paragraphes suivants une
implantation d’une file pour laquelle toutes les opérationt une complexité e@(1). Le corps

de la boucle intérieure a donc au total une complexité epse dans le pire des cas, éxtm).
Chaque sommet de la composante connexe dst enfilé et défilé une fois. Le colt total des
opérations« enfiler » est déja compté dans @(m). Le colt total des opérationsdéfiler » est
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enO(n). La boucle extérieure a donc une complexité en temps @gpisd des cas e@(n + m).
Avec les initialisations, on obtient au final une complexti temps en temps dans le pire des cas
enO(n+m).

Application : calcul d’une plus courte chaine

On peut modifier la procédure pour calculer explicitemerd plus courte chaine (en nombre
d’arcs) entres et tout autre sommaetaccessible a partir de L'algorithme est donné en figure 4.4.
Pour toutr appartenant a la composante connexe, on calcule un m¥sapred(z) dex dans
cette chaine ainsi que la longuelir:) de cette chaine. On obtient ainsi arbre couvrantde la
composante connexe deOn adopte les invariants de boucle supplémentairesrssiva

1. six est vert ou rouge alonsred(z) est rouge, fournit le prédecesseuraddans une chaine
de longueur minimale, égaleddx), entres etz.

On peut facilement modifier cet algorithme pour tenir conges orientations.

procédure plus.courtechaine (7, s)
Plus courte chine entres et tout autre sommet sans tenir compte des orientations
début
colorier en bleu tous les sommets sauf
vider la file
d(s):=0
pred(s) est indéfini
coloriers en vert et I'enfiler
tant que la file n’est pas viddaire
défilerx
pour tout voisin bleuy de z faire
coloriery en vert et I'enfiler
d(y) :=d(z) +1

pred(y) ==z
fait
colorierx en rouge

fait
fin

FIG. 4.4 — Le calcul d'une plus courte chaine entre un sommghdis et tous les autres sommets
est une application immédiate du parcours en largeur dabo

Implantation d’'une file

On implante facilement une file utilisable pour le parcourdaggeur d’abord en utilisant un
tableaul’ an éléments indicés deéan (il y a n + 1 emplacements pour distinguer la file vide
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d’une file comportant: eléements) et deux indiceket f. L'indice d est I'indice de I'élément en
début de file. L'indicef est I'indice de I'emplacement qui suit le dernier elememiilé. La file est
vide sid = f. On incrémente ces deux indicesnodulon + 1 ».

0 n

T B A C La file contient trois éléments
Elle a une capacité de six sommets
d f

T B A Cc H On enfile H

f d
T A C H On défile un sommet (B)

f d

4.5.2 Parcours« en profondeur d'abord »

On donne dans la figure 4.5 le parcours de graphe orientébtient au moyen d’une pile. On
utilise trois couleurs : bleu, vert et rouge. On adopte lganiants de boucle suivants :

1. un sommet est vert si et seulement s'’il est dans la pile;
2. un sommet rouge a des successeurs verts ou rouges;
3. la pile contient un chemin entseet le sommet de pile.

Le traitement d’'un sommet commence au moment ou il estiéobor vert. Il se termine lors-
gu'il est colorié en rouge. La proposition suivante ér@nae propriété clef du parcours en pro-
fondeur. Cette propriété s’applique directement paer topologiquement un graphe acyclique.

Proposition 18 (propriété clef du parcours en profondeur d’abord)
Soitz un sommet qui vient juste&ite coloré en vert. Tous les sommets bleus accessiles
partir de = seront colorés en rouge avant quene le soit.

A lafin de I'exécution, 'ensemble des sommets rouges essEmble des sommets accessibles
a partir des. On peut modifier facilement I'algorithme pour ne pas tenimpte des orientations.
On peut adapter I'algorithme pour calculer un arbre couvdan’ensemble des sommets acces-
sibles a partir de mais les chemins ainsi obtenus ne sont pas de longueur niénjeraparcourant
le graphe en profondeur d’abord, on néglige des chaiaterales» plus courtes). C’est un in-
convénient vis—a—vis du parcours en largeur d’abordnfage : I'arbre couvrant engendré par le
parcours en profondeur d’abord n’a pas besoin d’étre expli on le lit dans la pile.

Pour pouvoir mener I'analyse de complexité, il faut psecicomment on détermine<sic a un
voisin bleuy ». C’est ce qui est fait dans 'algorithme de la figure suiva@te suppose le graphe
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procédure enprofondeur (3, s)
Parcours en profondeur d’abord des sommets accessibpestir de s.
début
colorier tous les sommets en bleu sauf
vider la pile
coloriers en vert et I'empiler
tant que la pile n’est pas vidéaire
x = le sommet de la pile
si z a un voisin blew alors
coloriery en vert et 'empiler
sinon
colorierx en rouge
dépilerx
finsi
fait
fin

FIG. 4.5 — Algorithme de parcours profondeur d’abord

représenté par des listes de successeurs. On attribuesommet: un indicei(z) égal a I'indice

du dernier successeur deraité dans la listsucc(z). On notesucc(i, x) le iéme élément de la
liste succ(z) des successeurs deet |succ(x)| la longueur de cette liste. Les indices commencent
al.

Complexité. La boucle intérieure parcourt tous les successeurs delesusommets. Comme

le graphe est supposé représenté par des listes de searelle est exécutée au totilm)

fois. Chaque sommet accessible a partirsdest empilé et dépilé exactement une fois et chaque
opération de pile a une complexité &1). La complexité en temps dans le pire des cas de I'en-
semble des opérations de pile est donaddn). Linitialisation a une complexité e (n). Au
total, I'algorithme a une complexité en temps, dans le g cas, ed)(n + m).

Application : d étermination des sommets d’articulation

Un sommet d’'articulation d’un graphe est un sommet dont ppsession rend le graphe non
connexe. Leur détermination a plusieurs applications.eRample, ils font partie des chemins
critiqgues rencontrés dans la méthode MPM. On peut moqgtrera racines est un sommet d’ar-
ticulation si et seulement siest le prédecesseur de deux sommets distincts dans l@vbveant
engendré par le parcours en profondeur d’abord du graphsgmme un graphe non orienté.
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procédure enprofondeur (3, s)
Parcours en profondeur d’abord des sommets accessibpestir de s.
début
pour tout sommet: faire
colorierx en bleu

total O(n)
i(x) =0
fait
vider la pile
coloriers en vert et 'empiler
tant que la pile n'est pas vidéire - - - - - - N

xr:=lesommetdelapile <«——— unit.O(1) totalO(n)
i(x) =i(z) + 1
trouveé := faux
tant que i(x) < |succ(x)| et nontrouveé faire \
si succ(i(x), x) est bleualors
trouvé ;= vrai
sinon total O(m)
i(x) =i(z) +1
finsi
fait - /
sitrouvéalors oo
coloriersucc(i(z), =) en vert et 'empiler
sinon
colorierxz en rouge
dépilerx
finsi -

total O(n 4+ m)

total O(n)

Application : tri topologique d’'un graphe acyclique

C’est une application tres importante. Les graphes apye$ sont des graphes plus compliqués
gue les arbres mais qui ne présentent pas toute la difficids” graphes généraux. On les ren-
contre dans de nombreuses applications (chemins de vaieimate, méthode MPM). Pour ce
type de graphes, on peut souvent concevoir des algorithomesagrangent pour traiter tous les
prédecesseurs du sommet courant avant de traiter ce so@meibtient ainsi des algorithmes
beaucoup plus simples et efficaces que pour les graphesaggnC’est le tri topologique qui
donne l'ordre suivant lequel traiter les sommets.

On considere pour simplifier un graphe dont tous les somsoetisaccessibles a partir dela
premiere proposition permet de décider si le graphe cotpm ou plusieurs circuits. La seconde
permet de trier topologiquement les sommets d’'un grapheigog.
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Proposition 19 Un graphe comporte un circuit si et seulement si, lors d'urcpars en profon-
deur, 'un des successeurs du sommenh haut de pile est vert.

Preuve Limplication <. On suppose qu’un des successeudsl sommet: en haut de pile est
vert et on montre que le graphe comporte un circuit. Les sdasunet y sont verts. lls sont donc
dans la pile et il existe un chemin geversx. Ce chemin forme un circuit avec I'arc qui va de
versy.

Limplication =. On suppose que le graphe comporte un circuit et on montéeumne itération
de l'algorithme, I'un des successeurs du sommet en hautleest vert. Soi” un circuit deGG
ety le premier sommet d& rencontré lors d’'un parcours en profondeur. Le somimest vert.
Tous les autres sommets du circuit sont encore bleus. 8sdpmroposition 18, ils seront traités et
donc coloriés en vert avant quene soit colorié en rouge. Ce sera le cas en particulier durssim
qui précedey dans?%’. Lorsquer sera en sommet de pile, le sommet vesera détecté]

Le tri topologiquedes sommets d’'un graphe acycligieconsiste a ranger les sommets dans
un tableaul” indicé del an de telle sorte que, quel que soit< i < n, tous les prédecesseurs
dansG du ieme élément d§” figurent dansl” a des indices strictement inférieursi.alLe tri
topologique d’'un graphé&’ peut étre vu comme un alignement de tous les sommets le lang d
droite horizontale de telle sorte que tous les arc& dmient orientés de la gauche vers la droite.

Le tri topologique n’a pas de sens pour les graphes non ésent les graphes avec circuits.

Proposition 20 Pour trier topologiquement un graphe acyclique, il suffiefegistrer les som-
mets dang” au fur eta mesure qu’ils sont cologs en rouge lors d’'un quelconque parcours en
profondeur. Le tablead” doit étre rempli de la droite vers la gauche : en partant de l'irglic
jusqua l'indice 1.

A
/ \ Tri topologique d’'un graphe acyclique
B C /\
\\\ T: A C E B D
\/
D E

Le tri topologique a la méme complexité en temps dans le gas cas que le parcours en
profondeur, c’est-a—dir@(n + m).

Remarque pratique : pour trier topologiquement un grapinégst pas nécessaire de connaitre
a I'avance le sommet passé en parametre a I'algorithme de parcours en preton®n peut le
choisir arbitrairement. Si certains sommets du grapheeartre bleus apres le parcours, il suffit
de poursuivre le remplissage du tabldaen choisissant arbitrairement un autre somsnagrmi
les sommets bleus et en rappelant I'algorithme de parcours.
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4.5.3 Calcul du nombre de composantes connexes d’un graphe

La fonction donnée en figure 4.6, permet de compter le noadmmposantes connexes d’'un
graphe. Il faut adapter un peu les procédures précésleqiene doivent plus initialiser la couleur
des sommets. Ce sont les versions pour graphes non orggntésivent &tre appelées.

fonction nombrede composantesonnexes()
début
colorier tous les sommets en bleu
compteur :=0
tant que il existe un sommet bles faire
enlargeur (&, s) (ouenprofondeur (7, s))
compteur := compteuf 1
fait
retourner compteur
fin

FIG. 4.6 — Le calcul du nombre de composantes connexes d'un graphune application
immeédiate des algorithmes génériques de parcours

4.6 Recherche d’'un chemin de valeur minimale

Il faut distinguer la recherche d’'un chemin de valeur mirler@e la recherche du plus court
chemin en nombre d’arcs ou d’arétes (traité plus haut)ndem est qu’un cas particulier. On
s’intéresse dans cette section a des graphes valuésa“eire dont les arcs (les arétes) sont
munis de valeurs(a). La valeur d’'un chemin (d’une chaine et plus généralgndam sous—
graphe) est définie comme la somme des valeurs des artssfagéi le composent. La recherche
d'un chemin de valeur minimale n’a pas de sens dans le cas gtephe comporte ucircuit
absorbantc’est—a—dire un circuit dont la valeur est négative. Deasas, le chemin de valeur
minimale est infini et a pour valeuroo. On ne décrit que deux algorithmes qui ne s’appliquent
pas dans tous les cas mais souvent en pratique : les algesttienBellman et de Dijkstra. Parmi
les grands absents de cette section, mentionnons I'digweitle Ford qui s’applique dans tous les
cas. Tous ces algorithmes déterminent un chemin de valeimale entre un sommet donreé et
tous les sommets accessibdggartir des. Le sommet est appelé unecine On montre en fin de
section que le probleme du calcul d’un chemin de valeurmatéentre deux sommets daFsest
la solution optimale d’'un programme linéaire en varialédles.

4.6.1 Proprietes des chemins de valeur minimale

Définition 18 Soitx un sommet quelconque d’'un graphe &l On noter(x) la valeur d’'un
chemin (d’'une chime) de valeur minimale dea x (entres etx). Siz n’est pas accessibk partir
des on poser(z) = +o0.
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Proposition 21 S'il existe un arc deg versz alorsw(x) < 7(y) + v(y, z).

Proposition 22 Tout sous—chemin d’un chemin de valeur minimale est un chéewaleur mini-
male.

Proposition 23 Pour tout sommet on arn(x) = mig (m(y) + v(y, x)).
yepred(z)

4.6.2 Cas des graphes sans circuits : I'algorithme de Bellma

FIG. 4.7 — Richard Ernest Bellman (1920-1984).

Il s’appligue aux graphes orientés acycliques. L'aldorie de Bellman met en application un
schéma d’algorithme général applicable dans de nombrentextes aux graphes sans circuit :
avant de traiter un sommet, on peut s’arranger pour traiter tous les @decesseurs de Pour
mettre ce schéma en application, il suffit de trier topalogiment les sommets du graphe. L'algo-
rithme de Bellman, donné en figure 4.8, calcule) pour toutz € S en appliquant directement
la proposition 23. Pour des raisons de lisibilité, on digtie la valeupi(x) calculée de la valeur
théoriquer (z) recherchée.

Complexiteé. On suppose le graphe représenté a la fois par des listascdesseurs et des listes
de prédecesseurs. Le tri topologique a une complexité @+ m). La boucle parcourt tous les
prédecesseurs de tous les sommets. Elle a donc une cotagaxiemps dans le pire des cas en
O(m). La complexité en temps totale est doncn + m).
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procédure Bellman (&, s)

début
trier topologiqguement les sommets du graphe
pi(s) :=0

pred(s) est indéfini
pour tous les sommets en suivant I'ordre topologiquiaire
déterminer un prédécesseude = tel quepi(y) + v(y, =) soit minimal

pred(z) =y
pi(z) = pi(y) + v(y, z)

fait
fin

FiG. 4.8 — L'algorithme de Bellman

4.6.3 Cas des graphes vaés positivement : I'algorithme de Dijkstra

L'algorithme de Dijkstra s’applique dans le cas de grapives aircuits. Il suffit que tous les
arcs aient des valeurs positives ou nulles.

Le principe de l'algorithme

On suppose que(x) est connu pour tous les sommets rougede traitement est fini pour
eux). On colorie en vert les voisins des sommets rougesofiilsen cours de traitement) et en bleu
les autres sommets, qu’on n’a pas encore commence a.traite

Sur le graphique ci—dessous, on suppose représentéesmmmmets rouges et tous les som-
mets verts.

Question : y a—t—il un sommet vert qui puisse étre colonieorige ?

Réponse : ouiz, carn(z) = 6.

Pourquoi ? Parce que tous les autres chemins\wags z commencent par des sous—chemins,
passant pat ou u, de valeurs supérieuresiaet donc,parce que le graphe est va@ypositivement
les valeurs de ces autres chemins sont elles—aussi uUEsres.

De facon générale, il suffit a chaque itération de dhdgschemin de valeur minimale parmi
les chemins partant de n’empruntant que des sommets rouges et aboutissant anmetovert.
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z (m = 6)

sy (r=5) 2
rouges

L'algorithme de Dijkstra esglouton: il effectue un choiXocal. Le chemin choisi est obtenu
par sélection dans un sous—ensemble de I'ensemble deemuhémins possibles (les chemins
gui passent par les sommets bleus ne sont pas consid&aésg)tion d’algorithme glouton peut se
formaliser. Voir [3, chapitre 16].

Une realisation

On s’intéresse a I'algorithme donné en figure 4.10. Emmé&emps quer(z), on calcule un
prédecesseyired(z) de chaque sommetdans un chemin de valeur minimale deersz.
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On attribue trois couleurs aux sommets. On associe unebl@rig ) a tout sommet. Pour
des raisons de lisibilité, on distingue la valgifr) calculée par I'algorithme de la valeur théorique
7(x) qu'on cherche. La valeur de pi des sommets verts est calouwdé&mentalement. Les sommets
bleus sont ceux pour lesquels aucune valeur de pi n’estegcoonue.

Définition 19 On dit qu’'un chemin d’un sommetvers un sommet est unchemin rouges’il ne
passe que par des sommets rougekaxception de: éventuellement).

On adopte les invariants de boucle suivants :

1. siz estun sommet vert ou rouge algii$z) est la valeur minimale des chemins rouges de
versz etpred(z) donne le prédecesseur déans un tel chemin;;

2. un sommet rouge a des successeurs verts ou rouges.

procédure Dijkstra (G, s)
début
colorier tous les sommets sauén bleu
coloriers en vert
pi(s) :=0
pred(s) est indéfini
tant que il existe au moins un sommet vddire
parmi les sommets verts, en choisir untel quepi(z) soit minimal
colorierx en rouge
pour tous les successeuysie x faire
si y est bleu ouy est vert epi(y) > pi(z) + v(z,y)) alors
coloriery en vert
pi(y) = pi(z) + v(z,y)
pred(y) =z
finsi
fait
fait
fin

FiG. 4.10 — Premiere version de I'algorithme de Dijkstra

Il est évident que l'algorithme s’arréte. Supposonsteatiants corrects. Lorsque I'algorithme
s’arréte, tous les sommets accessibles a parti slent rouges. D’apres la proposition 23 on a
pi(z) = w(z) pour tout sommet. Il suffit donc de prouver les invariants. On les suppose donc
satisfaits au début d’une itération. Pour montrer qwdst a nouveau vrais au début de ['itération
suivante, il suffit de montrer la proposition ci—-dessous.

Lemme 1 Tout chemin de valeur minimale devers un sommet vert quelconque passe par un
sommet vert tel quepi(z) = 7(z).
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Preuve Considérons en effet un chemin de valeur minimale ders un sommet vert quelconque
et notons: le premier sommet vert rencontré sur ce chemin. Le cheminvees > est rouge et de
valeur minimale. D’aprées le premier invariapt(z) = 7 (z). O

Proposition 24 Le sommet sélectionré par I'algorithme erifie pi(x) = ().

Preuve Considérons un chemin de valeur minimalesdeers le sommet vert sélectionné par
l'algorithme. Ce chemin passe, d’aprés le lemme, par unnseinvertz tel quepi(z) = 7(z).
Comme les arcs ont des valeurs positivelg,) = pi(z) < w(z). Le choix fait par la procédure
implique quepi(z) < pi(z). Par conséquent(z) < n(z) < pi(x) < 7(z) etpi(z) = 7(z). O
Complexite. Sion s’y prend naivement, I'algorithme de Dijkstra a uneptexité en temps dans
le pire des cas e®(n?). On verra ensuite que, si on s’y prend mieux, on obtient umepbexité
enO(mlogn).

Linitialisation a une complexité e®(n). La boucle extérieure est exécut@én) fois puisque
chacun des sommets accessibles & partiref colorié une seule fois en roudechaque itération,
la recherche du sommettel quepi(z) est minimal coQte)(n) comparaisons si on s’y prend
naivement, ce qui donn@(n?*) comparaisons au total. Supposons le graphe implanté aemmoy
de listes de successeurs, la boucle intérieure est éeauttotalD (m) fois. Au obtient ainsi une
complexité en temps efi(n? +m) c’est-a—dire e (n?) puisquen < n* quel que soit le graphe.

Une réalisation plus sophistiquee

Il est possible de gérer 'ensemble des sommets verts aemuunefile avec priorig, c’est—
a—dire une file dans laquelle les sommetels quepi(x) est minimal sortent avant les autres. Une
telle file peut se réaliser sous la forme dias binairecomportant au maximum sommets. Les
opération de tassont l'insertion d’un nouveau sommet (sommet bleu colenévert), la mise—
a—jour de la position d’'un sommet déja présent (somredtdont la valeur de pi est diminuée)
et I'extraction d’'un sommet de valeur de pi minimale. L'alitfome ainsi obtenu est donné en
figure 4.11.

Complexite. Chacune des trois opérations de tas a une complexité gustdans le pire des
cas er0D(logn). Supposons le graphe implanté par des listes de succeskseworps de la boucle
intérieure est exécutd(m) fois. Chaque exécution a une complexit&&og n), ce qui donne, au
total une complexité en temps dans le pire des c&3(emlog n) pour la boucle intérieure. Chaque
sommet est extrait du tas et colorié en rouge exactementoisiece qui donne une complexité
en temps dans le pire des cas(@fm logn) pour toutes les extractions de sommets. Supposons le
graphe connexe. On trouve)(nlogn) C O(mlogn). La complexité en temps dans le pire des
cas de la boucle extérieure est don@Em: log n). En tenant compte des initialisations, on obtient
une complexité en temps dans le pire des cas pour tout tithgee enO (m log n+n) c’est—a—dire
enO(mlogn) puisque le graphe est connexe.

Remarque : dans le cas d’'un graphe complet, on-a n* et la complexitéO(n?logn) de la
réalisation plus sophistiquée est moins bonne que C&ik) de la réalisation naive. La réalisation
sophistiquée est surtout intéressante pour des graphgsoctant relativement peu d’arcs.
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procédure Dijkstra (G, s)
début
colorier tous les sommets sauénbleu . totalO(n)
vider le tas binaire
pi(s) :=0
pred(s) est indéfini
coloriers en vert et I'insérer dans le tas binaire
tant que le tas binaire n’est pas vidaire - - ... ...
extraire un sommet du tas tel quei(z) soit minimal <«— unit. O(logn)
colorierz en rouge total O(nlog n)
pour tous les successewslex faire - - - - \
si y est bleualors
pi(y) :=pi(z) + v(z,y)
pred(y) =z
coloriery en vert et I'insérer dans le tas«— unit. O(logn) total
sinonsi y est vert epi(y) > pi(x) + v(z,y) alors total O(mlogn)
pi(y) = pi(z) + v(z,y) Olmlogn)
pred(y) =z
mettre a jour la position dg dans le tas <~— unit. O(log n)
finsi
fat -

FIG. 4.11 — Implantation de I'algorithme de Dijkstra avec unkasire

Implantation d’un tas binaire

On peut implanter umas binaireadapté a I'algorithme de Dijkstra au moyen d’un tabl&au
den sommets indicés dean et d'un indicef valant le nombre de sommets présents dans le tas.
On munit le tableau d’'une structure d’arbre en posant quéltegauche et droit d&; sont
Ty; etTy;, 1. L'idée consiste a maintenir en permanence la propséatvante tout sommet gsent

dans le tas binaire a une valeur de piénieure ouégalea celle de ses fils gauche et droit
La structure de données ainsi obtenue est parfois appeiémier (une variante dunaximier
enseigné dans I'UE API2).
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On remarque que le tas est un arbre binaire équilibré. @taen nombre d’arcs edbg, f |
qui appartient & (logn).

Pour insérer un €lementdans le tas, il suffit de le placer a I'indige+ 1 puis de le permuter
avec son pere tant qu’il lui est inférieur. L'insertionud’ sommet dans un tas de taillea une
complexité erO(logn).

L'element enT; est minimal. Une fois extrait, il faut reconstruire le tasuPcela, on place
le dernier éléemerit’; en premiere place puis on le permute avec le plus petit ddesesfils tant
gu'il est supérieur a I'un des deux. L'extraction d’'u&lent minimal d’un tas de taille a donc
une complexité e (log n) aussi.

L'opération de mise—a—jour de la position d’'un sommeaggésent dans le tas dont la valeur
de pi est diminuée est une variante de I'opération d’itie@rmmais pose une difficulté : pour la
réaliser avec une complexité énlogn), il faut pouvoir déterminer rapidement la position dans
le tas du sommet mis—a—jour. Il suffit pour cela de se donnefawxieme tablea’ den entiers,
indicé par les sommets et de maintenir la propriété suwiévapour tout sommet présent dans le
tas, P, donne l'indice der dansT'.

4.6.4 Mocklisation au moyen de programmes ligaires

Le calcul d’un chemin de valeur minimale entre deux sommetsés peut &tre modeélisé par
un programme linéaire en variables réelles modélisagicon appelle ur réseau de transport
Ces programmes linéaires sont des programmes linéainesygbe particulier : il y a une variable
par arc (représentant des quantités en trangltg)) les contraintes sont soit des bornes sur les flots
soit des bornes sur la difference entre la somme des fldsgemoins la somme des flots entrants
pour chaque sommet. Ces programmes linéaires ont de bpro@$etés : si les parametres sont
tous des entiers alors le programme admet au moins une@ohytimale dont les coordonnées
sont entieres. De plus, si le solveur utilisé est un salegl cherche des solutionsextremes:
(comme l'algorithme du tableau simplicial qui cherche dastsons sur les sommets du polyedre
des solutions réalisables) alors la solution optimalewéa aura des coordonnées entieres. |l existe
des solveurs spécialisés pour les programmes linéaicetelisant des réseaux de transport net-
tement plus efficaces que les solveurs de programmesriséan variables réelles généraux. Le
logiciel AMPL offre une syntaxe (que nous ne présentonsgpgermettant de mettre en évidence
ce type de structure.

# Fichier chemin_de_valeur_minimale.ampl

set SOMMETS;

# symbolic parce qu'un param etre est cens & etre un nombre

param depart symbolic in SOMMETS;

param arrivee symbolic in SOMMETS, <> depart;

# ARCS est un sous-ensemble du produit cart esien SOMMETS x SOMMETS

# Les arcs relient des sommets diff erents.

set ARCS within { x in SOMMETS, y in SOMMETS : x <>y }

param valeur {ARCS} >= 0;

# check permet de v erifier que les param etres satisfont certaines propri et es
# On verifie ici que pour tout arc (x,y) tel que (y,x) existe v(x,y) =v(Yy,X).
check : forall { (x,y) in ARCS : (y,x) in ARCS }
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valeur [x,y] = valeur [y,X];
# use [x,y] = 1 ssi le chemin de valeur minimale emprunte (x,y)
var use {ARCS} >= 0;
minimize valeur_totale :

sum { (x,y) in ARCS } use [x,y] * valeur [Xy];
subject to au_depart :

sum { (depart,y) in ARCS } use [departy] = 1,
# Cette loi est valable pour tous les sommets sauf le d epart et l'arriv ee.
subject to loi_de_conservation

{ ¢ in SOMMETS : ¢ <> depart and ¢ <> arrivee } :
sum { (x,c) in ARCS } use [x,c] = sum { (c,y) in ARCS } use [cy];

data;

set SOMMETS = A B C D;

param depart = B;

param arrivee = D;

# Remarquer la d eclaration conjointe de I'ensemble ARCS et du param etre valeur
param : ARCS : valeur :=

8

>>0 0w
ooOor>»0O>»

3
2
2
5

Résolution.

ampl: model chemin_de_valeur_minimale.ampl;
ampl: solve;

MINOS 5.5: optimal solution found.

1 iterations, objective 10

ampl: display use;

use =
AC 0
A D 1
BA O
B C 1
CA 1

4.7 Ordonnancement dedches : la nethode MPM

Il s’agit d’'une application directe des méthodes de redieedes chemins de valeur maximale.
On cherche a ordonner un ensemble de taches en tenantecdenppntraintes temporelles : telle
tache doit étre terminée avant que telle autre tachesputre commencée.

La méthode MPM (ou méthode francaise des potentielsheede déterminer un ordonnance-
ment qui minimise le temps total de réalisation du projetdéterminer la date de début au plus
tot et la date de début au plus tard de chaque tache desgécritiques» c’est—a—dire celles dont
il est impossible de retarder le début sans retarder llrebsedu projet ainsi que les marges dont
on dispose pour les taches non critiques. On l'illustrd’suemple donné en figure 4.12.
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Opération Durée Taches
en quinzaineg antérieures
a | approbation du plan du livre 1 aucune
b | signature du contrat 1 a
¢ | remise du manuscrit 12 b
d | approbation du comité de lecture 2 c
e | composition du texte 3 d
f | correction par les correcteurs de I'imprimerie 1 e
g | clichage et tirage des hors—texte 3 d
h | exécution des dessins et figures 4 d
i | révision des dessins par 'auteur 1 h
j | correction des dessins : clichage des figures 2 i
k | premiere correction des épreuves par I'auteur 2 f
£ | exécution des premieres corrections a l'imprimerie 1 k
m | seconde correction des épreuves par I'auteur 2 a, ¢
n | exécution des secondes corrections a I'imprimerie 1 m
o | tirage du livre 2 n
p | établissement de la priere d'insérer, 1 m
des listes d’exemplaires presse et d’hommage
g | pliage 1 o]
r | brochage 1 q
s | reliure de certains exemplaires 2 q
t | impression de la priere d'insérer 1/2 p
u | envoi des exemplaires presse 1/4 r, t
v | envoi des hommages 1/8 s, t
w | envoi des contingents aux libraires 1/2 r, S

FiG. 4.12 — Taches a effectuer pour éditer un livre (exempliag de [4, section 4.3])

Le probléme d’ordonnancement peut se représenter parapheg orienté et sans circuit. On
associe un sommet a chacune des taches. On rajoute dbes txtificielles D (pourdébu) et I
(pourfin). Un arc d’'un sommet vers un sommetsignifie que la tache doit étre terminée avant
guet puisse commencer. La valeur de l'arc est la durée de l&tach
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Il est souvent plus pratique de le représenter par un taldeastruit comme suit. On attribue
une colonne a chaque tache du tableau.

Etat initial d'une colonne du tableau Etat final d’une colonne du tableau
tache concernée\ date de début au plus tot
\ de la tache m T
m = 23 m
prédecesseurs immédiats| g:3 date de début au plus tot ——= 16 9:3
leur durée \\ des prédecesseurs de I\
avec
>~ A =~ 21 j:2
j:2 tache m
N N
l:1 22 101

L'algorithme est simple (il applique le principe méme dddorithme de Bellman). Supposons
connues les dates de début au plugitdt. ., 6, de toutes les taches antérieutes . ., t,, d’'une
tachet. Il est alors facile de calculer la date de début au plug @ ¢ : en notantdy, ..., d, les
durées des taches ..., t, ona

0= mfaf(@ +d;).

Au fur et @ mesure qu’on calcule ces dates de début au ptusn’les reporte dans les sous—
colonnes de gauche des colonnes du tableau. La date dealéepluts tot de la taché' donne la
durée totale du projet (sur 'exemphy, quinzaines et demie).

On encadre ensuite les taches critiques dans le table@onteelles qu’on ne peut pas retarder
sans retarder la durée totale du projet. Elles se calcafepartant de la fin. La tachieest critique.
Si t est critique alors, parmi les taches prédecesseuts stnt critiques les tachestelles que
0; + d; = 6. Un chemin critique est un chemin d&a F’ uniguement composé de taches critiques.
Il'y a deux chemins critiques sur 'exemple.

Voici le tableau apres calcul des taches critiques.
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0 @1 [b]| 2 14 [d]] 16 [e]| 19
O | D:0 | 0] a:1 | 1 | b:1 ] 2 |[c:12 | 14] d:2 | 16| e:3
16 g| 16 20 li] | 21 jl| 20 22
14] d:2 | 14] d:2 | 16] h:4 | 20] i:1 | 19] f:1 | 20] k:2
23 25 26 [0] | 25 p| 28 @ 29 r
16| g:3 23| m:2 25| n:1 23| m:2 26| 0:2 28] g:1
21| j:2
22| (:1
29 26 t| 30 ul 31 v|31 311
28| q:1 | 25| p:1 | 29| r:1 | 26| t:1 | 29| r:1 | 30| u:;
26| t:3 | 29| s:2 | 29| s:2 | 31| v:g
31| w:s

On détermine enfin la date de début au plus tard de chaghe,t@’est—a—dire la date apres
laguelle on ne peut pas retarder le début de la tache stamdeel’ensemble du projet. Pour les
taches critiques la situation est simple : la date de débytius tot est égale a la date de début au
plus tard. Les autres dates de début au plus tard se datmrtrelles—aussi en partant de la fin :
supposons déterminées les dates de début au plugitard, 6* de toutes les taches successeurs
d’'une tachée et notons/ la durée de. On a

n
0" = min(0; — d).
=1
Remarque : les problemes d’ordonnancement s’énoncest dacilement sous la forme de
programmes linéaires en variables réelles : les dategllet du plus tot et au plus tard des taches
peuvent donc se calculer aussi grace au simplexe.

4.8 Flots de valeur maximale

On considére uméseau de transport’est—a—dire un tripletG, s, t) ou G = (S, A) est un
graphe orienté valué positivementett € S sont deux sommets distingués appedésrceet
destinationdu réseau. La restriction a une seule source et une sesimatéon n’est pas tres
importante : on peut toujours y ramener un réseau a plissgaurces ou destinations en ajoutant
une source ou une destination artificielles (appeléesesusupersourcet superdestination On
suppose tous les sommets accessibles a parir@e supposéaccessible a partir de tout sommet.
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Les valeurs des arcs d& sont appelées lesapaciésdes arcs. On note(u, v) la capacité de
larc (u, v). Si(u, v) ¢ Aon pose:(u,v) = 0. Voici un exemple de réseau de transport.

12

w Y
16 20
4
s 10 7 t
9
4
13 x P

14

Le probléme a résoudre consiste & déterminfiotenaximalpouvant transiter par le réseal.
chaque ar¢u, v) du réseau, on associe une variable, appeléax¢ransitant par cet arc.

Définition 20 (définition des flux)
Un flux est une fonctiorf : S x S — R satisfaisant les axiomes :

1. f(u,v) < c(u,v) pourtousu, v € S (contrainte de capad) ;
2. f(u,v) = —f(v,u) pour tousu, v € S;

3. Z f(u,v) = 0 pour tout sommet autre ques ett (loi de conservation des flux).
veS

Définition 21 (définition des flots)
Un flot est la donge d’'un €seau de transport et d’'un flux. haleur d’un flotest la somme
des flux partant de la source.

On montre facilement que cette valeur est égale a la soneséiuk arrivant sur la destination.
Voici un exemple de flot (on notiux/capaci€) de valeurl5. Vérifions le troisieme axiome au
niveau du sommey :

> flyv) = (—12) +4+ (=7) +15=0.

veS
On remargue qu’on n'a considéré dans la somme que les stsmaisins dey : siv n’est pas voisin
dey alorsc(y,v) = c(v,y) = 0 et f(y,v) = f(v,y) = 0 d’aprées les deux premiers axiomes. On
remarque aussi quy, w) = —f(w,y) = —12 d’apreés le deuxieéme axiome.

12/12
1/4
s 0/10 7/7 t
4/9
7/14

L'algorithme de Ford—Fulkerson est un algorithme incratak: il part d'un flot de valeur
initialement nulle et tente d’augmenter sa valeur petiétitpLa question est : étant donné un flot,
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comment augmenter sa valeur ? Une facon évidente coasibrcher un chemin deverst formé
d’arcs non saturés, c’est-a—dire d’arcs étiquéiedels quef < c. Le chemin(s, x), (z, z), (z,t)
gu’on peut encore noter— x — z — t en fournit un exemple. Le long de ckemin argliorant,

on peut augmenter le flux (et donc la valeur du flot) du minimwes @carts entre les capacités
et les flux c’est-a—dire dA = min(13 — 4, 14 — 7, 4 — 0) = 4. On obtient un nouveau flot de
valeur19.

12/12
w y

11/16 15/20
/ 1/ \

s 0/10 7/7 t

\ 4/9 /
8/13 4/4

11/14

On peut encore augmenter la valeur du flot mais il n’y a plusageri évidente de le faire. Un
rapide coup d’ceil montre que ldsunités transitant dg versz vont « dans le mauvais sens:
en effet, pour arriver a la destination, ces unités dewtapasser paw ou parz et tous les arcs
partant de ces deux sommets sont saturés. Une solutioistasliminuer dd le flux dey versx
et d’augmenter dé le flux dey verst. Bien str, pour maintenir la loi de conservation des flux, il
faut augmenter dé¢ le flux des versz. On obtient ainsi un nouveau flot de val@3t

12/12
w y

11/16 19/20
/ 1/ \

s 0/10 7/7 t

\\\\\\\§ 0/9 ///////////27
12/13 4/4

11/14

La suite d’arcss, x), (y, x), (y, t) ne forme plus un chemin mais uclegéine anéliorante qu’on
peut noters — = «— y — z pour mieux faire ressortir 'ar¢y, =) qui est parcouru a I'envers. Plus
précisément,

Définition 22 (définition des chines angliorantes)
Une chaine améliorantest une chime élementaire entre ett compoge d’arcs(u, v) directs
(parcourus dans le sens de laé¢he) oundirects(parcourus en remontant lagthe) tels que

LSW@WeﬁmmdmmﬁwWhidWM—wa)>Q

2. si(u, v) estindirect alorsi(u, v) d:ff(v,u) > 0.

€
Le long d’'une chaine améliorante, il est possible d’augerele flux de la quantité\, égale

au minimum des(u, v) pour tous les arcéu, v) appartenant a la chaine. Remarquer qu'il ne

suffit pas d’énumérer les sommets des chaines amé&israil faut préciser les arcs empruntés.

L'algorithme de Ford et Fulkerson est donné en figure 4.13.
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procédure Ford.Fulkerson (3, s, t)
début
initialiser f(u, v) & zéro pour tout artu,v) € A
tant que il existe une chaine améliorarftére
calculerA
pour tout arc(u, v) de la chaindaire
augmenteyf (u, v) de A si (u, v) est direct
diminuer f(v,u) de A si (u, v) estindirect
fait
fait
fin

FIG. 4.13 — Le schéma d’algorithme de Ford—Fulkerson

Une facon efficace de déterminer s'’il existe une chainglianante entre ett consiste a tenter
de la construire a partir deen adaptant le parcours en largeur d’abord d’'un graphe rientér
plus précisement la fonctioplus.courtechane On obtient la fonction donnée en figure 4.14.
Cette facon de faire fournit la variante de I'algorithmeraed—Fulkerson dite d’Edmonds—Karp.

Il'y a plusieurs differences vis—a—vis de I'algorithmen@tique de parcours : on ne suit un arc
que s'il est susceptible de faire partie d’'une chaine ewaite (s'il est direct et pas saturé ou
indirect avec un flux non nul). On s’arréte des que la datitn est atteinte. On implante enfin
une fonction plutdt qu’une procédure. La fonction retmnrai s'il existe une chaine améliorante
et faux sinon. Si la chaine existe, on I'obtient a partir de la mhegton du réseau en suivant les
pointeurspred En méme temps que la chaine, on calcule pour chaque somumeentierd(x)
egal a la longueur minimale des chaines améliorantiee et x. Ce compteur ne contribue pas a
I'algorithme. Il est utilisé dans le calcul de complexité

La fonctioncha@ne améliorante ? appliquée au flot obtenu précédemment retofeng \oici
le coloriage obtenu a la fin de I'exécution.

sommets rouges sommets bleus
12/12 \
w Yy
11/16 19/20
1/4
S 0/10 7/7 t

12/13

11/14 coupe?’
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fonction chaineaméliorante? (G, s, t, f)
début
colorier tous les sommets en bleu sauf
vider la file
d(s):=0
pred(s) est indéfini
coloriers en vert et I'enfiler
tant que la file n’est pas vide etn’est pas rougéaire
défilerx
pour tout voisin bleuy de z faire
si I'arc est direct et pas satérou indirect avec un flux non nul ...
Si (z,y) € Aete(x,y) > f(z,y)ou(y,z) € Aetf(y,z) > 0alors
coloriery en vert et I'enfiler
d(y) :==d(z)+1
pred(y) =z
finsi
fait
colorierz en rouge
fait
retourner ¢ est rouge
fin

FiG. 4.14 — La fonctionx chaineaméliorante? » recherche la chaine améliorante la plus courte
possible dans un flot. Muni de cette fonction, le schémaydtithme de Ford—Fulkerson devient
I'algorithme d’Edmonds—Karp.

4.8.1 Correction

A chaque fois que la fonctionhaineaméliorante ? retournevrai la valeur du flot est aug-
mentée d’'une quantitA > 0. Elle n’est donc pas maximale. Il suffit de prouver que le fkit e
maximal lorsque la fonction retourtigux

Définition 23 (définition des coupes)
On obtient unecouped’un réseau de transport en coloriant une partie des sommets (dont
source) en rouge et l'autre partie (dont la destination) éeub

Lorsqu’elle retourndaux, la fonctionchane.améliorante ? exhibe une coupe (voir le dessin
ci—dessus). Ces coupes—la sont particulieres puisq@®iamets rouges sont nécessairement reliés
entre eux. La définition que nous avons adoptée est phargke et plus simple.

Définition 24 (flux et capaci d’'une coupe)

Supposons fee une coupe d’'uréiseau de transport. Ligux traversant la coupest la somme
des fluxf (u, v) tels queu est rouge et est bleu ; lacapacité de la coupest la somme des capaast
c(u,v) telles queu est rouge et est bleu.
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Bien que les définitions soient tres semblables, les flugsetapacités des coupes ne se cal-
culent pas de la méme facon, en raison des arcs qui voneduwabls le rouge :

f/c la contribution au flux d& est— f

rouge bleu
la contribution & la capacité d€ est0

4

Considérons la coup® obtenue a la fin de I'exemple (voir le dessin a la fin de laisact
précédente). Sa capacité vaat+ 7 + 4 = 23. Le flux qui la traverse vaut auskt + 7 + 4 = 23.
Considérons maintenant la méme coupe mais avec le floholdtd&étape précédente (dessin ci—
dessous). Le flux qui la traverse vaat+ (—4) + 7 + 4 = 19. Sa capacité n'a pas changé.

sommets rouges sommets bleus
12/12 \
w Yy
11/16 15/20
1/4

s 0/10 7/7 t

Lemme 2 Le flux traversant une coupe esténeur ouégala sa capaci.

11/14 coupe?’

La proposition suivante est une proposition clef.
Proposition 25 La valeur du flot eségale au flux traversant n’importe quelle coupe éseau.

Preuve Par récurrence sur le nombre de sommets rouges.
Base de la récurrence. Il y a toujours au moins un sommeerolagsource. Si seule la source
est rouge alors le flux traversant la coupe est égal a lavdleflot, par définition du flot.

3/3
6/7 bleu / bleu
2/4
source \
rouge 1/5 destination
3/5 / bleue
bleu 4/6

Quand seule la source est rouge, le flux traversant la cotjgg@sa la valeur du flot, par définition

Cas général. On considere une coupe quelconque dontiag deux sommets sont bleus. On
suppose par récurrence que cette coupe Vvérifie la pragpusdn colorie 'un des sommets bleus
en rouge (pas la destination, bien sirr). On doit montrerlguuvelle coupe vérifie encore la
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proposition. Plutdt que d’écrire rigoureusement la pegwn illustre 'argument clef sur I'exemple
précédent.

3/3
bleu /

6/7
2/4
source
rouge 1/5 destination
3/5 / bleue
4/6

bleu

Le flux traversant la nouvelle coupe est égal a I'ancien flix-3) + 1 + 2

N————
0 =0 (loi de conservation des flux)

On peut vérifier la proposition sur les exemples précédete implique immédiatement que
la valeur d’'un flot est égale a la somme des flux arrivant awlelstination. Combinée au lemme,
elle implique la proposition suivante.

Proposition 26 La valeur d’un flot est iréfrieure ouégalea la capacié de toutes les coupes du
réseau. En particulier, un flot de vale@galea la capacié d’'une coupe estatessairement maxi-
mal.

Lorsqu’elle retourndaux la fonctionchaéne.anmeéliorante.? exhibe une coupe dont le flux est
égal a la capacité. Le flot est donc maximal et I'algori¢hest correct. On peut montrer plus
généralement le théoreme suivant.

Théoreme 12 (flot maximal et coupe minimale)
Le flot maximal pouvant transiter par u@seau de transport eégala la capacié minimale
des coupes diesseau.

On remarque qu’on a affaire a une dualité (cf. I'introdoctde la section sur la dualité dans
le chapitre consacré au simplexe) : maximiser le flot poutransiter par un réseau de transport
équivaut a minimiser les capacités des coupes du re€este dualité fournit un outil permettant
de démontrer qu’une solution réalisable (un flux quelem)ast optimal.

4.8.2 Complexie

La variante d’Edmonds—Karp de I'algorithme de Ford—Fidkera une complexité en temps
dans le pire des cas @n(nm?) ol n désigne le nombre de sommetsretle nombre d'arcs.
D’autres implantations de l'algorithme de Ford—Fulkersom d’autres complexités. Si on s’y
prend mal, I'algorithme peut méme ne pas s’arréter.

L'entier d(u) calculé par la fonctiorthaine anméliorante ? fournit la longueur minimale des
chaines améliorantes entseet u. Le lemme 3 ci—dessous montre que, quel que spitette
longueur croit au sens large a chaque itération ou siea@culée. Dans I'analyse qui suit, on
noted;(u) la valeur dei(u) a I'itérations.
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Définition 25 (définition des arcs critiques)

Un arc appartenan& une chane antliorante est ditritiquepour cette chine s'il est direct et
devient satug ou s'il est indirect et son flux devient nul &sraugmentation du flux le long de la
chane.

Si un arc direct (respectivement indirect) est critiquana certaine itération, il peut a nouveau
apparaitre dans une chaine améliorante a une autatidté mais il est alors forcement indirect
(respectivement direct). Voir le schéma ci—dessous. Gesidérations, combinées au lemme 3, et
au fait que I'entierd ne peut pas excéder le nombrele sommets, montre qu’un arc ne peut étre
critique queO(n) fois.

Toute chaine admet au moins un arc critique. Il arcs. La fonctiorchane améliorante ?
ne peut donc étre appelée qUén m) fois. Chaque appel a cette fonction a une complexité en
temps, dans le pire des cas,@(w). Par conséquent, I'algorithme d’Edmonds—Karp a une com-
plexité en temps, dans le pire des casQgn m?).

chaine améliorante a I'itératian " ) .
arc critique (direct ou indirect)

source u v destination

diw) < dw) =di(u)+1
chaine améliorante a une itératipn> ¢

si on suppose que c’est la premiere itération ou lfarcv) A\ (dapres le lemme)
réapparait, alors il est pris dans I'autre sens qu'artitions:

di(w)=d;(0) +1 > d;(v)

source u —— v destination

\/

Lemme 3 Quel que soit le sommet I'entier d(v) augmente au sens largechaque iération al
il est calcuk.

Preuve On raisonne par I'absurde. On suppose qu’il existe un infeeun sommev tel que
d;(v) > d;y1(v) et on cherche une contradiction. Si plusieurs sommeitsuvent &tre choisis, on
considére celui pour lequé), ;(v) est minimal.

Dans le parcours effectué par la foncticreine.anmeliorante. ? a l'itérationi + 1, notonsu le
prédecesseur de On ad;,1(u) = d;1(v) — 1. En raison de I'hypothése de minimalité faite sur
on adz(u) < di+1(u).

A l'itération i, le sommet; est accessible depuis la source par la fonatlmdine anéliorante ?
sinonu serait inaccessible aussi a l'itération 1.

Dans le parcours a I'etapg le sommetu ne peut pas étre atteint apreéssinon on aurait
di(u) > d;i(v) > dip1(v) > diy1(u), ce qui contredirait le fait qué; (u) < d;;1(u).

Dans le parcours a I'étapge le sommetu doit donc étre atteint avant L'arc (u,v) (di-
rect ou indirect), qui est emprunté a litéeration+ 1, est empruntable & l'itératioh Comme
chane.améliorante ? réalise un parcours en largeur d’abord, il est donc emprafittération: et
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onad;(v) = d;(u) + 1. Mais alorsd;(u) + 1 < d;1(u) +1 = d;41(v), ce qui contredit 'hypothese
quedi(U) > di_,_l(U).
Cette derniere contradiction conclut la preuve du lemime.

4.8.3 Mocklisation au moyen de programmes ligaires

Le calcul du flot de valeur maximal pouvant transiter par @seeu de transport se modeélise
tres facilement par un programme linéaire en variakdedes. Voir les remarques faites en sec-
tion 4.6.4. La grande puissance d’expression des prograringéaires permet également de traiter
facilement beaucoup de variantes du probleme du flot mdxfied maximal a colt minimal,
flot avec perte du flux le long des arcs ...). Voici un prograniim&aire modélisant le probleme
précédent.

# Fichier flot_maximal.ampl

set SOMMETS;

param source symbolic in SOMMETS;

param destination symbolic in SOMMETS;

set SOMMETS_INTERNES := SOMMETS diff {source, destination h
set ARCS within {SOMMETS, SOMMETS};

param capacite {ARCS} >= 0;

var flux {(x,y) in ARCS} >= 0, <= capacite [xy];

maximize valeur_du_flot :
sum {(source,x) in ARCS} flux [source,x];
subject to loi_de_conservation {x in SOMMETS_INTERNES} :
sum {(y,x) in ARCS} flux [y,x] = sum {(x,y) in ARCS} flux [x,y] ;

data;

set SOMMETS = s, w, X, VY, z, t
param source = S;

param destination := t;

param : ARCS : capacite :=

S w 16
S X 13
Wy 12
X W 4
W X 10
y X 9
X z 14
zZy 7
zt 4
yt 20;

Résolution en AMPL. On trouve un flot maximal un peu difféird_a valeur du flot maximal
est bien sir la méme.

ampl: model flot_maximal.ampl;
ampl: solve;
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MINOS 5.5: optimal solution found.
0 iterations, objective 23

ampl: option display_1col 0;

ampl: display flux;

flux [ =+, *]
t w X y z =
S 12 11 .
w . . 0 12 .
X . 0 . . 11
y 19 0
z 4 7

4.9 Arbres couvrants de valeur minimale
Définition 26 Un arbre est un graphe non origntconnexe et sans cycle.

Les arbres de la théorie des graphes sont differents 8essagu’on rencontre traditionnelle-
ment en programmation. Pour éviter les confusions, onlkppes derniers degrborescences—
en tous cas dans cette section. Voici deux differencesartesrescences sont souvent implantées
en utilisant des pointeurs qui seraient mieux représquaie des arcs que par des arétes ; dans une
arborescence, on distingue I'un des sommets : la racine.

Un arbre est un graphe planaire admettant une seule faceréd'&e théoreme d’Euler sur les
graphes planaires, un arbre comporte dond arétes. Le théoréme suivant recense les differentes
caractérisations des arbres.

Théoreme 13 SoitG = (S, A) un graphe non orief@ ayantn sommets. Les prof@iés suivantes
sontéquivalentes.

1. G estun arbre,

G est connexe et posden — 1 arétes,

G est sans cycle et pasden — 1 arétes,

pour tous sommets y € S il existe une unique cliaeélementaire d’exéemiésx ety,
G est connexe mais, quelle que soit &t& deA, il ne I'est plus si on lui retire cette @te,

S e o

G est sans cycle mais, quelle que soit 8@ deS x S, il ne I'est plus si on lui ajoute cette
aréte.

L'algorithme de Kruskal, inventé en 1956, permet de calicuh arbre couvrant de valeur mi-
nimale d’'un graphe connexg. Il applique une stratégie gloutonne. Aucune racine rpestisée.
L'algorithme, donné dans la figure 4.16, maintient I'ineat suivant :

1. T estinclus dans un arbre couvrant de valeur minimalé de
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Joseph B. Kruskal

FIG. 4.15 — Joseph Bernard Kruskal (19289

Aussi bien dans l'algorithme que dans les analyses qui lestil’ est un ensemble d’arétes. En
toute rigueur, ce n’est donc pas un graphe puisque I'engedgd sommets n’est pas précisé. Cet
abus de langage allege considérablement les notatioresaée pas de confusion.

Appliqué au graphe suivant, I'algorithme sélectionraeéte de valeut puis celle de valeu.
Pour les arétes de valesy il doit choisir soit(B, C') soit (E,C). On voit que le résultat calculé
n’est pas défini de fagcon unique. Il sélectionne aussateteg A, F') et (G, D). Pour les arétes de
valeur4, il doit choisir soit(G, F') soit (D, E). Aucune autre aréte ne peut ensuite étre rajoutée.
Le nombre d’arétes est égal au nombre de sommets moins un.

SN TN
N

Il est évident que I'algorithme s’arréte.
Considérons le grapHE retourné par I'algorithme.
Quelle que soit I'aréte de A \ T', le graphel’ U {a} comporte un cycle donc, comnde est

connexe ]l I'est aussi. Par constructiofi, est sans cycle. Par conséquent, d’apres le théoreme (le

point 1), T est un arbre. L'argument qui prouve la connexitéltdprouve aussi qué’ couvredG.
Le graphéel’ est donc un arbre couvrant dé

Deux arbres couvrants deont le méme nombre d’arétes d’apres le théoreme.
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fonction Kruskal (&)
Retourne un arbre couvrant de valeur minimale(de
début
T =0
trier les arétes par valeur croissante
pour chaque arétér, y) par valeur croissantaire
siTU{(z,y)} est sans cyclalors
T:=TU{(z,)}
finsi
fait
retourner 7'
fin

FIG. 4.16 — Premiére version de I'algorithme de Kruskal

Donc, si on suppose l'invariant vérifi&, est égal a un arbre couvrant de valeur minimalé/de
et l'algorithme est correct.
Il ne reste plus qu’a montrer I'invariant.

Proposition 27 La propriéte « T" est inclus dans un arbre couvrant de valeur minimalé€deest
un invariant de boucle de I'algorithme de Kruskal.

Preuve Initialement,T" est vide et la propriété est vérifiee.

Le cas général. On suppo#enclus dans un arbre couvrant mininidlde G;. On note(z, y)
I'aréte choisie par I'algorithme. On doit montrer dfie) { (x, y) } est inclus dans un arbre couvrant
minimal 7" de G (attention : ce n'est pas forcémehtcar le graphe’ peut admettre plusieurs
arbres couvrants minimaux).

On utilise une technique de preuve fondée sur la notionalged’un graphe, proche de la
technique employée pour Ford—Fulkerson.

Le graphel” est formé d’une ou plusieurs composantes connexes. Oenbbinecoupede G
en coloriant certains sommets en rouge et les autres en blélld sorte qu'aucune aréte de
ne soit bicolore. Parmi toutes les coupes possibles, on esid&re une?’, telle que(zx,y) soit
bicolore.

O

bleus

rouges
coupe?
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L'arbre T' contient au moins une aréte bicolore sinon il ne serait panexe. S'il contient
(x,y), la proposition est prouvée. Supposons donc qu'’il ne ldieone pas. Il contient une chaine
d’extrémitésre ety avec laquelle I'arétéz, y) forme un cycle. Cette chaine contient au moins une
aréte bicolordz’, y') puisquer ety sont de couleurs differentes. Cette aréte n'appartiastyd’
car elle est bicolore.

bleus

rouges

NotonsT"” le graphgT \ {(',3')}) U{(z, y)} obtenu en substituant, y) a(z’, ') dansT. Le
grapheT” comporte une chaine d’extrémitésety’ passant pafz, y). CommeT est connexe, le
graph€el” I'est donc aussi. Le grapi& comporte le méme nombre d’arétes qué®ar conséquent,
d’apres le théoreme (poin), 7" est un arbre. L'argument qui prouve giiéest connexe prouve
aussi qué” couvreG.

L'aréte (z,y), qui est de valeur minimale parmi les arétes qu'il est fgmesil’ajouter a7’
sans former de cycle, est donc minimale parmi les aréteddoes et on a(2',y') > v(x,y).
Commev(T") = v(T) —v(2,y') +v(z,y) on av(T") < v(T). CommeT est de valeur minimale,
v(T") > v(T) et les deux arbres ont méme valeur. Par conséqilient} (=, y)} est inclus dans un
arbre,T”, de valeur minimale parmi les arbres couvrant&dé]

4.9.1 Implantation de I'algorithme de Kruskal

Il sS’agit de tester efficacement’5iU {a} est sans cycle ou, ce qui revient au méme, si les deux
extrémités de: appartiennent a la méme composante connexe. Les conpssamnexes dé
sont les classes d’équivalence de la relatiorest équivalent g si z est accessible a partir ge

T U{(x, y)} estsans cycle sietseulementsi # y.

Dans l'algorithme donné en figure 4.17, on convient deasgnter chaque classe par un de ses
eléments, appeleprésentant canoniquee la classeEtre capable de calculer, pour chaque classe
d’équivalence, un représentant canonique, permétasformer lequivalences eagalitts Ce
principe général est le fondement d'un grand nombre didlgmes et de théories extrémement
importants.

r =y sietseulementsi rep.canoniqug = rep.canoniquey).

SDans le cadre de la théorie des bases de Grobner par exampencipe permet de décider si deux expressions
polynomiales en plusieurs variables sont équivalengethiant que les variables sont liées par un ensemble dienslat
polynomiales.
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A chaque fois qu'une aréter, y) est ajoutée &, les sommets: et y doivent étre déclarés
equivalents. Il faut donc pouvoir fusionner les deux atgssn une seule.

fonction Kruskal (&)
Retourne un arbre couvrant de valeur minimale(de
début
T =9
pour chaque sommet faire ... .. ... ... .
créer la classe d’équivalenge } } total O(n)
fait ...
trier les arétes par valeur croissante total O(m log m)
pour chaque arétér, y) par valeur croissantaire - - - - total O(m logm)
si z ety ont des représentants canoniques differatuss
fusionner la classe deet celle dey en une seule
T:=TU{(z, y)}
finsi
fait -
retourner T’ /
fin

total O(mlog n)

FIG. 4.17 — Deuxieme version de I'algorithme de Kruskal

Complexité. La boucle initiale a une complexité €nn). Le tri des arétes a une complexité en
O(mlogm). L'algorithme effectue) (m) opérations sur les classes d’équivalence. On montre dans
le paragraphe suivant que chaque opération de classeivbéEnce a une complexité énlogn).
La boucle finale a donc une complexité en temps, dans le pgeas, e (m logn).

Le graphe est supposé connexe, donc> n — 1 et la complexité totale de I'algorithme de
Kruskal est dominée par celle du tri des arét@n) + O(mlogm) + O(mlogn) = O(mlogm).

Implantation des classes quivalence

Reste a préciser comment implanter les relations di@demce. La structure de données ex-
posée ici est connue sous le nonemsembles disjointsf\ tout sommetr on associe un pointeur
perdx) et un compteuh(z). Chaque classe d’équivalence est représentée par boeescence
(voir la définition en début de section). Les arcs sont égrpar les pointeurs pere. Le représentant
canonique de la classe est la racine de I'arborescence.rhptearh(z), dont I'utilité est heu-
ristique, vaut la hauteur de I'arborescence des prédegesder. L'exemple suivant montre une
implantation de deux classes d’équivaledee y, ¢, u} de représentant canoniquest {2} de
représentant canonique
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I~
o

0 u 1 h(x) X pere(x)

Pour fusionner les classes d’équivalence de deux somiedts (on raisonne sur I'exemple),
on détermine les représentants canonig@ts des classes des deux sommets puis, soit on affecte
a péeréz) soit on affecte: a pérét). Ce sont les compteursjui permettent de choisir : on affeate
apéréz) parce quei(t) > h(z).

I~
S

0 u 1 h(x) X pere(x)

Ce choix heuristigue ralentit la croissance de la hauteliadsorescence et accélere donc les
acces aux représentants canoniques. La mise—a—jounodggeurs: est tres facile : dans le cas ou
on fusionne deux classes d’équivalence de hauteurgeifiés, ils ne sont pas modifiés. Dans le
cas ou on fusionne deux classes d’équivalence de ménteuhmaiisuffit d’'incrémenter le compteur
associé au représentant canonique de la nouvelle classe.

Le raisonnement élémentaire suivant montre qu'il fautnains2* sommets pour produire une
classe de hautedr Comme une classe comporte au piiéments, chaque acces au représentant
canonigue d’'une classe (et donc chaque opération de ads&spaivalence) a une complexité en

O(logn).
hauteurh(x) 0 1 2 3 n
configuration RN
minimale O /O / / / / / /
O @) O O O O O gn—1 gn—1
nombre de
sommets 1 2 4 8 2m

Combien de sommets faut-il au minimum pour obtenir une elad&sne hauteur donnée ?
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Maintenant, on peut appliquer une deuxieme heuristiqtreiée qui n'ameéliore pas la com-
plexité de I'algorithme de Kruskal mais qui améliore larqulexité [3, chapitre 21] des opérations
sur les classes d’équivalence. On raisonne toujours emerhpleA chaque fois qu’on détermine
le représentant canonique de la classe d’'un sommet (nsgttomn peut apres coup affecter a
perdx) 'adresse de ce représentant canonique et ainsi colwtiter le sommet intermédiaire
Cette heuristique a un effet secondaire : les compterset 4(¢) ne donnent plus exactement les
hauteurs des arborescences de prédecesseurs des sgnefrtetsais des bornes supérieures sur
ces hauteurs.

0 u ] h(x) X pere(x)
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Chapitre 5

Complements sur le langage AMPL

5.1 Lescommentaires

Voici deux fagons d’inclure des commentaires dans un rieodiBPL.

| *
Ceci est un commentaire r edig e sur
plusieurs lignes.

*/

var X >= 0; # en euros/tonne

5.2 Les paranetres

5.2.1 Paranetres indicés par un méme ensemble

Considérons I'exemple suivant.

set PROD;
param prix_achat {PROD};
param prix_vente {PROD};

data;
set PROD = A B F;
param prix_achat :=
A 10
B 37
F 17;
param prix_vente :=
A 12
B 29
F 20;

Commeprix_achatet prix_ventesont indicés par un méme ensemble, il est possible damcl
les deux d’un coup.
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data;
set PROD = A B F;
param : prix_achat prix_vente :=

A 10 12
B 37 29
F 17 20;

Il est méme possible de déclarer en une fois non seulerasrddux parametres mais aussi
'ensemblePROD Il suffit de procéder comme suit :

data;

param : PROD : prix_achat prix_vente :=
A 10 12
B 37 29
F 17 20;

5.2.2 Paranetres indicés par deux ensembles

Le premier indice est I'indice de ligne. Le second est I'calde colonne. Si on s’est trompé,
on peut insérex (tr) » entre I'identificateur du parametre etde» dans la partie data», indiquant
ainsi gu’on donne la transposée de la matrice.

set PLATS;
set VITAMINES;
param apport {PLATS, VITAMINES},

data;

set PLATS := potjevleesch carbonnade waterzoi;
set VITAMINES := A C D;

param apport :

A C D =
potjevleesch 18 20 44
carbonnade 5 30 69
waterzoi 40 5 30;

5.2.3 Laisser des valeurs indfinies

Il suffit de mettre urx . » a la place de la valeur indéfinie. En voici une utilisatiorslde la
définition d’'une matrice symétrique.

param N integer >= 1;
param matsym {lig in 1 .. N, lig .. N} >= 0;

data;
param N := 3;
param matsym :
1 2 3 =
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N
N
~No;
'—\
e

5.2.4 Paranetres indices par trois ensembles

Voici un exemple de déclaration d’un paramétubea trois dimensions.

# fichier cube
set INDICES =1 .. 2;
param cube {INDICES, INDICES, INDICES},

data;
param cube :=
[+, =, 1] : 1 2 =
1 3 5
2 4 6
[*, =, 2] : 1 2 =
1 2 11
2 0 7;

5.3 Laffichage

Le format d’affichage par défaut du parametube(le format« liste ») n’est pas tres agréable.

ampl: model cube;
display cube;
cube :=

11

NNNNRER R
NNFEPPFPNNPRE
NFEFNEFEPNEFEDNPRE
=
NOoOOoOMPRLPOINW

On peut obtenir un affichage sous forme plus compacte en raodiéi valeur de la variable
prédéfiniedisplay 1col, qui contient la taille en dessous de laquelle les donnéet affichées
au format« liste ». Par défaut sa valeur e20. Pour forcer I'affichage du cube sous forme plus
compacte, il suffit donc d’affecter @isplay.1col une valeur inférieure au nombre d’éléments de
cube Par exemple zéro.

ampl: option display_1col O;
ampl: display cube;

cube [1, =, *]

: 1 2 =
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2 11
[2, *, *]
12 =
1 4 0
6 7

54 Les ensembles

5.4.1 Lesensembles non ordor@as

On signale au passage I'existence de la fonatimal.

set PROD;
param nb_prod := card (PROD);

5.4.2 Les intervalles

Les intervalles sont des ensembles de nombres ordonng@e(bispécifieby « pas» si on le
souhaite).

param N >= 1;
set ANNEES =1 .. N;
5.4.3 Les o@rations ensemblistes

Les opérations ensemblistes permettent de définir desrénies a partir d’'ensembleset B
existants.

A union B

Ainter B,

A diff B dansA mais pas dan8,

A symdiff B dansA ou B mais pas les deux.

set HUILES_VEGETALES;

set HUILES_ANIMALES,;
set HUILES := HUILES_VEGETALES union HUILES_ANIMALES;

5.4.4 [Designer unélement ou une partie d’'un ensemble

On dispose des opérateurs suivants

in pour I'appartenance
within  pour l'inclusion.
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# Fichier exemple

set NOEUDS;

param racine in NOEUDS;

set FEUILLES within NOEUDS := NOEUDS diff { racine };

data;
set NOEUDS = 3 17 24 45;
param racine := 17;

Exemple d’exécution

$ ampl

ampl: model exemple;

ampl: display NOEUDS;

set NOEUDS := 3 17 24 45;
ampl: display racine;

racine = 17

ampl: display FEUILLES;

set FEUILLES := 3 24 45;

5.4.5 [esigner unélément d’'un ensemble de symboles
Implicitement

On peut vouloir manipuler des noeuds désignés par desdgsplutdt que des nombres. I
faut alors ajouter le qualificatdfymbolicau parametreacine: les parametres en effet sont censés
désigner des quantités numeériques.

# Fichier exemple

set NOEUDS;

param racine symbolic in NOEUDS;

set FEUILLES within NOEUDS := NOEUDS diff { racine };

data;
set NOEUDS = AB C D
param racine := B;

On continue I'exemple précédent pour montrer un bel exerde parametre calculé. On sup-
pose que les noeuds appartiennent a un arbre qu’on déacie ¢p fonctiorprédecesseurCette
fonction est codée par un parametre indicé par 'ensemiés noeuds moins la racine. On signale
gu’un noeud ne peut pas étre son propre prédecesseur.dindifiecte au parametprof la pro-
fondeurde chaque noeud.

param pred {n in NOEUDS diff {racine}} in NOEUDS diff {n};

param prof {n in NOEUDS} :=
if n = racine then 0 else 1 + prof [pred [n]];
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Explicitement

Il est parfois utile dans un modele de manipuler explicgatun élément d’'un ensemble. Cette
opération est a éviter autant que faire se peut puisguadéenents des ensembles ne sont pas censés
étre connus dans le modele. Il vaut mieux utiliser la ro@éhde la section précédente. Quand c’est
nécessaire, il suffit de mettre des guillemets autour diubsyen
set PROD;
param prix {PROD} >= 0;
subject to contrainte_speciale :

prix [*'machin™] <= prix ["truc"];

Il est parfois utile aussi de donner la valeur d’'un ensemhlesde modéle et non dans les
données. Cette opération aussi est a éviter autantdreese peut. Il suffit de mettre des guillemets
autour des symboles.

set PROD := { "machin", "truc", "chose" },

5.4.6 Lopérateur«: »

Il est suivi d'une expression logique. Voici comment sétamer I'ensemble des éléments
positifs d’'un ensemble de nombres.

set SIGNES;
set POSITIFS within SIGNES := { i in SIGNES : i >= 0 };

Voici un exemple de matrice triangulaire supérieure.

param N integer >= 0;
param matrice {I in 1 .. N, cin 1 .. N : | <= ¢}

Voici deux déclarations possibles de I'ensemble des nesyaremiers inférieurs ou égauda
param N integer >= 0;

set premiersl := { nin 2 .. N : forall {m in 2 .. n-1} n mod m <> 0};
set premiers2 := { nin 2 .. N : not exists {m in 2 .. n-1} n mod m = 0} ;

5.4.7 Ensembles ordones

On a vu les intervalles qui sont des ensembles de nhombreamdoOn peut manipuler des
ensembles ordonnés de symboles également. Voici unerersymbolique» de I'exemple de la
section 2.5.2. On considere un ensemble d’employés tiralifts grades. Les nouveaux employés
du gradeg sont soit des anciens employés de ce grade soit d’anciep®ges promus depuis
le grade précédent. Les expressions conditionnellengtéent de gérer les cas particuliers du
premier et du dernier grade. Les fonctidinst etlast permettent d’obtenir le premier ou le dernier
eléement d'un ensemble ordonné. Les fonctinastet prevpermettent d’obtenir le successeur ou
le prédecesseur d'un élément d’'un ensemble ordonné.
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set GRADES ordered;
var anciens {GRADES} >= 0;
var nouveaux {GRADES} >= 0;
# promus [g] = ceux qui passent de g a g+l
var promus {g in GRADES : g <> last (GRADES)} >= 0;
subject to calcule_nouveaux {g in GRADES} :
nouveaux [g] = anciens [g] +
(if g <> first (GRADES) then promus [prev (g)] else 0) -
(if g <> last (GRADES) then promus [g] else 0);

Remarque : il est parfois nécessaire de préciser I'enkeeaniguel appartient I'élément dont on
cherche le successeur ou le prédecesseur. Voici un exemple

set Ens ordered;
set Fns ordered within Ens;

data;
set Ens
set Fns

A C D E;
B E;

B
D

Quel est le prédecesseur B? La réponse dépend de I'ensemble considéré :

ampl: display prev ("D", Ens);
prev('D’, Ens) = C

ampl: display prev ("D", Fns);
prev('D’, Fns) = B
5.4.8 Ensembles circulaires

Il est également possible de définir des ensembles ciresléou cycliques). Il suffit de mettre
le qualificatif circular au lieu deordered Le prédecesseur du premier élément est le dernier
élément. Le successeur du dernier elément est le pré&hdiment.

5.4.9 Sous—ensembles d'un ensemble ordan

On peut demander qu’un sous—ensemble d’'un ensemble a&dbsoit ordonné suivant le
méme ordre quél ou suivant I'ordre inverse de celui de

set A ordered,
set B within A ordered by A,
set C within A ordered by reversed A;

La méme possibilité existe pour les ensembles circidaitesuffit d’utiliser les expressions
circular by etcircular by reversed
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5.4.10 La fonction ord

Il permet d’obtenir le numéro d’ordre d’'un élément dansensemble ordonné. Lensemble des
sommets de numéro d’ordre inférieur a la racine.

set NOEUDS ordered,;
param racine symbolic in NOEUDS;
set NOEUDS_INF_RACINE within NOEUDS :=
{ n in NOEUDS : ord (n) < ord (racine, NOEUDS) };

5.4.11 Produits carésiens

On les a déja rencontrés dans le cadre de parametrascaloieensions. Voici un exemple de
modélisation de carte routiére. Un couple y) appartient ROUTESS'il existe une route de
versy. Pour les routes a double sens, il faut stocker a la(faig) et (y, ).

set CARREFOURS;
set ROUTES within { CARREFOURS, CARREFOURS };
param longueur {ROUTES} >= 0;

data;

set CARREFOURS := A B C D;

set ROUTES = (B,A) (B,C) (A,D) (A,C) (C,A);
param : longueur :=

BA 8
B C 3
CA 2
AC 2
A D 5;

On ameéliore la déclaration comme suit. On profite de laipd&é de définir d’'un seul coup
'ensembleROUTESet le parameétréongueur On vérifie aussi que la carte est cohérente : d’'une
part une route relie deux carrefours difféerents, d’autaet si (z,y) et (y,x) appartiennent a
ROUTESalors ces deux routes ont méme longueur.

set CARREFOURS;
set ROUTES within { x in CARREFOURS, y in CARREFOURS : x <>y };
param longueur {ROUTES} >= 0;

check : forall { (x,y) in ROUTES : (y,x) in ROUTES }
longueur [x,y] = longueur [y,X];

data;
set CARREFOURS := A B C D;
param : ROUTES : longueur :=

BA 8
B C 3
CA 2
AC 2
A D 5;
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5.4.12 Ensembles d’ensembles

Le langage AMPL permet de définir des ensembles indicésl’patres ensembles. Il y a un
ensemble de clients et un ensemble de fournisseurs pouue:rmrnrepriseA partir de ces en-
sembles, on crée I'ensemble des clients de toutes legests ainsi que, pour chaque entreprise,
I'ensemble de tous les couples (fournisseur, client).

set ENTREPRISES;
set CLIENTS {ENTREPRISES},
set FOURNISSEURS {ENTREPRISES};

set TOUS_LES_CLIENTS := union {e in ENTREPRISES} CLIENTS [e I;
set COUPLES {e in ENTREPRISES} := {FOURNISSEURS [e], CLIENT S [e]}

data;
set ENTREPRISES = el ez
set CLIENTS [el] := cl c2;
set CLIENTS [e2] := cl c3;
set FOURNISSEURS [el] :
set FOURNISSEURS [e2] :

fl f2 f3;
f4;

Voici, pour fixer les idées, ce qu’on obtient a I'exécutio

ampl: display CLIENTS;
set CLIENTS[el] = cl1 c2;
set CLIENTS[e2] := cl c3;

ampl: display TOUS_LES_CLIENTS;
set TOUS LES CLIENTS := cl1 c2 cS;

ampl: display COUPLES;
set COUPLES[el] := (f1,cl) (f1,c2) (f2,cl) (f2,c2) (f3,cl) (f3,c2);
set COUPLES[e?] := (f4,cl) (f4,c3);

5.5 Les operateurs arithmétiques et logiques

Le tableau suivant donne les opérateurs par prioritéssamite. Il n’y a aucune difficulté a
appliquer ces opérateurs sur des parametres soit damsge des contraintes soit pour définir
des parametres calculés. Lorsqu’on les applique a déables, on court le risque d’obtenir des
expressions non linéaires.

L'opérateuress retourne la difference de ses deux opérandes si elle siiiveet zéro sinon.
L'opérateurdiv retourne le quotient de la division euclidienne de ses dg@xandes.
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Notation Notation type des type du
standard alternative opérandes résultat
if - then - else logique, arithmétique arithmétique
or I logique logique
exists forall logique logique
and && logique logique
not (unaire) ! logique logique
<<= = <> > >= <<= === > >= arithmétique logique
in not in objet, ensemble logique
+ - less arithmétique arithmétique
sum prod min max arithmétique arithmétique
* [ div mod arithmeétique arithmétique
+ - (unaires) arithmeétique arithmétique

*%

arithmeétique

arithmétique

Voici un tableau des principales fonctions mathématiques

abs(x) valeur absolue

ceil(x) plus petit entier supérieur ou égal
exp(x) exponentielle=”

floor(x) plus grand entier inférieur ou égal
log(x) logarithme neperieim z

log10(x) logarithme en bas&)

sqrt(x) racine carrée

5.6 Quelques commandes de l'interpete AMPL

La commande model nom-de-fichierpermet de charger un modele en mémoire. |l est parfois
utile d’enregistrer dans des fichiers differents le medlses données (par exemple dans le cas ou
on souhaite traiter différents jeux de données). Danssean charge en mémoire le modele avec
la commande model nom-de-fichier et les données avec la commanrdiata nom-de-fichies.

La commande reset» réinitialise la mémoire de l'interprete. Elle est utde particulier lors-
gu’on souhaite utiliser la commanedanodel» plusieurs fois de suite (lors de la mise au point des
modeles).

ampl: model conges.ampl;
ampl: model conges.ampl;

conges.ampl, line 1 (offset 4):

PRODUITS is already defined
context: set >>> PRODUITS; <<<
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conges.ampl, line 13 (offset 390):
stock_final_impose is already defined
context: param >>> stock final_impose <<< >= 0;

Bailing out after 10 warnings.
ampl: reset;
ampl: model conges.ampl;

La commande option solver nom-de-solveurspécifie le solveur a utiliser.

La commande solve» permet de résoudre un modele chargé en mémoire.

La commande display» permet d'afficher les valeurs des variables, les valeurgimales
des contraintes etc ... Elle permet d’afficher plusieursi@es en méme temps. Sur I'exemple, on
affiche une variable et ses bornes inférieure et supé&ri&mnsuite, on affiche une la valeur du corps
d’'une contrainte et sa valeur marginale.

mpl: model conges.ampl;

ampl: option solver cplex;

ampl: solve;

CPLEX 8.0.0: optimal solution; objective 10231.17857
9 dual simplex iterations (1 in phase I)

ampl: display profit_mensuel.lb, profit_mensuel, profit _mensuel.ub;
profit_mensuel.lb profit_mensuel profit_ mensuel.ub =

Jan -Infinity 1984 Infinity

Fev -Infinity 1519.68 Infinity

Mar -Infinity 1487 Infinity

Avr -Infinity 800 Infinity

Mai -Infinity 1855 Infinity

Jun -Infinity 2585.5 Infinity

ampl: display limitation_de_la_vente.body, limitation_ de_la_vente;
limitation_de_la_vente.body limitation_de_la_vente : =

Jan P1 55 7

Jan P2 50 1.8

Jun P5 95 9.2

Jun P6 55 2.4

Jun P7 34.5 0

La contraintdimitation_de_la_venteest indicée par des mois et des produits. Il est possible de
n'afficher que les valeurs marginales du mois de mai en atiti|a syntaxe suivante.

ampl: display {p in PRODUITS} limitation_de_la_vente ['Ma i", pl;
limitation_de_la_vente['Mai’,p] [ *] =

P1 10

P2
P3
P4
P5 1
P6
P7

WOk h~oOO®
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La commandéet permet de modifier la valeur d’un parametre sous l'intetgarDans I'exemple
suivant,prix est une variablejeltaet prix_approximatifsont des parametres.

ampl: model elasticite3.ampl;

ampl: option solver cplex;

ampl: solve;

CPLEX 8.0.0: optimal solution; objective 1992470.886

79 dual simplex iterations (0 in phase I)

ampl: let {p in PRODUITS_LAITIERS} prix_approximatif[p] : = prix[p];
ampl: let delta := delta / 2; solve;

CPLEX 8.0.0: optimal solution; objective 1993220.536

37 dual simplex iterations (2 in phase I)
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