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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Définitions

Le concept de signal recouvre des réalités trés diverses. Il peut étre associé & des grandeurs
physiques telles qu’une pression (acoustique), un champ électromagnétique (optique, onde radio
...), une luminance (imagerie optique) ou plus simplement & une tension électrique. Dans tous les
cas le signal est le support d’une information. Il devra étre véhiculé et analysé de fagon a extraire
I'information qu’il contient.

Le traitement du signal consiste a conditionner le signal de fagon & 'adapter aux moyens de
transmission, d’extraction et de restitution de I'information (amplification, modulation, démo-
dulation, échantillonnage, conversion analogique-digital (CAD) et digital-analogique (CDA)...).
Toutes ces opérations doivent étre effectuées sans que 'information soit dégradée ou a défaut que
la dégradation soit la plus faible possible.

1.2 Classement des signaux

1.2.1 Classement phénoménologique

Un critére possible de classement des signaux consiste a les regrouper en deux types distincts :
les signaux déterministes (ou certains) et les signaux aléatoires. Un signal déterministe est un
signal dont 1’évolution temporelle peut étre décrite par un modéle mathématique approprié. Pour
une grande majorité des signaux, cette évolution est alors parfaitement prédictible. Ce n’est toute-
fois pas le cas des signaux chaotiques. Ces signaux déterministes sont générés par des systémes non
linéaires trés sensibles aux conditions initiales. Leur évolution est difficilement prédictible (impré-
dictible & long terme) faute d’une connaissance suffisamment précise de ’état initial du systéme.
Par la suite on considérera que les signaux utiles (porteurs d’informations) sont déterministes ou
sont assimilables & des signaux déterministes. A 'inverse, un signal aléatoire est un signal dont le
comportement temporel est régi par le hasard et, de ce fait, est imprédictible. Ces signaux aléa-
toires seront alors décrits a partir d’observations statistiques. Cette catégorie de signaux regroupe
Pensemble des bruits (signaux parasites aléatoires) qui trés souvent masquent le signal utile et dont
il convient de se prémunir. Comme tout classement celui-ci a ses limites, ainsi un signal aléatoire
peut étre porteur d’information et nombre de signaux parasites sont déterministes.

Les signaux déterministes se classent en deux catégories :

- les signaux périodiques (théoriques parce que de durée oo)

- les signaux non périodiques qui se subdivisent en signaux permanents de durée co (théoriques)
et en signaux transitoires de durée finie (ou tendant rapidement vers 0 quand le temps tend vers
Pinfini).

Parmi les signaux aléatoires on peut distinguer :

- les signaux stationnaires dont les caractéristiques statistiques sont permanentes (théoriques)
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

- les signaux non stationnaires

1.2.2 Classement énergétique

Les caractéristiques énergétiques des signaux permettent de définir deux grandes classes de
signaux :

- Les signauz & énergie totale finie, pour lesquels la puissance moyenne totale (définie sur un
temps infini) est nulle. Cette classe comprend I’ensemble des signaux transitoires.

- Les signaux o puissance moyenne totale finie non nulle. Ces signaux sont de nature théo-
rique puisqu’ils transportent une énergie infinie. Cette définition recouvre I’ensemble des signaux
permanents, périodiques et aléatoires stationnaires & I’exclusion du bruit blanc dont nous verrons
qu’il est associé a une puissance moyenne totale infinie. Pour comprendre cette classification, il est
nécessaire de préciser les notions d’énergie et de puissance associées au signal.

1.2.2.1 Puissance instantanée

Pour définir la puissance instantanée d’un signal on peut s’appuyer sur la définition de la
puissance instantanée en électricité. Considérons un dipdle électrique parcouru par un courant
d’intensité i(t). La puissance instantanée dissipée dans ce dipole est :

P(t) = u(t) - i(t) ou u(t) est la différence de potentiel aux bornes du dipole.

Si le dipole est une résistance cette puissance s’écrit P(t) =  u?(t) = Ri?(t), expression qui
se réduit a P(t) = u?(t) = i%(t) si R = 1€. Par analogie on définit la puissance instantanée
normalisée (ou généralisée) d'un signal x(t), représentant une grandeur physique quelconque par
la relation suivante :

P(t) = (1) (1.1)

1.2.2.2 Energie totale

L’énergie E(t,ts) transportée par le signal z(t) pendant un intervalle de temps T entre les
instants t1 et to (T =ty — t1) est une quantité positive définie par la relation :

+t2 t2
E(ty,ts) = / P(t)dt = / x2(t) dt
t1 tl
L’énergie totale Epyiqie est la limite quand T tend vers l'infini de E(¢1,¢2) encore notée :

—+oo
ETotale:/ x2(t)dt:/ 22(t)dt (1.2)
T—o0

— 00

Notons que pour qu’un signal soit physique il est nécessaire que 1’énergie totale transportée
soit finie ce qui suppose que sa durée soit finie (signal transitoire). La fonction réelle représentative
de son évolution x(t) doit étre de carré sommable. L’intégrale fjo? 22(t)dt doit donc étre définie.

1.2.2.3 Puissance moyenne totale

On définit la puissance moyenne sur 'intervalle de temps T entre les instants ¢; et to par la
relation :

1 L[,
Pl 1) = E(t1,12) = T/ 22(1) dt
t1

La puissance moyenne totale Py1otare est la limite quand T'— oo de Py, (t1,t2) soit :

1
PrTotale = T OOi/ $2(t)dt (13)
T
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Si I'énergie totale est finie, comme c’est le cas pour les signaux transitoires, la puissance
moyenne totale est nulle. Pour que la puissance moyenne totale soit finie non nulle, ’énergie
totale doit étre infinie. C’est le cas pour les signaux permanents et les signaux périodiques.

Ces derniers signaux peuvent étre caractérisé par leur valeur efficace définie par :

Teff = PrTotale

valeur efficace souvent désignée sous le vocable anglo-saxon de valeur RMS (root mean square)
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Chapitre 2

ANALYSE DE FOURIER DES
SIGNAUX DETERMINISTES

2.1 Principe fondamental et définitions

L’analyse de Fourier (ou analyse harmonique) des signaux repose sur le principe suivant : Tout
signal physique temporel, représenté par une grandeur réelle x(t), peut toujours se décomposer en
une somme discréte ou continue de signaux élémentaires sinusoidaux de la forme a cos (2nvt + )
ol a est 'amplitude et ¢ la phase. v est la fréquence qui est une grandeur essentiellement positive
égale a l'inverse de la période T ( v s’exprime en Hz ). On peut également caractériser ces signaux
élémentaires sinusoidaux par leur pulsation w=2mv.

Si le signal x(t) est périodique de période Ty, il peut s’écrire sous la forme d’une somme discréte
de signaux sinusoidaux dont les fréquences sont des multiples entiers de la fréquence fondamentale
vy (Vg = T%) ). Le signal x(t) s’écrit alors :

n=oo
x(t) = ao + Z an, cos (2mnvgt + ©r,) (2.1)
n=1
ag représente la partie continue du signal, les signaux élémentaires de fréquence nvg (n > 1)
sont appelés harmoniques. La connaissance des a,, et ¢, permet de définir complétement le signal
et donc de le reconstruire.
Si le signal x(t) n’est pas périodique, cette décomposition discréte n’est plus possible et le
signal est alors représenté par une intégrale (Intégrale de Fourier). Le signal z(t) s’écrit alors :

x(t) = /000 a(v)cos (2nvt 4+ ¢ (v))dv avec p (0) =0 (2.2)

L’amplitude a (v) et la phase ¢ (v) sont des fonctions réelles continues de la fréquence v qui
définissent complétement le signal x(t). L’analyse de Fourier consiste & rechercher I’expression des
fonctions a (V) et ¢ (v) pour un signal x(t) donné. A partir de a (v) et ¢ (v) on peut effectuer la
synthése du signal z(t). Représentations temporelle et fréquentielle sont deux aspects d’une méme
réalité physique : Le signal. La représentation fréquentielle, et en particulier la courbe donnant
P’évolution de 'amplitude a (v), permet de comprendre la classification ” haute, basse... fréquence ”
introduite précédemment. Dans le cas de la Figure 2.1, le signal 2(¢) est un signal basse fréquence.

2.2 Forme complexe de l'intégrale de Fourier

L’intégrale de Fourier, telle que nous venons de la définir, a 'avantage d’étre physiquement
trés claire, malheureusement elle s’avére souvent peu commode du point de vue du calcul propre-
ment dit. Aussi a-t-on pris I’habitude d’utiliser une forme complexe pour les signaux élémentaires
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FIGURE 2.1 — Exemple de représentation fréquentielle d’un signal temporel x(t).

sinusoidaux. Ces signaux peuvent en effet s’écrire :

a(v)cos (2mvt+ ¢ (v)) = @) (;) eI CGrvite(v)) 4 b\ (Zy) e I@mvtte(v))

soit
a(v)cos (2nvt+ ¢ (v)) = #ew(”)eﬂ’”’t + #e*j””)e*ﬂm’t (2.3)

L’équation (2.3) peut encore s’écrire sous la forme :
a(v)cos (2muvt + ¢ (v)) = X (v) d?™ 4 X* (1) e 72Vt (2.4)

ot X (v) est une fonction complexe de la fréquence v appelée amplitude complexe du signal
élémentaire et X* (1) est son complexe conjugué. Le module de X (v), noté | X (v)|, représente a

un facteur prés 'amplitude du signal sinusoidal élémentaire (| X (v)| = %), largument de X (v),
noté ® (v), représente sa phase (¢ (v) = arg[X (v)] = ¢ (v)).

A ce niveau on est amené a introduire la notion de fréquence négative, qui n’a aucun sens
physique, mais permet de simplifier 'expression de l'intégrale de Fourier. On définit 'amplitude
complexe associée a une fréquence négative ' = —v (v > 0) par la relation :

X(—v)=X"(v) (2.5)
Compte tenu des relations 2.4 et 2.5, I'intégrale de Fourier (2.2) peut s’écrire :

o . 00 '
l’(t) = / X(l/) e]27l'l/tdl/+ / X(—V) eJQW(—D)th
0 0

si 'on pose v/ = —v dans la seconde intégrale on obtient :

x(t) = / X (v) e?*™tdy —/ X ()t qy!
0 0

> 0
x(t) = / X () 2y +/ X (') 250 gy
0 —o0
On aboutit ainsi a la forme complexe de I'intégrale de Fourier :

x(t) = /:’0 X (v) Pty (2.6)
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Cette relation conduit & une expression simple de X (v) qui permet de restituer a (v) et ¢ (v).
Fourier a montré que dans ces conditions X (v) s’écrit :

X () = /_ T (e gy (2.7)

X (v) est la Transformée de Fourier de z(t), réciproquement z(t) est la Transformée de Fourier
inverse de X (v). X (v) et x(t) sont deux expressions qui décrivent une méme réalité physique : le
signal. Si sa représentation temporelle z(¢) est une fonction réelle du temps X (v) est en général,
une fonction complexe de la fréquence. X (v) est également appelée Densité Spectrale du signal
x(t), son module |X (v)| est appelé Densité Spectrale d’Amplitude du signal et son argument
® (v) = arg [X (v)] est appelé Densité Spectrale de Phase du signal. Plus couramment on parlera
de spectre d’amplitude et de phase du signal ou plus généralement de spectre du signal.

Les propriétés de symétrie du spectre d’un signal physique (réel) résultent de la relation de
définition (eq. 2.5). En effet si on met X (v) sous la forme :

X (v) =X (v)] )
L’égalité 2.5 s’écrit encore :
X (0] %) = [X ()] eI

Ce qui entraine que :
| X (=v)| = X (v)]

Le Spectre d’amplitude est une fonction paire (symétrique) de la fréquence.
o(—v)=-2(v)

Le Spectre de phase est une fonction impaire (antisymétrique) de la fréquence

IXV) |
x(t)
Analyse
- v
Synthése @ (v)
t T

I\C

FIGURE 2.2 — Représentation complexe du spectre d’un signal temporel réel x(t).

Remarque : Dans ce qui précéde nous n’avons envisagé que le cas ol z(t) est une fonction
réelle de la variable temps associée & un signal physique; en fait les équations de définition de la
Transformée de Fourier (2.6 et 2.7) sont également valables lorsque x(t) est une fonction complexe
de t. Les propriétés de symétrie du spectre que nous venons d’énoncer ne sont évidemment plus
satisfaites.

Dans ce qui précéde, la Transformation de Fourier fait intervenir les variables temps t et
fréquence v appelées variables conjuguées. L’utilisation de la TF ne se limite pas a ce seul type
de variables. Le temps peut, par exemple, étre remplacé par une variable position; la variable
conjuguée est alors un nombre d’onde (%) Les phénomeénes de diffraction peuvent ainsi s’analyser
en termes de transformée de Fourier, la figure de diffraction étant la TF de l'objet diffractant.
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2.3 Propriétés essentielles de la Transformation de Fourier

2.3.1 Linéarité
La Transformation de Fourier (TF) est une opération linéaire : si
z(t) =TF =X (v) et y(t)<TF =Y (v)

alors
ax (t) + by (t) <« TF = aX (v) + bY (v) (2.8)

ol a et b sont des constantes qui peuvent étre complexes.
Le symbole z (t) <= TF = X (v) indique que les deux grandeurs x (t) et X () se correspondent
par Transformation de Fourier.

2.3.2 Propriétés liées a la parité du signal temporel

Si z () est une fonction réelle paire (z (—t) = x (t)), alors son spectre X (v) est réel (arg [X (v)] =

0 ou ) et pair. Inversement, si z (t) est une fonction réelle impaire (z (—t) = —z (¢)), son spectre
X (v) est imaginaire pur (arg [X (v)] = %) et impaire. La démonstration sera faite en travaux
dirigés.

2.3.3 Propriétés relatives a une compression et une dilatation tempo-
relle

Soit un signal dépendant du temps z (t), dont la TF est X (v), on envisage la transformation
qui & z (t) associe le signal y (¢) défini par la relation y (t) = = (at) ou a est un réel positif. Cette
transformation correspond a une dilatation temporelle si a < 1 et & une compression temporelle si
a > 1. En effet si z (¢) a pour durée 7, y (t) a une durée 7’ définie par a7’ =7 (7' =) . Sia < 1,
7/ > 7 ce qui correspond bien & une dilatation.

Le spectre de y (t) est donné par

+o0 )
Y (v)= / x (at) e 2™ dt
si 'on pose t/ = at (t = %), Y (v) s’écrit alors :
1 [t —
Y (v) = f/ z(t) e I¥mat at/

— 00
compte tenu de la relation de définition de X (v) (équation 2.7) on obtient :

y(t)=z(at) «TF =Y (v) = éx (g) (2.9)
Si la demi-largeur du spectre X (v) du signal = (t) est vy,, celle de Y (v) sera v}, , telle que % = VUm
soit v/, = av,,. Ceci correspond & une compression fréquentielle si a < 1 (v], < v), alors qu’il y a
dilatation temporelle. En résumé une dilatation temporelle est toujours associée & une compression
fréquentielle, inversement une compression temporelle entraine une dilatation fréquentielle, comme
le montre la Figure 2.3 pour laquelle a = 2.
En d’autres termes, plus un signal est temporellement long, plus son spectre est étroit. Pour
fixer les idées, la largeur du spectre d’un signal temporel est typiquement de 'ordre de grandeur

de l'inverse de la durée de ce signal :
1

v A%

Remarque : Pour étudier ’évolution d’une grandeur physique en fonction d’un paramétre p, il
est commode de balayer p linéairement en fonction du temps. L’appareil de mesure délivre alors
un signal dépendant du temps. En modifiant la vitesse de balayage, on peut ajuster la largeur du
spectre de ce signal.

A (2.10)
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x(t) [X (V)|

y(O =x(2t) (YW

0 /2 t —2Vm 0 2V v

F1GURE 2.3 — Dilatation fréquentielle induite par une compression temporelle.

2.3.4 Propriétés relatives a une translation dans I’espace des temps

On envisage maintenant la transformation qui a x(t) associe le signal y(t) défini par la relation
y(t) = z(t —to) on tp € R. Cette transformation qui correspond a l'introduction d’un retard to (si
to > 0) est illustrée sur la Figure 2.4.

AX(® y(O) =x (t-to)

A\
4

FIGURE 2.4 — Retard temporel.

On remarquera que puisque z(t) atteint son maximum a l'instant ¢ = 0, y(¢) atteint lorsque
Pargument de z(t — tg) est nul, c’est & dire lorsque ¢ = ty. Le spectre de y(t) est donné par

+oo
Y(V) = / Z(t — to) €7j2mjtdt
si lon pose t' =t — tg, soit t =t' +tg et dt = dt’ , Y (v) s’écrit alors :
+oo . ’ .
Y(V) — (/ x(t’) e—j2ﬂ'ut dtl> e—]271'1/to
compte tenu de la relation de définition de X (v) (2.7) on obtient
y(t)=x(t—t)) «TF =Y (v) = X (v)e I3l (2.11)
Remarquons que, si on pose X (v) = | X (v)|e/®+() alors Y (v) s’écrit :
Y (v) = [X(0)] 10200 | (1) 20

L’introduction d’un retard temporel ¢y n’entraine qu’une modification du spectre de phase du
signal qui s’écrit alors :
D, (v) = P,(v) — 2mvty
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On ajoute une droite de pente —27vty a la courbe représentant le spectre de phase du signal. Par
contre, la densité spectrale d’amplitude est inchangée et il n’y a donc pas de modification de la
bande de fréquence occupée par le signal.

2.3.5 Propriétés relatives a une translation dans I’espace des fréquences

On considére de nouveau un signal réel x(t) dont le spectre est X (v). On effectue une trans-
lation de ce spectre d’une quantité vy (9 > 0). On obtient le spectre Y (v) = X (v F 1) qui est
alors associé au signal y(t). Notons que, a l'issue de cette translation le spectre perd ses propriétés
de symétrie et ne peut donc correspondre a un signal physique réel (y(¢) € R) .y(t) s’écrit (voir
équation 2.6) :

y(t) = / X (v F1vp) ™ dy
—0o0

En posant v/ = v F v, soit v =1/ £ 15 et dv = dv’ , on obtient :

y(t) _ </ X (I/I) ej?ﬂ'l/tdy) ej:j27ruot

soit encore
Y(W)=XWvFw) «TF=yt)=1z(t)e?™! yit) e C (2.12)

Une translation dans ’espace des fréquences, d’une quantité vy, induit sur le signal, ’apparition
d’un terme de phase complexe évoluant au cours du temps a la fréquence vy.

On peut rétablir la symétrie du spectre en décomposant le spectre initial en deux éléments iden-
tiques, d’amplitude moitié, puis en translatant ces deux éléments respectivement d’une quantité
+vg et —vg. Le spectre obtenu est alors :

YW)=z[Xv—vy)+X v+ )]

N | =

La Transformation de Fourier étant linéaire on obtient :

1 . )
Yy (t) — 5 [:17 (t) e+327ru0t T (t) efg27ryot]

e+j27ru0t + e—jQTruot

y(t) ==z (t) 5 =z (t) cos (2mypt)
La “double translation”, décrite si dessus, aboutit a :
1
Y (v)= 3 X(v—wv)+Xwv+w)]<TF = y(t)=x(t)-cos(2mrpt) (2.13)

ce qui, comme le montre la Figure 2.5, correspond & une modulation du signal z(¢) par une
sinusoide de fréquence 1y ou, ce qui revient au méme, & une modulation de ’amplitude d’un signal
sinusoidal par le signal x(t).

2.3.6 Transformée de Fourier des dérivées d’un signal

On démontre facilement que :

y(t) = dflit)

<TF=Y(w)=(2m)X(v) (2.14)

En effet : y(t) = &4( j;o X(v) e??™idy) = fj;o X(v) L(e2¥™) dv

Soit : y(t) = fj—s X(v)(j2mv) /2™ dy) = fj;o Y (v) e/t du.
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A‘X(v)‘
A X()
0 t o) Vv
MY
A y(®) [X(v+vp) [X(v=vp)|
2 2
AMMAM R 7<R )
IR '
0 Vo v

S
0
| \) v D(v+vg) D(v-v)

FIGURE 2.5 — Translation dans ’espace des fréquences et modulation d’amplitude.

) , 6té suiv ive A brive
Tout aussi aisément, on démontre, par récurrence, la propriété suivante, relative a la dérivée

d’ordre n :

d™xz(t)

y(t) = —.,

Remarque : Les relations 2.14 et 2.15 peuvent s’utiliser pour analyser une situation ou, par
exemple, deux signaux sont liés par une équation différentielle & coefficients constants. C’est le
cas des systémes linéaires invariants que nous aborderons au chapitre suivant. On obtient alors
une relation liant les spectres des deux signaux qui permettra de calculer le gain du systéme.
Envisageons le cas ot z(t) et y(t) sont liés par la relation :

<TF=Y(w) = (j2m)"X(v) (2.15)

On notera au passage que z(t) et y(¢) doivent avoir méme dimension et donc que 7 a la dimension
d’un temps. Cette durée 7 est caractéristique de 1’évolution temporelle du systéme décrit par
léquation différentielle. La TF du terme de gauche de I'équation est nulle (fonction du temps
identiquement nulle), ce que l'on écrira sous la forme suivante :

TF {sz;sf) +y(t) —z(t)| =0

Les propriétés de linéarité de la TF entrainent

TF [leé(tt)} L TF[y(t)] — TF[z(t)] = 0

soit j27v7Y (v) + Y (v) — X(v) ou encore Y (v) = %X(u)

2.3.7 Spectre d’un produit de convolution de deux signaux

Nous verrons par la suite que le produit de convolution permet de décrire la fagon dont un
signal peut étre déformé au passage d’'un systéme de traitement du signal. En fait, ce produit
particulier joue un roéle essentiel en traitement du signal, ne serait ce que lorsqu’on analyse le
spectre des signaux modulés en amplitude. Aussi est-il important de définir ses caractéristiques et
de préciser ses propriétés.
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2.3.7.1 Définition du produit de convolution de deux fonctions f(u) et g(u)

Le produit de convolution sera noté par le symbole ® par opposition au produit simple noté *
(facultatif). Le produit de convolution de f(u) et g(u) est une fonction de la variable u défini par
la relation

—+oo
£ © glu) = [ ) glu— w)aw (2.16)
Le produit de convolution est commutatif, en effet si I'on effectue le changement de variable
v=u—u soit v =u—vetdu = —dv on obtient :
—00 +oo
f@ © gty = [ fu-v)glode= [ o) fu— vy
+o0 -
Soit

f(u) ®@ g(u) = g(u) ® f(u) (2.17)

2.3.7.2 Transformée de Fourier du produit de convolution de deux signaux

On considére un signal temporel y(¢) égal au produit de convolution de deux signaux z(t) et
w(t) (soit y(t) = z(¢t) ® w(t)). On désigne par X (v), Y(v) et W(v) les TF respectives de z(t),
y(t) et w(t).

+oo ) “+o0 “+oo )
Y(v) = / y(£) e=I2mt gy — / ( / 2(0) w(t — 0) d@) et gy
En intervertissant 'ordre des intégrations on obtient 1’équation suivante :
+oo +oo )
Y(v) = / x(0) (/ w(t — 0) e_ﬂ’”’tdt> de

dans laquelle le terme entre parenthéses représente la TF de w(t — 6) égale a W (v)e =729 (voir
équation 2.11), on obtient donc :

— 00

+oo
Y(v)=W(v) </ x(0) e_ﬂ””edﬁ) =W()*X(v)
Le spectre (TF) du produit de convolution de deux signaux temporels est égal au produit simple
des spectres (TF) de ces deux signaux (Théoréme de Plancherel). Cette propriété se résume par

yt)=z@t)@wlt) «TF=Y{v)=X({)«W(v) (2.18)

2.3.8 Spectre du produit simple de deux signaux

Par une démonstration analogue & celle du paragraphe précédent, on montre que le spectre
(TF) du produit simple de deux signaux temporels est égal au produit de convolution des spectres
(TF) de ces deux signaux.

yt)=z(t)xw(lt) «TF =Y W) =Xv)@W(v) (2.19)

(Il suffit de calculer la transformée inverse du produit de convolution des spectres).

2.4 Transformée de Fourier de signaux élémentaires

2.4.1 Impulsion (distribution) de Dirac

Bien quelle n’ait pas de réalité physique, I'impulsion de Dirac est un outil mathématique
couramment utilisé en traitement du signal. Il ne nous appartient pas de développer un cours
complet sur ce que les mathématiciens qualifient de distribution de Dirac, nous nous contenterons
de définir ses caractéristiques et préciser quelques-unes de ses propriétés essentielles.
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2.4.1.1 Définition

Une impulsion de Dirac, dépendant de la variable réelle u, sera notée d(u) et pourra étre définie
par les relations :
0(u)=0 si uw#0

ou) o0 si u=0 (2.20)
+oo
/ O0(u)du=1

L’impulsion de Dirac est nulle partout, sauf pour la valeur de la variable qui annule son argument,
auquel cas elle tend vers 'infini. De plus son aire est égale a 1'unité.

2.4.1.2 Propriétés
L’impulsion de Dirac est paire (symétrique) :
0(—u) = do(u) (2.21)

Le produit de convolution d’une fonction par une impulsion de Dirac est égal & cette premiére
fonction. On montre (voir TD) que, si f(u) est une fonction réelle ou complexe de la variable réelle
u, continue et & dérivées successives continues, alors :

+oo
/ f')-6(u' —up) du' = f(ug) (2.22)
— 00

Notons qu’une telle fonction f(u) ne peut correspondre a un signal physique qui posséde un
début et une fin tous deux caractérisés par une discontinuité du signal et/ou d’une de ses dérivées.
Toutefois on admettra qu’il est toujours possible d’approximer un signal physique par une fonction
analytique qui posséde les propriétés énoncées ci dessus. La propriété 2.22 est valable quelle que
soit la valeur de ug, compte tenu de la symétrie de 'impulsion de Dirac (2.21), elle peut se réécrire :

+o00
| )ty = s(w)

soit encore :
fu) ®@6(u) =0(u) @ f(u) = f(u) (2.23)
Cette derniére propriété peut étre réécrite sous la forme plus générale suivante :
fu) @ 6(u—uo) = 6(u—uo) ® f(u) = f(u—wuo) (2.24)

Le produit de convolution par I'impulsion 6(u — ug) permet ainsi de réaliser une translation de
I’ensemble du signal autour de la variable ug. Cette propriété pourra étre utilisée aussi bien dans
I'espace des temps que dans 'espace des fréquences.

2.4.1.3 Représentation

Par convention I'impulsion de Dirac d(u) et plus généralement d(u — ug) sera représentée par
un vecteur de longueur unité, comme il est indiqué sur la Figure 2.6.

2.4.1.4 Reéalisation

Comme nous ’avons déja signalé, une impulsion de Dirac n’est pas réalisable physiquement,
elle peut toutefois étre considérée comme la limite, lorsque leur largeur tend vers zéro, de signaux

impulsionnels réalisables avec une bonne approximation. On peut citer, par exemple, I'impul-

sion rectangulaire de largeur A et d’amplitude % et 'impulsion triangulaire de largeur 2A et de

méme amplitude i toutes deux représentées sur la Figure 2.7, ou encore I'impulsion décrite par

e 82 (sinus cardinal). On notera que toutes ces impulsions sont d’aire

+sinc(Z¢) ou sinc(z) =
unité.
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3(u) d(u—uy)

FIGURE 2.6 — Mode de représentation d’une impulsion de Dirac.

g -

1/A

i

—-A2 A2 u -A

FIGURE 2.7 — Exemple d’impulsions approximant I'impulsion de Dirac.

2.4.1.5 Poids d’une impulsion

L’impulsion ad(u — ugp) est nulle partout, sauf en u = ug ou elle tend vers l'infini, mais son aire
vaut :

/+OC ad(u) du = a

— 00

Cette impulsion sera dite impulsion de Dirac de poids a. a peut étre réel ou complexe. Nous serons
amenés a utiliser des impulsions de Dirac temporelles et fréquentielles, ces derniéres étant, nous
allons le voir, utilisées dans ’écriture des spectres des signaux périodiques.

2.4.1.6 Spectre d’une impulsion de Dirac

Si z(t) = 4(¢), la TF de x(t) s’écrit :
X(v) = fj;o §(t)e=92™tdt = 1 valeur prise par e /2™t en t = 0 (voir 2.22).

On a donc :

0(t) <«TF =1 etdeméme ad(t) =TF=a (2.25)
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[X (V)]
x(t) = ad(t-to) a
0 v
—_—
(_
O(v)=-2mv ty
0 to t
\Y

FIGURE 2.8 — Spectre de I'impulsion de Dirac ad(t — tg).

De fagon plus générale, les propriétés de la TF relatives a la translation temporelle permettent
décrire :
ad(t —tg) <= TF = a e I2™ (2.26)

Le spectre de 'impulsion de Dirac couvre toutes les fréquences de (voir Figure 2.8) ; on parle
alors de spectre blanc par analogie avec la lumiére blanche dont le spectre couvre toute la gamme
du visible. Notons que ce spectre de largeur infinie correspond bien & une impulsion de durée nulle
(voir 2.10). Compte tenu de la définition de l'intégrale de Fourier (2.6), la relation (2.25) permet
décrire :

—+o0
(S(t _ tO) — / eijm/toeij/th

soit
+oo
6(t—t0):/ eI Zrvit=to) gy, (2.27)
—00

2.4.2 Spectre d’un signal constant

On vérifie aisément que le spectre d’un signal constant x(t) = A est une impulsion de Dirac
de poids A.(voir Figure 2.9)

()= A «TF = X(v) = AS(v) (2.28)
x(t)=A X (V)=Ad(v)
E—
-—
0 t 0 v

FIGURE 2.9 — Spectre d’un signal constant.

Les propriétés de la TF relatives a la translation dans I’espace des fréquences permettent alors
décrire :
Azl — TE = A§(vF 1) (2.29)

Ces deux derniéres propriétés vont permettre de déterminer le spectre des signaux périodiques.
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2.4.3 Spectre d’un signal sinusoidal

Rappelons qu’un signal sinusoidal z(t) = a cos(2wvpt + ¢), de période Ty (fréquence vy = T%) )
peut toujours se mettre sous la forme :

a - a . .
1) = —elPei2mvot | Zo—jpo—i2mrot
x(t) 5¢’7e + e ’¥e
Compte tenu des relations (2.29) le spectre s’écrit
@ je @ e
X(v) = 576(v —wo) + e 7%5(v + 1) (2.30)

Comme le montre la Figure 2.10, le spectre d’amplitude est composé de deux impulsions de

Dirac de poids g , respectivement centrées sur v = 1y et v = —vg. Le spectre de phase, quant a
lui, se réduit a deux valeurs ®(—vg) = —p et D(1vp) =@ .
[ XMW
O I B R R T-
-Vo 0 \;() v
= |
0 t | IO
v s
I !
|
: 0 %
| G

FIGURE 2.10 — Spectre d’un signal sinusoidal.

2.4.4 Spectre d’un signal périodique

Nous avons vu qu’un signal périodique z(t) de période Tp (vg = T%) ) peut s’écrire sous la forme
de la série de Fourier :

n=oo

z(t) = ap + Z ap, cos(2mnuot + @p,)

n=1

La TF étant linéaire, le spectre de x(t) sera obtenu en effectuant la somme des TF de chacun des
éléments de la série de Fourier. Ce spectre s’écrit :

n=oo
an

X(v) = apd(v) + Z > eI §(v — np) + %l e 7 §(v 4 nuy)

n=1

Le spectre d’un signal périodique est constitué d’une série infinie d’impulsions de Dirac associées
respectivement aux composantes du signal de fréquences 0, vy, £2vy, ... £nyy ( fig 2.11).
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a2 f [X V)| a2
-as/2 A o ay/2
T -a,/2 A a,/2 T
-3vp -2V -Vo 0 Vo AV 3vy \%
A
| ’ i
' 0 v
| ¢ |
. |

FIGURE 2.11 — Allure du spectre d’un signal périodique.

Dans la pratique, le nombre de composantes & prendre en compte pour restituer le signal est
fini. Il faut toute fois noter que, lorsque le signal présente des zones d’évolution rapide (telles que
des discontinuités) ce nombre peut devenir trés grand, d’autant plus grand que les variations du
signal sont rapides.

Par commodité, il est préférable décrire la série de Fourier sous une forme complexe, pour
introduire cette notation on utilise une méthode identique & celle employée pour 1’écriture de
I'intégrale de Fourier. On pose

_ 9n jen
X, = 5 e

Son complexe conjugué qui apparait dans le second terme de la somme est posé égal & X_,,soit :
a .
%e”’” =Xr=X_,

Le signal s’écrit alors :

n=+oo

p(t) = Y X, el (2.31)

n=—oo

ot Xo = ag ,|Xuan| = % et arg(Xi,) =+,
X, est appelé composante de Fourier d’ordre n du signal, on peut montrer que cette composante

est égale & :

1 o .

X, =— / x(t) e I2mmot gy (2.32)
TO _%

Notons que dans I’équation 2.32 on intégre une fonction périodique sur une période, le résultat est

donc indépendant du choix des bornes que 'on peut adapter a la symétrie de la fonction x(¢). La

T
. fo +2 .
composante d’ordre zéro s’écrit : Xg = T%) . () dt et représente la valeur moyenne temporelle

du signal que l'on notera par la suite (z(t)). Finalement les équations (2.29) et (2.31) conduisent
a I'expression du spectre suivante :

n=+oo

X(w)= > Xno(v—nw) (2.33)
2.4.5 Cas particulier de signal périodique : Peigne de Dirac

Le peigne de Dirac (temporel) est constitué par une succession d’impulsion de Dirac répartie
périodiquement dans le temps avec une période que 'on notera Ty. On conviendra de noter ce
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peigne de Dirac par le symbole suivant Ur,(¢) (le symbole en indice indiquant la période). Le
peigne de Dirac s’écrira :
n=-+0oo

Ur,(t) = Y &(t—nTp) (2.34)

n=—oo

signal qui est bien caractérisé par une infinité d’impulsions de Dirac centrées sur les instants
t = nTy. Le spectre X (v) du peigne est donné par ’équation 2.33 avec

in +o0 n=-o00 +%
_ —]27rn1/ot o _ —j2mnyot
X, To/ . > 6 (t—nTy) dt= > TO/_I;0 §(t—nTy) e dt

n=—oo n=—oo

dans cette derniére somme seule l'intégrale - T f 3 5 (t) e=72™0otdt est non nulle. Elle est égale a
T j_oo 8 (t) e 92moldt et vaut .

On a donc X,, = T% et X(v) = T%, ZZ?:? 8§ (v — nip) ot vy = . Le spectre d’'un peigne de
Dirac temporel de période T} est au p01ds ~ prés un peigne de Dlrac fréquentiel de perlode

L) (2.35)

U, (¢ TF

2.5 Spectre de puissance ou d’énergie

2.5.1 Spectre de puissance des signaux périodiques

Dans la mesure ot les signaux périodiques ont une énergie infinie, on ne pourra les caractériser
que par leur spectre de puissance. Rappelons que la puissance moyenne totale d’un signal x(t) de
période T} s’écrit :

1 [T=
Prrotale = ?O/ ” x (t) dt

Elle peut s’exprimer en fonction des composantes Xn du signal. En effet :

1 +% n=-+o0
Porotate = TO /_E x(t) { Z X, e]27rnu0t} dt
2

n=—oo

En permutant ’ordre des sommations on obtient :

n=+00 1 [+ .
PmTotale - Z Xn {TO / (t) ej2ﬂ—mj0t dt}

n—=—oo

ot le terme placé entre accolades représente X_,, (voir 2.32) qui par définition est égal a X. La
puissance moyenne totale s’écrit alors :

n=-+oo

Prrotale = Z XnX;: (236)

n=—oo

La puissance moyenne totale d’un signal est égale a la somme des carrés des modules de ses
2 . . , . . .
composantes.| Xo|” représente la puissance transportée par la partie continue du signal. Dans le

cas d’un signal sinusoidal d’amplitude a le spectre se réduit deux composantes X; et X_; dont
2

les modules valent tous deux 5 . La puissance moyenne totale s’écrit :Protate = 4 + 4 = %5

2
résultat bien connu!
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Pour rendre compte de la distribution de la puissance dans ’espace des fréquences, on introduit
la notion de densité spectrale de puissance ou de spectre de puissance du signal. La densité spectrale
de puissance du signal z(t) (cf. Figure 2.12) est définie par la relation :

n=-+oo

Po(v)= Y |Xal* (v — np) (2.37)

n=—oo

(Attention P, (v) n’est pas la TF de la puissance moyenne totale de z(¢)) On remarquera que
I'aire sous la courbe représentant 1’évolution de la densité spectrale de puissance en fonction de la
fréquence est égale a la puissance moyenne totale du signal. En effet :

/+°° Py(v)dv = n:ir:w {'Xn|2 (/_+OO §(v — nwg) dy>} = n:i:m 1X0|? = PoTotate

— 00 00

n=—oo n=—oo
P, (v)
A
X, Xy X,/
2 IX"|2 |X,|2
|T3| T T | ?sf
-3 vo -2 vy —Vo 0 Vo 2 vo 3ve Vv

FIGURE 2.12 — Allure du spectre de puissance d’un signal périodique.

2.5.2 Spectre d’énergie des signaux transitoires

Dans le cas des signaux transitoires, la puissance moyenne totale du signal étant nulle, le
spectre de puissance n’a pas de signification et le signal sera représenté par son spectre d’énergie.
Rappelons que l’énergie totale du signal s’écrit ( voir équation 1.2) :

—+oo
Erotate = / z? (t) dt

— 00

Elle peut encore s’exprimer en fonction de la densité spectrale de signal. En effet :

+oo +oco )
ETotale = / l‘(t) { X(V) ej2ﬂ-utd1/} dt

— 00 — 00

Ce qui aprés changement de l'ordre des intégrations s’écrit :

+oo +oco )
Etotate = X(V) {/ l‘(t) eﬂm’tdt} dv

— 0o — 00

ou le terme placé entre accolades représente X (—v) (voir 2.7), qui par définition est égal a X*(v)
. On aboutit & ’expression suivante :
+oo +oo
ETotale = X () X*(v)dv :/ X (v)|* dv (2.38)
— 00 — 00
| X (v)]? représente la densité spectrale d’énergie du signal E,(v). La relation (2.38) indique que
I’aire placée sous la courbe représentative de la densité spectrale d’énergie est égale a 1’énergie
totale transportée par le signal.
Remarquons que P,(v) et E,(v) sont des fonctions réelles dont 'aire est positive, puisque
celle-ci représente la puissance moyenne totale ou I’énergie totale du signal qui sont des grandeurs
physiques essentiellement positives.
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Ey(v)

0 %

FIGURE 2.13 — Densité spectrale d’énergie et Energie totale.

2.5.3 Modéle pour le spectre d’un signal « périodique » expérimental

Nous avons vu qu’un signal périodique est, au sens strict du terme, de durée infinie. Toute
réalisation expérimentale d’un tel signal, de durée nécessairement finie, ne sera donc qu’une ap-
proximation. On se propose d’étudier le spectre d’une réalisation de durée totale T (T' >> T ou
T est la période du signal périodique). Notons que, méme si la durée totale du signal est trés
grande, on sera amené, pour mesurer son spectre, a ’observer pendant un laps de temps relative-
ment court. Ceci revient a réduire la durée du signal a celle de ’observation. Pour simplifier nous
nous limiterons au cas d’un signal « sinusoidal » de durée T, tel qu’il est représenté sur la Figure
2.14.

Le signal est le produit d’une sinusoide a cos 27yt par une fenétre rectangulaire de durée T'
notée Cp(t) et définie par :

Cr(t)=1sit e } —|—Z [et Cr(t) = 0 ailleurs

2772
Le signal z(t) = a cos 2nvgt - Cp(t) peut étre vu comme une impulsion rectangulaire modulée par

une sinusoide de fréquence 1. Son spectre est alors obtenu a partir de celui de Cp(t) en effectuant
une double translation (voir relation 2.13), ce qui donne :

X(v) = g(oT@ — 1) + Cr(v + 1))

ou Cr(v) est le spectre de Cr(t). On montre, sans grandes difficultés (voir TD), que ce spectre
vaut Cr(v) = Tsinc(nvT). Le spectre de x(¢) est donc constitué de deux impulsions sinus cardinal
centrées respectivement sur —vg et v (voir Figure 2.14). La largeur de ces composantes est
inversement proportionnelle a la durée T d’observation. Plus ’observation sera longue et plus les
composantes seront étroites. Lorsque T' — oo, 'impulsion sinus cardinal tend vers un pic de Dirac
et on retrouve alors le spectre de la sinusoide.

Remarque : Le spectre peut étre calculé en utilisant les propriétés de la TF relatives au produit
(voir 2.19), on obtient :

X(v) = S0 =10) +6(v + 1)) ® Cr(v)

X(v) = 2(3(v — 1) ® Cr(v) + 8(v + 1) ® Cr(v))

e

On obtient le méme résultat que précédemment en remarquant que (cf 2.24) :

0(v+1p) ® Cr(v) = Cr(v £ )
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x(®) IX (V)]
A\

a/2

FIGURE 2.14 — Spectre d’un signal "sinusoidal" expérimental.

2.6 Annexe : Transformées de Fourier usuelles

Fonction x(t) Transformée de Fourier X (v)
Eonctiqn Echelon Unité m_(t) = u(t) X(v) = 40 4 1
(u(®)=0 si t<0 , w(t)=1 si ¢t>0) 2 T j2mw
l‘(t) = €_t/7u(t) X(Z/) = m

Fonction porte de durée 7 :

2(t) =u(t+3) —u(t — %) X(v) = 7 sinc(mvT)

Impulsion Gaussienne z(t) = e~ /7’ X(v) = 7/me= (@)’

Impulsion Lorentzienne x(t) = W X(v) = rre 2Vl
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Chapitre 3

SYSTEMES LINEAIRES INVARIANTS

3.1 Définitions

L’objet de cette étude est beaucoup moins limitatif qu’il peut paraitre a priori dans la mesure
que bon nombre de systémes peuvent étre modélisés par un Systéme Linéaire Invariant ou station-
naire (SLI). Pour les systémes de transmission de U'information on aura tendance & rechercher ces
propriétés de linéarité et d’invariance temporelle pour ne pas introduire de distorsion sur le signal
et provoquer des pertes d’information. D’autre part la grande majorité des systémes physiques ont
des comportements linéaires dans une plage plus ou moins limitée de valeurs de paramétres. Ainsi,
par exemple, lorsqu’on étudie la propagation de la lumiére dans un milieu matériel, le milieu est
linéaire en champ pour les faibles valeurs de 'intensité lumineuse. Au cours de la propagation, le
champ verra son amplitude varier (absorption) ainsi que sa phase (dispersion). Ces deux phéno-
meénes pourront étre étudier a ’aide des outils que nous allons développer. Dans tout ce qui suit,
on désignera par z(t) le signal appliqué sur Uentrée du Systéme Linéaire Invariant et par y(t) le
signal obtenu en sortie (ou encore réponse) suivant le schéma ci dessous.

z(t) — S.L.I. — y(t)

3.1.1 Propriété de linéarité
La propriété de linéarité d’'un systéme s’exprime par la relation suivante : si y;(t) est la réponse
du systéme au signal d’entrée x;(t), alors la réponse a z(t) = ) . a;z;(t) est y(t) = >, a;yi(t),
soit :
> aimi(t) — SLL — Y aw(t) (3.1)
i i

Les paramétres a; sont indépendants du temps et peuvent étre complexes. Les fonctions z;(¢) et
yi(t) peuvent également étre complexes. Par contre si x;(t) est un signal physique réel, y;(t) doit
I’étre également.

3.1.2 Invariance temporelle (ou stationnarité)

La propriété d’invariance temporelle du systéme exprime le fait que la réponse du systéme ne
dépend pas de I'instant ou le signal d’entrée est appliqué, ou encore que cette réponse ne dépend
pas de l'origine des temps choisie. Cette propriété est résumée par la relation suivante :

2(t—0) — S.LI — y(t —0) (3.2)

Les propriétés de linéarité et d’invariance dans le temps peuvent s’exprimer simultanément sous la
forme générale suivante : si un signal (¢, «), dépendant d’un paramétre a (qui pourra étre un déca-
lage temporel), a pour réponse y(t, ), la réponse au signal z(t) défini par : z(t) = [ a(a)z(t, a)da
sera y(t) = [ a(a)y(t,a)da

25
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a(a) est une fonction réelle ou complexe de «. Le paramétre o peut lui méme étre complexe,
dans ce cas l'intégration se fait sur un contour défini du plan complexe. Les propriétés de linéarité
et d’invariance des S.L.I. vont permettre d’établir des relations liant le signal de sortie au signal
d’entrée. Avant de passer en revue ces relations il convient de préciser les caractéristiques des S.L.I.
qui peuvent étre décrites par un modéle mathématique simple.

3.1.3 Modélisation

Le comportement d’un systéme linéaire invariant pourra en général étre complétement décrit
par une équation différentielle & coefficients constants faisant intervenir x(t) et y(t) ainsi que leurs
dérivées temporelles successives. Cette équation pourra se mettre sous la forme :

4

" d i dj
; PTTEd Z b i’ (3:3)

j=0

ot a; et b; sont indépendants du temps.

Si I’équation ne contient pas d’autres dérivées que les dérivées du premier ordre de z(t) ou de
y(t) par rapport au temps le systéme sera dit du premier ordre. Si des dérivées du second ordre
apparaissent le systéme sera dit du second ordre. Les circuits électriques de type RC ou RLC
constituent des prototypes de systémes du premier et second ordre (voir figure 3.1).

R
Y VVVVVV A
x(t) c |yt RC%-&—y:x
c
|
A A
dy 1 dx
x(t @2 Fi——y=2
(t) % y(t) (2) m RCy dt
R
_)\_@'\/VVVV\I A
2
X(t) c— |vo @ LCj—ZJrRC%er X
t
A
d%y dy dx
yt) (4) LC—+RC—+y RCE
dt? dt dt
A
2 2
y(t) (5) LCd—+RCdy y—LCd—
dt? dt dt?

FI1GURE 3.1 — Exemple de systémes du premier et du second ordre

On considére un signal z(t) démarrant a 'instant ¢ = 0 il est donc tel que x(¢t) = 0 si ¢ < 0.
Un tel signal est dit causal.
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Si on applique ce signal sur lentrée d’un systéme linéaire invariant le signal de sortie est
également causal. Cette réponse contient deux termes :

1. Le premier est une réponse transitoire (de durée finie) qui d’un point de vue mathématique
correspond & la solution générale de ’équation (eq. 3.3) sans second membre.

2. Le second terme est la réponse forcée qui correspond & une solution particuliére de ’équa-
tion (eq 3.3) avec second membre. Aux temps longs (>> durée du transitoire qui est une
caractéristique du systéme) seule subsiste la réponse forcée. C’est en particulier le cas pour
les signaux x(t) périodiques de durée infinie et pour lesquels le transitoire n’a pas de raison
d’exister.

Pour analyser la réponse du systéme on peut décomposer le signal d’entrée z(t) en série ou en
intégrale de Fourier. Si on applique & ’entrée du systéme un signal élémentaire sinusoidal de la
forme a cos(2mvt + ) la solution de I’équation différentielle 3.3 est également un signal sinusoidal
de méme fréquence v mais d’amplitude et de phase différentes. La connaissance des modifications
d’amplitude et de phase associées a chaque composante élémentaire de x(t) permet de reconstituer
le signal de sortie y(t). Dans ce type d’analyse on est amené a introduire la notion de gain (plus
précisément de gain complexe) qui décrit la variation d’amplitude et le déphasage introduits par
le systéme pour tout signal sinusoidal.

Bien que parfaitement utilisable, cette technique s’avére parfois laborieuse pour décrire la
réponse transitoire du systéme. Il est alors plus commode d’utiliser des signaux élémentaires de
type eP! (p = o + j27v) qui généralisent les signaux e/2™* de la transformée de Fourier. La
décomposition des signaux sur une base de signaux élémentaires de type eP! correspond a la
Transformation de Laplace.

3.2 Relation de convolution

3.2.1 Réponse impulsionnelle et représentation du signal de sortie

Nous avons vu dans le chapitre précédent que tout signal z(t) peut se mettre sous la forme
x(t) = x(t) ® 6(t) soit encore :

2(t) = / T o(0)6(t — 6) do (3.4)

— 00

Le signal z(t) apparait comme une superposition linéaire d’impulsions de Dirac centrées sur
des instants 0 et ayant pour poids les valeurs de z(t) a ces différents instants 6. Si I’on désigne par
h(t) la réponse du systéme a 'impulsion de Dirac 6(¢), le systéme étant invariant on aura

0(t—60) — S.LI. — h(t—10)

La réponse y(t) du systéme linéaire au signal x(t) sera une superposition linéaire des signaux
h(t — 0) et s’écrira :

“+oo
y(t):/ 2(0) h(t — 0) df (3.5)

— 00
soit encore

y(t) = z(t) ® h(t) = h(t) ® x(t) (3.6)

h(t) est appelé la réponse impulsionnelle du systéme. La réponse du S.L.I & un signal d’entrée
donné est le produit de convolution de ce signal avec la réponse impulsionnelle du systéme.

Dans la mesure o la connaissance de h(t) permet de calculer la réponse du systéme a n’importe
quel signal d’entrée, la réponse impulsionnelle caractérise complétement le systéeme.

Remarque importante : i(t) est un signal causal (h(t) =0sit < 0). Eneffet V¢ < 0,(t) =0
aucun signal n’est donc appliqué sur I'entrée du S.L.I. pour les temps négatifs, selon le principe
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de causalité, il ne peut donc y avoir de signal a la sortie du systéme (h(t) = 0). Compte tenu de
cette remarque, h(t —0) #0sit — 60 > 0 soit 0 < t, y(t) s’écrit alors

t
y(t) = / x(0) h(t —0)do
—0o0
La réponse du S.L.I. a I'instant ¢ dépend de I’ensemble des valeurs que prend le signal d’entrée
aux instants inférieurs ou égaux a t. y(t) dépend de 1""histoire" (passée et présente) de x(t).
Notons enfin que si z(t) est causal (z(t) = 0 si t < 0) y(t) est également causal et pour £ > 0
s’écrit :

y(t):/o 2(0) h(t — 0) df

3.2.2 Approche Qualitative

Pour se faire une image de la représentation de y(¢) en terme du produit de convolution de
x(t) par h(t), nous allons remplacer x(t) par un signal trés voisin Z(¢) obtenu a partir de z(¢) a
I’aide d’un échantillonneur bloqueur de pas AT. Cet échantillonneur mesure le signal & un instant
t et maintient le signal mesuré & sa sortie pendant un intervalle de temps AT, il effectue ensuite
une nouvelle mesure (la durée de la mesure est trés faible par rapport au pas AT). Comme le
montre la figure 3.2, le signal ainsi obtenu présente une succession de paliers de durée AT dont les
amplitudes sont égales aux valeurs que prend z(t) aux instants de mesure (¢ = nAT). Ce signal
peut étre vu comme la superposition d’impulsions rectangulaires de largeurs AT et d’amplitude
z(nAT) centrées sur les instants nAT + AT/2.

1\&(0
A N
AT I A A R (©
| N e e e e A I B |
S T A B R L R
Illllollllllt)

FIGURE 3.2 — Signal obtenu a partir de z(¢) a 'aide d’un échantillonneur bloqueur

Si 'on désigne par Mar(t) U'impulsion rectangulaire de largeur AT et d’amplitude 1/AT re-
présentative de 'impulsion de Dirac (voir figure ) le signal Z(t) s’écrit :

() = nzfox(m:r) Aar (t _ <n + ;) AT) AT (3.7)

n=—oo

Si on désigne par H a7(t) la réponse de systéme a impulsion Mar(t), par linéarité et invariance
temporelle la réponse du systéme au signal Z(t) sera :

n=+oo
~ 1
g(t) = n;m:c(nAT) Har < - (n + 2) AT) AT (3.8)
Lorsque AT — 0, Mar(t) — 6(t) et T(t) — x(t); de méme Har(t) — h(t) et les équations 3.7
et 3.8 tendent respectivement vers les équations 3.4 et 3.5 (on a alors nAT = (n + 3)AT = 0 et
AT = df).
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3.3 Analyse harmonique

3.3.1 Gain d’un systéme linéaire invariant

Nous avons vu que pour un signal d’entrée sinusoidal x(t) = a,cos(2wvt + ¢, ) la réponse du
systéme est un signal sinusoidal de méme fréquence. Le passage dans le systéme se traduit par
une modification de 'amplitude et I'introduction d’'un déphasage qui tous deux dépendent de la
fréquence du signal. Le signal de sortie s’écrit : y(t) = aycos(2mvt + ¢y).

On appelle gain du systéme |G ()| le rapport des amplitudes 2+ (|G(u)| = Z—y)

Yy — 9z = AP(v) est le déphasage.

Gain et déphasage ne sont définis que pour des signaux d’entrée et de sortie sinusoidaux. Ce
sont des grandeurs réelles dépendant de la fréquence.

3.3.2 Gain complexe

Comme pour la transformation de Fourier, il est commode de représenter le systéme par une
unique grandeur complexe qui rend compte & la fois du gain et du déphasage. En adoptant une
démarche analogue & celle utilisée au paragraphe 2.2, on montre que si on applique & ’entrée du
S.L.I. un signal z(t) = e/2™* le signal de sortie s’écrira :

(1) = |G()] 24 e
On définit le gain complexe G(v) du systéme par la relation :
G(v) = |G(v)| 2"

Le passage a la formulation complexe nécessite l'introduction de fréquences négatives ce qui
impose au gain complexe les propriétés de symétrie suivantes :

G(—v) = G*(v) soit |G(—v)| =|G(v)| et AD(—v) = —AD(v) (3.9)

Le module du gain est une fonction paire de la fréquence alors que le déphasage est une fonction
impaire.
Toujours pour un signal d’entrée x(t) = e/2™¢ le signal de sortie y(t) peut s’écrire :

y(t) = h(t) @ z(t) = [ - h(0)z(t — 0)do = L o h(0)e?2 (=9 qp

soit

y(t) = {/*‘X’ h(e)e_ﬂm’e)d@} T2 T [h(4)] 927

Les fonctions e/2™¢ apparaissent comme des fonctions propres pour les Systémes Linéaires Inva-
riants ce qui justifie leur emploi ainsi que celui de I'intégrale de Fourier pour I’étude de ces systémes.
Le résultat ci dessus montre également que le gain complexe est la transformée de Fourier de la
réponse impulsionnelle.

h(t) < TF = G(v) (3.10)

h(t) et G(v) sont deux représentations équivalentes du S.L.I. et chacune le décrit entiérement.

3.3.3 Propriétés du Gain et de la Réponse impulsionnelle
Pour un systéme physique réalisable la réponse impulsionnelle doit étre d’énergie finie. C’est a
dire
—+oo
/ W) dt =E < oo

— 00



30 CHAPITRE 3. SYSTEMES LINEAIRES INVARIANTS

Ce qui impose au gain complexe d’étre également de carré sommable (cf paragraphe 2.5)

“+o0 “+o0
/ \h(t)|2dt:/ G2 dv = < oo

— 0o — 0o

De plus le fait que h(t) doit étre causal impose des contraintes sur G(v) qui se manifestent
par Uexistence de relations liant partie réelle et partie imaginaire du gain ( relations de Kramers-
Kronig)

3.3.4 Deétermination du gain complexe

Nous venons de voir que la réponse d’un S.L.I. au signal élémentaire €727 est G(v)e?™t, pour
obtenir I’expression du gain on introduit cette propriété dans I’équation différentielle 3.3 décrivant
le systéme. On obtient :

m

; a; %(G(V)ej%rut) =G() Z ai(jQﬂ-V)ieijwt _ Z bk(jzﬂy)kejzmjt

i=0 k=0

Le gain se présente sous la forme d’un quotient de deux polynémes en v et s’écrit :

G(V) _ Z;::O bk(]27ry)k _ N(V) (3.11>

Yoo ai(j2my)t D(v)

Comme exemple on peut prendre le cas du circuit 3 de la figure 3.1 pour lequel I’équation diffé-
rentielle s’écrit :

d?y dy
jops oy = 12
Cos +RC o +y=u (3.12)

Elle est caractérisée par les paramétres ay = LC, a1 = RC' et ag = bg = 1 est le gain est égal a :

1
1 —472LCV2 + j2rRCY

G(v)

3.3.5 Spectre du signal de sortie

La réponse du systéme a /2™ ¢tant G(v)e/?™!, le signal de sortie y(t) associé a x(t) =
f+;o X (v) e?™tdy sera (par linéarité de la T.F.) :

+oo oo
y(t) = X(v)G(v) el2mvt gy, — Y(v) ed2mvt gy,

— 00 — 00

Le spectre du signal de sortie est le produit simple du Gain par le spectre du signal d’entrée, soit :
Yv)=G) X(v) (3.13)

expression qui est, rappelons-le, le pendant en fréquence du produit de convolution temporel
y(t) = h(t) @ x(t)

Au passage dans le systéme la densité spectrale d’amplitude est multipliée par le module du
gain (Y (v)|=|G(v)|-| X (v)]) alors que le spectre de phase s’accroit du déphasage introduit par
le systéme (@, (v) = AD(v) + O, (v)).

Pour un signal d’entrée d’énergie finie (signal transitoire), la densité spectrale d’énergie en
sortie s’écrit :

Ey(v) = |G0)X )" = G0 IXW)]” = |G)* B (v) (3.14)

elle est égale a la densité spectrale d’énergie en entrée multipliée par le gain en puissance |G (u)|2
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La notion de gain est particuliérement bien adaptée a I’analyse de la réponse a un signal
d’entrée périodique. Considérons un signal périodique de période Ty (v9 = 1/Tp) ; ce signal et son
spectre s’écrivent respectivement :

n=-+oo n=+oo
Z X, el2m ot of X (v Z X,0(v —nup)
n=—oo n=—oo

Le spectre du signal de sortie s’écrit :

n=-+oo

Z Xnd(v — nup)

n=—oo

Le signal de sortie peut étre calculé de la facon suivante :

+oo +oo n=-+oo
y(t) = / Y (v) ed2mvt gy, — / G(v) Z Xo0(v — nl/o)ejZmIth

—o00 —o0 n——o0

soit
n=+oo

+oo
Z X, / G)e?*™ (v — nug)dv

n=—oo

I'intégrale figurant dans la somme est égale & G/(nv)el?™0t ce qui conduit & I'expression suivante
du signal de sortie :

n=-4+oo n=-+oo
D7 Glwg) Xy ef?mmot = Ny, ezt (3.15)

Le spectre du signal de sortie s’écrit :

n=+oo
Y(w)= > G(n)Xnd(v —nw) (3.16)
On notera 1’équivalence entre
n=+oo n=-+oo
Z G(nvy) X,0(v — nip) et G(v Z Xnd(v — nvy) (3.17)

y(t) est un signal périodique de période T dont les composantes sont :
Y, = G(nyg) X, soit |Yy,| = |G(nwg)| | Xn| et Pyp, = AD(nig) + Pxp (3.18)

Au passage dans le systéme la composante de fréquence nvy (fondamentale, harmonique ou partie
continue) est multipliée par le gain & cette fréquence ce qui introduit une modification de son am-
plitude (atténuation, amplification) ainsi qu’un déphasage qui tous deux varient d’une composante
a lautre. Si le signal d’entrée se met sous la forme réelle suivante :

n=+oo
x(t) = Z ancos(2mnvgt + @p,) avec o = 0
n=0
Le signal de sortie sera égal a :
n=+oo

y(t) = Z an, |G (nvy)| cos(2mnvgt + @, + AP (nvyg))
n=0
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ou la composante continue est soit nulle soit de phase nulle (== A®(0) = 0 ou G(0) = 0 ). Par
rapport au signal d’entrée I'aspect du signal de sortie peut étre profondément modifié. Si, par
exemple, le systéme est trés sélectif en fréquence, le signal de sortie peut se limiter & une simple
sinusoide.

Si la densité spectrale de puissance d’entrée s’écrit :

n=-+oo

Px(v)= Y |Xu|*6(v — nwp)

n=-—oo
La densité spectrale de puissance de sortie s’écrira :

n=-+oo

Py(w)= > |G)* |Xn|* 6(v — ng) (3.19)

n=—oo
ce qui correspond & une puissance moyenne totale de sortie égale & :

n=+oo

Pny = Y |Gnw)* X, (3.20)

n—=—oo

Suivant la valeur du gain aux différentes fréquences niy la puissance moyenne totale peut étre
fortement affectée par le passage a travers le S.L.I..

3.3.6 Classification des systémes linéaires invariants

Suivant la facon dont le signal est affecté par son passage dans le systéme , on peut classer les
S.L.I. en trois grandes catégories :
3.3.6.1 Systémes Passe-Bas

Pour ces systémes le gain G(v) est tel que les composantes de fréquences supérieures a une
fréquence de coupure v sont fortement affaiblies voir annulées (voir figure 3.3). Par convention
la fréquence de coupure v¢ est définie par :

FIGURE 3.3 — Systéme Passe-Bas
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3.3.6.2 Systémes Passe-Haut

A Topposé des précédents ces systémes sont tels que ce sont les composantes de fréquences
inférieures a la fréquence de coupure vo qui sont fortement affaiblies voir annulées (voir figure
3.4). La fréquence de coupure v¢ est alors définie par :

FIGURE 3.4 — Systéme Passe Haut

3.3.6.3 Systémes Passe-Bande

Ils sont caractérisés par 2 fréquences de coupure vey (fréquence de coupure basse) et veo
(fréquence de coupure haute; vo; < veg). Le gain est trés faible (ou — 0) pour les fréquences
< ve1 ou > veo(voir figure 3.5). voy et voo sont définies par

G(vo)

|G(ver)| = [G(ves)| = 2

ol vy est la fréquence centrale définie par |G(v)| = Maz(|G(v)|). L'intervalle de fréquence Av =
Voo — Ve est appelé Bande-Passante du systéme.
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.
—Ve2 \\—Vm

—Vo\.__ AD(v)

e )

FIGURE 3.5 — Systéme Passe Bande

3.3.6.4 Systémes Coupe-Bande

Ce sont des systémes complémentaires des Passe-Bande pour lesquels le Gain a des valeurs trés
faibles (voir nulle) pour les fréquences v appartenant a Uintervalle [ve1, vesl.

3.3.7 Modes de représentation du gain

Dans le paragraphe précédent le module du gain a la fréquence de coupure est en fait défini par
rapport & sa valeur maximale. Une facon de représenter le systéme est d’exprimer la valeur relative

du module du gain % en décibel (dB). Le gain relatif est alors défini par la relation :

2
GdB(l/) =10 lOgl()M
|G(V)|1Waw

o |G(v)|?est le gain en puissance. L'évolution en fréquence de |G(v)] 4p ©st tracée en fonction
de logiov (seules les fréquences positives sont représentées). Cette représentation, couramment
utilisée en électronique est connue sous le nom de Diagramme de Bode. On représente également
Pévolution du déphasage A®(v) en fonction de logigv.

Les fréquences de coupure correspondent a :

1
Gap(ve) = 1010910(5) = —101log10(2) = —3dB

Fréquences de coupure et Bande Passante, telles que nous les avons définies, correspondent
a une réduction de gain de 3dB. Notons que l'on peut choisir d’autres conventions pour définir
la bande passante. En HiFi certains constructeurs utilisent la bande passante & -1dB. Mais en
absence de précision sur le choix de la convention I’indication correspond & la bande passante & -
3dB.
On représente souvent le gain absolu en décibel au lieu du gain relatif. Dans ce cas le gain en
dB s’écrit :
Gap(v) = 10logio(|G(v)[*) = 20 logio(|G(v)]) (3.21)
Cette modification de définition se traduit par un simple décalage d’ordonnée (le gain maximum

n’est plus a 0dB)
Avantages du diagramme de Bode
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— Pour certaines valeurs de la fréquence le gain |G(v)| prend une forme asymptotique de type
|G(v)| = K v™ avec ne Z (entiers relatifs)
Le gain en dB tend alors vers la forme asymptotique :
Gap(v) = 20log1o(Kv"™) = const + 20nlogiov

qui dans le diagramme de Bode correspond a une droite de pente 20n dB/décade. On précise qu'une
décade correspond a un accroissement d’'un facteur 10 pour la fréquence. Dans cette opération
Pabscisse varie de logiov & la valeur logio(10v) = logigv + 1, soit une augmentation d’une unité,
ce qui correspond & une variation du gain de 20n dB.

On exprime également la pente des droites asymptotes en dB/octave. L’octave correspond &
un doublement de la fréquence, la variation du gain est alors de 20nlog192 ~ 20n * 0,3, ce qui
conduit & une pente de 6n dB/octave.

— Le gain peut souvent se mettre sous la forme :

G(v) = G1(v).G2(v)...Gn(v) = [[ Gx(v)
k

Ce qui en terme de modules et de déphasages s’écrit :

Gv) = H G (v)| & Ex A2 = |G(1)] 722W)
k

Le gain en dB s’écrit :

Gap(v) = 20logio |G(v)| = 20logio(] T IG(v)]) = D (20l0gio |Gr(v)])
k k

On a donc

Gap(v) =Y Grap(v) et AD(v) =Y Ady(v)
k k

Modules du gain et déphasages s’ajoutent dans les diagrammes de Bode ce qui facilite la
représentation du gain des systémes complexes.

Nota bene

Pour des raisons similaires a celles qui ont conduit & 'introduction du gain en dB, on représente
également les puissances en échelle logarithmique, celles ci sont alors exprimées en dBm (décibel
par rapport au milliwatt). La puissance en dBm est égale & 101n;o(puissance exprimée en mW).

3.4 Exemples de systémes linéaires invariants

3.4.1 Filtre Passe Bas idéal

Les propriétés que doit posséder un filtre Passe Bas idéal sont les suivantes :

1. Le module de son gain doit étre constant sur la majeur partie de sa bande passante ([0, v¢])

2. Le gain doit étre nul en dehors de la bande passante. La transition entre gain maximum et
gain nul doit étre trés brutale.

On peut a priori envisager un filtre de gain G, (v) = Asi |v| < ve et G4(v) = 05si |v| > ve. Un tel
filtre aurait une réponse impulsionnelle égale a h,(t) = 2Avesine(2nvct). Cette réponse n’est pas
causale (h(t) # 0 pour t < 0) et le filtre de gain G,(v) n’est donc pas physiquement réalisable. On
peut toutefois remarquer que si 'on retarde h,(t) avec un délai  suffisamment grand, la fonction
obtenue h(t) = ho(t — 0) devient négligeable pour les instants négatifs (h(t) < 2Ave pour ¢ < 0).
Le filtre correspondant devient réalisable (du moins approximativement).
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Le filtre Passe-Bas idéal sera caractérisé (voir figure 3.6 ) par la réponse impulsionnelle :
h(t) = 2Ave sinc[2mve(t — 6)]
ce qui correspond au gain :
Gv)=Ae 20 = 422 i |yl <ve et Gv)=0si |v| > ve

La condition pour que h(t) soit négligeable aux instants négatifs est que 6 > ﬁ soit encore que
|A(I)(l/c)‘ > .

A IG(v)| h(t) ”

_Vc 0 \\\ VC A% - - AVAVAVAVAVA /\ /\ 1 /\ /\ ,\VAVAV
N KA
AD(v)=—2nvO ] VL
N C

\

FIGURE 3.6 — Filtre Passe-Bas idéal (Gain et Réponse impulsionnelle)

Pour un signal d’entrée de la forme z(t) = acos(2myt) avec vy < v, le signal de sortie y(t)
aura pour amplitude aA et pour phase —2mp6. y(t) peut alors s’écrire : y(t) = aAcos(2mvy(t—0)).
Quelle que soit la valeur de vy (v < v¢), y(t) voit son amplitude multipliée par A et subit un
retard égal a 6.

Si le signal d’entrée x(t) est quelconque mais avec un spectre X () négligeable pour v > v¢,
le spectre du signal de sortie y(t) s’écrira :

Y(v) = AX(v)e 920

Compte de tenu de linéarité de la T.F. et de ses propriétés relatives a la translation dans le
temps, le signal de sortie s’écrit :

y(t) = Ax(t - 0)

Apreés passage dans le filtre le signal est amplifié (ou atténué) et retardé mais il conserve sa
forme.

3.4.2 Filtre Passe-Bas du 1° ordre

Le prototype du filtre Passe-Bas du 1° ordre est le circuit RC (circuit 1 figure 3.1). Il est
caractérisé par I’équation différentielle :

dy(t)
L y(t) = x(t
D 4 y(r) = (0
ou 7 est la constante de temps caractéristique du filtre (7 = RC dans le cas du circuit RC). En

prenant comme fonction d’entrée x(t) = e/2™! on obtient aisément expression du gain complexe.

1
1+ j2nuT

G(v)
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En calculant la TF du gain on obtient la réponse impulsionnelle :

h(t) = 2e Fu(®)

T

ot u(t) est la fonction échelon unité (u(t) =0sit <0 et u(t) =1sit>0).

Le carré du module du gain et le déphasage sont donnés par les relations :

1

Gw)|* = T @mor)?

et tg(AD(v)) = —27wvT

Le maximum du gain est atteint pour v = 0 et vaut 1. La fréquence de coupure correspond &

2nveT = 1 soit vo = #

Pour obtenir une représentation indépendante de la réalisation particuliére du filtre, il est
commode d’introduire la variable u = % (fréquence réduire). Le gain, son module et son déphasage
s’écrivent alors :

Gu) = 5 jju , |G<u>\:ﬁ et tg (AB(w) = —u

L’évolution du module du gain et celle du déphasage en fonction de la fréquence réduite sont
représentées sur la figure 3.7. On remarquera que lorsque u — +oo le gain tend vers la forme
asymptotique —j et A®(u) — F5. A la coupure (u = +1) le gain vaut = et le déphasage vaut
FI-

1 2 G) x A AD(u)

5

4 3 2 - o\ 1 2 3

! ! ! ! J 1 S
y y y y t

4 3 2 1 0o 1 2 3 u 2

FIGURE 3.7 — Filtre Passe-Bas du 1° ordre : Evolution du Gain en fonction de la fréquence réduite

v
u = —
vc

Pour le diagramme de Bode (voir figure 3.8 ) on représentera le gain en décibel et le déphasage
en fonction de logigu. Le gain en décibel & pour expression :

|G(v)|,5 = —101ogio(1 + u?)
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IG(W)las AD(u)
A A
0,1ve Ve 10vc 0,1vc Ve 10vc

-1 1 logo(u)

>

1 log;o(w)
-10 dB -

-20 dB A1

FI1GURE 3.8 — Filtre Passe-Bas du 1° ordre : Diagramme de Bode

Les comportements asymptotiques s’observent dans les conditions suivantes :
—u — 0, (v < ve) pour laquelle G(v) — 1 et |G(v)|,;5 — 0dB
— u — o0, (V> v¢) pour laquelle |G(v)| = L et |G(v)|,;5 = —20 logiou ce qui correspond &
une pente de —20dB/décade (ou de —6dB/octave)
Si on applique a l’entrée du filtre un signal z(t) = acos(2nvt), le signal de sortie s’écrira :
a Yo
Y(t) = ——= cos(2mrpt + AD(1)) avec tg[AD(1y)]=——
1+ (%)2 ve

On peut envisager les cas particuliers suivant :
— Siyy € ve (u < 1) on peut développer le gain au 1° ordre en Z—g (valable dés que :—g <0,1),
on obtient alors [G(v)| =1 et A®(rg) = — 2 et la signal de sortie s’écrit :

v
y(t) = acos(2mvpt — —) = acos(2mvp(t — 7))
vo
Le filtre se comporte comme un filtre idéal et tous les signaux dont la fréquence maximum
du spectre v, satisfait a la condition v,, < v¢ seront simplement retardés de la quantité 7.
— Sivg =ve (u=1) on obtient y(t) = %608(27T1/0t - 1)
— Sivy > ve (u>> 1) on obtient y(t) =



Chapitre 4

ECHANTILLONNAGE

On considére un signal x(t) dont le spectre X (v) est supposé limité en hautes fréquences a la
fréquence vy, (|X(v)] =0 si v > vy,) (voir figure 4.1). Ce signal est continu dans le temps, si on
veut utiliser des moyens numériques pour traiter ce signal on est amené a prélever une suite discréte
de valeurs que prend le signal. En général ces valeurs sont prélevées a des instants ¢ réguliérement
espacés t = nT, ou n € Z. Cette opération s’appelle ’échantillonnage. T, est appelée période
d’échantillonnage et v, = 1/T, la fréquence d’échantillonnage (exprimeée en échantillons/seconde).

Aprés échantillonnage on dispose d’une suite discréte (a priori infinie) de valeurs xz(nT.) dont
il convient de savoir si elle est ou non représentative du signal analogique initial z:(¢) et de 'infor-
mation qu’il contient. En d’autres termes, est-il possible a partir de la suite 2(nT.) de reconstruire
le signal x(t) et & quelles conditions cette reconstruction est-elle possible ?

4.1 Représentation temporelle d’un signal échantillonné

Pour pouvoir utiliser les outils introduits dans les chapitres précédents il est nécessaire de
construire un signal analogique a partir de la suite z(nT.). On introduit une représentation ana-
logue & celle utilisée pour écrire le spectre d’un signal périodique qui, rappelons le, s’écrit

“+o0
Cv) = Z Cnd(v — nwp)

n=—oo

ou les C), sont les coefficients de la série de Fourier complexe associée au signal ()
La suite x(nT.) sera donc représentée par un signal analogique z.(t) dont ’expression est :

oo

ze(t) = Y x(nT.)(t —nT) (4.1)

n=-—00
x.(t) peut encore s’écrire sous la forme (voir eq 3.17)

ze(t) = a(t). Y O(t—nTe) =x(t). Ur, (1) (4.2)

n=-—oo

qui est le produit du signal z(t) par un peigne de Dirac de période T,. L’échantillonnage apparait
comme une forme particuliére de modulation (z(¢) est modulé par un peigne de Dirac).

4.2 Spectre du signal échantillonné. Critére de Shannon

L’analyse du spectre X.(v) du signal échantillonné z.(t) va permettre de définir dans quelles
conditions il est possible de restituer le spectre X (v) du signal x(¢) et donc de reconstruire le signal

39
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x(t). Compte tenu de 'expression de z.(t) (eq 4.2) son spectre X.(v) est le produit de convolution
de X (v) par la TF du peigne de Dirac; il s’écrit donc :

+oo
X.(v) = ®—26V ne) ZX —nve) = 1 ZXV nv.) (4.3)

Le spectre de x(t) est répliqué et transposé autour de toutes les fréquences nv, harmoniques de
la fréquence d’échantillonnage et, comme le montre la figure 4.1, le spectre X (v) est la somme

de toutes les composantes ainsi obtenues. Le spectre qui en résulte est périodique de période
ve =1/T..

x(t) Xe(t)

t . i
0 0F T
IX(wl X,
|X(v)|/T |X(V've)I/Te IX(V-ZVe)I/Te
\e‘ \
IX(v+vol/T,
~
“Vm 0 vp Vv -{;e “Vm 0 vy vle 2've v

FIGURE 4.1 — Exemple de signal analogique (z(t)) et de son signal échantillonné associé (x.(t)).
Allure des spectres correspondants

On pourra isoler le spectre X (v) par filtrage si deux composantes (ou lobes) successives du
spectre ne se recouvrent pas (voir par exemple les composantes ( ) X("Tij')

Cette condition sera réalisée si :

sur la figure 4.1).

Ve > 20 (Ve = i) (4.4)
T,
Cette condition constitue une des formes du Critére de Shannon. Ainsi pour les signaux audio-
numériques (CD Audio) la fréquence d’échantillonnage est de 44,1 kilo-échantillons.s~! alors que
la fréquence maximum audible est par convention de 20 kHz (norme HiFi). Ce critére s’écrit
encore sous la forme :

1
T.< - (4.5)

qui lie la période maximum d’échantillonnage & la fréquence maximum du spectre du signal &

échantillonner. Dans le cas d’un signal sinusoidal de période Ty, le critére s’écrit T, < % soit

T. < % . Pour échantillonner un signal sinusoidal il est nécessaire de prélever au moins deux
valeurs par période. Une autre forme du Critére de Shannon lie la fréquence maximum du spectre
du signal a la période d’échantillonnage et s’écrit :

< 1 Ve
VUm < = —
2T, 2

(4.6)
ou % est appelée fréquence de Nyquist. Quelle que soit sa forme le Critere de Shannon doit
impérativement étre satisfait si 'on veut que I'information transportée par le signal ne soit pas
dégradée.
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Lorsque le critére de Shannon n’est pas respecté, il y a recouvrement des différentes compo-
santes du spectre, en particulier une partie des composantes T%X (v £ ve) pénétre a lintérieur de
la composante centrale T%X (v). Ce phénomeéne, appelé repliement du spectre, peut engendrer des
modifications notables du signal reconstruit a partir de la partie du spectre X.(v) comprise entre
—5 et 5.

IX(v)| IXe(V)|
TIX(+v) X X vl

M\

t t
Ve/2 VoVe

-Vy 0 Vo V -Ve-Vo-Ve/2 0

A 4

<\(

< A=-===>

-Vo

FIGURE 4.2 — Exemple de repliement de spectre dans le cas d’un signal sinusoidal de fréquence
légérement inférieure a la fréquence d’échantillonnage. Spectres du signal et du signal échantillonné

Ce repliement de spectre est illustré sur les figures 4.2 et 4.3 dans le cas simple d’un signal
sinusoidal de fréquence vy. Dans le cas envisagé, ou le critére de Shannon fixe la valeur minimale
de la fréquence d’échantillonnage a 2vy, le signal est échantillonné a une fréquence v, légérement
supérieure & vy (Ve = 1,1 14). Dans l'intervalle [—%, %} le spectre X, (v) comporte deux impul-
sions de Dirac provenant des composantes T%X(l/ — V) (tirets) et T%X(z/ +v.) (pointillés) et dont
les fréquences sont respectivement v, — vy et —(I/e — 1/0).

Le signal restitué, en isolant cette partie du spectre est un signal sinusoidal de fréquence

ve — vy = 0,1 -1y comme le montre la figure 4.3.

N
AV A

T T T T T
0 5 10 15 20

Temps (unité T, )

FIGURE 4.3 — Restitution d’un signal sinusoidal échantillonné en dessous de la fréquence limite
de Shannon.(trait plein) Signal initial de période Ty, (e) valeurs des échantillons (T, = 137p) et
(tirets) signal restitué de période 10Tj.



42 CHAPITRE 4. ECHANTILLONNAGE

Pour des signaux plus complexes ce phénoméne se caractérise par un repliement de la partie
du spectre telle que v > v, /2 (resp v < —v,/2) autour de l'axe v = v, /2 (resp v = —v,/2). Il peut
entrainer une forte dénaturation du signal (telle que le changement de période observé dans le cas
précédent). Pour préserver autant que possible les caractéristiques du signal on place a l'entrée de
léchantillonneur un filtre passe-bas de fréquence de coupure v, = v, /2 (filtre antirepliement) qui
élimine la partie haute fréquence du signal a échantillonner. Si la fréquence maximum du spectre
de ce signal est supérieure a v, /2, il y a évidemment perte d’information mais celle sera beaucoup
moins importante qui si I’on tolérait le repliement du spectre.

4.3 Restitution du signal original

Si le critére de Shannon est respecté Uinformation transportée par z(t), entiérement contenue
dans la composante centrale du spectre de X, (v) (autour de v = 0), peut &tre restituée par filtrage.
Pour reconstruire z(¢) on utilise un filtre "théorique" dont le gain est G(v) = T¢ si |v| < v./2 et
G(v) = 0si |v| > ve/2. Le spectre du signal ainsi obtenu est :

Le signal z(t) apparait comme le produit de convolution de z.(t) par la réponse impulsionnelle
h(t) du filtre (z(t) = h(t) @ z.(t)). On montre facilement que

h(t) = Teve sinc(mret) = sinc(mt)

z(t) s’écrit :

x(t) = Z x(nT,) 6(t — nT,) ® sinc(m,t) = Z x(nT,) sinc(mvet) ® 6(t — nTy)
Soit encore -
z(t) = Y w(nT.)sinc(mve(t — nT.)) (4.7)

Cette relation est appelée formule d’interpolation de Shannon. Elle montre qu’il est possible de
restituer sans déformation un signal quelconque z(¢) & partir de la connaissance d’une suite discréte
de valeurs x(nT,) pour peu que le critére de Shannon soit respecté (T, < 1/2v,,). La formule
d’interpolation de Shannon justifie I’emploi de ’échantillonnage et de la conversion analogique-
numérique pour le traitement et le stockage des informations. Il est & noter que d’un point de vue
pratique cette formule n’est pas utilisée dans la mesure ou la série & mettre en oeuvre converge
trés lentement.



Chapitre 5

TRANSFORMEE DE FOURIER
DISCRETE

Le probléme est, dans un premier temps, de calculer, & partir de la suite des x(nT'e) associée &
un signal échantillonné, une grandeur qui soit la plus proche possible de la Transformée de Fourier
du signal original x(t). Dans un second temps on se posera le probléme de restituer le signal a
partir du spectre ainsi calculé. Le signal et son spectre seront alors calculés pour un nombre fini
de valeurs du temps et de la fréquence et la transformation qui permet le passage de I'un a 'autre
est appelée Transformation de Fourier Discréte (directe ou inverse).

Pour simplifier I’écriture des équations et donc favoriser la clarté de I’exposé, on supposera que
le signal x(t) est causal (z(¢) = 0sit < 0), mais cela n’est pas une nécessité. Comme précédemment,
on supposera que son spectre X (v) est limité en hautes fréquences et que la fréquence maximale
est vy, (|X(v)| 20 siv > vy,). Ce signal et son spectre sont représentés sur la figure 5.1 .

Rt A IX()]

Y
A 4

0 t “Vin 0 Vm \%

FIGURE 5.1 — Aspect du signal z(t) et de son spectre X (v)

Rappelons que le signal échantillonné associé a z(t) s’écrit (cf eq. 4.1)

n=oo

z(t) = Z x(nT) 6(t — nTp)

n=—oo

On obtient sans difficulté Pexpression du spectre X, (v) de ce signal en utilisant ’équation 2.26
donnant la TF d’une impulsion de Dirac :

Xe(v) = Z x(nT,) e 72nmvTe

n=—oo

43
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La premiére condition pour que la Transformée de Fourier Discréte (TFD) puisse représen-
ter la Transformée de Fourier du signal est évidemment que le critére de Shannon soit respecté

(Vm < 577). Dans ces conditions, dans Uintervalle de fréquences [—ﬁ, i} , le spectre du signal
échantillonné X, (v) est lié & X (v) par la relation
X)) =T, X.(v)
Il en résulte expression suivante pour le spectre du signal z(t)
X(v)="T. Z x(nT,) e 72nmvTe (5.1)

n=-—oo

Dans le cas que nous envisageons, ou z(t) est causal, la sommation se limite aux seuls indices n
positifs ou nuls. Il n’en demeure pas moins que le calcul exact de X (v) requiert la sommation d’un
nombre infini de termes. Pour calculer la TFD de z(t) on est contraint de limiter la sommation a
un nombre N fini de termes (n varie de 0 & N — 1). Cette troncature revient a multiplier le signal
échantillonné z.(t) par une fenétre rectangulaire f(t) de durée T'= NT, et d’amplitude égale a 1
pour — e <t < T — LZe et nulle ailleurs (cf figure 5.2). Le signal ainsi obtenu sera noté x(t) et
vaut :

n=N-—1
pp(t) = we(t) - f(O) = a(t) - Ur,(t) - f() = D a(nTe) 8(t —nTe) - f(t)
n=0
ou Uz, (t) est un peigne de Dirac de période To.
A f®)
1
| O T-Te/2 t
-Te/2

FIGURE 5.2 — Caractéristiques de la fenétre rectangulaire de troncature

Le spectre de x4(t) s’écrit :

+oo
Xj0) = = X0 0 U0 @ F) = - X()® 3. Flo - nwe)
T, T,
n=—oo

ot F'(v) est la TF de la fenétre (F(v) = T'-sinc(nvT)-exp [—jav(N — 1)T,]). On obtient X ;(v)
en convoluant X (v) avec un peigne constitué¢ d’impulsions "sinuscardinal" d’amplitude T et de
largeur 1/T (demi-largeur du lobe central).

Comme X, (v), le spectre Xf(v) est périodique de période 1/T, (voir figure 5.3) mais le fait
d’avoir remplacé les impulsions de Dirac du peigne par des impulsions "sinuscardinal" modifie
laspect de X(v) par rapport & X¢(v).

La troncature ne pose toutefois pas de probléme tant que le signal z:(¢) est nul ou négligeable a

T.

Pextérieur de 'intervalle [—7 , T — %] puisque le signal n’est pas modifié au cours de I'opération.

Pour les signaux périodiques cette réduction n’introduit qu’un élargissement des composantes (lobe
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x4(t) X (v)]
;(7(’

0‘ -)| I(— Te . -i- t Il “Vin 0 Vm

FI1GURE 5.3 — Aspect du signal et de son spectre aprés échantillonnage et troncature.

central de largeur 2/7 d’un sinus cardinal) lorsque la durée T' de la fenétre est égale & un nombre
entier de périodes du signal.

Dans le cas contraire, z¢(t) ne représente plus de facon fideéle le signal x(t) et le spectre
obtenu aprés calcul différe du spectre X (v) de x(¢), avec en particulier ’apparition de composantes
supplémentaires dans le cas des signaux périodiques.

Dans la suite on admettra que la condition z(t) 2 0 en dehors de lintervalle [—Ze | T — L]
est vérifiée. Dans 'intervalle de fréquences [—ﬁ, ﬁ}, le spectre X (v) s’écrit alors
n=N-1
Xw)=T. X¢(v)=T. Y a(nl.)e /2™ (5.2)
n=0

On peut, a ce niveau, calculer le spectre X (v) pour n’importe quelle valeur de la fréquence

: 9 1 1
prise dans l'intervalle [—ﬁ, ﬁ} .

Toutefois, pour pouvoir restituer le signal a partir du spectre par transformation de Fourier
inverse, il est nécessaire d’échantillonner ce dernier. Bien que cela ne soit pas indispensable, on
utilise le méme nombre N d’échantillons que dans I'espace des temps. Ces échantillons sont répartis

11
T 2T, 2T,
fréquence) est Av = T% /N = ﬁ = % (rappelons que T'= NT,). Dans ces conditions le pas en
fréquence est égal a linverse de la durée totale du signal pris en compte dans le calcul.

Le spectre échantillonné s’écrit :

uniformément sur l'intervalle [ } et la période d’échantillonnage correspondante (pas en

k=00 k=00
— 1 1 1
X(v)=X¢(v) Y ov- hp) = > Xp(kz) (v — k)
k=—o0 k=—o00
et correspond au signal
) =x;O)®T D 6(t—-mT)=T Y  as(t—mT)

L’échantillonnage du spectre revient & périodiser le signal. Comme le montre la figure 5.4,
le signal T(t) et son spectre X (v) sont tous deux échantillonnés et périodiques, le premier est
de période T avec un pas en temps T, le second de période (en fréquence) 1/T. avec un pas en
fréquence 1/T.

Sachant que T = NT, les différentes composantes du spectre échantillonné ont pour valeur
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x|
My AN 4 AN

TTA ¢TT TTA. ¢TT , h%jﬂﬂ ﬁ%

0 ST, T t . 0 vn

A ;(t)

s

vy

L=
<V

1
T,

FIGURE 5.4 — Signal et spectre aprés échantillonnage du spectre

k n=N-1
My 7‘]27171']97716
X(7) = > a(nT.)e NT
n=0
soit
k n=N-1 .
X(7) =T > a(nT.)e (5.3)
n=0
L’équation 5.3 donne l'expression de la Transformée de Fourier Discréte directe du signal x(t).
Dans la pratique, le spectre est calculé dans U'intervalle { s 7T [ (k € [0, N —1]). Pour restituer les
valeurs du spectre pour les fréquences comprises entre 0 et —=, on prend en compte la périodicité

du spectre du signal donné par 'équation 5.3 (X (%) = X(k‘;N) ).

L’expression donnant la Transformée de Fourier Discréte inverse s’obtient en effectuant une
démarche analogue & celle que nous venons de décrire. Dans un premier temps on échantillonne le
spectre X (v) avec un pas en fréquence égal & 1/T, le spectre obtenu s’écrit :

X(v Z(s,,,, ZX %% (5.4)

k=—o0 k=—o0

Le signal correspondant Z(t) est périodique de période T et s’écrit :

k=00
Bt)=z(t)@T - » O(t—kT)= Z (t — kT)
k=—oc0 k=—o0

Si z(t) est négligeable en dehors de Uintervalle [0,T[, Z(t) = T - (t) sur cet intervalle (les
termes x(t — kT') de la somme ne se recouvrent pas).

Comme le spectre X (v) est supposé négligeable en dehors de 'intervalle , la som-

2T J 2T
mation sur k dans I’équation 5.4 se limite aux N termes de cet intervalle et le spectre s ecrlt :

X(v) = Z X(%)'d(ufg) ot N est pair
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11 ne reste plus qu’a échantillonner le signal x(t) (¢ = nT.) ce qui a pour effet de périodiser son

spectre. On obtient
=
o knTe
x(nTe) = NT. Z X(T) . e_]27r NTe
k=—4+1
soit
TR S
_ jor kn
o0T) = g Y X()-or R
k=—4+1

En tenant compte de la périodicité de X (%) et de celle de 'exponentielle e/2™'%* on obtient

1 Rk .
_ j27T n
z(nT,) L Z; X(7) e (5.5)

De fagon a obtenir une expression aussi générale que possible on normalise le temps a la
période d’échantillonnage T, (tnorm = t/Te), les fréquences sont alors normalisées & la fréquence
d’échantillonnage 1/7,, expression de la Transformée de Fourier Discréte devient :

n=N-1

§ l‘ —jQﬂ' N
n=0

N—

E X +J27T

k=

;-.

k=
(5.6)

1
N

(=)

ou z(n) et X (k) sont les échantillons du signal et de son spectre. Dans cette expression normalisée
de la Transformation de Fourier Discréte le pas en temps vaut 1 tandis que le pas en fréquence est
égal a . A l'inverse la durée utile du signal est IV et la largeur utile du spectre vaut 1.
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