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Introduction

0.1 Un apercu des systemes d’exponentielles et
de noyaux reproduisants

Si 'on considere une fonction f € L?*(—m, ), on peut la développer en série de
Fourier L2-convergente :

f#)=>" f(n)exp(int),  te(-mm),

ne”L

ou
f(n) = %/_ f(t) exp(—int) dt .

La question naturelle qui se pose alors est de savoir ce qui se passe si on remplace le
systéme trigonométrique (exp(int)),ez classique par un systeme d’exponentielles
complexes (exp(ip,t))nez quelconques. Cette question trouve son origine dans
les travaux de R.E. Paley et N. Wiener [57] et ceux de N. Levinson [48]. En fait,
deux problemes majeurs se posent :

(Pb 0.1) Le probleme de la description des familles de fréquences (p,)nez qui
engendrent de “bonnes bases” (exp(ipi,t))nez, dans un sens a préciser.

(Pb 0.2) Le probleme de la complétude des systemes (exp(ipint))nez.-

Ces questions ont donné naissance a la théorie des séries de Fourier non-harmoniques
qui s’est développée autour des travaux de Paley-Wiener et Levinson. Dans les
années 80, en réponse au développement de I'analyse fonctionnelle et, en partic-
ulier, a 'intérét croissant pour les bases dans les espaces de Banach, la recherche
dans ce domaine s’est fortement accrue. De nouvelles approches a d’anciens
problemes ont amené d’importantes avancées dans la théorie.

Si (x,)nez est une suite minimale et complete dans un espace de Banach X',
on peut associer a chaque z € X sa série de Fourier formelle

(0.1) > wal)a,,

neL
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ou (), )nez est la famille biorthogonale & (z,,)nez, ¢’est-a-dire 'unique famille de
vecteurs du dual X* telle que

(T, 2}) = Onk -
Rappelons que (z,)nez est dite compléte dans X' si
span {z, : n € Z} = X,

ou span {z, : n € Z} désigne I'enveloppe linéaire fermée engendrée par (x,,)ncz.
On dit que (z,,)nez est minimale dans X si

x, & span {xy : k#n}, nez.

En utilisant le théoreme de Hahn-Banach, il est facile de voir que la minimalité
est équivalente a l'existence d’une famille biorthogonale (x),cz dans X*, qui
est uniquement déterminée si (x,),ez est complete. Dans le cas ot X = H est
un espace de Hilbert, si, de plus, (x,),ecz est orthonormale dans H, la biorthog-
onale (2!),ez coincide avec la suite (z,),ez et le probleme de la convergence
de la série (0.1) a été résolu par le théoreme classique de V.A. Steklov: pour
tout x € H, la série Z(m,xn>xn converge dans H vers x. De plus, le systeme

nez
(Zn)nez étant orthonormal, la série converge de fagon inconditionnelle, c¢’est-a-

dire converge vers la méme somme apres n’importe quelle permutation des ter-
mes. En général, la famille d’exponentielles (exp(ifint))nez n'est pas orthogonale
dans I'espace L?(—m, ). Cependant, la convergence inconditionnelle de la série
(0.1) reste valable pour tout systeme (¢, )nez qui est obtenu a partir du systeme
(Zn)nez par une transformation linéaire, continue et inversible dans H. De tels
systemes sont appelés bases de Riesz. Plus généralement, si X' est un espace de
Banach, on dit que (x,,)necz est une suite basique inconditionnelle dans X si pour
tout © € Xy := span {z,, : n € Z}, il existe une unique décomposition en série

T = E anTy

ne”l

ou la convergence de la série dans X est inconditionnelle. Si de plus, la suite
est complete dans X, alors on dit que (x,),ez est une base inconditionnelle de
X. Depuis le théoreme de Kéthe-Toeplitz (voir [53]), il est connu que, dans le
cas Hilbertien, les notions de base de Riesz et de base inconditionnelle coinci-
dent pour des suites (x,,),ez presque normées, c’est-a-dire, telles que c<||z,||<C,
n € 2.

La question naturelle qui se pose alors est de décrire les familles de fréquences
(ttn)nez C C telles que (exp(ifint))nez forme une base inconditionnelle de L?(I),
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ou I est un intervalle fini de R. Le premier progres fondamental dans cette di-
rection a été obtenu par Paley et Wiener [57], en 1934. Ils ont prouvé que si

tn € R, n € Z et si sup|n — p,| < 72 alors le systeme (exp(ipint))nez forme
neZ

une base inconditionnelle de L?(0, 27). Différentes améliorations furent alors ap-
portées par la suite. Le théoréme final est donné, en 1964, par M.I. Kadec [38] :

1
si (tn)nez C R et sisup |n — p,| < 2 alors le systeme (exp(ip,t))nez forme une
nez

base inconditionnelle de L?(0,2). En fait, en 1937, A.E. Ingham avait prouvé
que la constante i est optimale [36]. Cependant, ce théoréme ne s’applique que
si (fin)nez est une suite réelle. La meilleure constante, jusqu’a présent, dans le

og?2
cas complexe, a été obtenu par R.J. Duffin et J.J. Eachus et vaut 082 (voir
s

[19]). La question de savoir si, méme dans le cas complexe, on peut remplacer

log 2 1
g par — reste ouverte. En fait, I'idée directrice de tous ces théoremes repose

sur un résultat de Paley et Wiener: pour former une base inconditionnelle de
L?(0,27), il est suffisant que la famille (exp(ip,t))nez soit “suffisamment proche”
du systeme trigonométrique classique [57].

Un autre point de vue, qui trouve également son origine dans le travail de
Paley et Wiener, a été proposé par B.Ja. Levin. Dans cette méthode, un role
naturel est joué par une fonction entiere de type exponentiel fini qui s’annule aux
points pu,, n € Z, et dont la longueur du diagramme indicateur coincide avec la
longueur de l'intervalle ot nous considérons notre systeme (exp(ifint))nez. Une
telle fonction est appelée “fonction génératrice” pour la famille (exp(ipnt))nez.
Pour toutes les définitions et propriétés sur les fonctions entieres, nous renvoyons
le lecteur a [10] ou [47]. B.Ja. Levin et V.D. Golovin [2] ont alors montré que si la
fonction génératrice est une fonction de type sinus dont la longueur du diagramme
indicateur est égale & a > 0, alors (exp(ifint))nez forme une base inconditionnelle
de L*(I), pour tout intervalle I de longueur |I| = a.

En 1981, dans [34], S. Hruscev, N. Nikolski et B. Pavlov ont développé un
troisieme point de vue, plus géométrique, qui a permis d’obtenir un critere pour
le probléme des bases d’exponentielles dans L?(0,a) (voir théoreme 0.1.1). Ils
ont remarqué que ce probleme est, en fait, équivalent au probleme des bases de
noyaux reproduisants dans les espaces modeles Kg. Le cadre est le suivant : on
considere I'espace de Hardy H? = H?(D) du disque et I'adjoint du shift

St H* - H?
f = 1(0)
z

;o = P.=f,

ou P, désigne la projection de Riesz sur H?. Il est alors bien connu que, pour
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tout A € D,
S*ky = \ky,

1
ou ky = Y est le noyau reproduisant de H?, c¢’est-a-dire I'unique fonction de
— Az
H? vérifiant
(k) =f(\), MeD,fecH*.

D’autre part, considérons

w: D —» Cy
1+z
Z = 1 ,
1—=2

et U l'application de H? dans H? définie par

1
CVmupti

ot C; désigne le demi-plan supérieur C, := {z € C : Smz > 0} et H? désigne
I’espace de Hardy sur C,

(Uf)(p) - (fow ™) (n), feH? Smu>0,

1
H? = {f € Hol(Cy) : sup —— |f(z +iy) [P dr < +oo} .
R

y>0 <70

Il est facile de voir que U est une transformation unitaire de H? sur Hi. Notons
alors F la transformée de Fourier définie de H? dans L*(R.) par

Fo)a) = 5= [ att)exp(=ita)de, g I

2T

Un théoreme classique de Paley et Wiener affirme que F~'L*(Ry) = H2. En
outre, si |A| < 1, un calcul explicite élémentaire montre que

FUky = c(\) exp(—iw(N)t),

ou ¢(A\) € C. Donc, puisque FU est unitaire, toutes les propriétés géométriques
Hilbertiennes (complétude, minimalité, étre une base, une base inconditionnelle,....)
des exponentielles exp(iut), p = —w(\), sont les mémes que celles des noy-
aux reproduisants ky. D’autre part, si on considere une famille d’exponentielles

exp(ifint)nez, avec Smy, > 0, sur L*(0, a), on observe facilement que

F1L2(0,a) = FHL*(0,00) © S,L*(0, 00))
= H? & exp(iaz)H:
=U(H*© 6,H?
= UKo, ,
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ol O,(z xp (—ai2) et S, est la translation & droite définie par (S, f)(z) :=

)=
f(z —a), f L2(0 o0). Donc l'espace L?(0,a) est 'image de I'espace modele
Ko, := H? © ©,H? par la transformation unitaire FU. En outre,
exp(iptnt) X (0,a) = Pr2(0,a) €XP(iftnt) XR, 5

ou Pr2q) est la projection orthogonale sur le sous-espace L?(0,a), et par suite,
SITES _w()‘n)a

U F exp(ipnt) X(0.0) = U F~ Praa FUU ™ F " exp(ipint) Xr.

c(\,) 7t
= U F P FU )"
1—M\,z
. C(An)_l
Qo1 _ A2

=c(\n) ke, (5 M),
ou c(\,) € C,, Pg, désigne la projection orthogonale sur le sous-espace Kg, et

1-0,(\)6,

ko (. A) i= Po ky = v
0. A) == Po,ka .

représente le noyau reproduisant de Kg,. Par conséquent, on voit que les pro-
priétés géométriques Hilbertiennes des exponentielles (exp(ipint)X (0,0))nez dans
L?(0,a) sont les mémes que celles des noyaux reproduisants (ke, (-, An))nez dans
I'espace modele Kg,. Pour tous ces liens entre les systemes d’exponentielles
et de noyaux reproduisants, nous renvoyons le lecteur a [34], [53] et [55]. On
peut donc considérer les problemes (Pb 0.1) et (Pb 0.2) précédents comme un
cas particulier du probleme plus général suivant : soit © une fonction intérieure
dans H>® = H*(D), c’est-a-dire une fonction holomorphe et bornée dans D telle
que |©(¢)| = 1, pour presque tout ¢ € T. Soit A = (\,),>1 une suite dans D.
Le probleme est donc de trouver un critere pour que la famille de noyaux repro-
duisants (kg(., A\n))n>1 soit complete ou forme une base inconditionnelle dans Kg.

Cette question a une grande importance dans la théorie des opérateurs modeles
initiée par B. Sz.-Nagy et C. Foias [66]. Si H est un espace de Hilbert, on désigne
par L(H) lalgebre des opérateurs linéaires et bornés sur H. Considérons alors
T € L(H) une contraction completement non unitaire et Co sur H : T n’a pas
de partie unitaire et Vh € H, T*"h — 0. Désignons par

Dy = -TT)"*, Dp-:=(I-TT")"?
les opérateurs de défaut de T, et par

E :=clos (DrH), FE,:=clos (Dp-H)
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les espaces de défaut de T, ot clos (...) est la fermeture pour la norme Hilberti-
enne dans H de (...). Sz.-Nagy et Foias ont alors introduit la notion de fonction
caractéristique associée a T', c’est-a-dire la fonction ©7 définie par

Or: D — L(EE.)

ou L(F,FE,) désigne 'algebre des opérateurs linéaires bornés de E dans F..
Comme T est C'y, Or est un fonction intérieure, c’est-a-dire que

Or(C) = lim Or(r()

<

est une isométrie, pour presque tout ¢ € T = 0D. De plus, la théorie de Sz.-Nagy
et Foias [66] permet d’affirmer que la contraction 7" est unitairement équivalente
a son opérateur modele Meg,. défini sur Ko, := H*(E,) © O7H?*(E) par

M@Tf = P@T<Zf)7 f € K@T7

ou

H*(X) = {f : D — X analytique : ||f]|3 = su;<)1/THf(rC)H?X dm(¢) < + oo} :

or

et Po, est la projection orthogonale sur Kg,. Ce modele s’est avéré fort utile
dans I'étude des contractions completement non unitaires. La théorie spectrale
de T peut s’exprimer dans le langage de son modele Mg, et dépend beaucoup de
la géométrie des noyaux reproduisants de Kg,, c’est-a-dire de la fonction ke,

1-— @T<Z)@T()\>*
1— Xz

k@T(Z,)\): , z, AeD,

satisfaisant
<f()‘)’ 6> = <f> k@T('a )‘)€>H2(E) )

pour tout A € D, e € E et f € Ko,. En particulier, dans [34], S. Hruschev, N.
Nikolski et B. Pavlov ont montré le résultat suivant qui souligne I'importance des
propriétés géométriques des noyaux reproduisants dans la théorie spectrale de
Mo, et donc de T': dans le cas scalaire (dim £ = dim E, = 1), si © = SB est la
décomposition de © en facteur intérieur singulier S et produit de Blaschke B as-
socié a une suite A = (\,),>1, alors la réunion des vecteurs propres de Mg et ceux
de M forme une base inconditionnelle de Kg si et seulement si (kg(., A\n))n>1
forme une base inconditionnelle de Kg et sup |[S(A\,)| < 1.
n>1
Nous allons maintenant donner plusieurs applications qui illustrent I'importance

de toutes ces questions. Tout d’abord, le probleme des exponentielles sur un in-
tervalle fini apparait dans les équations aux convolutions. Soit 1 € M.(R) une



0.1 UN APERCU DES SYSTEMES D’EXPONENTIELLES ET DE NOYAUX REPRODUISANTS 15

mesure complexe finie et & support compact, suppu = [0, a] sur R. Considérons
I’équation

02 (Fens)= [ fe-ndut =0, feC@®NIZ®).

A cette équation, on associe I’équation caractéristique

() = /Oa exp(—iAx) du(x) =0.

Dans ce cas, si on parvient a résoudre I’équation caractéristique et si (A,)n>1
sont les solutions de cette équation, il est facile de voir que les exponentielles
(exp(iAn,T))n>1 constituent un systeme de solutions élémentaires de 1’équation
(0.2). 11 se pose alors le probleme de savoir si ce systeme est un systéme complet
de solutions. Pour a := 27 et i := dy — o, ON trouve \,, = n € Z et on retombe
sur les problemes de I'analyse harmonique classique.

La deuxieme application concerne le probleme de Sturm-Liouville qui consiste a
étudier ’équation différentielle suivante :

—y"(z) = k*p*(x)y(z)
(0.3) et

y'(0) =0, ¥/ (a) + iky(a) = 0.

Il existe une théorie basée sur les opérateurs modeles qui ramene l’étude du
systeme de solutions (y)res de (0.3) dans I'espace & poids L2(0,a) & une étude
d’un systéme d’exponentielles sur un intervalle fini (pour les liens existants entre
le probleme de Sturm-Liouville et I’étude des propriétés géométriques des noyaux
reproduisants dans les espaces modeles, voir [34] ou [54]).

Nous donnons maintenant le critere évoqué ci-dessus et qui permet de résoudre
le probleme des bases inconditionnelles de noyaux reproduisants dans les espaces
modeles, sous I'hypothese que sup |©(\,)| < 1.

n=1

Théoréme 0.1.1 (N. Nikolski, [52]) Soit A = (A\,)n>1 C D et © une fonction
intérieure de H* telle que

(0.4) sup |O(\)] < 1.

n>1
Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) (ke(., An))n>1 est une base inconditionnelle de Kg.

(i) (a) A€ (C)



et
(b) dist (OB, H®) < 1 et dist (6B, H®) < 1,

ou B est le produit de Blaschke associé a la suite A,

B = Hb)‘" s
n>1
|An] An — 2
An =
A 1=\, 2

D’apres le théoreme de Nehari, la condition (b) est équivalente au fait que
I'opérateur de Toeplitz Ty est inversible. Cependant, ce critere n’est pas entierement
satisfaisant dans le sens ou la condition (b) est difficile a vérifier et & interpréter
géométriquement. Dans le cas ou © := ©, (qui correspond aux systemes d’exponentielles
(exp(ifint))n>1 dans L%(0,a)), il est facile de voir que la condition (0.4) est
équivalente a

(0.5) 1I;f1 Smp, > 0.

Dans le cas des exponentielles, M. Minkin [51] a réussi a éliminer 1’hypothese
(0.5) sur les fréquences.

La deuxieme grande question abordée dans cette these concerne la complétude
des familles de noyaux reproduisants dans les espaces modeles. En fait, comme
pour la propriété de base inconditionnelle, il existe un lien tres étroit entre la
complétude d'un systeme d’exponentielles et la théorie des fonctions entieres.
En effet, par dualité, le systeme (exp(ipnt))nez est incomplet dans LP(—a,a),
1<p < +o0, si et seulement si il existe une fonction ¢ € Li(—a,a), ¢ Z 0, telle
que

a
/ exp(ipn,t)op(t) dt =0, nez,
—a

ou ¢ est 'exposant conjugué de p. Si ’on considere

1) = | " explizt)o(t) dt

—a

alors il est facile de voir que f est une fonction entiere, f # 0, de type exponentiel
fini, bornée sur 'axe réel et qui s’annulle aux points u,, n € Z. Ainsi, I’étude de
la complétude d’un systeme d’exponentielles se réduit a I’étude des zéros d'une
certaine classe de fonctions entieres. Cette remarque a donné lieu a de nombreux
résultats de complétude. Citons, par exemple, le tres joli théoreme de N. Levin-
son. Pour cela, nous devons introduire une certaine distribution. Si M C R, on
notera par np(s), s > 0, la fonction définie par

nam(s) == card {p € M : |u|<s}.

On a alors un critere suffisant de complétude
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Théoréme 0.1.2 (Levinson, [48]) Soit 1 < p< + oo et I un intervalle de R et

M C R tel que
t I 1
/ nals) yo Ly o
1 S m p

pour une certaine constante C' > 0 et Vt > 0. Alors la famille (exp(ipx)x1(2))pem
est compléte dans LP(I) (faiblex compléte, sip = o0).

Signalons que, jusqu’a présent, le probleme de trouver un critere géométrique qui
s’exprime en terme d’'une “densité” appropriée associée a la suite (i, )nez pour
que la famille d’exponentielles (exp(ifint)X(0.0))nez soit complete dans L*(0,a)
reste ouvert. Les travaux les plus avancés sont peut-étre ceux de A. Beurling
et P. Malliavin (voir [8] et [9]). Si M = (un)nez C C, on définit le rayon de
complétude R(M) de la suite M par

R(M) = sup{a /(exp(ipint))nez est complete dans L (—a, a)} :

Pour une suite A réelle, Beurling et Malliavin ont introduit une densité ﬁA,
appelée densité effective de la suite A, qui convient mieux que la densité maximum
de Polya employée jusqu’ alors, par N. Levinson notamment. Ils ont alors montré
que B

R(M ) =xD M

ol M’ est la suite associée a M par

ReLl -

Pk

1
M'::{,uz::—'ukEMet%euk#O}.

Outre que cette densité effective est difficile a calculer dans les applications, ce
résultat est loin de clore la question dans le sens ou on ne sait pas ce qui se passe
sur L(—R(M), R(M)). Par conséquent, que ce soit pour le probleme des bases
inconditionnelles ou de la complétude, les lacunes existantes, dans les différents
résultats visant a donner un critere caractérisant ces deux propriétés, ont relancé
I'intéret pour les problemes de stabilité.

0.2 Questions principales de la these et résumé
des résultats.

Soient A = (A,)n>1 C D et © une fonction intérieure de H*. On suppose que la
famille (ko (., A\n))n>1 est complete ou forme une base inconditionnelle dans Kg.
Le probleme est de caractériser les perturbations (kg(.,\))),>1 qui conservent
les mémes propriétés géométriques que la suite initiale. Comme nous 1’avons
déja remarqué, ce probleme a été initialement posé par R. Paley et N. Wiener
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pour le systeme trigonométrique (exp(int)),cz dans L%*(0,27) et a été totale-
ment résolu, dans le cas de perturbations réelles, par A. Ingham et M. Kadec.
Dans cette these, nous donnerons différents résultats de stabilité pour les noyaux
reproduisants (kg (., Ay))n>1 dans Kg, aussi bien pour la propriété de base incon-
ditionnelle que pour celle de complétude.

Nous nous intéresserons également a deux autres questions liées au probleme
de complétude. La premiere concerne la notion de complétude de la biorthogo-
nale. Nous avons déja vu que si (z,,),>1 est une suite minimale et complete dans
un espace de Hilbert H, on peut associer a chaque x € H sa série de Fourier
formelle

Z<x7 x;l>xn i

n>1

ou (z/)n>1 est la famille biorthogonale a (z,),>1. Il est important de pouvoir
reconstituer x d’apres ses coefficients de Fourier ((z,x/,)),>1. La propriété la plus
faible qui permet de le faire est celle de la complétude héréditaire. Rappelons
que la famille (z,),>1 est dite héréditairement complete (HC) si

x € span {(z, 2] )z, : n>1}, Ve H.
Il est facile de vérifier que cette propriété est équivalente a 1’égalité suivante :
(0.6) H =span {z,, z, : n€o, ke N\o}, Vo C N.

D’autre part, on voit que 'application qui a x associe sa série de Fourier formelle
Z(x,xwxn est injective si et seulement si (2),>1 est complete dans H. En
n>1

outre, il est clair d’apres (0.6) que si (z,),>1 est (HC) alors (z],),>1 est complete
dans H. La question de la complétude de la biorthogonale est donc tres liée au
probleme de la complétude héréditaire. Dans le chapitre 3, nous nous proposons
d’étudier cette question de complétude de la biorthogonale pour les noyaux re-
produisants (kg(., A\,))n>1 dans 'espace Kg.

Quand on s’intéresse a la question de la complétude d'une suite (x,,),>1 dans un
espace de Banach X, deux questions naturelles se posent :

1. La complétude a défaut fini :

span {z, : neN\o}=H, Vo C N, card 0 < +00.

2. La complétude a défaut infini ou surcomplétude:

span {x,, : k=1}=H, pour toute sous-suite infinie (z,, )k>1 -
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Dans le chapitre 4 de cette these, nous nous proposons d’étudier cette question
de surcomplétude pour les noyaux reproduisants (kg(., A\,))n>1 de Ko.

Les résultats principaux de cette these s’organisent de la fagon suivante. Les
résultats du premier chapitre ont fait 'objet d’un article soumis au Journal
of Operator Theory. Dans ce chapitre, nous traitons principalement de ques-
tions relatives au probleme des bases inconditionnelles de noyaux reproduisants
a valeurs vectorielles (kg(., Ay)en)n=1. Notre but est de séparer, autant que pos-
sible, les influences des trois parametres d’une telle famille, a savoir, la suite des
fréquences A = (\,)n>1, les directions spatiales e,, n>1, et la fonction intérieure
O définissant 1'espace modele Kg. En particulier, si E est un espace de Hilbert
de dimension finie, on prouve, dans le théoreme 1.2.1, 'analogue vectoriel du
critere 0.1.1, pour que la famille (kg(., An)en)n>1 soit une base de Riesz de Kg.
En utilisant ce critere, nous donnons des généralisations au cas vectoriel de faits
bien connus pour les noyaux reproduisants a valeurs scalaires. En particulier,
nous prouvons le théoréme suivant (voir théoreme 1.2.6) :

Théoreme A Si

supr(©(\,)) < 1

n>1
ot (O(N,)) désigne le rayon spectral de l'opérateur ©(\,), alors les deuz asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une suite de vecteurs unitaires (e,)n>1 dans E telle que pour tout m
entier suffisamment grand, la famille (kgm (., A\n)en)n>1 €St une suite basique
inconditionnelle.

2. N\ est une réunion finie de suites de Carleson.

z
Pour le cas particulier o © = O = exp | a , cela se traduit, dans le

Z p—
langage des exponentielles, par I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

1. Il existe un réel a > 0 et une suite de vecteurs unitaires (uy,),>; dans E
telle que la famille d’exponentielles (exp(ip,t)uy,)n>1 soit une suite basique
inconditionnelle dans L*(0, a; E).

2. M = (in)n>1 est une réunion finie de suites de Carleson.

Ce fait peut étre particulierement utile dans les applications et notamment en

théorie du controle. Nous montrons aussi, dans le théoreme 1.2.10, que sous

Ihypothése  lim 1©(A\.) en|l = 0, les propriétés de base inconditionnelle et
n——+0oo

d’uniforme minimalité pour la famille (kg(., An)en)n>1 sont équivalentes (voir [11]
pour la version scalaire de ce résultat). Dans ce chapitre, nous étudions également
le probleme de stabilité pour la propriété de base inconditionnelle. On établit le
résultat suivant (voir théoreme 1.3.2) :
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Théoréme B Soient 1 < p < 400, A = (Ap)u>1 C D et © est une fonction
intérieure telle que sup |O(A\,)| < 1 et telle que (ko(.,\n))n>1 forme une base

n=1
inconditionnelle dans K = HPNOzHP. Alors il existe e > 0 tel que (ko (., \)))n>1
forme une base inconditionnelle dans Kg, quel que soit (X,)n>1 C D satisfaisant

sup by, (\,)| < e.

n=1

Nous donnons, de plus, une estimation sur . Dans le théoreme 1.3.5, nous
établissons un analogue vectoriel de ce résultat de stabilité. Enfin, pour le cas
des suites asymptotiquement orthogonales (kg(., An))n>1 (voir §1.3.2, pour la
définition), nous donnons une borne numérique sur ¢ et comparons notre résultat
avec celui du théoreme de Kadets.

Dans le chapitre 2, nous étudions divers problemes liés a la stabilité de la
complétude pour les noyaux reproduisants de K@, 1 < p < oo. Le résultat
principal de ce chapitre est le suivant (voir théoreme 2.3.1) :

Théoréme C Soient 1 < p < oo, A = (A\,)ns>1 C D et © une fonction intérieure
dans H* telle que (kg(., A\n))nz1 soit compléte dans K§. Soit (N,)n=1 C D telle
que

Z |62, (A)] < +00.

n>1
Alors (ke(., \,))n=1 est aussi compléte dans K§.

Nous donnons plusieurs applications de ce résultat et notamment nous retrou-
vons comme corollaire le résultat suivant de R. Redheffer :

Corollaire 0.2.1 (R. Redheffer [59]) Soient (jiy)n>1, (1), )n>1 deux suites réelles

telles que
Z b — 1] < 00

n=>1

Si (exp(ipint))n>1 est compléte dans L*(—a, a) alors (exp(iplt))n>1 l'est aussi.

Nous étudions également le probleme de stabilité si on perturbe la fonction
intérieure © et nous obtenons le résultat suivant (voir théoreme 2.4.2) : soient 1 <
p < 400, A = (A\p)n>1 C D et ©; une fonction intérieure dans H*. Supposons
que lopérateur de Toeplitz Tg;p, soit Fredholm dans H?, ou ¢ est I'exposant
conjugué de p. Alors il existe € > 0 tel que pour toute suite A’ = (X ),>1 C D et
toute fonction intérieure O, satisfaisant ||By — Barlloo <& et ||O1 — 01l < &,
on a

coding1 (span {ko, (., \) : n>1}) = coding2 (span {ke, (., \,) : n>1}) .
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Si By et By sont les transformées de Frostmann d’une méme fonction intérieure
alors on montre (voir théoreme 2.4.7) que pour toute fonction intérieure ©, on a

codimgs (span {ke(.,\n) : n>1}) = codimgp (span {ke(., ;) : n>1}) .

Dans le chapitre 3, nous étudions le probleme de la complétude de la biorthog-
onale pour les noyaux reproduisants de Kg. Tout d’abord, nous donnons deux
nouvelles preuves du résultat bien connu suivant (voir théoreme 3.1.3) :
soit B un produit de Blaschke associé a une suite A = (\,),>1 C D. Alors la
famille biorthogonale & (k) ),>1 est complete dans Kp.

Puis, dans le théoreme 3.2.1, nous prouvons le résultat suivant pour les noyaux
reproduisants de espace K := H? © ©H?Z, sous I'hypothese que © € L*(R),
c’est-a-dire que
O'(z) := lim ©'(z)
zZ—T

[m z>0

existe pour presque tout x € R et, de plus,

sup |©'(x)] < +o00.

zeR
Théoreme D Soit © une fonction intérieure dans H telle que ©' € L™(R).
Soit M = (ln)n=1 C Cy telle que (ko(., fn))n>1 est compléte et minimale dans
K&. Alors, sa biorthogonale, ({,)n>1, est aussi compléte dans K.

Dans le cas ou inf1 Smu, > 0, ce résultat nous permet de retrouver celui de
nz

Young obtenu pour les systemes d’exponentielles (exp(ifint))n>1-

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons au probleme de la surcomplétude.
Apres avoir présenté quelques résultats généraux, nous donnons une condition
suffisante et deux conditions nécessaires pour que (kg(., A\y))n>1 soit surcomplete
dans K3, 1 < p < 400 (théoréme 4.2.8). Puis dans le cas ou sup [O()\,)| < 1,

n=1

nous montrons, dans le théoreme 4.2.10, que (kg(., \n))n>1 est surcomplete dans
KJ si et seulement si
(0.7) inf (1 — |A,[%) > 0.

n>=1
Dans deux cas particuliers (si © est un produit de Blaschke dont les zéros vérifient
la condition de Stolz ou si © est une fonction intérieure singuliere dont la mesure
singuliére associée est a support fini), nous montrons que la condition nécessaire
et suffisante pour que la suite (kg(., \y))n>1 soit surcomplete dans Kg est

12&’ dist (A, 0(0)) >0,

(voir théoremes 4.2.14 et 4.2.15).



22

Pour le confort de la lecture, certaines démonstrations techniques de résultats
auxiliaires sont reportées en appendice .

0.3 Quelques notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
C : le plan complexe,

C, : le demi-plan supérieur, C, := {z € C : Smz > 0},

D : le disque unité, D :={A € C : |\| < 1},

T : le cercle unité, T := {A € C : |A| = 1},

m : la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle T.

Si 1<p< + oo, alors ¢ sera I'exposant conjugué

S =1.
P q

Si A = (An)n>1 est une suite de Blaschke de D, on notera par By le produit de
Blaschke correspondant défini par

BA —- H b)\n s
n>1

An] An — 2
)\n 1-— )\_nZ.
Pour A € D, r > 0, Q(\,r) : le disque pseudo-hyperbolique de centre X et de
rayon r, Q(A\,r):={z €D : |b\(z)| <7}
Pour des suites M = (uy)n>1 dans C, on notera par B}, et b:jn le produit de
Blaschke et les facteurs de Blaschke élémentaires correspondants, c’est-a-dire

ou b)\n =

+ o +
By, =[]0/
n>1
T e . -
ou bu = e, —, et g, € C est un facteur de normalisation tel que |e,| = 1,
n 2 — ”n

Z E—
En " = 0, n>1.

T — Thn

E désignera toujours un espace de Hilbert complexe. Le symbole P, (respec-
tivement P_) désignera la projection orthogonale de Riesz de L?(E) sur H?*(E)
(respectivement sur L*(E) © H*(FE)). L’espace des opérateurs linéaires, bornés
agissant de E dans E sera noté par L£(E). On écrira

L®(L(E)):={f :T — L(F) tel que f est mesurable et bornée}.

et

H>®(L(E)):={f :D— L(E) tel que f est analytique et bornée}.
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Une fonction © € H*(L(FE)) sera dite intérieure si 'opérateur O(() est une
isométrie pour presque tout ¢ € T. Pour une fonction ¢ € L*(L(E)), le symbole
H, désignera l'opérateur de Hankel défini sur H*(E) par

Hyf = P_(¢f),

et T, désignera 'opérateur de Toeplitz défini sur H?(E) par

Tcpf = P—i—(gpf) :

Pour une fonction intérieure scalaire ©, nous noterons par Kg le sous espace de
HP invariant par S* défini par

KB := H? N OH],

ou HY := zHP. Pour p = 2, il est facile de voir que cette définition coincide avec
celle donnée initialement.

Enfin, si (a,) et (b,) sont deux suites réelles, on écrira (a,) =< (b,) s’il existe deux
constantes ¢, C' > 0 telles que

ca,<b,<Ca, Yn=>1.



24




Chapitre 1

Bases de noyaux reproduisants
dans les espaces modeles

1.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés géométriques des suites de noyaux re-
produisants dans les espaces modeles et plus particulierement a des questions
relatives aux bases inconditionnelles. Rappelons le cadre de notre étude. Si on
considere T' une contraction completement non unitaire et C'y sur un espace de
Hilbert H, alors, d’apres la théorie développée par B. Sz-Nagy et C. Foias [66],
T est unitairement équivalente a son modele canonique Mg défini par

Mef = Po(zf), f € Ke.
Ici Kg est 'espace modele
Ko := H*(E) © ©H*(E,),

F et E, sont deux espaces de Hilbert auxiliaires, H?(E) (respectivement H*(E.))
désigne l'espace de Hardy du disque unité D, a valeurs vectorielles dans E (re-
spectivement dans F,), © est la fonction caractéristique de T' et Pg est la pro-
jection orthogonale sur Kg (voir introduction générale et [66] pour toutes les
définitions et détails). La théorie spectrale de Mg dans le langage de la fonc-
tion caractéristique © (voir [66], [53] ou [56]) dépend de la géométrie des noyaux
reproduisants de Kg, c’est-a-dire de la fonction ke,

11— O(z)O(N)*
B 1— Xz

k’@(Z,)\)Z 2, AeD,

satisfaisant

<f(/\)7 6) = <f7 k@('> /\)€>H2(E) J
pour tous A € D, e € F et f € Kg. De plus, pour certaines approches, les noyaux
ko(z,A) et d’autres similaires, sont le point de départ de la théorie modele et de
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ses applications, spécialement aux problemes d’interpolation; voir [13], [5] et [26].
Notre but dans ce chapitre est d’étendre au cas vectoriel certains faits basiques
bien connus pour les noyaux reproduisants a valeurs scalaires (F = C, voir [53]
et [34]). Rappelons, d’autre part, que toute fonction intérieure scalaire ¥ peut se
factoriser sous la forme ¢ = SB, ou S est le facteur intérieur singulier de ¢,

¢+ =z

T¢—2

() = exp - ).

la mesure du étant positive et singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue
dm, et B est le produit de Blaschke correspondant

B=]]b-

n=>1
by, = |§—Z|1)‘j—;72 Il est connu (voir [53]) que ﬁ € Ky sont les vecteurs propres
de My, et k), = L_ ¢ Ky ceux de 'opérateur adjoint Mj -

1-Anz

9 v, _
M, = A\i——, M3k = Mk .
ﬁ(z—)\n) zZ— A 97 An An

De plus, il est prouvé dans [34] que le systeme (k,)n>1 U (%) forme une
"/ n>1
base inconditionnelle dans Ky si et seulement si sup |[S(A,)| < 1 et (ks(., A\n))n>1

n=1
forme une base de la méme qualité dans Kg. La derniere propriété est, par

conséquent, importante dans certaines applications comme, par exemple, en théorie
des cordes vibrantes, voir [34] et [54] pour les détails.

La seconde motivation provient de la théorie du controle et du signal. Dans
le cas particulier ou © = 0, = exp(ajﬂ), la famille de noyaux reproduisants
(ko (-, A))rep de I'espace modele Kg est I'image par une transformation unitaire de

la famille d’exponentielles (exp(—ifiw)X(0,q)) At

Im (>0 dans L*(0,a), ol p = iy*5
(voir introduction générale). La propriété pour une famille d’exponentielles (et
donc pour les noyaux reproduisants kg, ) d’étre une base de Riesz est importante
en théorie du controle. En effet, sous certaines hypotheses supplémentaires, la

controlabilité d’un systeme dynamique
2'(t) = Az(t) + Bu(t), t=0, z(0) = g,

dépend des propriétés géométriques du systeme d’exponentielles (exp(—,,t) B*¥n ) n>1,
ot (Yn)n>1 est la suite de vecteurs propres de A*, associée a la suite de valeurs
propres (f,)n>1. Pour plus de détails sur les relations entre les problemes de
controlabilité et la géométrie des familles d’exponentielles, nous renvoyons le
lecteur a [2] et [55].
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La troisieme raison pour étudier les propriétés géométriques des suites de
noyaux reproduisants est juste d’avoir une meilleure compréhension des exponen-
tielles, (exp(ipint))n>1, qui apparaissent fréquemment, par exemple, dans I’analyse
des équations aux convolutions (voir par exemple [34] et [73]).

Pour étudier cette propriété de bases de Riesz pour les familles (kg (., A\n))n>1
dans les espaces modeles scalaires Kg, S.V. Hruschev, N.K. Nikolski et B.S. Pavlov
ont proposé dans [34] une nouvelle méthode (voir aussi [53]). Ils ont donné
un critere qui fait intervenir la condition de Carleson et l'inversibilité d’un cer-
tain opérateur de Toeplitz (voir théoreme 0.1.1). Dans la section 1.2, en util-
isant la méthode opératorielle initiée par ces trois auteurs, nous donnons des
généralisations vectorielles de plusieurs de leur résultats.

La section 1.3 concerne les propriétés de stabilité des bases de noyaux repro-
duisants (ke(., \n))n>1 sSous certaines perturbations des poles A,. Une motivation
pour étudier ces propriétés de stabilité est que le critere, mentionné ci-dessus,
implique certaines propriétés de la famille donnée (kg(., \y)en)n>1 qui sont diffi-
ciles a vérifier. De plus, dans beaucoup de cas, la famille donnée est une petite
perturbation d'une autre famille (kg(., Al,)e!,)n>1 qu’on sait, par ailleurs, étre une
base de Riesz. Cela donne donc lieu au probleme de stabilité dont on trouvera
la formulation exacte dans la section 1.3. Sommairement, étant donné une base
de Riesz (ko(., A\n))n>1 dans Kg, le probleme est de caractériser les perturba-
tions de (ke(., \,))n>1 qui conservent la propriété de base inconditionnelle. En
fait, ce probleme a été initialement posé par R. E. A. C. Paley and N. Wiener
pour la base orthonormale (exp(int), n € Z) dans L*(0,27). Une condition suff-
isante pour une telle stabilité a été donnée dans [57]. Pour ce cas, le probleme
de T'uniforme stabilité (voir section 1.3) a été entierement résolu par A. Ingham
et M. Kade¢ (voir [38] and [36]). En 1990, A. Avdonin et I. Joo ont donné une
condition suffisante de stabilité pour une famille générale d’exponentielles. Dans
la section 1.3, nous donnons une généralisation de ce résultat pour les noyaux
reproduisants (kg(., A\n)én)n>1-

1.2 Bases inconditionnelles de noyaux reproduisants.

1.2.1 Quelques faits bien connus

Rappelons quelques faits standarts concernant les suites de vecteurs et de sous
espaces dans un espace de Banach. Soit (K,),>1 une suite de sous espaces d'un
espace de Banach X'. Cette suite est dite minimale (respectivement uniformément



28

BASES DE NOYAUX REPRODUISANTS DANS LES ESPACES MODELES

minimale) si, pour tout n, les opérateurs

(1.1) Po.r =P, (Z xj> =T,

définis sur I'ensemble des sommes finies x = E z;, (x; € K;), sont continus

J
(respectivement uniformément bornés, i.e. sup ||P,|| < oo0). Pour le cas uni-
n

dimensionnel, K,, = C-e,, e, € X, on a P, = (., ¢5)en,, ou (¢F),>1 est une
suite biorthogonale associée a (e,,)n>1, ¢’est-a-dire une suite de formes linéaires
continues sur X telles que

(€n, Dk) = Onk -

Donc la définition ci-dessus est équivalente a la définition usuelle. Une suite
(K )n>1 est appelée base inconditionnelle de X si, pour tout = € X, la série
2@1 Pnx converge inconditionnellement vers z. Nous dirons que (K,),>1 est une
suite basique inconditionnelle si ¢’est une base inconditionnelle de son enveloppe
linéaire fermée. Il est bien connu (voir par exemple [53]) que (K,),>1 est une
suite basique inconditionnelle si et seulement si elle est uniformément minimale
et

sup || Py || < o0,
oeF

ou F := {0 C N : ofini} et P, := > _ P,. Soit H un espace de Hilbert,
(K, )n>1 une famille de sous espaces, minimale et compléte dans H et telle que sa
famille de projections spectrales (P,),>1 soit complete dans H, alors, d’apres le
théoreme de Kothe-Toeplitz, (K,,),>1 est une base inconditionnelle si et seulement
si elle est une base de Riesz, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

2
1
- Yo lzlP< D <e ) Nl
j j j

pour toute famille finie ; € Kj, j=>1. La derniere propriété est clairement
équivalente a l'existence d’un isomorphisme V' défini sur Span (K; : j>1) tel
que les sous espaces VK, n>1, soient deux a deux orthogonaux. Notons que
les définitions ci-dessus sont bien siur valables pour des suites finies (K;);>1, et
en particulier, pour une paire de sous espaces K;, Ky d'un espace de Hilbert
H. Alors l'angle, a(Ky, K,), entre K; et Ky peut étre défini par les conditions
suivantes :

T
a(K1, Kp) € [0, 5], cos(a(By, Ky)) = sup  [(z,9)],-
zeKq,yeKq
llll=1, lyll=1
Il suit de la définition que
cos(a(Ky, K2)) = || Pk, P, || ,

sin(a(K71, Ka)) = ||P| 7",
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ou Pk, sont les projections orthogonales correspondantes, i = 1,2, et P; est
définie dans (1.1).

Soient A = (\,)n>1 C D, © une fonction intérieure dans H*(L(E)) et (€,)n>1
une suite de vecteurs unitaires de . Dans cette section, on cherche une con-
dition nécessaire et suffisante portant sur ©, A et (e,),>1 pour que la famille
(ko(., A\n)én)n>1 soit une suite basique inconditionnelle dans Kg. Rappelons que,
dans le cas scalaire dim £ = 1, le critere suivant a été prouvé dans [34] : si
SUp,>; |©(An)| < 1, alors (ke(.,A\n))n>1 est une suite basique inconditionnelle
dans Kg si et seulement si A € (C') et Pg|Kp est un isomorphisme sur son image
(ce qui est aussi équivalent au fait que l'opérateur T est inversible a gauche).
Ici A € (C) signifie que A = (A\,),>1 satisfait la condition de Carleson :

§(A) := inf | By, (An)| > 0,

n=1

ou B, = %. La constante 6(A) est appelée constante de Carleson de la suite

A.

1.2.2 Quelques propriétés géométriques des noyaux re-
produisants a valeurs vectorielles.

Ici, nous faisons une liste de propriétés générales pour les noyaux reproduisants
a valeurs vectorielles. (Aussi, dans ce qui suit, P est utilisé pour “propriété”).

(P 1.1) Si E est un espace de Hilbert de dimension finie, alors (ky,en)n>1 est
minimale dans H*(E) si et seulement si (A\n)n>1 est une suite de Blaschke (voir
par exemple [2]).

(P 1.2) Si(ke(., \n)en)n>1 est minimale, alors (ky, en)n>1 €st aussi minimale.
Plus généralement, si T est un opérateur borné dans E et si (T'x,)p,>1 est une

famille minimale alors (x,)n,>1 est aussi minimale et sa biorthogonale est donnée
par (TP )ns1, 0U (Vn)ns1 est la biorthogonale associée a (Txy,)p>1- O

Pour obtenir un résultat similaire pour 1'uniforme minimalité, nous avons
besoin de la propriété suivante.

(P 1.3) Soient A C D, (ex)aea une famille de vecteurs unitaires de E. Alors

1Ko (-, Mexll < [[kxel == Sup o) el <1
S

En effet, puisque

]{3@(',/\)€>\ = (1 - X)_l(l - @@(/\)*)6)\,
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nous avons

1 -6V el
L=[A2 7

1
1= A2

ke (-, el = lexeall* =

et le résultat suit. O

La propriété suivante est une conséquence immédiate de (P 1.3) et d’un lemme
de S. Hruschev et N. Nikolski (voir [54], lemme 120, page 173).

(P 1.4) Si (ko(., An)en)n>1 est uniformément minimale et

sup [O(A) eall < 1,
1

nz

alors (ky, en)n>1 est aussi uniformément minimale. O

(P 1.5) Si(en)n>1 est une suite relativement compacte de E, alors (ky, €n)n>1
est une suite basique inconditionnelle si et seulement si elle est uniformément
minimale (voir [68]). O

(P 1.6) Si dim E = N < o0, et (ky,en)n>1 est uniformément minimale alors
A = (A\p)ns1 est la réunion d’au plus N-suites de Carleson. Dans ce cas, nous
dirons que A est N-Carleson (voir, par exemple, le corollaire 2 page 164 dans
[53]). O

Pour les suites N-Carleson, une condition nécessaire et suffisante a été trouvée,
par A. Ivanov [2], pour que (k),e,),>1 forme une suite basique inconditionnelle.
Pour établir cette condition, ((P 1.7) ci-dessous), nous posons

G(Ar) =],

AEA

ou QA7) = {z : |bx(2)| < r} est le disque pseudo-hyperbolique de rayon r et
de centre A. Notons par G,,(A,r), m = 1,2,..., les composantes connexes de
I'ensemble G(A,r) (voir Figure 1.1) et écrivons

A(r) == A[)Gm(A, 7).

Pour une suite (e))rea dans E et pour A’ C A, nous posons

E(N'):= Span (e, : pe ).
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Figure 1.1: Décomposition de G(r) en composantes connexes

(P 1.7) Supposons que A := (A\,)n>1 soit N-Carleson. Alors (ky,en)n>1 est
une suite basique inconditionnelle si et seulement si il existe r > 0 tel que

inf min a(eA,E(Am(r)\{)\}O >0.

m21 AeAm (r)

Pour la preuve, voir [2]. O

Maintenant, nous établissons certains faits concernant les relations existant
entre les propriétés des familles a valeurs scalaires et celles a valeurs vectorielles.
L’idée est que les propriétés géométriques des familles scalaires (ky, ),>1 sont “plus
fortes” que celles des familles a valeurs vectorielles (ky, €,),>1. Pour préciser cette
idée, certaines propriétés concernant les produits tensoriels d’espaces de Hilbert
seront utiles. Soient E et H deux espaces de Hilbert séparables. Nous notons par
H ® FE la complétion du produit tensoriel algébrique par rapport a la norme de
Hilbert-Schmidt ||.||zg, définie pour une somme finie A := >, 2, @y, € HQ E
par

n>1

1/2
[l s = (Z HAenH2> :

ou (e,)n>1 est une base orthonormale de H. Ici nous avons identifié A avec
lopérateur A : H — FE défini, pour h € H, par

Ah = Z(f% Th) Yk
k

ou (.,.) désigne un produit bilinéaire sur H x H. En utilisant ces définitions, on
peut aisément identifier L? ® E avec L?(E) par

Ziﬁk@yk Hzxk(g)yk ,(eT
k k
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ou xy € L2(T), yr € E.
En effet, soit A une somme finie, A = >, 23 ® yp, € L* ® E et soit (b;); une
base orthonormale de E. Alors, nous avons

1Alzs = D 1{Aea, b)) ZZ Z €n; k) (Y b))

_ZZ en’z Yk, bj) k) :Z Z<yk>bj>56k
/Tz

721 n>1
j>1

Zﬂﬁk )Yk
k

2

2

L2

Zxk yk7

2

dm(¢)

yk? (

j=1
2

> w(Q)y
k

E L2(E)

La propriété suivante est bien connue :
(P 1.8) Soit Ve LH) etU € L(E). Alors VU : H F — H®FE
défini par

(VeU) Zxk@@yk vak®Uyk7

est un opérateur borné, et nous avons ||V @ U||<||[V||[|U]].
0

(P 1.9) Supposons qu’une famille (x,)n>1 dans H est soit minimale, soit
uniformément minimale, soit une suite basique inconditionnelle. Alors

(1) la famille (2, @Yn)n>1 jouit des mémes propriétés, pour tout y,, € E, y, # 0;

(2) la famille de sous espaces (x, ® E),>1 a également les mémes propriétés
que (xn)TL}l;

(3) si (yx)k=1 C E posséde les mémes propriétés que (x,)n>1, alors la famille
doublement indexée (T, @ Yx)n k=1 AUSSI.

En effet, (1) est une conséquence de (2). Pour vérifier (2), on écrit simple-
ment les projections spectrales &, correspondant & (z, ® F),>; en fonction des
projections P, associées a la famille (x,),>;. Clairement, on a &, = P, ® I, pour
tout sous ensemble fini o C N. Puisque [|&||<||P,|| (voir (P 1.8)), I'assertion
(2) provient des remarques faites en début de section et des propriétés correspon-
dantes pour (z,)n>1.

Pour vérifier (3), on observe, tout d’abord, que & = Pr® Qi ot Oy désigne la
projection coordonnée associée a la suite (yi)p>1, 1.6. Ok = (., Or)Yk, (Gp)r>1 C F
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étant la suite biorthogonale. Comme ||| <||Pklll|Qkl|| pour tout k, les ques-
tions relatives a la minimalité et a 'uniforme minimalité se déduisent aisément.
Dans le cas ou (z,)n>1 €t (yx)r>1 sont des suites basiques inconditionnelles, on
considere les deux isomorphismes V' and U qui transforment ces deux suites en
suites orthogonales. Clairement, (Vz, ® Uyg)ni>1 est une famille orthogonale
dans H ® E et V ®U est un isomorphisme de span{z,, : n>1} ®@span{y; : k>1}.
Par conséquent, (2, ® yx)nr>1 est une suite basique inconditionnelle. O

(P 1.10) Soit (K,)n>1 une famille de sous espaces de H ayant ['une des
propriétés suivantes : minimalité, uniforme minimalité, base de Riesz. Alors la
famille de sous espaces (K, ® E)p,>1 a les mémes propriétés dans H ® E.

La preuve est la méme que pour (P 1.9)(2) car &, = P, ® I est la projection
coordonnée correspondante. [

(P 1.11) Soit dim E = N < co. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe une famille de vecteurs (ex)rea dans E, |ler|| = 1 telle que X :=
(kxex : A € A) soit une base de Riesz.

(2) A est N-Carleson.
En effet, (1) = (2) provient immédiatement de (P 1.6).
N
Pour prouver (2) = (1), nous posons A = UAZ-, A; € (C), et écrivons
i=1

A; = {\,; : n>1}. Considérons (e, ea,...,en) une base orthonormale de E et
définissons pour A € A
ex:=¢€;, siAeAN;.

Comme A; € (C), la famille (ky,,)n>1 est une base de Riesz et (P 1.9) implique
que (ky,, ®e; =ky, .e; : n=1, 1<i<N) est aussi une base de Riesz. O

n,i n,i

1.2.3 Quelques généralisations vectorielles.

Dans ce paragraphe, en utilisant une approche opératorielle, on obtient le critere
suivant pour que la famille (kg (., A,)ey )n>1 soit une suite basique inconditionnelle.

Théoreme 1.2.1 Soient A C D, N = dim E < oo et © une fonction intérieure
dans H*(L(E)). Soit (e))xea une famille de vecteurs de E, ||e)|| = 1, telle que

sup [[©(AN)*ey|| < 1.
AEA

Notons par B la fonction intérieure de H*(L(FE)) satisfaisant
Kp = Span {kyey : A€ A}.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) (ke(.,A\)ex)rea est une suite basique inconditionnelle.
(2)

(1) A est N-Carleson,
(1) il existe r € R tel que inf min «(ey, E(A,(r) \ {A})) >0,

m=1 e, (r)

(4ii) Tg-o est inversible a gauche dans H*(E) .

On considere aussi le probleme d’un réarrangement possible d’une famille
(ko(-, Adn)en)n>1 en base de sous espaces. Finalement, sous ’hypothese supplémentaire
que lim,, o [|©(A\n)*en|] = 0, on montre I’équivalence entre les propriétés d uniforme
minimalité et de suite basique inconditionnelle.

Pour prouver le théoreme 1.2.1, nous avons besoin de généraliser certains
faits bien connus dans le cas scalaire (voir par exemple [53]). Les preuves sont
les mémes que dans le cas scalaire et nous les reportons a ’appendice.

Lemme 1.2.2 Soient © et B deux fonctions intérieures a valeurs dans L(E).
Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Po|Kp est un isomorphisme sur son image;
2. dist(B*0, H®(L(E)) < 1;

3. ||PgO] < 1;

4. Tgg est inversible a gauche dans H*(FE).

Preuve (du théoréme 1.2.1) (1) = (2) : puisque (ko(.,N)ex @ A € A) est
une suite basique inconditionnelle, elle est uniformément minimale et (P 1.4)
implique que X = (kyey : A € A) est aussi uniformément minimale. On déduit
de (P 1.6) que A est N-Carleson et de (P 1.5) et (P 1.7) que la condition (ii)
est satisfaite. Observons maintenant que l'opérateur Pg|Kp transforme la base
de Riesz X en une base de Riesz (kg(.,\)ey : A € A) et par conséquent c’est
un isomorphisme sur son image. Le lemme 1.2.2 entraine alors que Tg-o est
inversible & gauche dans H?(E).

(2) = (1) : en utilisant (P 1.7), on déduit de (i) et (ii) que X = (kxexn : A € A)
est une base de Riesz pour Kp. Le lemme 1.2.2 et (iii) implique que Pg|Kp est
un isomorphisme sur son image et donc PoX = (kg(.,A)ey : A € A) est une suite
basique inconditionnelle. O

Remarque 1.2.3 En fait, pour prouver (2) = (1), nous n’avons pas utilisé les
hypotheses dim £ < oo et

sup [[©(AN)*ey|| < 1.
AeA
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Dans le cas scalaire, si une famille de sous espaces propres (K))yep d'un
opérateur modele n’est pas une base, V. Vasyunin a proposé une méthode pour
rassembler les sous espaces propres “suffisamment proches” de telle sorte que la
nouvelle famille forme une base de Riesz (voir, par exemple, [53], Lecture IX, page
229-230). En utilisant une méthode similaire et (P 1.10), il est facile de généraliser
ce résultat au cas vectoriel. De plus, si nous avons une base inconditionnelle de
sous espaces (Kg, )n>1 telle que dim Ko, <k, Vn>1, alors il est aussi possible de
séparer cette famille en une union de k suites, chacune formant une suite basique
inconditionnelle. Nous avons donc les deux résultats suivants.

Théoréme 1.2.4 Soient E un espace de Hilbert de dimension finie N, A =
(AM)n=1 € D et (en)n>1 une famille de vecteurs unitaires de E. Soit B une
fonction intérieure de H*(L(E)) telle que

Kp = span {ky,e, : n>1}.
Supposons que A est N-Carleson. Alors il existe un regroupement
Ko, :=span {ky,e; : \; € A}

telle que A,, C A, dim Ko, <N et la famille (Ke, )n>1 forme une base incondi-
tionnelle de sous-espaces pour Kpg.

Preuve Comme A est N-Carleson, le théoreme de Vasyunin (voir [53]) entraine
qu’il existe A,, C A, card A, <N, A = U A, et tel que

n=1
K :=span {ky, : \; € A,}

forme une base inconditionnelle de sous-espaces pour Kpg, ou B est le produit
de Blaschke associé a A. D’apres (P 1.10), la famille (K? ® E),>; est une base
inconditionnelle de sous espaces pour Kp ® E. Considérons

Ko, :=span {kye; =ky, ®¢; : MEN}CK'QE.

Alors, il est clair que la famille (Kg,),>1 forme une base inconditionnelle de
sous-espaces pour Kp. O

On donne maintenant une “sorte” de réciproque de ce résultat.
Théoreme 1.2.5 Notons par
Ko, = span {ky.e; : \p € Ay}

A::UAn.

n>1

et
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Supposons, de plus, que

sup [|©O(An)en| < 1.

n>1
Si (PoKe, )n>1 forme une base inconditionnelle de sous-espaces et si dim Ko, <M
alors il existe o1, 09, ... oy tel que

M
A= U oj, o; étant N-Carleson ,
j=1
et (ko (., \i)ei)xeo, forme une suite basique inconditionnelle, pour tout j = 1,..., M.

Preuve Pour tout n>1, choisissons /\,(11) € A,, et définissons

o1 = U AL

n=>1

Il est clair que (ke(., \;)e;i)a,eo, forme une suite basique inconditionnelle. D’apres

le théoreme 1.2.1, oy est N-Carleson. Par récurrence, on construit oy, g, ... o
tel que
M
A= U oj, o; ¢tant N-Carleson |,
7=1
et (ko (., Ai)ei)x o, forme une suite basique inconditionnelle, pour tout j = 1,..., M.
O

Dans les applications (particulierement en théorie du controle), il est utile,
étant donnée une famille d’exponentielles (exp(ifi,t)u,)n>1, de savoir si on peut
trouver un réel a > 0 tel que la famille (exp(ipnt)u,)n>1 forme une suite basique
inconditionnelle dans L?*(0,a; E). En utilisant le langage des noyaux repro-
duisants, ceci est équivalent a dire qu’il existe a > 0 tel que (ks (., An))n>1
forme une suite basique inconditionnelle, ot ©¢ = exp(aZ7). Pour une fonction
intérieure scalaire générale ©, Hruschev, Nikolski et Pavlov ont montré que sous
I'hypothese sup,,»; [©(A,)| < 1, la condition de Carleson A € (C') est nécessaire et
suffisante pour l'existence de n € N tel que (kgn (., A))rea s0it une suite basique
inconditionnelle. Nous donnons, maintenant, une généralisation de ce résultat
pour le cas vectoriel. Il existe plusieurs possibilités pour étendre 1’hypothese
SUp,>; |©(An)| < 1 au cas ot dim £ > 1. Par exemple, on peut penser aux pro-
priétés sup,,»; [[©(A,)|| < 1, sup,; [|©(An)*en|| < 1ousup,.; 7(O(N,)) < 1, r(T)
étant le rayon spectral d'un opérateur T' (r(T) := sup{|\| : A € o(T)}). Toutes
ces propriétés coincident dans le cas scalaire (dim £ = 1). Nous présentons
maintenant un résultat avec ’hypothese sup,,., r(©(\,)) < 1
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Théoréme 1.2.6 Soient © une fonction intérieure a valeurs dans L(E), dim E =
N < oo et A= ()1 CD tels que

(1.2) supr(©(\,)) < 1.

n=1
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) A est N-Carleson.

(2) II existe une suite (e,),>1 dans E, ||e,|| = 1, telle que pour tout m € N
suffisamment grand, la famille (kgm (., \,)e, : n>1) est une suite basique
inconditionnelle.

Pour prouver le théoreme 1.2.6 nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 1.2.7 Soient A C D et (ey),., une famille de vecteurs unitaires dans
telle que (kxen : A € A) est une suite basique inconditionnelle. Notons par B
la fonction intérieure telle que Kp := Span {kye) : A € A}. Alors il existe une

constante C' telle que
|1 PO*(|<C sup [[O(A)exll,
AeA

pour toute fonction intérieure © dans H>(L(E)).

Preuve Comme (kyey: A € A) est une suite basique inconditionnelle, il existe
deux constantes c1, C7 > 0 telles que

2
(1.3) a Y laPlIEalP<|| Y axkaer]| <G laaPlkal,
AEA AEA AEA
et
(1.4) (= PPIFIIPLEIFIP,
AEA

pour toute famille finie (a)) dans C et toute fonction f € Kp. En observant
maintenant que PgO©*kye) = Ppk)yO(\)*ey, on peut écrire

‘ PpO* <Z a,\k,\eA> H = ‘ Pp (Z aAk:A@()\)*e,\> H

AEA AEA

< E a)\kA@(/\)*eA
AEA

= sup > @ (f(N),0(N)e)
feH2(B) [\ o)

Ifl<1

< sup > a0 el f (V]
FEH2(B) \ o)
[IfII<1

<§UE||9(A)*€A|| sup > Jaxl| FN)]-
€

fEH2(E)
Ifl<1 AEA
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D’autre part, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (1.3) et (1.4), on obtient

ZaAkAe)\ Vi fll.

1

NG

Y laallFII<

AEA AEA
On a alors
Pg®© Za,\k‘,\e,\ <4/ —sup [|O(N)*ex]| Za,\k)\e,\ ,
AEA €1 AeA AEA
ce qui prouve le lemme avec C' = /< O

c1’

Lemme 1.2.8 Soit T € L£(X) une contraction dans un espace de Hilbert de
dimension finie, N = dim X < oo. Supposons que r := r(T) < 1. Alors pour
tout € >0, r+¢e < 1, et tout ¢ € Hol (|z|<r + &) nous avons

N-1

o(T)I<" 5 sup 16(:)].

|z|=r+e

Preuve En utilisant le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford, on peut écrire

1
o<, [ IR0

D’autre part, il est bien connu que

|17 =A™

<
IR gt =57

(voir par exemple [6]). Par conséquent, nous obtenons
N-1

IBAT IS Gt (A, o(T)N

ce qui implique le résultat. O

Corollaire 1.2.9 Soient A = (\,),>1 C D, © une fonction intérieure a valeurs
dans L(E), dim E = N < oo. Supposons que

r:=supr(O(\,)) <1.

n=>1

Alors, pour tout 0 < ¢ < 1, il existe M € N tel que, pour tout m>M, on a

sup [[©(A\,)™]] < c.

n=1
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Preuve Soit € > 0 tel que r+¢ < 1. En utilisant le lemme 1.2.8 avec T' = ©(\,,)
et ¢(z) := 2™, on obtient

N-1

m 2 m
1O IS —5—(r + )™

Choisissons M € N tel que 2];—1;1(7“ +¢)M < ¢. Alors, pour tout m>M, on a

sup [|©O(A\)" || < c.

n=1

OJ

Preuve ( du théoréme 1.2.6) (2) = (1) : d’apres le corollaire 1.2.9, il ex-
iste M € N tel que, pour tout m=>N, on a

sup [|©(A\,)" ]| < 1.

n>1
La conclusion provient alors du théoreme 1.2.1.
(1) = (2): Grace a (P 1.11), on peut construire une famille de vecteurs unitaires
(€n)ns; dans E telle que (ky,e, : n>1) forme une suite basique inconditionnelle.
Notons par B la fonction intérieure telle que Kp := Span {ky, e, : n>1}. D’apres
le lemme 1.2.7, il existe une constante C' telle que

||P39p*II<CSgrl> 1O(A)P"]| = ngll) O] -

En utilisant le corollaire 1.2.9, choisissons M € N telle que, pour tout m>=M, on
: 1
Sup 1O0)" < &-
Par conséquent, on obtient
PO <1,

ce qui prouve le résultat d’apres le lemme 1.2.2 et le théoreme 1.2.1. O

En général, I'uniforme minimalité est une propriété plus faible que celle d’étre
une base inconditionnelle. Pour les noyaux reproduisants (key),., dans H?*(E),
avec dim E < oo, ces deux propriétés coincident. Il est intéressant de savoir si
I'équivalence entre ces deux propriétés reste valable pour les familles (kg (., An)€n)n>1-
Dans le cas scalaire, il a été montré, sous 'hypothese lim,, ., |©(\,)| = 0, que
I'équivalence est vraie (voir [34]). Ce résultat a été retrouvé par 1. Boricheva,
grace a des techniques différentes basées sur les parametres de Schur associés a
la fonction intérieure © et aux zéros du produit de Blaschke B (voir [12]). Nous
présentons, maintenant, une généralisation de ce résultat pour le cas vectoriel,
toujours sous I’hypothese que

(1.5) lim ||©(\,)%en] =0.
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Sans cette hypothese, I’équivalence entre I'uniforme minimalité et la propriété de
base inconditionnelle est toujours un probleme ouvert, méme dans le cas scalaire.

Théoreme 1.2.10 Soient E un espace de Hilbert de dimension finie, dim E =
N, A= (An)nz1 C D et © une fonction intérieure dans H*(L(E)). Soit (e,),-,
une famille de vecteurs unitaires de E. Supposons que (1.5) est satisfaite. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) (ke(., An)en)n>1 est une suite basique inconditionnelle.

(2) (ko(., An)én)n>1 est uniformément minimale.

Preuve (1) = (2) est évident.

(2) = (1) : sans perte de généralité, on peut supposer que © est une fonction
intérieure purement contractive, c’est-a-dire que ||©(z)e|| < |le|| pour tout |z| < 1
et tout e # 0 (voir [66]). Par conséquent, (1.5) implique que

sup [[O(A)ea]| < 1,
AEA

et (P 1.4) entraine que X := (k) e, : n>1) est uniformément minimale. Donc,
c’est une suite basique inconditionnelle, d’apres (P 1.5). Pour M >1, notons par

Kg,, = Span (kx,e, : n=M).

D’apres le lemme 1.2.7, il existe une constante C, dépendant seulement de la
famille X, telle que

HPBZ\/I@*lKBM”<C sup H@()‘n)*enH .
n>M
Comme lim,, o ||O(An)*e,|| = 0, on peut trouver M>1 tel que

1
O\ e < =.
:;gjll (An) enll c

Donc on obtient
HPBM@*IKBM“ <1 ,

ce qui implique par le lemme 1.2.2 et le théoreme 1.2.1 que (kg (., A\n)én)nsnr forme
une suite basique inconditionnelle. En utilisant la minimalité de toute la famille,
il est facile d’en déduire qu’on peut rajouter un nombre fini de termes, sans
perturber la propriété de base inconditionnelle. Par conséquent (kg (., \n)en)n>1
forme une suite basique inconditionnelle. O
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1.3 Stabilité des bases inconditionnelles de noy-
aux reproduisants.

1.3.1 Position du probleme et énoncé des principaux résultats.

Maintenant, nous allons considérer le probleme de stabilité mentionné dans I'introduction.
On se donne A = (\,,),>1 une suite dans D, € = (e,,),>1 une suite dans E et © une
fonction intérieure a valeurs opératorielles dans £(E). Supposons que la suite de
noyaux reproduisants (kg (., A )en)n>1 S0it une suite basique inconditionnelle dans

Ko = H?(E) © OH?*(E) et soit (g,),>1 une suite de réels positifs. Nous dirons

que (ko(., A\n)en)n>1 est (€,)-stable si chaque suite (kg(., A, )el ),>1 satisfaisant

[ba, (An)|<en and [len — e [[<en, n2>1,

est une suite basique inconditionnelle dans Kg. Etant donnée une suite basique
inconditionnelle (kg(., A\n)én)n>1, le probléme de stabilité est de décrire (e,,),>1
telle que cette suite est (g,)-stable. Nous considererons le cas de k), comme
un cas limite de kg(.,\,), avec ©® = 0, et par conséquent nous utiliserons le
méme langage pour les familles de noyaux reproduisants (ky, €,)n>1 dans H*(E).
Nous étudierons également le cas des familles de noyaux reproduisants scalaires
ko(., \n), dans les espaces de Banach K@, 1 < p < 400 et nous conserverons
aussi la méme définition pour la stabilité.

Comme cela a été mentionné dans U'introduction, I’histoire de 1'(e,,)-stabilité
trouve son origine dans les travaux de R.E. Paley et N. Wiener, en 1934. En
effet, sans utiliser cette terminologie et en posant le probleme avec la métrique
euclidienne, ces deux auteurs se sont intéressés aux perturbations du systeme
trigonométrique (exp(int))nez dans L%(0,2m). Plus précisément, ils ont cherché

d > 0 tel que, pour toute suite (p,),>1 satisfaisant supe, < 0, le systeme
nez

(exp(ifint))nez est une base inconditionnelle de L?(0,27). Ils ont montré que

0= # suffisait, puis ce résultat a été amélioré jusqu'a 6 = lofr 2 par R.J. Duffin

et J.J. Eachus. En 1936, A. Ingham [36] a donné un exemple montrant qu'un tel
1

6 devait etre strictement plus petit que 7. Finalement, en 1964, dans le cas de
perturbations réelles ((pn)n>1 C R), M. Kade¢ ([38]) a montré que § < 1 était
suffisant. On pourra se reporter a [53], Lectures 8 et 11, pour une exposition des
relations entre les exponentielles et les noyaux reproduisants et pour une autre
preuve du résultat de Kadec. Ce résultat a été I'objet de plusieurs généralisations
par V. Katsnelson [40], A. Avdonin [3], et Hruschev-Nikolski-Pavlov [34]. En par-
ticulier, dans [34] (corollaire 2.5, p.295), on montre la généralisation suivante d’'un
résultat précédent de R. Duffin et A. Schaeffer : étant donnée une suite basique
inconditionnelle (exp(ig,t))n>1 dans L?(0, a) telle que inf,,~1 Imy,, > 0 (ce qui est
équivalent a sup,,-; [©(u,)| < 1 pour O(z) = exp(iaz)), alors il existe € > 0 tel
que (exp(ilt))n>1 est une suite basique inconditionnelle dans L?(0,a) quel que
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soit pl,, |pn, — pn|<e. Plus tard, ce résultat a été généralisé au cas des exponen-
tielles a valeurs vectorielles par Avdonin, Ivanov et Joo [2]. Avant de donner des
généralisations de ces résultats pour les noyaux reproduisants, nous rappelons
quelques faits bien connus.

En posant H” := {f € LP : f(n) =0 n=0}, pour p € (1,00), on sait, d’apres
un théoreme de M. Riesz sur les fonctions conjuguées, que LP est la somme directe
de H? et H”, et donc, en utilisant la dualité

mm:Amm,

on peut identifier (de maniere sesquilinéaire) 'espace dual (H?)* avec HY, ou ¢
est 'exposant conjugué de p

S4=1.
P q

Définissons alors, pour une fonction intérieure ©,

_1-8()8

KP = HPNOH!,  ke(,\) —.

ou HY = zHP. Alors

f()\):<f,k’@(.,/\)>,/\€D,fEKg),

et ko(.,A) € K§. Notons par Jo o l'opérateur défini sur K¢ par

J@,Af = (f()\n))n>l ) f S Kg)'

La caractérisation suivante des bases inconditionnelles a été prouvée, dans [34],
Partie II, théoreme 6.3.

Théoréme 1.3.1 ( Hruschev-Nikolski-Pavlov ) Supposons que

sup |O(\,)| < 1.

n>1

La famille (ko(., \n))n>1 est une base inconditionnelle de Kg si et seulement si
Popérateur Jg s est un isomorphisme de K& sur £4((1 — |\,|?)Y/9).

Les trois théoremes suivants sont les résultats principaux de cette section.
Dans le paragraphe 1.3.2, on compare ces résultats avec le théoreme de Kadec
énoncé ci-dessus. Le paragraphe 1.3.3 contient les preuves des théoremes 1.3.2,
1.3.4 et 1.3.14.
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Théoréme 1.3.2 Soient 1 < p < oo, A = (A\p)n>1 C D, et © une fonction
intérieure dans H* telle que (ko(., An))n>1 est une base inconditionnelle de K.
Supposons que

sup [O(\,)| < 1.

n=>1
Alors il existe € = €(A, 0, p) tel que (ko(., A\n))n>1 €st (g,)-stable dans K§ pour
toute suite (€, )n>1 satisfaisant sup,,., €, < €.

Remarque 1.3.3 Il suit de la preuve de ce théoreme que la constante ¢ =
e(A, O, p), peut étre choisie telle que & < g et

(1.6) sup [O(\,)] +2¢ < 1,

n=1

% o 1+e 1+e+6/2\"

ou 6 = 0(A) est la constante de Carleson de la suite A.

En fait, pour p = 2, on peut améliorer la borne supérieure pour ¢ :
Théoréme 1.3.4 Soient A = (\,)n>1 C D et © une fonction intérieure telle que

sup [O(\,)| < 1.

n=1

Supposons que (ko(., A\n))n>1 S0it une suite basique inconditionnelle. Alors (ko (., An))n>1
est (&,,)-stable pour tout (&,),>1 satisfaisant

<561—7
supe, < ———,

ott § = 6(\) et v := dist (©By, H®).

L’analogue vectoriel du théoreme 1.3.2 est comme suit :

Théoréme 1.3.5 Soient A = (\,,),>1 C D, E un espace de Hilbert de dimension
finie, (en)n>1 C E, |len]] =1, et © € H*(L(FE)) une fonction intérieure telle que
(ko (., A\n)en)n=1 est une base inconditionnelle de Kg. Supposons que

sup [[©(A\,)%en|| < 1.

n=1

Alors il existee = e(A, ©) tel que (ko(., An)en)nz1 €st (e,)-stable pour tout (£,,)pn>1
satisfaisant sup,,~; €, < €.
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Remarque 1.3.6 (1) Comme N = dimFE < oo, on sait d’apres le théoreme

N
N
1.2.1 que A est N—Carleson, A = UAZ" A; € (C). Soit § = ig%é(Ai) > 0.
i=1 B
De plus, comme (kg (., An)en),~; est une base inconditionnelle de Kg, I'opérateur
Jo,a défini par
J@,Af = (<f()‘ﬂ)7en>)n2l> f S K@>

est un isomorphisme de Kg sur £2((1 — |\,|?)¥/?). Alors, il suit de la preuve du
théoreme 1.3.5 que la constante ¢ = £(A, O, (e,)n>1) peut étre choisie telle que
5
e< et
2

(1.8) sup ||O(A\n)%en|| +2e(e+1) +e < 1,
n=1

2 _ 1+¢ l+e+4/2 12
1. _— ! 128N ——(1 log 1/6)————— 1.
19) 5 ahl (1288 5 otog 170 S E2

(2) En fait, I'hypotheése dim E < oo, dans le théoreme 1.3.5 peut étre évitée
si on suppose que A est N—Carleson.

(3) Le théoreme 1.3.5 admet la forme “asymptotique” suivante : sous les
mémes hypotheses, soit (X)),>1 C D et (€],)n>1 C E tels que

. / . : I —
i [, (0] =0, et tim e, — €] =0,

Alors, il existe N € N tel que (kg (., A),)el,)n=n est une suite basique incondition-
nelle.
En effet, soit € > 0 une constante définie par le théoreme 1.3.5. Choisissons
N € N tel que

sup [, (W] < 2. et sup [ — e, | < <.

n>N n=N
11 suit de la preuve du théoréme 1.3.5 que (ko (., A, )€l ),>n est une suite basique
inconditionnelle. 0J

Faisons quelques commentaires sur ces résultats. D’une part, ils s’inscrivent
dans la continuité du résultat de Hruschev, Nikolski et Pavlov cité ci-dessus,
en remplagant la distance euclidienne |u, — ! |<e par la distance hyperbolique
|%K€. Ces distances sont comparables lorsque |, — p,|<AeSmpu,, ou A
est une constante absolue. Dans le cas ou sup, (Smpu,) = oo, notre résultat est
donc plus fort. D’autre part, on peut comparer ces résultats a d’autres résultats
généraux de stabilité connus pour les bases de Riesz dans un espace de Hilbert.
On peut résumer ces résultats dans le lemme suivant.
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Lemme 1.3.7 (i) Soit X = (x,),>1 une suite basique inconditionnelle et nor-
malisée dans un espace de Hilbert H. Alors, il existe § > 0 tel que toute suite
X' = (2])n>1 satisfaisant

|z, — 2} ||<en, avec Zefb <,

n>1

est une suite basique inconditionnelle.

(ii) Etant données une base orthonormale (x,),>1 C H et une suite € = (&,)n>1

telle que Zsi = 400, alors il existe une suite de vecteurs (z,),>1 dans H telle
n=1

que

|z, — 2l ||<en, n>1,

mais aucun des restes (z,),>n ne forme une suite basique inconditionnelle.

Remarque 1.3.8 Pour la propriété (i), il suffit d’avoir

1

< —
VIv=2

ou V est un orthogonalisateur de X', ¢’est-a-dire un isomorphisme qui transforme
X en une suite orthogonale, Vx,, 1 Vg, n # k.

Preuve (i) En fait, la preuve répete les arguments de Paley-Wiener. Soit A un
opérateur linéaire défini par

Az, =2 ,n>1,

n

et A = I sur le complément orthogonal de span {z,, : n>1}. Alors, en utilisant
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un orthogonalisateur V', on a

I = A) Y cazall = 1Y cnlen — i)

1/2 1/2
< <Z Icn!2) (Z [ %H2>
n o n
(o)

n

. 1/2
=0 D> _laal IVl s
(zn: IV
1/2
<oV (ZI%IQIIV%HQ)

n

=S|IV Y enVall

SSIVHIVINE Y eneall

pour toute somme finie g cnTpn. Par conséquent, A est continu et

I = All<alVHIIV-

En rendant la derniére quantité strictement plus petite que 1, on montre que A
est un isomorphisme et donc X’ = AX est une suite basique inconditionnelle.
(i) C’est un résultat de L. Dovbysh, N. Nikolski et V. Sudakov (voir [20]). O

En fait, le lemme 1.3.7 signifie que les bases de Riesz générales sont (&,,)-
stables seulement si Z&i < 00. Les théoremes 1.3.2 et 1.3.5 montrent que,

n
pour les bases de noyaux reproduisants dans les espaces Kg, la situation est
bien meilleure et on peut garantir la stabilité par rapport a des perturbations

uniformes supe, < €.
n>1

1.3.2 Suites de noyaux reproduisants asymptotiquement
orthonormales

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de suites asymptotiquement
orthonormales. Nous donnons alors deux méthodes pour construire des suites
de noyaux reproduisants asymptotiquement orthonormales. Pour ce cas, nous
comparons la constante obtenue dans le théoreme 1.3.4 avec la constante du
théoreme de Kadec.
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Définition 1.3.9 Soit (f,)n>1 une suite dans un espace de Hilbert H. Nous
dirons que (fn)n>1 est une suite asymptotiquement orthonormale (et écrirons
(fu)n>1 € (SAO)) si, pour tout N suffisamment grand, il existe cn,Cn > 0
tels que

2
<ON Z |an|2 9

n>=N

(1.10) v Y lan|’<

n>=N

> anta

n>N

pour toute somme finie g an fr, €t
n>N

lim ey =1, lim Cy=1.
N—oo N—oo

Le lemme suivant montre que cette définition est équivalente a celle donnée
par A. L. Volberg (voir [72]).

Lemme 1.3.10 Soit (f,)n>1 une suite basique inconditionnelle et V' un orthog-
onalisateur de (f,)n>1. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) (fu)nz1 € (SAO).

(2) I existe un opérateur unitaire U et un opérateur compact K tels que V =
U+ K.

(3) Il existe un opérateur compact K tel que la matrice de Gram G = ({fn, f))n.k
s’écrive
G=I+K,

ou I est la matrice identité.

Preuve (2) = (3) : soit V un isomorphisme de X := Span {f, : n>1} sur ¢?
tel que V f,, = e,, n>1, avec (e, ),>1 la base orthonormale standard de ¢?. Notons
Vi =V~ et soit a = (a,)ns1 € (2. Alors

Vi (Z anen>
n=1

Donc G = V*V;. SiV = U+K alors il est clair que V; = V! = U+ K, ot Uj est
un opérateur unitaire et K est compact. Il suit que G = (Uf + K7)(U; + K3) =
I + K, avec K, opérateur compact.

(3) = (2) : supposons que G = V{*V] = [+ K avec K un opérateur compact.
Comme (f,)n>1 est une suite basique inconditionnelle, V; est un isomorphisme
de 2 sur X. Considérons la décomposition polaire de V; = JR avec R opérateur
positif sur £2 et J opérateur unitaire (voir par exemple [61], théoréme 12.35, page

332). Alors Vi*'V} = RJ*JR = R*> =1+ K. Dot R* — I = K. Comme R est

= ZanEJ-(fm fi) = (Ga,a).
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positif, I + R est inversible et on en déduit que R—I = (R+1)"'K est compact.
Donc, Vi=J+ JK; = J + Ks.

(2) = (1) : soit V=U+ K, V7! = U + Ky, avec U,U; des opérateurs
unitaires et K, K7 des opérateurs compacts. Soit ey := HK\Span (fn:@N)H et
EN = ||K1|Span (fn:n>N)H. Comme K est compact, nous avons

lim EN = O,
N—+o00

et pour toute f € Span (f, : n=N)

VA =IUF+ KFISIfI +enllfll = A +en)F-

De fagon similaire, pour tout g € Span (e, : n>N), nous avons
IV=gll<(1+En)llgll,

ce qui implique que (f,)n>1 € (SAO).
(1) = (3): en utilisant les mémes calculs, on montre que

2

IPn(I = G)Py|l = sup

acl? | |la|l<1

D laal -

n>N

> anfn

n>N

Donc
[Pn(I = G)Py|I<1 —cn,

m ||Py(I — G)Pyl|| = 0. Par conséquent, pour conclure,

ce qui implique que i
N—+o0

il suffit de noter que

I—G=Py(I—-G)+(I—-Py)I-G)
=Py(I—-G)Py+ Ty,

avec Ty opérateur de rang fini. O

Etablissons maintenant un lemme qui va nous permettre de construire des
suites asymptotiquement orthonormales de noyaux reproduisants.

Lemme 1.3.11 Soient (x,)n,>1 une base orthonormale dans H et (y,)n,>1 une
suite dans H telle que
S it — g2 < oo

n>1

Alors (Yn)n>1 € (SAO).
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Preuve Soit N € N tel que

Dl =yl < 1.

n>N

Nous avons

§ UnYn = § an(yn_'rn)+ E ATy, -

n>N n>N n>N
Donc

2
2 2 2 2
CNE |an|"< E anYn <CNE [
n>N n>N n>N

1/2 1/2
avec ¢3, = 1— (Z@N |, —yn||2) et C% =1+ (Z@N |z —ynHz) . Par
définition, on en déduit que (y,)n>1 € (SAO).
Si A C D et card A > 1, alors la famille (ko(.,\))rea ne peut pas étre or-

thogonale. Pour certains © il est cependant possible de construire des bases
orthogonales de noyaux reproduisants avec poles sur le cercle unité. Soit

o) = T[bn. e (- [ 2 autc))

n=1

la factorisation canonique de ©. Posons

— — 1
o(@):=D\{\eD: o peut étre prolongée analytiquement dans un voisinage de A},

et
_ 2 d
E(ai:{CETZZl_ﬂ‘F/T%<+OO}-

2
e ¢ — ay]

Soit A C T et ¢ € T. P. Ahern et D. Clark (voir [1]) ont montré que la famille

est orthogonale dans Kg si et seulement si A C Eg et O(\) = ¢, pour chaque
A € A. Clark et A. Aleksandrov (voir [4] et [15]) ont aussi donné un critere
pour que l'espace Kg possede une base orthogonale de noyaux reproduisants
(ko(-;A))rea, A C T. Malheureusement, ce critere n’est pas facile a vérifier dans
les applications et nous nous réfererons plutot a une condition suffisante plus
simple qui est la suivante : si 'ensemble T \ Fg est au plus dénombrable alors
pour tout a € T, la famille (kg(.,\))rerono-1(a) forme un systeme complet et
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orthogonal dans Kg. Cette condition suffisante est, par exemple, vérifiée pour
les fonctions intérieures

¢(+z
TC—2

©(z) = exp (— du(C)) ,

telles que supp u est au plus dénombrable. En particulier, si ©(z) = exp(27 jﬂ),
on voit, apres un passage au demi-plan supérieur et application de la transformée
de Fourier, que (ko(.,\))xrco-1(1) correspond au systeme trigonométrique clas-
sique d’exponentielles (exp(int)),ecz dans L?(0, 27).

En utilisant le lemme 1.3.11, il est maintenant possible de construire des suites
asymptotiquement orthogonales de noyaux reproduisants. Supposons, par exem-
ple, que pour une fonction intérieure © donnée et o € T, la famille {kg(.,\}) :
ON) =a, X € T\ 0(0©)} forme une base orthogonale dans Kg. Comme

lim ||ko (., 7Ar) — ke(, A7) |l =0,
r—1

on peut choisir une suite de nombres réels r,, suffisamment proches de 1 de telle
sorte que

HH’f@ Z \ |ke Al H

ko(.,ro\
Le lemme 1.3.11 implique alors que <M> est une suite asympto-
[ke (., rads)|

tiquement orthonormale.

On présente maintenant une autre méthode pour construire des suites asymp-
totiquement orthonormales de noyaux reproduisants. Rappelons la condition

k
nécessaire et suffisante donnée par Volberg pour que la famille R(A) := ( i k/\n H )
An

de noyaux reproduisants de H? forme une suite asymptotiquement orthonormale

(voir [72]).

Théoréme 1.3.12 (Volberg) Soit A = (\,)n>1 C D. Les assertions suivantes
sont équivalentes

(1) R(A) est une base asymptotiquement orthogonale de Kg, .

(2) lim |By,(A)| =1, oit By, := [] ba.-

n—-+oo
k#n

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant.
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Lemme 1.3.13 Soient A = (\,;)n>1 C D et © une fonction intérieure de H>.
(1) Supposons que
lim |By, (\)| =1,

n—-+00
et
ko (., An)
Alors Rg(A) := | ————+ € (SAO).
1Ko (-, An)ll ) s
(2) Supposons que Rg(A) € (SAO). Alors R(A) € (SAO).

(3) Soit A" = (X,)n>1 C D telle que
by, (AL)|<e < 1.
Si R(A) € (SAO) alors R(A’) est une suite de la méme qualité.

Preuve (1) Comme lirf |By,(An)| = 1, on obtient d’apres le théoreme de
n—-+0o0

Volberg que R(A) € (SAO). Par conséquent, il existe ¢y, Cy — 1 tel que

ORI RER S

n>N n>=N

(1.11) en Y lan)’<

n>N

Hk A

Comme lim |©(\,)| = 0, nous avons
n——+o0o

tim Rl (1 jep) =1

n—-+0o0o ||k)\n ||2 n—-+00

Donc Rg(A) € (SAO) si et seulement si <k®("A”)> € (SAO). De plus,
n=1

1,

k®<~7 )\n)

Up—7 71 a,©

2 1o, | 2 on ||1m|| P> H/’mH

2 2

n>N n>=N n>N
et
(1.12)
2
1£1]fV 1O(\)Pen Z |an|?< Z a,0(\,) Hk H sup O\ [*Cy Z lan|? .

n>N n>N n=N

En utilisant (1.11) et (1.12), on obtient que Rg(A) € (SAO).

(2) Soit (¢,)n>1 la famille biorthogonale & Rg(A). Alors, il est clair (d’apres,
par exemple, le lemme 1.3.10) que (¢,,),>1 est aussi une suite asymptotiquement
orthonormale. De plus, nous avons

: : ko(., An) > 1
lim dist * (— Span (k ck#n)) = lim —— =1
o T, A opan (el Ae) = b #m) | = lim 1ors
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On utilise alors une formule de I.A. Boricheva :

ist 2 M an ) n) ) = 2 — ©ix1 (A )|2
(o g o (Kol h) £ ) = B, ) gl—\@m AT, O

ou ©; sont les fonctions de Schur-Nevanlinna associées a (©, A) (voir [12]). Comme

1= [0 (W)
| FerewewiET W

121

on obtient
) kf@( A ) . 2
dist ,Span (ke(.,Ar) © k#n) | <|Bx, (A)]7,
[k (- A
d’on lirf | By, (An)| = 1, ce qui implique, d’apres le théoreme de Volberg, que
n—-+oo

R(A) est une suite asymptotiquement orthonormale.
(3) Posons 6, := | By, (An)]. Comme lim,, o, = 1, il existe N € N tel que

A= < inf 6, .

1+¢e2 >N

En utilisant le lemme 1.3.17 ci-dessous, on obtient, pour k>N,

A A _
TT v |>H7Ak‘)\(l€)| =

pon 1= AT Ioa, (M) 1= Ao

Donc
. / .
Jim T 1oy ()] =
Jj#k

ce qui implique, d’apres le théoréeme de Volberg, que R(A’) est une suite asymp-
totiquement orthonormale. [

Le résultat suivant de stabilité se dérive du théoreme 1.3.4 et du lemme 1.3.13.

Théoréme 1.3.14 Soit Rg(A) € (SAO) tel que
lim [©(\,)] =0.

n—-+o0o
Soit A" := (X))n=1 C D tel que

by, ()< < 1, n>1.
Alors il existe N € N tel que <L’\:")> est une suite basique incondition-
Tho A ) oy
nelle.

Remarque 1.3.15 Comparé a la constante du théoreme de Kadec, ce résultat
peut sembler surprenant. Mais, en fait, comme cela a été mentionné au-dessus,
nous utilisons la métrique pseudo-hyperbolique alors que Kade¢ utilise la métrique

euclidienne. Donc, notre résultat est meilleur dans le cas ou sup Im (p,,) = +00
n=1

et moins bon dans le cas ou H;fl Im (p,) = 0.
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1.3.3 Preuves des théoremes 1.3.2, 1.3.4 et 1.3.14

Tout d’abord, nous donnons des résultats auxiliaires qui seront utiles dans la
suite.

Lemme 1.3.16 Soient \,u € D et 0 < ¢ < 1 tels que |by(u)| < e. Alors nous

avons 5
Ll=e) 1=PP _, (14e)
2\1+¢ 1—|p? l1—¢

Preuve Gréace a un lemme de Vinogradov-Havin (voir [35]), on a

1—5<1—|)\\<1—|—€‘
14 1—|ul 1—¢

Il suffit alors de noter que 1 — |A|<1 — |A[*<2(1 — |)]). O

Lemme 1.3.17 Soit A = (\,)n>1 une suite dans D vérifiant la condition de

Carleson et soit § = §(A) sa constante de Carleson. Soit 0 < A\ < 1. Si li’E\Q <4
et
[ba, ()l <A, n=1
alors A" :== (X))n>1 € (C) et, plus précisément, on a
—2)\/(1 2
S(A) > 6 —2)/(1+)?%) ‘
1 —2X0/(1+ %)
Preuve Voir [27], Chap. VII, page 310, par exemple. O

Remarque 1.3.18 Ce lemme signifie, en fait, que (ky, ),>1 est (&,)-stable, pour

la propriété de suite basique inconditionnelle, des que supe, < A.
n=1

Si A =6/3, nous avons

G(N)=46/3.
Si A =0/2, alors

S(N) = 6%,

Lemme 1.3.19 Soit A = (\,)n>1 € (C) tel que §(A) = 6 > 0. Alors, pour toute
fonction f € H?, on a

DO = Aal?) < 32(1 + 21og 1/6)[1 £

n>1

Preuve Pour ¢ = 2, voir [53]. Pour ¢ # 2, en utilisant la factorisation de
Riesz-Smirnov, on se ramene aisément au cas Hilbertien. O



54

BASES DE NOYAUX REPRODUISANTS DANS LES ESPACES MODELES

Lemme 1.3.20 Soient A = (\,)n>1 € (C) et 6 = 6(A) sa constante de Carleson.
Considérons (X\,)n,>1 C D telle que

by, (ML) < e < g, Vn > 1.

Alors, pour toute fonction f € H?, on a

, 1+e+06/2 2¢e .

S )-SR PO ) < 146 o) (FE02) () il
Preuve Posons (o) — fO0)
g(z) = Tz)”

Alors, il est facile de voir que g € H?. Comme §2(\,,d/2) C D, on peut appliquer
le principe du maximum. Par conséquent,

lg(A\)] < sup  [g(§)]-
€€0Q(Mn,5/2)

Si £ € 092(\,, 0/2), nous avons |by (§)] > “b%()‘n” — |b,\n(§)|} >§/2 —¢e. D'ou

70 <;>’ ! N
\ Do) < s [0 SO

Considérons alors u,, € 9Q(\,,d/2) tel que

[f(un)| = sup  [f(E)].

€€9Q(\n,5/2)

Nous obtenons )

<
= 5/2—5|

’f(An) — f(\)
b, (An)

fun)l

Par conséquent,

2e

1) = 0P - 1P < (5722 ) = PG

D’autre part, comme |by ()] < |ba (An)] + [bx, (tn)]| < € +6/2, le lemme 1.3.16

entraine que
1+e+06/2
I— NP <2 ——L2= ) (1 — |un ).
(- <2 (TR ) )

Donc

70 = - 1 <2 (525 ) ($EEE5R ) (= Pt
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En outre, comme |by, (u,,)| < 6/2, il suit du lemme 1.3.17 que (u,),>1 satisfait la
condition de Carleson et on a

. Uk — Uj
inf — > 5.
k>11

J7#k

],—-EEUj
En utilisant le lemme 1.3.19, on obtient

D (1= [ual?)If (wa)|? < 32(1 + 61og 1/8)|| 117,

n=1

ce qui acheve la preuve. [

Preuve ( du théoréme 1.3.2) Soit ¢ < §/2 satisfaisant les relations (1.6) et
(1.7). Soit A’ = (X)n=1 C D tel que

sup |by, (\)]| < €.

n=1

Le lemme 1.3.16 implique que

1/1—e\ 11—\ 1 +e
1.13 - < <2 . V1
(1.13) 2<1+5) 1— [\ P2 1« "

D’autre part, nous avons

‘@(An) —9(\)

=10 -0\ |lw < 2.
o lo -,

Donc |O(A,) — ©(X,)| < 2¢ et on a alors

gHG—@MJ
bA%

o0

sup |O(X)] < sup|O(\,)| +2e < 1.

n>1 n>=1

Par conséquent, d’apres le théoreme 1.3.1, (ko (., Al,))n>1 st une base incondition-
nelle de Kg si et seulement si l'opérateur Jo o est un isomorphisme de K¢ sur
29((1 — [X.]?)V/9). En vertu du lemme 1.3.20, on a, pour toute fonction f € H¢,

1/q
(1.14) (Z |f(An) = FO[1 (1 = I/\;\2)> <C (6, &) fllg

n>1

C(5,¢) = (64(1 +6log 1/6) Gi—fgg»w (5/225_ 6) .

Cela implique que Jg o+ est un opérateur continu de K¢ dans ¢9((1 — |\, |?)1/9).
Notons par U P'opérateur défini de £4((1 — |\, [*)"/9) dans £7((1 — |\, |>)'/9) par

ou

Ua:=a, a € (1 — |\, H)Y9).
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De l'inégalité (1.13), il est facile de voir que U est un isomorphisme et

1 l/q
10-"I< (2 “) .
1—c¢

De plus, nous avons

Joan =Udon + Jon —UJon
=UlJon (I+Jg U (Jon —Ulon)) -
Par conséquent, pour prouver que Jg o est un isomorphisme, il suffit de vérifier

que

1T AU e —Udenl < 1.

Mais 'inégalité (1.14) signifie précisément que

1+e+6/2\\"" [ 2
; — < T - </
|Jon — Udoall< (64(1+610g 1/5)(1_5_5/2>) 52—2)"

et le résultat suit de (1.7). O

Preuve ( du théoréme 1.3.4) Soit (X),>1 C D tel que

61—~
by, (\)|<e i=supe, < ——.
501 — Y ) /1o / /
Comme 15~ <5 on déduit, du lemme 1.3.17, que A’ := (X,)>1 € (C) et
g

§(A)=6%. En utilisant le critere de Hruschev, Nikolski et Pavlov (voir théoréme
0.1.1), il reste a prouver que

dist (B, H®) < 1.

D’apres un théoreme de P. Jones et S. A. Vinogradov (voir, par exemple, [53],
Lecture VIII, Sect. 4), il existe f € H* satisfaisant

8
FOL) = Ba(x,), et ||f‘|00<ﬁsgll)|BA()‘;L)|'

Par conséquent, By — f € By H™ et || f||o<se. D'ou
. — 8
dist (BABA/,H )<||f||m<g5

Soient g, h € H* tels que
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o7

et

- 8
(116) HBABA’_gHOO = dist (BABA/,H )<§€
Remarquons que ||g|| <€ + 1 et, de plus, comme OBy — gh = OBy (ByBy —
g) + (6B — h)g, on obtient

dist (OBx, H*)<||BaBy = gllse + [|9lloc|0Ba — hllso

et donc, d’apres (1.15) et (1.16), on en déduit que

o8 8
dist (@BA/,H )<§8+ (554‘ 1)’)/ <1.

OJ

Preuve ( du théoréme 1.3.14) En utilisant le lemme 1.3.13, on obtient que
R(A) et R(A’) sont des suites asymptotiquement orthonormales. Donc il existe
des constantes cy, ¢y, Cy, 5]\; qui tendent vers 1 et telles que, pour tout N
suffisamment grand, on a

2

<O Y lanPllfr, 2.

n>N

L17)  en 3 laalllkn, IP<

n>N

Z ank)\n

n>N

et

2
<Oy 3 a2l I

n>N

(L18)  an ) lanf*llkx, [I7<

n>N

Z ank,\%

n>N

Notons par Ay = (Ap)nsn et Ay = (X,)n=n. On a, alors

dist (OBy,, H®) = ||H@m|| ) d’apres le théoreme de Sarason,
_ |P-6By
= sup |[Bry P-Ba, O]

feH?
<1

= || P, |©OH?|
= ||(Ps,, [OH?)|
= [[Pom2|Kp, |,

ol Hem est I'opérateur de Hankel a symbole ©5,, et Pgy2 est la projection
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orthogonale sur © H2. De plus, d’apres (1.17), on a

2 2

Por2|Kp,,, Y anky,

n>N

> a,.0(\)ky,

n>N

<Cx 3 [anPIO ) P, |1

n>N

<Cy sup O Y lanllkx, 1

n>N

Z (07% k)\n

n=1

2

<Y up [O(A) P
CN n>N

Donc || Ponz|Kp,  [I< S—ZJVV sup,>y |©(An)], ce qui implique que

lim dist (©B,,,H>®)=0.

N—o0

— |C
dist (B By, H®)< E—Ng.
N

Par conséquent, en raisonnant comme dans la preuve du théoreme 1.3.4, on ob-
tient que

dist (@EAG\T’ Hoo)gﬂ &8 + (“ &5 + 1)dlst (@EAN,HOO) .
CN CN

On peut alors choisir N suffisamment grand pour rendre la derniére quantité
strictement plus petite que 1, des que € < 1. O

On montre de méme que



Chapitre 2

Stabilité de la complétude pour
les noyaux reproduisants

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier divers problemes relatifs a la stabilité de la
complétude pour les noyaux reproduisants de K§. Pour une fonction intérieure
©, nous rappelons que Kg désigne le sous-espace de H? invariant par S* défini
par

K% .= HP N OH?,

ou HY = zH?. Le probléme de stabilité est le suivant : on se donne 1 < p < +00,
une suite A = (A\,)n>1 C D et © une fonction intérieure de H> tels que le
systeme (ko (., A\n))n=1 est complet dans K§. Si on perturbe la suite A ou (et) la
fonction intérieure ©, la question qui se pose est de savoir si le nouveau systeme
(ke, (-, A,))n=1 est complet dans Kg .

Commencons par rappeler certaines propriétés élémentaires qui vont motiver
cette question de stabilité.
(P 2.1) Soient 1 < p < 400 et A = (A\y)n>1 € D. Alors la suite (ky, )n>1 est
complete dans H? si et seulement si

S = ) = Hoc,

n=1

(voir, par exemple, [60]).
(P 2.2) Soient X" et ) deux espaces de Banach et T' : X — ) une application
linéaire (ou antilinéaire), continue et a image dense dans Y. Si (z,),>1 est une
suite complete dans X alors (T'x,,),>1 est complete dans ).

En effet, comme T est linéaire (ou antilinéaire) et continue, on a

TX = Tspan {z, : n>1} C span {T'z, : n>1}.
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La densité de TX dans ) permet alors de conclure que
span {Tx, : n>1} =Y.

O
(P 2.3) Soient 1 < p < 400 et A = (A\n)n>1 C D. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) (ko(.,A\n))n=1 est complete dans K%, pour toute fonction intérieure ©.
(i) Y (1= |An]) = +o0.
n=>1

En effet, (ii) = (i) découle de (P 2.1) et (P 2.2) appliqué a T = Py : H? — K.
(i) = (ii): supposons que Z(l — [A\ul) < 400 et considérons B := kun

n=1 n=1
et © := zB. Remarquons alors que B = 20 € H'NOH] = K{. De plus,
B(A,) =0, n=1. Donc (ke(., A\n))n>1 n'est pas complete dans K§. O

Etant donné une fonction intérieure © fixée et une suite A = (A\,)p>1 C D,
une question naturelle qui se pose alors est de trouver un critere en langage de
© et A pour que la suite (ko(., A\n))n>1 soit complete dans Kg.

La propriété (P 2.3) montre qu’on peut, sans perte de généralité pour ce probleme,
supposer que A = (\,),>1 est une suite de Blaschke. Par conséquent, dans tout
ce chapitre, sans qu’on le précise nécessairement et sauf mention expresse du
contraire, les suites seront supposées étre des suites de Blaschke sans multiplicité.
Ce probleme est encore ouvert méme pour le cas particulier des exponentielles.
Rappelons que si A = (A\,)p>1 €D, a > 0, et © := 0, := exp (ai 1), I’espace
Ko, s'identifie de fagon unitaire a l'espace L?(0,a) et la complétude de la suite
(ko, (-, An))n>1 dans Kg, est équivalente a la complétude de la suite (exp(ipint))n>1

14+ A . . R -
dans L?(0,a), p, = 17 ~ (voir introduction). Méme dans ce cas particulier,
—\n

le probleme est encore loin d’étre résolu. Les travaux les plus avancés restent
ceux de A. Beurling et P. Malliavin qui ont donné une méthode pour calculer
le rayon de complétude d’une suite d’exponentielles (exp(ij,t)),>1 en fonction
d’une certaine densité (voir [8] et [9] pour les travaux originaux, [45] pour une
réinterprétation de ces résultats, [59] et [44] pour une présentation tres complete
du sujet). Rappelons que le rayon de complétude, pour une suite M = (i, )n>1,
est défini par

R(M) = sup{a >0 : (exp(ifint))ns1 est complete dans L*(—a, a)} :

Mais, d'une part, la densité a partir de laquelle s’exprime le rayon de complétude
est tres difficile a calculer dans les applications et d’autre part, cela ne donne
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pas un critere (au sens nécessaire et suffisant) pour la complétude. Ainsi, on ne
possede aucun renseignement quant a la complétude des exponentielles (exp(ifint))n>1
dans L?*(—R(M), R(M)) lorsque 0 < R(M) < +oo, et elles peuvent, en fait, y
étre completes aussi bien que non suivant les cas. Cela se voit par des exemples
et jusqu’a présent, les résultats généraux sur cette question de complétude dans
L*(—=R(M), R(M)) restent fragmentaires. Cela motive donc I’apparition de notre
probleme de stabilité: étant donné une famille (kg(., \))n>1 complete dans K,
on veut caractériser les perturbations (ke(., ftn))n>1 qui restent encore complétes
dans Kg.

Dans beaucoup de cas, la famille donnée est une petite perturbation d’une famille
dont on sait déja qu’elle est complete. Un critere de stabilité permettrait donc,
dans beaucoup d’applications, de prouver la complétude des noyaux reproduisants.
Il faut également signaler que ce probleme de stabilité est, en fait, lié¢ a un
probleme d’unicité fondamental. En effet, si (e,),>1 est une famille complete
dans un espace de Banach F, considérons les deux problemes suivants:

(Pb 2.1) décrire (g,,)n>1 C R tel quesi f € E*
(i enlealsl (az1) = £ =o.
(Pb 2.2) décrire (e)n>1 C R tel que si (fn)nz1 C E
(1~ eali<en (031)) = span (1 31} = .

Alors, on a
Lemme 2.1.1 (Pb 2.1) <= (Pb 2.2)

Preuve (Pb 2.1) = (Pb 2.2) : so0it (f,)n>1 C E tel que ||fn — en]|<en, Vn>1
et considérons f € E* tel que (f, f,) =0, Vn>1. On a

[(fen)l = [{f; fn — €n)
<[ = enll

<&l fIl-

D’aprés (Pb 2.1), f =0 et donc par Hahn-Banach, span {f, : n>1} = E.
(Pb2.2) = (Pb 2.1) : soit f € E* tel que |(f, en)|<en|| fll, ¥Yn=1. On cherche
a construire (f,),>1 C E telle que

(2.1) | fr — enl|<en, ¥Yn>1
et

(2.2) (f.fa) =0, ¥n>1.
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Considérons

<fa en)
I

olie € Fest tel que e = 1, |f]l = (£, ). Onaalors |l fu—eall = Lh1(/, enbl<en
par hypothese. De plus,

fn = €n —

(fsen)
1f]

<f7 fn> :<f> €n> -
=0.

(f.e)

La condition (2.1) implique que span {f,, : n>1} = E et donc (2.2) entraine
par Hahn-Banach que f = 0. O

Remarquons que le probleme de I'existence d'une suite (&,)n>1 C R vérifiant
(Pb 2.1) (et donc (Pb 2.2)) a été résolu par V. Gurarii et M. Meletidi (voir [28]).
Mais ce théoreme est un résultat de pure existence. Par conséquent, le probleme
intéressant qui subsiste est de trouver une estimation sur la décroissance des
suites (£,)n>1 qui garantissent 1'unicité ou la stabilité de la complétude.

Le probleme d’unicité (Pb 2.1) a été abondamment étudié dans le cas ou
E = H*(D) et (e,)n>1 est une suite de noyaux reproduisants. On peut alors
reformuler ce probleme de la fagon suivante: étant donné une suite (\,),>1 C D
telle que

(2.3) ST = A]) = +oc.

n>1

on cherche & caractériser (g,)p>1 C R tel quesi f € H 2 alors

(|f<An>|<en||f|| <\m>1>) o f=0.

S. Khavinson [41] a montré que si (A,),>1 satisfait (2.3) et une condition de

séparation et si (v,),>1 est une suite de réels positifs telle que lim v, = oo,
n——+00

alors si f est dans la classe de Nevanlinna, on a

1%

(1rowicew (122 zn) = r=0

Plus tard, toujours dans le méme cadre, N. Danikas [18], W. Hayman [33] et
Y. Lyubarskii- K. Seip [50] ont obtenu certaines améliorations portant sur la
décroissance de (g,),>1. Tout ceci motive donc 'apparition de notre probleme
de stabilité. Dans le cas particulier des systemes d’exponentielles, R. Redheffer
a beaucoup étudié cette stabilité (voir [58] et [59]).
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Enfin, pour finir cette introduction, remarquons que le probleme de complétude
des noyaux reproduisants dans 'espace modele K peut se reformuler dans le lan-
gage des opérateurs de Toeplitz. Avant de préciser cette reformulation, donnons
une notation. Si ¢ € L*(T) et 1 < p < +o0, on notera

ker, T, :={f e H’ : T,f =0}.
On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.1.2 Soient 1 < p < 400, B un produit de Blaschke, a zéros simples,
associé a une suite (A\,)n,>1 C D et © une fonction intérieure. Alors

dim ker, Tgp = dim (K& N BHY) = codimgs (span {ke(.,An) : n=1}) .
En particulier, les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) Tgp : HY — HY est injectif.
(i) (ko(., A\n))n>1 est compléte dans Kg.

(iii) K& N BH? = {0}.

Le cas p = ¢ = 2 trouve son origine dans [46] et est démontré dans [53]|, Lemme
97, Appendice 4, page 336. Nous démontrerons le cas général dans ’appendice.

De nombreux auteurs se sont intéressés a la structure des noyaux des opérateurs
de Toeplitz. Dans [30], [31] et [32]), E. Hayashi a montré que si ¢ est une fonction
de L>(T) telle que kery T}, # {0} alors on peut écrire

kery T, = GK§ ,

ol G € H? est tel que G? est un point exposé de H' et © est une fonction
intérieure telle que ©(0) = 0. En utilisant un théoreme de factorisation de Bour-
gain, K. Dyakonov [24] a caractérisé les sous-espaces de H?, 1<p< + oo, qui
coincident avec les noyaux des opérateurs de Toeplitz. De plus, étant donné
une suite d’exposants 1 = pg < p; < --- < py = 400 et une suite d’entiers
ny > mng > --- >ny = 0, il a construit deux produits de Blaschke B et b pour
lesquels, pour tout j =1,..., N on a

dim (Kgﬂpr> =n;, Vp€E[pj-1,p;).

Signalons que les opérateurs de Toeplitz, comme les autres outils, n’ont pas per-
mis, jusqu’a présent, de progres visibles sur ce probleme de la complétude des
noyaux reproduisants dans Kg.
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2.2 Une réduction aux fréquences a parties imag-
inaires positives

Dans cette section, nous allons voir que pour le probleme de la complétude des
systemes d’exponentielles (exp(ipint))n>1 dans L*(—a,a), on peut supposer sans
perte de généralité que Smu,, > 0, n>1. Tout d’abord, rappelons une définition.
Soient M = (ux)r>1 une suite de nombres complexes, 0 < || <|po|<|ps|< - ..
et S:={z : a<argz < 8}, f —a <. On désigne par ny/(r) le nombre de
points de M de module <r et par ny(r,S) le nombre de points de M dans S et
de module <r. On a alors la définition suivante (voir par exemple [44]) :

Définition 2.2.1 On dit que A est une distribution de Levinson de densité A
lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Sile secteur S inclut la demi-droite réelle soit positive, soit négative (voir
Figure 2.1), on a
S
lim "(2S)
r——+00 r

=A.

Si la fermeture de S ne rencontre 'axe réel qu’a l'origine (voir Figure 2.2),

on a s
lim —nM(r, )

r—+00 T

=0.

(ii) )

k>1

1
M

1
(1i7) Z Re (—) tend vers une limite finie lorsque r — +00.
k

Figure 2.1 Figure 2.2
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Pour démontrer la réduction annoncée, nous aurons besoin des deux résultats
suivants :

Théoréme 2.2.2 ( Koosis, [44]) Soit M = (ug)k>1 une suite de nombres com-
plexes, 0 < |p|<|p2|<|ps|< ... Alors M est une distribution de Levinson de
densité A si et seulemement si M vérifie (ii), (iii) et

(i) lim 22(7)
r—-+00 T

=2A.

Théoréme 2.2.3 ( Levinson, [44]) Supposons que la fonction entiére

(2.4) £(2) == cexplaz)2" | (1 _ i) oxp (i)

kst Mk Mok

soit de type exponentiel et possede en outre les trois propriétés suivantes :

1 ' 1 —1
(a) limsup 208 [J)1 |£(y)l + lim sup o8 ATl (=)l = 27A,
y—r+00 ) y——+o00 Yy
I 1 —
(b) limsup 08 J\T)] |f(=)] + lim sup 208 VAT f(=2)l =0,
r—~+00 X T—+00 X

R
1 —
(c) / o8 |f(:UZf( 2)| dz tend vers une limite finie lorsque R — +00.
1 x

Alors la suite M = (ug)k>1 est une distribution de Levinson de densité A.
Réciproquement, si M = (pu,)x>1 est une distribution de Levinson de densité A, le
produit d’Hadamard (2.4) converge uniformément sur tout compact et représente
une fonction entiére f(z) de type exponentiel avec les propriétés (a), (b) et (c).

Soit M = (pn)n>1 une suite quelconque dans C. Associons a cette suite M la

suite M* = (p} )n>1 définie par

R Smpi, =0
Hon = n st Smu, <0.

Théoréme 2.2.4 Soita > 0. Alors les deux suites (exp(ifint))n>1 €t (exp(ipit))n=1
sont complétes ou non simultanément dans L*(—a, a).

Preuve Supposons que (exp(ifint)),>1 ne soit pas complete dans L?*(—a,a).
Alors, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, cela signifie qu’il existe une fonction
Y € L*(—a,a), ¢ Z 0, telle que

/a exp(ipnt)(t)dt =0, n=1.

—a
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De plus, quitte a réduire, la valeur de a, on peut supposer que supp ©» = [—a, a].
Considérons

f(z) = % /a W»(t) exp(izt) dt.

Il est alors facile de vérifier que f est de type exponentiel a, que f € L*(—o0, +00)
et f(u,) =0, n>=1. Notons par M la suite des zéros de f. D’apres la factorisation
d’Hadamard, on peut écrire

f(z) = ezFexp(v2) T (1 - i) exp (2) .

peM
De plus, on a (voir [43])
1 ) 1 i
lim sup M —+ lim sup w = 2a
y—too Yy y—-+oo Yy

D’autre part, comme f est bornée sur I'axe réel (|f(z)|<|[¢]|2, Vo € R), il est
clair que f satisfait les propriétés (b) et (c) du théoréme 2.2.3. Par conséquent, ce

a
théoreme entraine que M est une distribution de Levinson de densité A = —. 11
T

est alors facile de voir, d’apres le théoreme 2.2.2, que M* est aussi une distribution

. ., a .1, .
de Levinson de densité A = —. Considérons la fonction
T

(@)= ezt emts) ] (1 - ;) exp (E) |

La réciproque du théoreme 2.2.3 entraine alors que f* est une fonction entiere,
de type exponentiel telle que

1 *(3 1 *(_4
lim sup M + lim sup M — %
y—r+00 Yy y—+00 Y
De plus, on vérifie que
(@) =1f(x)], VreR,
et donc f* € L*(—o0,+00). Notons par
1 * (7 ] w(_;
b = limsupw, et —a*:=limsup 08 I/ \TW)1 /" (=)l )
y—+o0 Yy y—+00

D’apres le théoreme de Paley-Wiener, il existe donc ¢ € L?(a*,b*), ¢ # 0, telle
que
I
f1(z) = — | o(t)exp(—izt)dt.

2a J,-
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Comme M* C ]Tj*, on a

b*
o(t) exp(—ipyt)dt =0, n>1,

a

ce qui prouve que (exp(ipit))n>1 n'est pas complete dans L?(—b*, —a*). Puisque
b* —a* = 2a on obtient, par changement de variable, que (exp(igu}t))n>1 n’est pas
complete dans L%(—a, a). Il est clair que la réciproque du raisonnement précédent
est valable, ce qui acheve la démonstration. [

Le lemme suivant sera souvent utile par la suite :

Lemme 2.2.5 Soient (fin)n>1 € C, 1 < p < 400, a > 0 et § € R. Alors
(exp(ipint))n=1 est compléte dans LP(—a, a) si et seulement si (exp(i(fin+10)t))n>1
est compléte dans LP(—a, a)

Preuve 1l suffit de remarquer que l'application ¢(t) — ¢(t) exp(—dt) est un
isomorphisme sur LP(—a, a) puis d’appliquer la propriété (P 2.2). O

En utilisant le théoreme 2.2.4 et le lemme 2.2.5, on obtient immédiatement le

Corollaire 2.2.6 Soient M = (u,)n>1 une suite quelconque dans C, § > 0 et
a > 0. Alors les deux suites (exp(ifint))ns1 €t (exp(i(p)+1id)t)),>1 sont complétes
ou non simultanément dans L*(—a,a).

Comme QSm(u! + id) = Smu’ + 0=29 > 0, ce corollaire montre que pour
le probleme de la complétude des systemes d’exponentielles (exp(ifint)),>1 dans
L?*(—a,a), on peut, sans perte de généralité, supposer que 1r>1f1 Smy, > 0.

2.3 Perturbations des fréquences.

Le théoreme suivant établit une condition de stabilité dans le cas des noyaux
reproduisants, qui nous permettra de retrouver a la fois un résultat de R. Red-
heffer, un autre de K. Chan- S. Seubert et une généralisation d'un théoreme de
N. Levinson .

Théoréme 2.3.1 Soient 1 < p < 00, A = (A\p)p>1 C D et © une fonction
intérieure dans H> telle que (ko (., \n))n>1 soit complete dans Kg. Soit (X)))n=1 C
D telle que

(2.5) D b (X)) < 400

n>1

Alors (kg(., \,))n>1 est aussi complete dans Kg.
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Preuve Raisonnons par I'absurde. Supposons que (kg(.,\,))n>1 ne soit pas
complete dans K. Par Hahn-Banach, il existe f € K§, f # 0, telle que
f(AL) = 0, pour tout n>1, avec ¢ I'exposant conjugué associé¢ a p. Définissons
par récurrence une suite de fonctions (¢, ),>; dans H? :

b, — by (An)

¢0::f>et ¢n:: b
X,

¢n—1 ) 7’L>1 .

Il est facile de vérifier que ¢, € K§, pour tout n=1. De plus, ¢,,(\y) = 0, Vk<n,
et on(N,) =0, Yk > n. D’autre part,

||¢n - ¢n—1||q =
(2.6) = |bx, ()l @1l

Donc

(1= [bx, (An) Dl @n—1llg <l @nllg < (L =+ [bx, (M) Dl n—1llg ,
et par récurrence, on obtient

n

en TI(1- VA;(M)\)\If!\q<\|¢n!\q\li[(1+\bx SIS

k=1

+oo
De I’hypothese (2.5), on déduit que les deux produits infinis H (1 — |b,\;€()\k)|>
k=1

et H (1 + |bA;€()\k)|> sont convergents. Posons

C; .= H(l + €z|bA2(Ak)|) ,’i = 1, 2,
k=1
avec 1 = 1 et €9 = —1. Alors (2.7) implique que

IPnllg<erll fllg, VR=1.

Nous obtenons alors que

p
||¢n+p o gbnnq< Z ||¢n+k - ¢n+k—1||q

k=1

Zm Aoei)llénilly dapres (2.6).,

<allflq Z|bxn+k nik)|  dapres (2.7).
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En utilisant (2.5), on a

p

i 3l O] =0

et on en déduit finalement que (¢,,),>1 est une suite de Cauchy dans K¢. Par
conséquent, il existe ¢ € K§ telle que lim,, o ¢, = ¢, dans K. Nous obtenons,
d’apres (2.7), que

coll fllg<llllq
ce qui prouve que ¢ # 0. Comme ¢(A,) = lim, 1 ¢,(A,) = 0, on en déduit que
(ko (., A\n))n>1 nest pas complete dans K, ce qui contredit 'hypothese. O

Il est clair que le théoreme 2.3.1 admet 1’analogue suivant dans le demi-plan
supérieur.

Corollaire 2.3.2 Soient 1 < p < 00, M = (fn)n>1 C Cy et © une fonction
intérieure de H*(C,) telle que (ke (., fin))n>1 est compléte dans KS" := HY N
zHY . Soit (u),)n=1 C C4 telle que

(2.8) > Iby ()] < 400

n>1

Alors (ke(., 11l,))nz1 est aussi compléte dans K3".

Remarque 2.3.3 En reprenant le raisonnement utilisé, il est facile de voir que
le théoreme 2.3.1 et son corollaire restent valables dans le cas (Kg)*, p = 1, 00,
avec la topologie faible™.

Dans le cas, ou © = 0, K& = H?, on a un résultat de stabilité uniforme qui
montre que le théoreme 2.3.1 n’est pas optimal.

Théoréme 2.3.4 Soient 1 < p < 400, (kx,)n>1 une suite de noyaux repro-
duisants compléte dans H? et (X, )p>1 C ID. Si

(2.9) sup by, (ML) < 1,

n>1

alors (kx )n>1 est aussi compléte dans HP.

Preuve Le lemme 1.3.16 implique que, sous I'hypothese (2.9), on a (1 —|\,|) <
(1 — [N |). La propriété (P 2.1), rappelée dans l'introduction, montre alors que
les deux suites (ky, )n>1 €t (kx, )n>1 sont completes ou non simultanément. O
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Remarque 2.3.5 (1) Ce résultat est optimal, & savoir qu’il existe des suites

(An)n=1 et (N)n=1 C D telles que sup lbx, ()] = 1 avec (ky, )n>1 compléte dans
1

HP alors que (ky )n>1 ne l'est pas. Par exemple, on peut prendre A, :=1— — et
n

1

(2) L’exemple du systeme trigonométrique montre aussi qu’il existe un décalage

entre le théoreme 2.3.1 et certains résultats déja connus pour les exponentielles.

Passons au demi-plan supérieur, et considérons

pn=n+i, g, =n+0d,+i, n€Z, §, ER.

Un résultat de N. Levinson [48], qui découle en fait du théoreme 0.1.2, permet
d’affirmer que si

1
100 |<—, Vn ez,
2q
alors (exp(iji,t)), ez st complete dans LP(—m, 7).

D’autre part, si on calcule [0 (u1;,)], le théoreme 2.3.1 donne comme condition
suffisante de stabilité

> <
52 +
ce qui prouve que notre théoreme est loin d’étre optimal. Cependant, cet exemple

montre aussi que le résultat 2.3.4 n’est plus valide pour les noyaux reproduisants
de P’espace modele K : il existe (pin)nez, (1 )nez C Cy telles que sup by (py,)] <
nez

1 et (exp(ifint))nez est complete dans L?(—m, m) alors que (exp(ijil,t))nez ne lest
pas. Considérons, par exemple, p, :=n +1 et

1
w,:=n+-+e+i, pourn=l,

4
N6 L=,
/ 1 .
un::n—zl—€+z, pour n< — 1.
Clairement, (exp(ipint))nez est complete dans L*(—m,7) (c’est méme une base
/

de Riesz!). De plus, N. Levinson a montré que (exp(z(u — 0)t))nez n'est pas
complete dans L?(—m, m) : il suffit de poser
1 1 1
== t o(t) = —t)*"sin ~t.
c 4+€, et o(t) (0052) s o
Puis, on montre que ¢ € L*(—m, m) et ¢ L (exp(i(ul, — 1)t))nez. Le lemme 2.2.5
permet alors de conclure. D’autre part, un calcul explicite montre facilement que

1

71T€
sup [bf, 44)| = ——=2 <1
ne’ (i+5)2+2
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Donnons maintenant les trois applications annoncées du théoreme 2.3.1. Le
premier résultat qu’on peut retrouver est un résultat de R. Redheffer [59].

Corollaire 2.3.6 Soient (p,)n>1, (1, )n>1 deux suites réelles telles que

Sl — ] < oo

n=1

Si (exp(ifint))n>1 est compléte dans L*(—a,a) alors (exp(ijlt)),>1 l'est aussi.

Preuve Ce résultat se déduit aisément du lemme 2.2.5, du corollaire 2.3.2 et
du calcul explicite suivant

/
b+ ' / S| = |:un_lun|
| MnJr’L(S(Mn_’_Z )| |,un—l1/n+225|7
S m—A
\26 lun /J/TL )

ou ¢ est un nombre réel quelconque strictement positif. O

Dans [14], K. Chan et S. Seubert cherchent des conditions nécessaires et suff-
isantes pour que le noyau d'un opérateur de Toeplitz soit non trivial, dans le cas
ol le symbole est le quotient de deux fonctions intérieures. Ils montrent, en parti-
culier, que si ©g et ©; sont deux fonctions intérieures telles que kery T o, # {0}
alors

TNno(®;) CTNo(O).

Si Oy et O sont deux produits de Blaschke infinis, cette condition signifie que
les zéros de ©; ne peuvent s’accumuler qu’aux points de T ou ceux de ©
s’accumulent. En d’autres termes, les zéros de ©; doivent étre, en un certain
sens, proches de ceux de ©y. Dans le résultat qui suit, K. Chan et S. Seu-
bert donnent une condition suffisante portant sur cette proximité des zéros pour
que kery T o, # {0}. Nous obtenons, en fait, ce résultat comme corollaire du
théoreme 2.3.1.

Corollaire 2.3.7 Soient 1 < p < +00, By un produit de Blaschke associé a une

suite de Blaschke (B,,)n>1 €t ©¢ une fonction intérieure qui s’annule en (au,)p>1.
Si

[ee}
Z ’Oén _ﬂn‘ < 00,
n=1 1 o |O{n|

et si ©g possede au moins un autre zéro en dehors des a,, alors ker, T 5, # {0},
c’est-a-dire que (ke, (., fn))n>1 n'est pas complete dans Kg .
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Preuve Supposons que le systeme (ke, (., £n))n>1 soit complet dans K§ . Nous

avons | B |
a —
ban ﬁn :#
<|O‘n _Bn|77
1 — oy

ce qui implique, d’apres notre hypothese, que

Z b, (Bn)| < 0.

n=1

Nous pouvons donc appliquer le théoreme 2.3.1 et conclure que la suite (kg, (., @,))n>1
est complete dans Kgo. Mais, ceci est absurde car, si B désigne le produit de
Blaschke associé a la suite (ay,)n>1, alors on a

spangr {ko, (., ) : n>1} = spany, {ko, : n>1} = K% |
K? 1Fe, H n B

p . : . . . .
et donc Kz = Kg , ce qui est impossible puisque O possede au moins un autre
zéro en dehors des «,,. O

En 1940, N. Levinson [48] a montré que la complétude d’une suite d’exponentielles
(exp(ipint))n=1 n'est pas altérée si 'une des fréquences p,, est remplacée par une
autre fu, avec [t # [i,, Vn. Le théoreme 2.3.1 nous permet de retrouver ce résultat
dans le cadre général des noyaux reproduisants.

Corollaire 2.3.8 Soient 1 < p < 400, (Ay)n>1 C D et © une fonction intérieure
telle que (ko(., A\n))n>1 soit compléte dans K§. Alors (ko (., An))n=n U(Fe(-s AL))1<n<n
est complete dans K§, pour toute suite finie (X)) i1<n<n, Al 7 Ai, AL, £ .

Preuve Il suffit de remarquer que si

o N, 1<n< N
e At n=N,
alors .
2Ol = D b (X)) < +oo,
n>1 1<n<N
et le théoreme 2.3.1 implique que (ko(., X;))@l est complete dans Kg. O]

2.4 Perturbation de la fonction intérieure ©.

Jusqu’a présent, nous avons uniquement étudié les effets de perturbations sur les
“fréquences” (\,),>1 mais on peut aussi perturber la fonction intérieure ©. Plus
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précisément, si (kg, (., An))n>1 est une famille complete dans K¢ et si Oy est une
autre fonction intérieure, quelle doit étre la proximité entre ©; et ©, pour que
(ko,(.; An))n=1 soit une famille complete dans K¢, 7

La premiere conjecture naturelle est de penser qu’il suffit que ©1()\,) soit
proche de ©3()\,). Mais cela ne suffit pas comme le montre I'exemple suivant:
soit (An)n>1 une suite de Blaschke dans D et ¢ un point de D tel que ¢ # A,,
Vn>1. Notons

O = [[br,. et ©y:=100;.
n=1

Alors O1(\,) = O3(\,) = 0, ¥n>1 et (ko, (., A\n))n>1 est une famille complete
dans Ke, alors que (ke,(., \n))n>1 n'est pas complete dans Kg . En effet,

span {ke,(., \n) : n=1} =span {k,, : n>1}
=Kg S K§, .

En fait, en utilisant les opérateurs de Toeplitz et leurs liens avec le probleme
de la complétude (voir lemme 2.1.2), nous allons montrer que, sous certaines
hypotheses, on peut donner des conditions qui garantissent la stabilité de la
complétude. Tout d’abord, rappelons un lemme de L. Coburn dont nous allons
avoir besoin par la suite.

Lemme 2.4.1 (L. Coburn) Si 1l < p < 400 et ¢ € L, ¢ # 0, alors soit
ker, T, = {0} soit ker, T?; = {0}.

Pour le cas p = ¢ = 2, nous renvoyons le lecteur a [16] ou [53], Appendice
4, page 318. Le cas général suit, en fait, exactement le méme schéma et sa
démonstration est reportée dans I'appendice.

En imposant une condition de Fredholm, nous obtenons un résultat de stabilité.
Rappelons qu'un opérateur T € L(H) est dit Fredholm si dim kerT < +oo,
dim kerT™* < 400 et T'H est fermé. Dans ce cas, [index d'un tel opérateur est le
nombre ind 7" defini par

ind T := dim kerT — dim kerT™.

Si ¢ est une fonction de L>(T) telle que T, est de Fredholm dans HY alors
ind, T,, désignera l'indice de T, vu comme opérateur de H? dans H?, c’est-a-dire,
par définition,

ind, T, = dim ker, T;, — dim ker, T7 .
Théoréme 2.4.2 Soient 1 < p < 400, A = (\)p>1 C D et ©; une fonction
intérieure dans H>. Supposons que l'opérateur de Toeplitz T, g, soit Fredholm
dans H?. Alors il existe € > 0 tel que pour toute suite A’ = (X,),>1 C D et toute
fonction intérieure ©, satisfaisant

(210) ||BA_BA’Hoo <e et ||@1_®2Hoo <e€,
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on a
codimgs (span {ke,(.,\n) : n>1}) = codimgs_(span {ke,(.,X,) : n>1}) .
1 2
Nous allons décomposer la preuve de ce théoreme en 2 lemmes.

Lemme 2.4.3 Soient 1 < q¢ < +00, O et By deux fonctions intérieures de H°.
Supposons que l'opérateur de Toeplitz Tg g soit de Fredholm dans H?. Alors, il
existe € > 0 tel que pour toutes fonctions intérieures O, By satisfaisant

||@1—®2||Oo<6 et ||Bl—B2l|oo<57
l'opérateur Tg,p, est de Fredholm dans H et
jﬂdq T®7131 = jﬂdq T@BQ .

Preuve Comme T, est de Fredholm dans HY, il existe n > 0 tel que Tig g +A
est de Fredholm dans HY, pour tout opérateur A satisfaisant ||A| < n (voir [39]).
De plus, nous avons

iIldq (T®7181 + A) = indq (T@IBI) .

D’autre part,

HTEBl - T@BQH :HT@TBl—eTQBQH
= sup |[|[Py(01B1 —0:8,)f]|,
feHT
I fllq<1

<H@_131 —@_232Hoo
<||B1 = Bafloo + |01 — O2[oo -

Dong, si || Bi—Bs|ls < % et |©1—02lc < %, alors T, 5, = Torp,+(To;n, — Tors,)
est Fredholm dans H? et

0

Lemme 2.4.4 Soient 1 < ¢ < +o00, ¢, ¥ € L>(T) telle que ind, T, = ind, T .
Alors
dim ker, T, = dim ker, T} .

Preuve Premier cas : ker, T, = {0}. Alorsind, T, = ind, T,, = —dim ker, T7<0.
Supposons que ker, T, # {0}. Alors, d’apres le lemme 2.4.1, nécessairement
ker, Ti; = {0} et donc ind, T, = dim ker,T;, > 0, ce qui est absurde. Donc
kerq Tw = {O}
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Deuxieme cas : ker, T, # {0}. D’apres le lemme 2.4.1, ker, T?; = {0} et donc
ind, Ty, = ind, 7T, = dim ker, T, > 0. Un raisonnement analogue montre que
ker, T); = {0} et donc ind, T}, = dim ker, T;,. Par conséquent, on obtient

dim ker, T, = dim ker, T .
O

Preuve (du théoréeme 2.4.2) D’apres le lemme 2.4.3, il existe € > 0 tel que,
pour toute suite A’ = (X)),>1 C D et toute fonction intérieure ©, satisfaisant
(2.10), l'opérateur T, =~ est de Fredholm dans H? et

indg T, g, = indg I, -
Le lemme 2.4.4 entraine alors que
dim ker, Tg; 5, = dim ker, T, 5
ce qui est équivalent, d’apres le lemme 2.1.2, a
codimpg (span {ke, (., \,) : n>1}) = codimy_ (span {ke,(.,\) : n>1}) .

OJ

Si ©g et O sont deux fonctions intérieures, considérons l'application ¢ définie
par
v [0,1] — H*®
t = o(t):=t0;+(1—-1)0,.

Si on impose une condition de Fredholm sur les opérateurs Tg,, ), on a le résultat
suivant:

Théoreme 2.4.5 Soient 1 < p < 400, O, Oy et O, trois fonctions intérieures
dans H*. Supposons que, pour tout t € [0, 1], T, est de Fredholm dans HY.
Alors

ind, T@@O = ind, T@@1 .

En particulier, si ©y = Bj et ©1 = By sont deux produits de Blaschke a zéros
simples, nous avons

codimgs (span {ke(.,\n) : n21}) = codimgs (span {ke(.,\;,) : n=>1}) .

Preuve Posons
¢: [0,1] - N

t '_> lndq T@L,D(t) .
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Rappelons que lapplication ind est continue (voir [39]) et donc 'application ¢
est aussi continue. Comme [0, 1] est connexe et ¢ est a valeurs dans N, ¢ est
nécessairement constante. Par conséquent,

ind, Tge, = ind, Tgg, -

Dans le cas particulier ou Oy = By et ©1 = By, il suffit d’appliquer les lemmes
2.1.2 et 2.4.4. ]

Dans le cas ou O et ©; sont des perturbations de Frostman d’une méme
fonction intérieure, il n’est pas nécessaire de supposer que T, est Fredholm.
Le cadre est le suivant: soit © une fonction intérieure. Pour A € D, notons par
O, la “transformée de Frostman” de O, c’est-a-dire la fonction intérieure définie
par
O

1-)0°
Pour préciser un peu plus les choses, nous allons avoir besoin de cette version
améliorée du théoreme de O. Frostman.

-

Théoréme 2.4.6 (Frostman) Soit © une fonction intérieure. Alors il existe un
ensemble 2 C D, de mesure nulle, tel que, pour tout A € D\ Q, la fonction O,
est un produit de Blaschke, a zéros simples.

Preuve D’apres le théoreme de Frostman classique (voir [27] ou [53]), il existe
Qy C D, de mesure nulle, telle que pour tout A € D\ g, ©, est un produit de
Blaschke. D’autre part, il est facile de vérifier que

, (= pP)e
@)\ = .
(1-2X0)2
Considérons

Q:=Q,U0(O 0).

Comme ©' est analytique, ©''(0) est dénombrable et donc ©(0''(0)) est de
mesure nulle. Par conséquent, ) est aussi de mesure nulle. De plus, si A € D\ Q,

alors par définition, O, est un produit de Blaschke. Notons par (\,),>1 la suite
des zéros de ©5. Comme ) € “O(6'~1(0)), on a

O'(A\) #0 Vn>1.

En effet, supposons qu'il existe ng=>1 tel que ©'(\,,) = 0. Alors, A = O(\,,) €
O(©'71(0)), ce qui est absurde. Par conséquent,

O\(\n) #0  Vn=1,

et O, est bien un produit de Blaschke a zéros simples.
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On a alors le résultat suivant
Théoréme 2.4.7 Soient 1 < p < +00, O et © deux fonctions intérieures. Alors

dim ker,Tg o, = cte, et dim ker,Tg g, = cte, YA€ D.

D’autre part, si \, N € D\ Q, avec O, := Hb’\n et Oy := Hb,\%, on a

n=1 n=1
codimyy (span {ke, (., \n) : n>1}) = codimyy (span {ke, (., X)) : n>1}) .

Preuve Soit ¢ € D. Nous avons

avec h :=1— (6. Comme
0<1-[¢l<Ir(z)<2, VzeD,
la fonction h est extérieure et h, h~! € H*. Par conséquent,

Ts,6 =Tg, 6:6.,0
:Tél@g%

:(Th_1)*T@1@CTh .
Comme h, h™! € H*, les opérateurs T}, et Tj,-1 sont inversibles, et donc
dim ker; Tg, o = dim ker, Tg g -

On en déduit aussi que

et donc
dim kery Tg 5, = dim ker, T g -

SiA, N eD\Q, avec O, = Hb)‘n et Oy = Hb/\% deux produits de Blaschke
n>1 n>1
a zéros simples, il suffit d’appliquer le lemme 2.1.2. O
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Corollaire 2.4.8 Soit © une fonction intérieure de H*. Alors il existe une suite
de Blaschke A = (\,)n>1 C D telle que (ko(., A\n))n>1 est compléte dans Kg, pour
tout 1 < p < 4o00.

Preuve D’apres le théoreme 2.4.7, on a
dim ker, Tgg, =cte, VA€ D.

D’autre part, T, = Tge = 11 ou I désigne I'application identiquement égale a
1 et donc
dim ker, Tge, =0 VA€D.

Il suffit alors de choisir A € D tel que ©) = H by, soit un produit de Blaschke
n=1
a zéros simples, ce qui est possible d’apres le théoreme 2.4.6 [

Remarque 2.4.9 Dans [53], N. Nikolski a posé la question suivante: étant
donnée une fonction intérieure © arbitraire, existe-t-il une suite A = (A,)p>1 C D
telle que (ko(., A\n))n>1 forme une base inconditionnelle de K3?

Dans [21], K. Dyakonov a obtenu le résultat suivant: il y a une constante absolue
N € N telle que, pour toute fonction intérieure O, il existe un produit de Blaschke
B d’interpolation et vérifiant

dist (B,0H>®) <1, et dist (6", BH*®) < 1.

Une amélioration de ce résultat avec N = 1 permettrait de répondre par I’affirmative
au probleme posé par N. Nikolski. Cependant, jusqu’a présent ce probléeme reste
ouvert.

Le corollaire 2.4.8 montre que l'analogue de cette question pour la complétude
admet une réponse positive.



Chapitre 3

Complétude de la biorthogonale
pour les noyaux reproduisants

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la complétude de la biorthogonale pour les
noyaux reproduisants. On se donne A = (\,),>1 C D et © une fonction intérieure
de H® telle que la suite (kg(., A\y))n>1 est complete et minimale dans Kg. Nous
nous demandons alors si la biorthogonale & (kg (., A\n))n>1 est, elle aussi, complete
dans Kg.

La notion des systemes biorthogonaux pour I’étude des bases dans un espace
de Hilbert séparable est fondamentale (voir [49] et [63]). Nous commencons par
rappeler quelques définitions et faits élémentaires.

Définition 3.1.1 Deuz suites (fn)n>1 €t (gn)n>1 d’un espace de Hilbert H sont
dites biorthogonales si

Par abus de langage, on dit que (g, )n>1 est la suite (ou le systéme) biorthogonale

a (fn)n>1-

Une suite qui admet un syteme biorthogonal est dite minimale.

En utilisant le théoreme de Hahn-Banach, il est facile de voir qu’une suite
(fn)n>1 est minimale si et seulement si

dist (“‘;—n”, span {fx, k # n}) >0, Vn>1.

Dans ce cas, le systeme biorthogonal est uniquement déterminé si et seulement
si la suite (f,,)n>1 est complete.

Définition 3.1.2 Une suite qui est a la fois minimale et complete est dite exacte.
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En dépit de I'apparente symétrie de la définition, il est clair que la propriété
de complétude pour une suite minimale n’est, en général, pas héritée par sa
biorthogonale. En effet, considérons (e,),>1 une base orthonormale d’un espace
de Hilbert H de dimension infinie. Alors, il est facile de voir que (e, + €1),>2 est
exacte dans H alors que sa biorthogonale (e,,),>2 n’est pas complete dans H. [

Un fait bien connu (voir par exemple [53]) affirme que pour les noyaux repro-
duisants dans H?, la situation est totalement différente. Nous allons donner trois
preuves de ce résultat dont les deux premieres qui nous semblent nouvelles.

Théoréme 3.1.3 Soit B un produit de Blaschke associé a une suite A = (\,;)n>1 C
D. Alors la famille biorthogonale a (k) )n,>1 est exacte dans Kp.

Preuve Tout d’abord, remarquons que la biorthogonale a (ky, )n>1 est donnée
par

B >1
n = Cn y =21,
g Z— An
; 2 -1 B
ou ¢, = (1 = [M\]?)Bn( M)t et B, = NG
An

La premiere démonstration repose sur le théoréeme de Hahn-Banach. Soit f € Kp,
f L gn, n=1. 1l s’agit de montrer que f = 0.

On a B B
0:<fagn> :a<f72_)\ >:a<fvﬁ>
:a<3_nf7 k)\n> = E<P+B_nf7 k)\n> :
D’ou
(3.1) (PyB,f)(\) =0, Vn>1.

En utilisant le fait bien connu que Kp = H*N BH? (voir [53], Lecture II, Lemme
sur Lat S*), on a P,Bf = 0, c’est-a-dire Pyby, B,f = 0, soit P by, P, B,f = 0.
Donc

P.B.f € H*Nby\, H> = K,, .

Or Ky, = Ck,,. Par conséquent, il existe a, € C tel que P.B,f = ayk,,.
D’apres 3.1, on en déduit que a, = 0, Vn=>1. Dot P.B,f = 0, Vn>1, cest-a-
dire f € Kg,, Yn>1. Or

() Kz, = {0}

n=1
(voir [53], Lecture I, Corollaire 8). Donc f = 0.

La deuxieme démonstration repose uniquement sur l’existence d’une application
antilinéaire, isométrique et surjective de Kp sur Kp et qui transforme (ky,)n>1

€n (qulgn)n>1'



3.1 INTRODUCTION &1

Définissons
U: Kg — Kg

f(z) = ZB(2)f(2),.
Il est clair que U est antilinéaire et isométrique. De plus, en utilisant le fait que
K = H?> N BH?, il est facile de voir que U est surjective. En effet,

feKp+=zBf € zB(H:NBH2)=%BH?NzZH2 = BH* N H* = Kj.

D’autre part, on a

_ 1
U(ky,) :zB(z)l —
~ B(»)
2=\
:cglgn.

La propriété (P 2.2), rappelée au chapitre 2, entraine alors que
span {g, : n>=1} =span {c,'g, : n>1} =span {Uk,, : n>1} = Kp.

La troisieme démonstration est celle donnée par N. Nikolski ( voir [53], Lec-
ture VIII, Exemple 1, page 194). En fait, la complétude de la biorthogonale va
découler du fait que si A = (\,),>1 est une suite de Blaschke, la suite de noyaux
reproduisants (k) )n>1 forme une base de sommation dans Kp, c’est-a-dire qu’il
existe une matrice infinie A = (ank)n =1 telle que, pour tout z € Kp, on a

r = lim g i, g ) Ko, -
k—4o0
n=1

B® :=]bx. -

nzp

Pour p>1, on pose

On montre alors que, pour tout x € K, on a

p—1

(3.2) BP)(Mp)'w =Y BO(\,)(z, gn)k, .

n=1

ol Mp désigne I'opérateur modele sur K, Mp := PpS|k,. D’autre part, on a,
pour tout p=>1,
I1B® (Mp)*|I<1,

et
B® (Mpg)*ky, = BO(\)ky, — ka, .

p——+00

Le théoreme de Banach-Steinhauss entraine alors que, pour tout x € Kp,

lim B®(Mp)*z =z,

p——+oo
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et (3.2) implique donc que

p—+o0

r= lim Z B®(\,){x, gn)k»,, -
n>1

g

En 1981, R. Young [74] a montré que pour les sytémes d’exponentielles complexes,
la situation est la méme : si une suite d’exponentielles complexes (exp(ifint))n>1
est exacte dans L?(—m,7), alors sa suite biorthogonale est aussi exacte.
En 1996, dans un manuscrit privé, Y. Lyubarskii a redonné une preuve un peu
différente de ce résultat. La question naturelle qui se pose alors est : qu’en est-il
pour les familles de noyaux reproduisants (kg(., A,))n>1 dans Kg?
Tout d’abord, donnons une condition nécessaire simple qui sera utile dans la
réduction que nous ferons pour ce probleme (voir §3.3).
(P 3.1) : si (ko(., \n))n>1 est exacte dans Kg alors A = (\,),>1 est une suite de
Blaschke.

En effet, si A = (A,)n>1 n'est pas de Blaschke alors

span {kg(.,\,) : n>2} = Keg,

ce qui contredit la minimalité de la suite. U
Par conséquent, sans perte de généralité pour le probleme de la complétude

de la biorthogonale, on peut supposer que A = (\,),>1 est une suite de Blaschke,

sans multiplicité.

Sous 'hypothese A = (A\,)n>1 € (CN), S. Avdonin et S. Ivanov [2] ont montré

que

(ko(., A\n))n>1 exacte dans Kg = sa biorthogonale est aussi exacte dans K .

Mais, sans cette hypothese, le probleme général reste ouvert.

3.2 Un résultat de complétude pour la biorthog-
onale des noyaux reproduisants

En reprenant les idées de R. Young et en imposant une condition sur ©, nous
allons maintenant donner un résultat de complétude pour la biorthogonale. Pour
cela, nous allons passer au demi-plan supérieur C, := {z € C : Smz > 0}.

Théoréme 3.2.1 Soit © une fonction intérieure dans H>*(C,) telle que ©' €
L*®(R). Soit M = (pn)ns1 C Cy telle que (keo(., in))n>1 est exacte dans K.
Alors, sa biorthogonale, ({,,),>1, est aussi exacte dans K.

Pour la preuve de ce théoreme, nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants :
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Lemme 3.2.2 Soit © une fonction intérieure dans H>*(C,.) telle que ©" € L>*(R).

Alors, il existe une suite (7,),>1 C R et |c| = 1 tels que O(y,) = ¢, p=>1, et la

famille o
1—-cO(z
(k@(z, Vp) 1= 2—”)
p=1

2=

forme une base orthogonale de K. De plus, hljrn Y| = +00.
p—+o00

Preuve Comme © € L*(R), la fonction © se prolonge analytiquement a
travers tout 'axe réel (voir [22]). Repassons au disque unité, en considérant
le changement de variable .
x—1i
T+’

qui envoie la droite réelle R sur T\ {1}. Notons © := © oy, Alors, © est une
fonction intérieure de H>(DD), qui se prolonge analytiquement a travers T \ {1}.
En reprenant les notations standards (voir Chapitre I), on obtient donc que

vox e

T\ Es C 0(6) C {1}.

La condition suffisante pour appliquer le théoreme de D. Clark est donc satisfaite
(voir [34], Partie II, §5, ou §1.3.2 de cette these ). Par conséquent, il existe

(=1 € T\ {1}, lim X, =1, et || = 1 tels que O(\,) = c et (kg(- Ap))ps1
p——+oo
forme une base orthogonale de Kg. Si U désigne 'opérateur unitaire défini sur

L*(T) par .
Uf(w) = %x—lmf (i;z) T ER,

alors il est facile de vérifier (voir par exemple [34]) que

UKg = K,

oy

— Kt
_Ke’

et U transforme les noyaux reproduisants de Kg en noyaux reproduisants de K o

Par conséquent, si 7y, := 77 1(\,) = ziiz, la base orthogonale (kg(.,Ap))p=1 se
transforme en une base orthogonale (kg (., 7p))p>1 pour Kg. Comme liin Ap =1,
p——4o00
il est clair que lim |y,| = +oo. O
p——+00

f

Lemme 3.2.3 Soient f € K§ et u € C, tels que f(u) = 0. Alors € Kg.
Nous reportons la preuve de ce lemme a ’appendice.

Preuve (du théoréme 3.2.1) Considérons f := (z — u1)¢y. 1l est clair que,
VYn>1, f(u,) = 0. Montrons que f n’a pas d’autres zéros.
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Supposons qu'il existe p # p, tel que f(u) = 0. Alors nécessairement ¢ (u) = 0
et donc 9y est orthogonale & (kg (., ttn))n>2U(ko(., 1)). D’autre part, ’analogue du
corollaire 2.3.8 pour le demi-plan supérieur montre que (ko(., fin))nz2 U (ko (., 1))
est complete dans KJ, ce qui entraine une contradiction car 1; # 0.

Remarquons maintenant que, Vn>1, f'(u,) # 0. En effet, supposons qu’il
existe ng=1 tel que f'(pn,) =0. On a

f'(2) = i (2) + (z = m)n(2),

et donc f'(u1) = 1 Nécessairement ng>2 et 1| (u,,) = 0. Considérons alors
:u # IU’TH n>17 et

z—p

Z = Hng

g = (A

On a g = 1 + (in, — 1) et donc le lemme 3.2.3 montre que g € K.

D’autre part, g(u) = 0 et g(ﬁi) = 0, n>2. L’analogue du corollaire 2.3.8
pour le demi-plan supérieur permet encore d’aboutir a une contradiction. Par
conséquent, Yn=>1, f'(u,) # 0.

Considérons alors, pour n>1,

/
f/(,un)(z - /Ln) ‘

Le lemme 3.2.3 montre que g, € KJ et d’autre part, g,(ux) = 0n . Par unicité
de la biorthogonale, on en déduit que

gn =

S
¢n = gn = / I n>1 .
J () (2 = i)
Soit h € KJ telle que
(3.3) (hyp) =0, Vn=1.

Il s’agit de montrer que h = 0.
D’apres le lemme 3.2.2, il existe une suite (7,),>1 C R, O(y,) = ¢, p>1, telle que

la famille
(ke(z, Vp) = 21_6—@(2))
2= Jp=1
forme une base orthogonale de K. De plus, pgljrnoo |Yp| = +o00.
Comme h € KJ, on peut écrire

h=2 ake(.7), avec [h]5=) " lapf* ke (- 7)I* < +oo.

p=1 p>1
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On obtient donc, en utilisant (3.3)

0= ZG_P@/)TL? k@(w’y}?» ; nzl

p=1

= Za—pwmp), n>1

p=1

(3.4) - Z

p=1

’Vl

Premier cas : il existe py € N tel que ~,, = 0.

Pour p # py, posons ¢, := M. Montrons que (¢,)pzp, € ¢*. On a
Tp
¢ :a_p(% — 11)¥1(%)
Tp
Tp — H1 __ o7 )
=2 o )] (01, T2
Y ————"" " ke (., W)

~—— e ~

borné e

ce qui montre que (¢p)pzp, € €. Notons r := Z ¢ D’apres (3.4), on a

PFDPo
~ Tpof (Vo) +ZCP =0, n>1,
Hn pEpo T — M”
soit _
B Om) Ly ST g,z
n DPFDPo Tp T Hn
Considérons

9(z) = —i(1 —2O(z)) <_a_pof(7p0)§ tr+zy @ ) :

P#po T #

On a g(u,) =0, n>1. De plus,

9(2) = T (o) lio (2, ) —ir (1 — 2O(2)) +2 > cokelz,m).

P#DPo

~
+ +
€EKg €zKg

Montrons que Z cpke(z,7,) € K§.

PFPo

On a
()

2
Tp — M1
lep ke (- ) I” = lap) ke (-, ) II” |-2——

p
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Or la condition © € L*(R) entraine que K3 C L>®(R) (voir [22]) et donc

T — M1¢1(

(¥1(7p))p=1 est bornée et donc la suite V) est aussi bornée et

P PFPo

> leplPllke ()P < +oo,

PFPo

donc

ce qui prouve que Z cpyke(z,v,) € K. Par conséquent, g s’écrit

P#Do
g=9g1+ 292, avec g1, g2 € K¢ .
Montrons que € KJ.
Z — Ml .
Onag=g1+(z—p1)g2 + p1g2, d’olt
g +
S Z—

Or g1 + pnge € K& et (g1 4 paga) (1) = g1(p1) + paga(pn) = g(pa) = 0 et donc

g1 + H1G92 c Kg .
2=
. ~_ 9 +
Par conséquent, g := € Kg.
<=

Si g(p) =0. Alors g € K& et g(p,) = 0, n>1. Comme la suite (ko(-, tn))n>1
est complete dans Kg, cela implique que g = 0, soit g = 0. Or
g(%’o) = a_Pof(’YPo)”k@(‘u 7?0)”2 )

et, pour p # pp, on a
9() = ”prka@(.,’yp)HQ

= a_pf(Vp)Hk@(w VP)HZ .
Donc, pour tout p>1,
(3.5) 9(w) = G f () llke ()17

On obtient donc
a_pf(7p>‘|k@(77p)||2 :07 Vp>]-7

et comme f(v,) # 0, on a a, = 0, p>1, ce qui donne h = 0.
Si g(u1) # 0. Alors ¢'(u1) # 0. La fonction

g B f
g )z =) () (z = pa)
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est dans K et s’annule aux points y,, n>>1. Par conséquent, elle est identique-
ment nulle et donc il existe A € C tel que

g=Af.

D’apres (3.5),
Af () = a_pf<7p)||k®(-=’7p)||2 )

ce qui donne, comme f(7,) # 0,

@llke (. )l = A.

D’ou

”2 — |A|2 )
ke (., )2

| *ll ke (- )

D’autre part, on a
1Ko ()17 = 1€ (3) <[] »

et donc | |2

<oy Pk ()P 0,
16/l
ce qui implique nécessairement que A = 0 et donc a,, = 0, p>1, c’est-a-dire h = 0.
Deuxieme cas : Pour tout p>1, v, # 0. On raisonne en fait de la méme
maniére, sans avoir a couper la somme définie par la relation (3.3). O

Montrons que ce théoreme permet de retrouver le résultat de R. Young, dans

le cas ou infl’ Smip, > —oo.
nz

Corollaire 3.2.4 Soit M = ({1,)n>1 C C telle que 1r;f1 Smp, > —oo.

Si la suite d’exponentielles (exp(iji,t))n>1 est exacte dans L*(—m,7) alors sa
biorthogonale est aussi exacte dans L*(—m, 7).

Nous allons avoir besoin du lemme général suivant, probablement connu, mais
faute de références, nous en donnerons une preuve dans 'appendice.

Lemme 3.2.5 Soient X, Y deux espaces de Hilbert tel qu’il existe un isomor-
phisme T entre X et Y. Soit (x,),>1 une suite de X et notons y,, := Tx,, n>1.
Alors (x,,)n>1 est exacte dans X si et seulement si (y,,)n>1 est exacte dans Y. De
plus, leurs biorthogonales sont complétes ou non simultanément.

Preuve (du corollaire 3.2.4) Soit ¢ € R tel que 1r>1f1 Smp, > c. Définissons

lopérateur T sur L*(—m, ) par

(Tf)() = f(t)exp(ct), € (=m,m).
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Il est facile de voir que T est un isomorphisme sur L?(—x, ) et de plus,

T exp(ipint) = exp(i(p, — ic)t) .

D’autre part, comme Sm (p, — ic) = Smpu, — ¢ > 0, n>1, il est connu (voir
introduction générale) que les suites (exp(i(pn — i€)t))n>1 €t (ko,, (-, fin — 0€))n>1
sont unitairement équivalentes, o Oy, est la fonction intérieure de H*(C,)
définie par

Oor(2) := exp(2imz) .

Par conséquent, les familles (exp(ijint))n>1 et (ko,. (-, ftn — 1) )n>1 sont isomorphes
et le lemme 3.2.5 entraine que (ke,, (., ftn —i¢))n>1 est exacte dans K . Comme
- € L®(R) (|05, ]|cc = 27), le théoreme 3.2.1 implique que la biorthogonale
(k@%( fin — iC))n>1 est complete dans K§ . En utilisant une nouvelle fois
le lemme 3.2.5, on en déduit que la blorthogonale a (exp(ifnt))n>1 est complete
dans L?*(—, ) O

Remarque 3.2.6 La condition ©' € L>®(R) est vérifiée, par exemple, pour
O(z) = exp(iaz)B(z) ou B est un produit de Blaschke d’interpolation pour lequel
dist (B7'(0),R) > 0. En fait, J. Garnett (voir [27]) a montré que la condition
© € L®(R) est équivalente a I'une des deux conditions suivantes :

i) il existe h > 0 tel que inf{|©(2)| : 0 < Smz < h} >0
(i)

(ii) © est inversible dans I’algebre de Douglas [H*, exp(—ix)], égale a ’algebre
engendrée par H* et ’ensemble de toutes les fonctions uniformément con-
tinues et bornées sur R.

D’autre part, Dyakonov [22] a démontré que cette condition est également
équivalente au plongement

K" c K&, pour 1 < p < g< + 0.

3.3 Reéduction au cas ou O est un produit de
Blaschke sans multiplicité

Dans ce paragraphe, nous donnons un résultat qui montre que 1'étude de la
complétude de la biorthogonale peut étre réduite au cas ou © est un produit
de Blaschke sans multiplicité. Rappelons que si © est une fonction intérieure et
A € D, alors ©) désigne la transformée de Frostman de ©, c¢’est-a-dire la fonction
intérieure définie par

S

0, = —
V=)
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Théoréme 3.3.1 Soit A = (\,)n>1 C D une suite de Blaschke sans multiplicité
et © une fonction intérieure de H*.
(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ko(., A\n))n>1 est exacte dans Ke.
(ii)) VA € D, (ko, (., \n))n>1 est exacte dans Ke, .
(iii) II existe A € D tel que (ko, (., A\n))n>1 est exacte dans Ko, .

(b) Supposons que I'une des trois conditions précédentes soient vérifiées et notons
(¥n)n>1 la biorthogonale a (ke(., \n))n>1 dans Kg et (1,)n>1 la biorthogonale a
(ko, (., A\n))n>1 dans Kg,. Alors

(¢n)n>1 est exacte dans Ko <= (¢, )n>1 est exacte dans Ko, .
Pour la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2 Soit A = (\,),>1 une suite de Blaschke sans multiplicité et ©
une fonction intérieure dans H*. Alors, (ko(., \n))n>1 est exacte dans Kg si et

seulement si
ker Tgp = {0}

et
dim ker Tgp, =1, Vk>1

Preuve Il est facile de voir que (kg (., \y))n>1 est exacte dans Kg si et seulement

si
ker Tgp = {0}

et
dim (K¢ ©span {kg(.,\,) : n#k}) =1, Vk>1

Il suffit alors de remarquer que
Ko ©span {ke(., \n) : n# k} = By ker Tgp, .
O

Preuve (du théoréme 3.3.1) (a)On raisonne comme dans la preuve du théoreme
2.4.7. Soit A € D. Nous avons
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avec h:=1—\O. Comme

0<1—[N<|h(2)|<2, V2 €D,

la fonction h est extérieure et h, h=!' € H*. D’ou

Tep = T@B% =TT pgTh-1 -
Comme h, h=! € H*, les opérateurs T}, et Tj,—1 sont inversibles. Donc
dim ker Tgp = dim ker Tgp

et
dim ker Tgp = dim ker Tg .

11 suffit alors d’appliquer le lemme 3.3.2 pour conclure la preuve de (a).

(b) Montrons que T}, Ko, = Ko.
Soit f € Kg,. On a

P+@hf - P+@)\h/f
— P,iP,©5/
=0 car f € Ko, .
Dou T, f € H*NOH? = Kg, ce qui montre que
ThK@/\ C Ko .
Soit g € Kg. Définissons f := h™'g. Comme h™! € H®, f € H? et on a
P,O\f = PO hy
= P+@h_1g
= P+FP+@g
=0 car g € Ko .
Par conséquent, on en déduit que f € Ko,. Comme T}, f = Pyhf = hf = g, on
a g € T Ke,, ce qui prouve l'inclusion inverse

Ko C T) Ko, .

Donc T}, est un isomorphisme de Kg, sur Kg. D’autre part, remarquons que

(Th%,k‘@(-a)\n)) <h¢k,k@(,)\n)>
= h(\ ) k(An) car hsz € Ko

=0, sin#k.
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On en déduit donc que
Thlzk € Ko ©span {ko(.,\,) : n#£k}.
Or, par définition de la biorthogonale,
U, € Ko ©span {ko(.,,\,) : n#k},
et, d’apres le lemme 3.3.2,
dim (Kg ©span {ke(.,\,) : n#k})=1.
Par conséquent, il existe ¢ # 0 telle que

Th?/ﬂvk = Y -

Il est alors clair que (¢, )ns1 est complete dans Ke, si et seulement si (¢, )1 est
complete dans Kg, ce qui acheve la preuve du théoreme. O

Sans perte de généralité pour le probleme de la complétude de la biorthogonale
a (ko(., An))n>1, ce théoréme montre donc qu’on peut supposer que © est un
produit de Blaschke sans multiplicité. En effet, d’apres le théoreme 2.4.6, on
peut choisir A € D tel que O, est un produit de Blaschke sans multiplicité, puis
on applique le théoreme 3.3.1. Cependant, cette réduction n’a jusqu’a présent
pas donné de résultats.
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Chapitre 4

Remarques sur la surcomplétude
des noyaux reproduisants

4.1 Introduction

Si on se donne une suite (z,,),>1 dans un espace de Banach X', la question naturelle
et classique qui se pose est de savoir si cette suite est complete ou non dans X,
c’est-a-dire si
span {z, : n>1} =X .
Lié a cette question, il existe deux autres types de complétude : celle a défaut fini
et celle a défaut infini ou surcomplétude. Dans ce chapitre, nous nous proposons
d’étudier ce dernier type de complétude pour les noyaux reproduisants de I'espace
Ko.
Rappelons tout d’abord la définition et quelques faits généraux.

Définition 4.1.1 Soient X un espace de Banach et M une partie de X. On dit
que M est surcompléte dans X si

span (S) = X,

pour tout sous-ensemble infini S de M.
Si X = Y* est le dual d’un espace de Banach Y, et M C Y*, on dira que M est

faible® surcompléte si, pour tout sous-ensemble infini S de M, on a
span”” (S) = X,

ot span®” (S) désigne I'enveloppe linéaire faible* fermée engendrée par S.

Remarque 4.1.2 Si Y est réflexif, il est facile de vérifier que les deux notions
de surcomplétude coincident, a savoir que si M C YV*, alors

M est surcomplete dans V* <= M est faible® surcomplete dans Y™ .
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Des exemples de suites surcompletes, dans des espaces de Banach concrets,
sont connus depuis longtemps. Par exemple, G. Szego a prouvé que si 0 < A\, —

+o00, alors la suite (t € [0,1], n>1) est complete dans C([0,1]) et donc

surcomplete dans C(]0, 1]73, comme 'ont observé P. Erdés et E. Strauss (voir [25]
ou [17]). V. Klee a montré que, dans tout espace de Banach séparable, il existe
des suites surcompletes (voir [42]). Une autre preuve, plus constructive, de ce
résultat a été obtenue par H. Brass (voir [64], remarque 1.3, page 59). P. Terenzi
a beaucoup étudié ce probleme de surcomplétude. En particulier, il a montré le
résultat suivant qui décrit, dans un espace de Banach, la structure des suites qui
ne possedent pas de sous-suites basiques.

Théoréme 4.1.3 (P. Terenzi, [67]) Soient X un espace de Banach et (z,),>1
une suite de X qui ne posséde pas de sous-suite basique. Alors il existe une
sous-suite (x,, )k>1 de (z,)n>1 satisfaisant I'une des deux alternatives suivantes :

(i) (xn,)k>1 est surcompléte dans S := span {xz,, : k>1}.
(ii) x,, peut se décomposer sous la forme
Tpy = Uy, + 2y, 5 Un, 0,2, #0

avec (Un, )r>1 surcompléte dans U := span {u,, : k=1} et (v )r>1 suite
basique.

Nous allons maintenant donner une condition suffisante de surcomplétude
pour les noyaux reproduisants d'un espace de Banach de fonctions holomorphes.
La plupart des résultats qui suivent dans cette section font partie du folklore et
sont sans doute connus mais faute de références, nous en donnons des preuves.
Le cadre est le suivant : soient {2 un domaine de C et X un espace de Banach
formé de fonctions holomorphes sur € et plongé contintiment dans 'espace C'(§2)
des fonctions continues sur €2, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact. Pour A € €0, considérons ¢, la forme linéaire évaluation en A
définie par

oy X — C
Foe O,

Si Z est un sous-ensemble infini de €2, nous désignons par Z’ I'’ensemble de
ses points d’accumulation. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 4.1.4 Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur
), plongé continiment dans C(Q2). Si Z est un sous-ensemble infini de 2 tel
que Z' C ), alors (¢x)aez est surcomplete dans X* si X' est réflexif et faible®
surcompléte sinon.

La preuve de ce théoreme nécessite le lemme suivant, bien connu des spécialistes.
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Lemme 4.1.5 Soit Q un domaine de C, Z C Q avec Z' N Q) # () et X un espace
de Banach.

(a) Si f est une fonction holomorphe de Q0 dans X alors
span {f(z) : z € Z} =span {f(z) : z € Q}.

(b) Si X = Y* est le dual d’un espace de Banach et si f est une fonction faible*
holomorphe de ) dans Y* alors

span®” {f(z) : z € Z} = span™ {f(z) : z € Q}.

Preuve (a) D’apres un résultat classique de dualité (voir, par exemple, [61]), il
suffit de montrer que

span {f(z) : z € Z}* Cspan {f(z) : 2 € Q}*.

Soit donc ¢ € span {f(z) : z € Z}*. Considérons I'application g définie sur {2
par

9(2) = {f(2),¢), 2€Q.

L’application g est holomorphe sur €2, a valeurs dans C et s’annule sur Z. Comme
7' NQ # 0, le théoreme des zéros isolés permet alors d’affirmer que g = 0, ce qui
prouve que

@ € span {f(z) : 2 € Q}*".

(b) On raisonne de la méme maniére en remarquant qu’il suffit de montrer
LLin{f(z) : z€ Z}y C *Lin{f(2) : 2 €Q},
outN :={ye¥: (y,y*) =0, Vy* € N}. O

Corollaire 4.1.6 Soit ) un domaine de C, Z un sous-ensemble infini de ) avec
Z' C Q) et X un espace de Banach

(a) Si f est une fonction holomorphe de Q dans X' telle que
span {f(z) : 2z € Q} =X,
alors M = (f(2)).,ez est surcompléete dans X .

(b) Si X = Y* est le dual d’un espace de Banach ) et si f est une fonction
faible* holomorphe de Q dans Y* telle que

span”” {f(2) : € Q} =",

alors M = (f(z)).cz est faible® surcompléte dans Y*.
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Preuve (a) D’apres les hypotheses, il est clair que, pour tout S C Z tel que
card S = oo, alors S’ N Q # (). Le lemme 4.1.5 entraine alors que

span {f(z) : z € S} =span {f(z) : z € Q}.

Donc si span {f(z) : z € Q} = X, alors, il est clair, par définition, que M =
(f(2)).ez est surcomplete dans X.

(b) On raisonne de la méme maniere en appliquant la partie (b) du lemme 4.1.5.
O

Preuve (du théoréme 4.1.4) Si X est réflexif, 'application A — ¢, est faible-
ment co-analytique et donc (fortement) co-analytique dans €2 (voir [61]). Comme

span {p) : A € Q} = X",

il suffit d’appliquer le corollaire 4.1.6 (a). Si X n’est pas réflexif, on raisonne de
la méme maniere, en appliquant le corollaire 4.1.6 (b). O

4.2 Surcomplétude des noyaux reproduisants de
KE.
o

Revenons a notre cadre d’étude sur les noyaux reproduisants dans les espaces
modeles. Soit © une fonction intérieure dans H> et A = (\,,),>1 une suite dans D.
On cherche un critére pour que la suite de noyaux reproduisants (kg (., A,))n>1 S0it
surcomplete dans K§, 1 < p < +o00. Tout d’abord, donnons deux résultats dans
deux cas particuliers. Le premier concerne les noyaux reproduisants dans H?, qui
correspond au cas ou © = 0. Le deuxieme traite le cas des suites d’exponentielles

1
dans LP(—a,a), qui correspond au cas ou © = O, = exp (—az i 1).
Z p—

4.2.1 Cas particulier des exponentielles et des noyaux re-
produisants de H”.

En fait, nous allons replacer le premier résultat sur les noyaux reproduisants de

HP? dans un cadre un peu plus général.

On considere X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D, vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) X — Hol(D), et donc, pour tout A € D, la forme linéaire ¢, évaluation en
A est continue,

(i) X est réflexif,
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(iii) limjy—1 [|@a]] = 400, ce qui signifie que D est le domaine d’holomorphie
naturelle des fonctions f € X,

(iv) Pensemble Hol(ID) se plonge continiment dans X et I'injection est & image
dense.

Alors, on a le théoreme suivant:

Théoréme 4.2.1 Soient A C D et X un espace de Banach de fonctions holomor-
phes sur D, vérifiant les quatre propriétés précédentes. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(a) (¥x)aen est surcompléte dans X*.

(b) sup |\ < 1.
AeA

Pour prouver ce théoreme, nous allons avoir besoin du résultat suivant de C.
Bessaga et A. Pelczynski (voir [7] ou [64], Corollaire 1.1, page 48).

Lemme 4.2.2 (C. Bessaga-A. Pelczynski) Soit (y,)n>1 une suite d’'un es-
pace de Banach E satisfaisant

(4.1) inf [ya[l >0

et

(4.2) lirf yn =0, pour la topologie faible.
n——+0o0

Alors (yn)n>1 posséde une sous-suite (yy, )p>1 qui est une suite basique.

Preuve (du théoréme 4.2.1) (b) = (a): c’est le théoreme 4.1.4.
(a) = (b): Supposons que sup |A| = 1. Alors il existe (A\,)n>1 C A telle que

A€o
lim |\, =1 et donc, en utilisant (iii), on obtient que
n——+oo
li = .
Jim e, [| = oo
Considérons
Up Pon n=1

o, |
Nous allons appliquer le lemme 4.2.2 & la suite (¢,),>1. Il est clair que cette suite
satisfait I'hypothese (4.1). Montrons qu’elle vérifie aussi I’hypothese 4.2, ce qui
se traduit, en utilisant le fait que X" est réflexif, par

lim (f,¢n) =0, Jex.

n—-+0o0o
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Or, si f € Hol(D), on a

(| = O] St 1G]
[, o]

7

et donc

lim (f,4,) =0, f € Hol(D) .

n—-+o0o

Comme Hol(ID) est dense dans X, le théoreme de Banach-Steinhauss implique que
la suite (¢,,)n>1 vérifie 'hypothese (4.2). Donc d’apres le lemme 4.2.2, il existe
une sous-suite (¢, )p>1 qui forme une suite basique dans A*. Par conséquent,
(¢n, Jp=1 forme aussi une suite basique dans X et, en particulier, elle est mini-
male. Donc,

Pr, & span {py, : p>2},

et donc la suite (¢, )2 n'est pas complete dans ™. U

Remarque 4.2.3 En fait, sous les hypotheses (i) & (iv), toute forme linéaire ¢ €
X peut étre identifiée avec sa série de Taylor Z ©(z")¢". En effet, considérons
n=0
i X* — Hol(D)
o= Y (")
n=0

La série Z 2"(" converge vers T pour la topologie de Hol(D). Donc, comme

—(z
n>0

Hol(D) < X, on a convergence dans X et par continuité de ¢, on obtient

D> (M= <1 _1@) :

n=0

Par conséquent, I'application

¢ Y e(zm)er

n=0

définit bien une application holomorphe dans D. D’autre part, ¢ est injective. En

effet, si i(p) =0, p € X*, alors (z") = 0, ¥n=>0. Considérons alors f € Hol(D),
fz) =) fn)=",

n=0

ou la convergence est valable pour la topologie de Hol(ID) et donc pour la topologie
de la norme d’apres (iv). On obtient donc

o(f) =Y fn)p(z") = 0.

n=0
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Par conséquent, Vf € Hol(D), o(f) = 0. Le fait que Hol(ID) soit dense dans X
entraine alors que ¢ = 0. Donc 7 est une injection, linéaire et on peut identifier
X* comme un sous-espace de Hol(D). La dualité entre X et X* peut s’écrire a la
“Cauchy”:

(frp) = (frip)) = D Fn)e(z"), (au moins pour f € Hol(D)).

n=0

D’autre part, on a
1

1— Xz~

i(pr) =
Le corollaire suivant est alors immédiat :

Corollaire 4.2.4 Soient A C D et X un espace de Banach de fonctions holo-
morphes sur D, vérifiant les quatre propriétés (i) a (iv). Les assertions suivantes
sont équivalentes:

1
(a) (1 — Az),\e/\ est surcomplet dans X*.

(b) sup|A| < 1.
AEA

Le théoreme 4.2.1 permet de trouver le critere pour les noyaux reproduisants
de H? :

Corollaire 4.2.5 Soient 1 < p < 400 et A un sous-ensemble infini de D. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) (kx)xea est surcompléte dans HP.
(b) sup|A| < 1.
AeA

Preuve 1l est clair que H? vérifie les propriétés (i) a (iv), et donc il suffit
d’appliquer le théoreme 4.2.1. O

Nous donnons maintenant le résultat pour les exponentielles.

Théoreme 4.2.6 Soient 1 < p < 400, Z un sous-ensemble infini de C et a > 0.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) (exp(ipt)),ez est surcompléte dans LP(—a, a).

(ii) sup |p| < +oo.
HEZ
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Preuve (i) = (ii): Supposons que sup || = +00. Alors, il existe (fy)n>1 C Z
HeZ

tel que |u,|=n?, n>1. On obtient donc

Z <Z—<+oo

n>1 |,LLn n>1

Un théoreme classique permet alors d’affirmer que (exp(ij,t)),>1 n’est pas complete
dans LP(—a, a) (voir par exemple [65] pour le cas réel et [58] pour le cas complexe).

(i) = (i): Si sup |u| < +o0, alors nécessairement Z' C C et donc le corollaire
HeZ
4.1.6 implique que (exp(iut)) ez est surcomplete dans LP(—a, a).

g

Remarque 4.2.7 Il n’est pas difficile de voir que le corollaire 4.2.5 et le théoreme

4.2.6 peuvent se généraliser au cas (HP)*, p = 1,+o0, en utilisant la topologie
faible™.

4.2.2 Cas général.

Dans le cas général, nous donnons maintenant une condition suffisante et deux
conditions nécessaires pour que (kg(., Ay))n>1 S0it surcomplete dans Kg.

Théoreme 4.2.8 Soient 1 < p < 400, A = (A\y)n>1 C D et © une fonction
intérieure de H*.

(a) Si 1r>1f‘l (1= |Aa]?) + dist (A, 0(©))) > 0, alors (ke (., A\n))n>1 est surcompléte
dans Kg.

(b) Supposons que (kg (., An))n=1 soit surcompléte dans Kg. Alors :

() sup o (. )|, < +oc.

(ii) Sio(©)ND # 0, alors

inf (1 — [\, [?) + disty, (A, 0(©) ND)) >0,

n>1

oit disty, (A, 0(©) D) := inf _|by, (C)]-

¢€a(@)ND

Preuve (a) Une propriété bien connue (voir [53], par exemple) affirme que toute
fonction f € K¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur © := C\ (¢(0©) N
T). Si 71£f1 (1= |[Aa]?) + dist (An,0(©))) > 0, alors A’ C Q et le théoreme 4.1.4
permet d’en déduire que (kg(., Ap))n>1 est surcomplete dans (K§)* = K§.

(b) (i) I1 n’est pas difficile de voir qu'un raisonnement analogue a celui effectué
dans la preuve du théoreme 4.2.1 va donner la conclusion.
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Supposons que sup ||k (., An)|l, = +oo. Alors, il existe (A, )i>1 telle que

n>1

i, A, )l = +oo.
Soit " \
oo Kol hn)
ke (s An,)

p

. il

Il est clair que (z;);>1 satisfait I'hypothese (4.1) du lemme 4.2.2. Montrons qu’elle
vérifie aussi I'hypothese (4.2), c’est a dire que, pour tout f € K§,

lim (f,x;) =0.

i—>+00
Définissons une forme linéaire T; sur K par
Il est clair que T; € (K&)* et | T;|| = 1, Vi=1. Soit maintenant f € K& N H™.

On a (M) ol
T f — 2| = n; < > .
T == g AT < TRo (A

Donc

lim T;f =0, Vfe KENH™.

1——+00
Remarquons alors que (kg (., A))rxen C KGNH™> et span {kg(.,A) : A € D} = K§.
Ceci prouve que KN H™ est dense dans K. Le théoreme de Banach-Steinhauss
implique que

. ] — q
il}erooﬂf 0, VfeK§.

Par conséquent, la suite (x;);> vérifie les hypotheses du lemme 4.2.2 et donc il
existe une sous-suite (z;,);>1 qui forme une suite basique. Quitte a renommer la
sous-suite, on obtient donc que (kg(., \y;))i>1 forme une suite basique et donc ne
peut pas étre surcomplete comme cela a déja été remarqué.
(ii) Si card (¢(©)ND) < 400, alors la condition (ii) est automatiquement vérifiée.

En effet, notons |(y| := : Ir%%%( . |C| et considérons € > 0 tel que |(p|<1—e. Alors,
co n
pour tout n>1 et tout ¢ € 0(0) N D, on a
p‘n B C‘
b2, (O] = 7—==1
11— Aud]
1

1
>3 (Ml = 1+9),
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et donc .
disty, (An, 0(©) N ]D)>§(|/\n| —14¢).
On obtient
: . 1 1 1 1 1
(1_|)‘n| >+d15th (/\nuU<@>QD>>1_|)‘n|_§(1_|/\n|)+§‘€ = 5(1_|>\n|)+§5>§57

d’ou .
. o 2 . -
%gfl (1= |Aa]?) + disty, (A, 0(©) N D)) 225.
On peut donc supposer que card (o(©)ND) = +oo. Dans ce cas, la condition
(ii) va en fait découler du théoreme de stabilité 2.3.1. Supposons que
H;f1 (1= |Aa]?) + dist, (A, 0(©) ND)) =0.
Cela implique qu'’il existe deux sous-suites (\,.)i>1 C A et (an,)i=1 € ©71(0)
telles que

=0.

Quitte a renommer la sous-suite, on peut donc supposer que

> b, (an,)

i1

< +00.

Comme (kg(., A\n))n>1 est surcomplete dans K§, la sous-suite (kg(., Ap,))iz2 est
complete dans Kg. Le théoreme 2.3.1 entraine alors que (kg(., an,))is2 est aussi
complete dans Kg. Notons alors

B =[] ba, -

i1

Il est facile de voir que € K} C K¢ et

ni

B(ay, .
< b 7k‘®(-7ani)> = (f 1) = O, 2227

2 — Qp,y

ce qui est en contradiction avec le fait que (kg(., an,))i>2 est complete dans KP.
U

Remarque 4.2.9 Il n’est pas difficile de voir que le théoreme 4.2.8 reste valable
dans le cas (K3)*, p = 1, +00, avec la topologie faible®. La démonstration reste
la méme sauf pour I'assertion (b)(i), ou il faut remplacer le lemme 4.2.2 par un
résultat de W.B. Johnson et H.P. Rosenthal [37].
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Dans le cas ou sup |O(A\,)| < 1, on peut donner le critére suivant de sur-
n>1

complétude.

Théoréme 4.2.10 Soient 1 < p < 400, A = (\,)n>1 C D et © une fonction
intérieure de H* telle que

(4.3) sup |O(\)| < 1.

n>1
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (ko(.,An))n>1 est surcomplete dans K§.

(ii) (ky,)n>1 est surcompléte dans HP.

(iii) sup ko (., An)llp, < +o0.
. . 2
(iv) (1 A% > 0.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du résultat général suivant
qui est utilisé implicitement par I. Singer (voir [64], page 58-59).

Lemme 4.2.11 Soient X, Y deux espaces de Banach et u : X — ) une appli-
cation linéaire, continue et a image dense. Si (z,)n,>1 est une suite surcompléte
dans X alors la suite (u(z,)),>1 sera surcompléte dans ).

La preuve de ce lemme est reportée en appendice.

Preuve (du théoréme 4.2.10) (ii) <= (iv): c’est le corollaire 4.2.5.
(1i1) <= (iv): il est facile de voir que, sous la condition (4.3), on a

[fxllp = ke (-, An)llp -
D’autre part, il est connu (voir, par exemple, [29]), que
1k, llp = (1= [Aaf?) 717,
et I’équivalence suit immédiatement.
(it) = (i): il suffit d’appliquer le lemme 4.2.11 4 u = Py : H*> = Kg.

(1) = (ii7): c’est le théoreme 4.2.8 (b)(i).
U

Remarque 4.2.12 Le théoreme 4.2.10 permet de retrouver le théoreme 4.2.6,
dans le cas ou p = 2 et ing Smp > —oo. En effet, passons dans le demi-
pe

plan supérieur et considérons une famille d’exponentielles (exp(ijnt)),>1 telle

que 1r>1f1’ Smp, > —oo. D’apres le lemme 2.2.5, on peut supposer que

inf Smu,=6 > 0.

n=1
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Dans ce cas, on a
9a(in)| = | exp(iapi,)| = exp(—aSmpu,)< exp(—ad) < 1.

Le théoréme 4.2.10 implique alors que (exp(ifint))n>1 est surcomplete dans L?(—a, a)

si et seulement si
2
inf (1 — ) >0,
n=1
2

—1
Pn 700 9,
Hon =+
Comme Smyu, =46 > 0, ceci est équivalent a

”n_i
Hon, + 1

ce qui est équivalent a

sup
n>1

Sup [ftn | < 400

n=1

Nous allons maintenant donner un critere dans deux cas particuliers. Pour
cela, le lemme suivant sera utile:

Lemme 4.2.13 Soient A = (A\,)n>1 C D et © une fonction intérieure de H°.
Alors
sup [[ke (-, An) |2 < +00 = H;fl dist (M\n,“Eg) > 0.

n=1

Preuve Rappelons que si

o) = TThn. (e (- [ 2 aui0))

o1 T¢—2

alors

Eo :={CeT: \(0,() :zzl_—w+ dpu(t) < 400} .

2 =af " T cP

En combinant un cas spécial du théoreme de Julia-Carathéodory sur les dérivées
angulaires et un résultat de Ahern-Clark, K. Dyakonov [23] a montré que si

S e (G163
A2(0,() = hrzng]l%nf TR

alors A\1(0, ) = \2(0, (). Soit alors ¢ un point d’accumulation de (A,)n>1. On a
L OEF_ 100

lim inf
2D 1—[z2 Tz 1— [\
z—(

?

= sup (., An) [} < +oc.

Par conséquent, \2(0, () < 400 et donc ¢ € Fg, ce qui prouve que
1I;f1 dist (A, “Ee) > 0.
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Le premier résultat concerne le cas des fonctions intérieures singulieres dont
la mesure singuliere est a support fini.

Théoréme 4.2.14 Soient A = (\,),>1 C D et

o) e (- [ 2 au(0))

une fonction intérieure singuliere telle que la mesure associée
w= E axox

soit a support fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ko(., A\n))n>1 est surcompléte dans Ke.

(ii) sup ko (., An)|| < +o0

(iii) 1r;f1‘ dist (A\,,0(©)) > 0.
Preuve D’apres le théoréme 4.2.8, la seule implication a montrer est (ii) —>
(7ii). De plus, d’apres le lemme 4.2.13, il suffit de remarquer que, dans ce cas,
on a Fg =T\ 0(0). En effet, par définition, il est clair que, pour toute fonction
intérieure ©, on a T \ 0(0) C Fg. D’autre part, si ( € Eg alors on a

dp(t)
< 400,
7|t — (P

ce qui donne
S8y
— (|2 ’
A€o |/\ C|

Comme card o < +00, cela implique nécessairement que ¢ ¢ o = o(0).

g

Le second résultat concerne le cas des produits de Blaschke dont les zéros
vérifient la condition de Stolz. Rappelons (voir [53]) qu'un ensemble o C D
vérifie la condition de Stolz (o € (.9)) si il existe un sous-ensemble fini e C T tel

que
dist (A, e)
P { dist (A, T)
Si o= (an)n=1 € (5) et si ¢ est un point d’accumulation de o alors il existe une
sous-suite (o, )p>1 de o et un angle de Stolz (voir Figure 4.1)

:)\60}<+oo.

Ac:i={2€D: |arg(l — (2)] < a, |z—C]<p}(O<a<g,p<200sa),

tels que
(an, )p=1 C Ac, et lim o, =(.

p—+o0
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Figure 4.1: Angle de Stolz A,

Dans ce cas, nous avons le critere suivant :

Théoréme 4.2.15 Soient A = (A\,),>1 C D et © = Hban un produit de
n=1
Blaschke tel que 0 = (a,)n>1 € (S). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ko(., A\n))ns1 est surcomplete dans Kg.

(ii) sup ||ke(., \n)|| < +o0

n>1

(iii) inf dist (A, 0(0)) > 0.

>

Preuve Comme pour le théoreme 4.2.14, la seule implication a montrer est
(1) = (¢it). Supposons que 1r>1f1 dist (\,,0(©)) = 0. Alors il existe { € 0(O)

et une sous suite (A, ),>1 de A tels que lirf An, = ¢. D’apres le lemme 4.2.13,
p—+00

nécessairement ¢ € Eg. En utilisant la caractérisation de Clark de Fg (voir [15])
et une version Hilbertienne du théoréme de Carathéodory (voir [62]), on obtient
alors que © a une dérivée angulaire, au sens de Carathéodory, au point ( et donc
en particulier © a une limite non tangentielle en ¢, de module 1. Cela signifie
que pour tout angle de Stolz A¢, on a

O(0)] = lim [O()] = 1.
2€A¢

D’autre part, { € 0(0©) = clos (a,, : n>1). Donc il existe une sous suite
(atn, )p=1 de o et un angle de Stolz A. tels que

(an, )p=1 C Ac, et lim o, =(.

p——+00

on en déduit d’apres ce qui précede que

©(Q)| = lim [B(an,)| =0,
p——+00
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ce qui est absurde.
O

Comme pour I'étude de la complétude de la biorthogonale, on peut supposer
que © est un produit de Blaschke sans multiplicité. En effet, on a le résultat
suivant :

Théoreme 4.2.16 Soient 1 < p < 400, © une fonction intérieure et pour A\ € D,
notons

60—

1-)0°

Soit A = (A\)n>1 C D une suite de Blaschke, sans multiplicité. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

A -

(i) (ko(., An))n>1 est surcomplete dans K§.
(ii) VA €D, (ko,(.; An))n>1 est surcompléte dans Kg, .

(iii) 3N € D tel que (ko, (., An))nz1 est surcompléte dans Kg .

Preuve Remarquons que si © est une fonction intérieure de H> alors (kg(., A\n))n>1
est surcomplete dans Kg si et seulement si

pour toute sous suite infinie A C A. Pour conclure, il suffit alors d’appliquer le
théoreme 2.4.7 qui affirme que

dim ker, Tg p = cte, VA€ D,
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Appendice A

Quelques compléments

A.1 .. ad paragraphe 1.2.3

Lemme A.1.1 Soient B et © deux fonctions intérieures dans H*(L(FE)). Alors
PO = [| P+ O, || = dist(B*O, H*(L(E)) .
Preuve Nous avons
|PO|| = ||BP-B*O|| par définition de Py
= [[P-B"O|
= [[Hp-el|
= dist(B*0, H>*(L(FE)) par le théoreme de Page (voir par exemple [53]) .

D’autre part, nous avons (Pg®)* = P,©*Pg, d’ou
PO = [ P10k, ||,

et le lemme suit. O

Lemme A.1.2 Soit ¢ une fonction de L>°(L(E)), a valeurs isométriques. Alors
Popérateur de Toeplitz T, est inversible & gauche dans H*(E) si et seulement si
dist(p, H*(L(F)) < 1.
Preuve Soit z € H*(E). Alors
l]|* = lloz*
= [Pz |)* + || P_pz|*
= | Tpall® + | Hpzl.
Donc
T, est inversible & gauche dans H?*(E) <= 3¢ €]0, 1] tel que c||z|*<|| T,z |
< Jc €]0, 1] tel que ||H, z|><(1 — ¢)||z|)?
—||H,| <1
< dist(p, H®(L(E)) <1 par le théoreme de Page.
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0

Lemme A.1.3 Soient © et B deux fonctions intérieures de H*(L(E)). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pg|g, est un isomorphisme sur son image;
2. dist(B*©, H*(L(F)) < 1;
3. Tg+e est inversible a gauche dans H*(E).

Preuve D’apres un lemme sur les sous-espaces fermés ([53], page 201), Pk, est
un isomorphisme sur son image si et seulememt si || P2 Ppll < 1, ot Pop2(p)
désigne la projection orthogonale sur © H?(E). Par définition, Pgyz2(p) = OP,0*,
d’out
Po|k, est un isomorphisme sur son image <= [P, O, || <1
<= dist(B"O, H*(L(F)) < 1 (lemme A.1.1)
<= Tp-p is left invertible in H?(E) (lemme A.1.2)

g

A.2 Preuve du théoréme 1.3.5

Pour prouver le théoreme 1.3.5, nous aurons besoin du lemme suivant qui est
I’analogue vectoriel du lemme 1.3.19.

Lemme A.2.1 Soient E un espace de Hilbert, complexe, séparable, A = (\;)n>1
une suite N-Carleson de D

et notons par d; la constante de Carleson de A;. Alors, pour toute f € H?*(E),
nous avons

N
D A= PRAIFOE <32 (1 +2log 1/6) 1 fll3r2(s) -
A€o =1

Preuve Soit (e,),>1 une base orthonormale de E. Alors

D A=PPIF IR = D A= IAP) Y IO, en)?

AEo AEo n>1

=D > > A= PRI el

n=1 i=1 \e€o;
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Dfinissons

g : D—>C
2 (f(2),en) -

Alors il est clair que g € H? et comme A; € (C) on a

A= PP)gN)P < 32(1+2log 1/6,)]g]l32

AET;
Donc
N
DA =PPIFONE <D0 32(1 + 2log 1/8)[(f(), el
A€o nzl i=1
N
Z (1+2log 1/6:) > [ICF(), en) 172
i=1 n>1
N
Z (1+2log 1/ fll7r2(E) -
=1
ce qui prouve le lemme. Il

Preuve (du théoréme 1.3.5) Soit ¢ < §/2 satisfaisant les relations (1.8) et
(1.9) et soit A" = (A,)n=1 C D, (€)n>1 C E telles que

sup by, (\,)] <&, et suple, —e,| <e.

n>1 n>1

D’apres le lemme 1.3.16, on a

1/1—¢ 1— |\|? 1+e¢
Al - < <2 . Vn>1
(A1) 2(1+5) 1— V2 1—¢ "
Comme dans la preuve du cas scalaire, il est aisé de voir que la relation (1.8)
implique que

sup [O(A,) e, || < 1.

n=1

Par conséquent, |ke(.,\,)el, |72 < 1 —|N.|? et (ko(., \,)e),)n>1 est une base de
Riesz de Kg si et seulement 'opérateur Jg o+ défini par

Jonf = ({(f(X0), en))nz1, [ € Ko,

est un isomorphisme de Kg sur £2((1 — |\,|?)'/2). Mais, nous avons

|<f(A%>’6%>__<f(An)uen>P ::|<f(A;)'_(f(An)uen>4_<f(A;)7e; _'en>P'
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Donc, en utilisant I'inégalité de Minkowski, on obtient

(A.2)

(S o ara- o) N - (Sreora- ) P

1/2 1/2
< (Z [(FO) = Fn)sen) (1 — IA;|2)> + (Z [{(FON) en — en)(1 = IA;|2)>

En appliquant le principe du maximum a

g : D—>C

—~

zg(2):

on montre, comme dans le cas scalaire, qu’il existe u,, € 9Q(\,,0/2) tel que

2¢e
§/2 —¢

[(f(An) = F(XL) en)| < [(f (un), €n)] -

On obtient donc

1/2 1/2
(Z|<f<A;>—f<An>,en>|2<1—w)) <57 <Z| |X|>> .

n=1

Grace au lemme 1.3.16, on en déduit que

1/2 1/2
(Z [(FO) = F(An)sen) (1 — |A2|2)> (Z [(f 21— Jun] )) 7

n>1 n>1

o 2e(2(1 4 6/2 4 ¢€))'/?
(0/2—¢e)(1—6/2—e)/2

Puisque A = |, A; avec A; € (C) et |by, (u,)] = /2 il est facile de voir que le
lemme 1.3.17 entraine que

c1(0,¢e) :==

N
U= (up),oy = JUi,  avec U € (C) et 5U;) > 5(A;)° > 6°.

=1

Le lemme A.2.1 implique donc que

> (1 = un )1 f (un)* < 32N (1 + 6log 1/5)]|f1I3.

n>1
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Par conséquent

(A.3)
1/2
(Z [(FON) = f)sen) (1 = Wﬁ) < ery/32N(1+6log 1/6)[| ]l

n>1

D’autre part, nous avons

DI e = e PA = INE) <D llen — eallPIFDIPL = IV P)

n>1 n>1

<Y ISP =N -

n=1

Comme précédemment, on a

D IFODIPA = [X,%) < 32N(1 + 6log 1/6)] f]?

n=1

et

1/2
(A.4) (Z [{(f(X)s€h = en)P(1 = IA;|2)> < eV/32N(1+6log 1/0)|f]2-

n=1

Les inégalités (A.2),(A.3) et (A.4) impliquent que

<Z! — Al ))1/2 (Z\ NOEPE ))1/2 <

n=1 n=>1

2¢/2(1+6/2+¢)
< ((5/2 o + 1) £v/32N (1 + 6log 1/8)] f]l2 -

De plus, en utilisant (A.1), on a

1/2
11—¢\"? 14e\ /2
<§1+€) cllfll> < <Z| — N )) < (21—5) 1 oallll £z,

n=>1

(A.5)

ce qui prouve que Jg o/ est un opérateur continu de Kg dans £2((1 — |\, |?)Y/2).
Comme dans la preuve du cas scalaire, notons par U opérateur défini de ¢*((1 —
IA.|2)Y2) dans £2((1— |\, |>)Y/?) par Ua = a, a € £2((1—|\,|?)?). De I'inégalité
(A.1), on déduit que U est un isomorphisme et

1 1/2
o (2155)
1—¢
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De plus, nous avons

Jon =Udon + Jon —UlJon
= Uldona (I +Jg\ U (Jon —UlJen)) -
Par conséquent, pour prouver que Jg o/ est un isomorphisme, il suffit de vérifier

que

1T llTH [ Jo,ar = UJoal < 1.
Mais I'inégalité (A.5) signifie que

1+e+8/2\\"( 2
r— < 1_~_45/9
| Jo.n — UJdoall< (64(1+610g 1/6) (1 —5—5/2)) (5/2_5) ;

et le résultat suit de (1.9). O

A.3 .. ad paragraphe 2.1

Lemme A.3.1 Soient 1 < p < 400, B un produit de Blaschke, a zéros simples,
associé a une suite (A,)n>1 C D et © une fonction intérieure. Alors

(A.6) dim ker, Tgp = dim (K§ N BH?) = codimgs (span {ke(.,\,) : n>1}) .
En particulier, les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) Tgp : H — HY est injectif.
(ii) (ko(., A\n))n>1 est compléte dans Kg.
(iii) K¢ N BH? = {0}.

Preuve Le cas p = g = 2 trouve son origine dans [46] et est démontré dans [53],
Lemme 97, Appendice 4, page 336. Pour le cas général, remarquons que

fEker,Tgy <= f € H'et P,OBf =0
— fe Hlet OBf € H{
— fe H'NBOH!
— f e B(BH'NOH{)
<= fe B(BH'NKY).
Donc
Bker,Tgz = BH'N K§ .
On en déduit alors que

dim ker, Tgp = dim (K{NBHY) .
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De plus, il est clair que
codimgz (span {ke(.,A\n) : n=1}) = dim (KN BHY) .

Les équivalences entre les trois assertions (i), (ii) et (iii) se déduisent aisément de
I'égalité (A.6). O

A.4 .. ad paragraphe 2.4

Lemme A.4.1 (L. Coburn) Si 1 < p < 400 et ¢ € L>®, ¢ # 0, alors soit
ker, T, = {0} soit ker, T%; = {0}.

Preuve Si f € HY ge HP tels que Poof =0, P,pg =0 alors of =@, g =>b
avec a € Hl et b € HY. Donc ga = fb et comme fb, ga € Hj, on en déduit que
fo=0et gao =0. Si f# 0 alors f # 0 presque partout et donc b = 0. Par
conséquent, g = 0 et g = 0 sur un ensemble de mesure positive. On en déduit
donc g = 0. U

A.5 .. ad paragraphe 3.2

Lemme A.5.1 Soient f € KZ et p € C, tels que f(u) = 0. Alors € KJ.
Preuve 1l est clair que / € H2. D’autre part, si g € H2, on a
z—p
f 1 O(z)g(x)
Og) 2 =— d
(L on =5 [ 5020 g,
Og
_ g 2
=0 car — € H
=T

Donc, € H} ©©OH = K{. O

Lemme A.5.2 Soient X, Y deux espaces de Hilbert tel qu’il existe un isomor-
phisme T entre X et Y. Soit (x,),>1 une suite de X et notons y, := Tx,, n>1.
Alors (x,,)n>1 est exacte dans X si et seulement si (y,,)n>1 est exacte dans Y. De
plus, leurs biorthogonales sont complétes ou non simultanément.
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Preuve D’apres (P 2.2), il est clair que (z,),>1 est complete dans X si et
seulement si (y,)n>1 est complete dans Y. Supposons que (z,),>1 soit exacte
dans X et notons (¢,),>1 sa biorthogonale dans X. Alors, on a

Onk = <90n, xk)

= <90n7 Tﬁlyk>
= <T71*90n7 yk> )

ce qui montre que (y,)n>1 est minimale et sa biorthogonale est (T ¢, )1
Comme les biorthogonales a (z,,)n>1 €t (Y5 )n>1 sont isomorphes, il est clair qu’elles
sont completes ou non simultanément. 1.

A.6 .. ad paragraphe 4.2.2

Lemme A.6.1 Soient X, ) deux espaces de Banach et u : X — ) une appli-
cation linéaire, continue et a image dense. Si (x,),>1 est une suite surcompléte
dans X alors la suite (u(x,)),>1 sera surcompléte dans ).

Preuve Soit y € V* tel que
(u(y,),y) =0, p=1.

Alors (x,,,,u*y) = 0, p=1, et comme (x,),>1 est surcomplete dans X', on obtient
que u*y = 0. D’autre part, u est a image dense donc u* est injectif et donc y = 0.

g
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