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Le sujet comporte 3 exercices indépendants et qui pourront étre traités dans l'ordre de
votre choix. Les notes de cours sont autorisées. Les théorémes du cours utilisés devront étre
explicitement mentionnés.

Exercice 1
Si © est un ensemble, on dit qu’une fonction & :  x  — C est un noyau positif si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) k(z,w) = k(w, z), pour tous z,w € Q;

(ii) pour tout entier N, pour toute famille finie {Ag, A1, ..., A} de points distincts de € et
pour toute famille finie {ag, ai,...,an} de points de C, on

N
Z CTZ'CL]'IC(Ai,)\j) > 0.
ij=0

Si de plus la condition supplémentaire suivante
(iii) k(z,2) #0, z € Q,
est satisfaite, alors on dit que k est un noyau défini positif.

Soit H un espace de Hilbert & noyau reproduisant sur un ensemble Q) et k, le noyau
reproduisant associé a z € Q.

(a) Montrer que la fonction k, définie pour z,w € Q par k(z,w) := ky(2), est un noyau
défini positif sur €.

(b) Soient p un nombre réel positif et ¢ une fonction définie sur 2. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(bi) ¢ est un multiplicateur de H et || Myl|zm) < p;

(bii) la fonction

K(z,w) := <p2 - go(z)cp(w)) k(z,w), (z,w € Q)

est un noyau positif sur 2.

Exercice 2

(a) Soit T' € L(Hy, Hy). Montrer que T est une contraction si et seulement si I'opérateur
Id—TT* est positif. En déduire que si T" est une contraction et si A € L(Hsq, H3), alors
Vopérateur A(Id — TT*)A* est positif.



(b) Soient A; € L(Hi,Hs), Ay € L(Hs,H) et T € L(Hy, H). Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes
(i) T est une contraction de M(A;) dans M(As).
(il) TAJATT* < Ay A*.
(c) Application : retrouver le fait que si Ay € L(Hi,H) et Ay € L(H, Hs) sont deux
contractions et si A = AgA;, alors
cl) H(As2) s’injecte contractivement dans H(A).
c2) A, agit comme une contraction de H (A1) dans H(A).

Exercice 3 Soit A € L(H;, Hy) une contraction.
(a) Supposons que w € H(A). Montrer que

sup (Ilw -+ 2l3, = 120344 ) < oo
zeM(A)

(b) Soit w € Hy et supposons que

cim s (llw+ 2, — 121340 ) < +oo.
zEM(A)

Le but de cette question est de montrer que w € H(A) et HwH%(A) <e.

(i) Soit x € Hj et soit v € T tel que (w, Az)g, = v|{w, Az)g,|. Montrer que, pour

tout t € R, on a

lw + ty Az, — tyellf, <c.
(ii) En déduire que
£%)|(1d — A*A) ||, — 2t|(w, Az)pr, | + ¢ — wlF, =0,
puis
[(w, Az) 1, | < O||(Id — AA") |y,

ol € = (c — [Jul}3,)/2

(iii) En utilisant (ii), montrer que 'application
p: M(Id—A*A) — C
(Id — A*A)x  +— (x,A*w)p,
est bien définie et s’étend en une forme linéaire continue sur H(A*) de norme
inférieure ou égale a C.
(iv) En déduire alors qu’il existe y € H(A*) tel que y = A*w et ||y a-) < C.
(v) Finalement conclure que w € H(A) et ||wH${(A) <ec.
(c) Déduire de (a) et (b) que si w € Ha, alors on a équivalence entre les deux assertions

suivantes :
(1) we H(A)
(2) supaepeay (1w + 2113, = 120344 ) < +oo.

De plus, dans ce cas, montrer que

||’“)H%(A) - Sﬁl()A) (”w +z|h, — M\?w(A)) < +00.
zE€



