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1 Exemples d’espace de Banach.

Exercice 1 Soit E; un espace métrique et Eo un espace de Banach. On notera par C(FE1, E2) (resp.
par Cy(E1, E2)) I'ensemble des applications continues (resp. bornées) de F; dans Es.

a) Montrer que si on munit Cy,(E1, E2) de la norme || f||oo := sup,e g, ||f(2)||2, alors cet espace est
un espace de Banach.

b) Montrer que si Eq est compact, alors (C'(E1, E2), || - ||co) est un espace de Banach.
¢) On suppose ici que By = [a,b] (a,b € R, a < b) et B3 = R. On considere C([a, b], R) I'ensemble
des fonctions réelles de classe C! sur [a,b]. On munit cet espace de la norme

£l = lloe + 1 ooy f € C ([, B, R).
Montrer que (C*([a,b],R), ] - ||1) est un espace de Banach.

Exercice 2 On considere ¢! I'espace des suites (un)n>1, & valeurs complexes et telles que
E [un| < +o00.
n>1

On munit cet espace d’'une norme en posant

+o0o
Jully = " Junl,  w= (up)nz1 € £
n=1
Montrer que (£1, ] - ||1) est un espace de Banach.

Exercice 3 On considere £*° 'espace des suites (uy,),>1 & valeurs complexes et bornées et ¢y le
sous-espace des suites (un)n>1 tendant vers 0. On munit > d’une norme en posant

|t)loo := sup |unl, u = (Un)nz1 € £.
n>1
a) Montrer que (€°°, || - ||oo) est un espace de Banach.
b) Montrer que cp est un sous-espace fermé de £*°. En déduire que (cg, || - ||oc) est un espace de

Banach.

Exercice 4 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. On note par L(F; F') 'ensemble des appli-
cations linéaires continues de E dans F', muni de la norme

Tx
IVEIRES sup |ITz||Fp | = sup [ Tllx =inf{M > 0: [|[Tz||r < M|z||g,Vz € E} | .
z€FE ||z]| <1 zeE ,.x#0 ||$HE

Montrer que si F' est un espace de Banach, alors L(E; F') est un espace de Banach.

Exercice 5 Soit F' un K-espace vectoriel normé. Montrer que £(K; F') est isométriquement isomorphe

ark.

Exercice 6 Soient Fy,...,E,, F des espaces vectoriels normés, et soit f : F; X --- x E,, — F une
application multilinéaire. Rappelons que f est continue sur F; X --- X E, si et seulement si f est
continue en (0, ...,0) ou si et seulement s’il existe C' > 0 tels que

n
If@1sesza)le < CTLlzille, (@1 20) € Byx oo x By (1)
i=1

Pour f € L(E1,...,E,; F), on pose

1£1 = sup{llf (21, 2n)llF i € B |2ill g < 13



a) Montrer que, pour f € L(E1,...,En; F), on a
| f]l = mf{M > 0: M vérifie (77)}.

b) Vérifier que || - || est bien une norme sur l'espace vectoriel L(E1, ..., Ey; F).

¢) Montrer que si F' est un espace de Banach, 'espace vectoriel normé L(FE, ..., F,; F) est un
espace de Banach.

d) Montrer que L£(E1, E2; F) est isométriquement isomorphe & L£(E1; L(Es; F)).

2 Applications linéaires continues.
Exercice 7 Sur £ = R[X], on définit une norme, en posant

|P|| = sup |P(x)], P e R[X].
z€[0,1]

a) Soit a € R et L, 'application de E dans R, L,(P) = P(a). Vérifier que L, est une forme
linéaire. Montrer que L, est continue si et seulement si a € [0, 1]. Lorsque a € [0, 1], calculer
I Lall-

b) Soient « et S deux réels vérifiant o < 5. On définit une application ¢, 3 : £ — R en posant

B
(payg(P):/ P(z)dx.

Montrer que ¢, g est une forme linéaire sur E. Trouver une condition nécessaire et suffisante,
portant sur « et 3, pour que cette forme linéaire soit continue et lorsque c’est le cas, déterminer
sa norme.

Exercice 8 Soit F = C([0,1],R) l'espace des fonctions réelles continues sur [0,1]. On munit cet
espace de la norme

[fllc = sup [f(z)],  fe€E.
z€[0,1]

On définit 'application ¢ : E — R par

sa(f):/o t(1—a)f(z)dx, fecE.

a) Montrer que 'application ¢ est une forme linéaire continue sur F et calculer sa norme.

b) Méme question si on munit E de la norme

1
@ £l = / \f(@)| da, f € E.
1/2

(i) 1fll2 = (/ f@Pd) L feE

Indication : on pourra considérer la suite de fonctions f,,(z) = «™(1 — z)".

Exercice 9 Soit A une matrice carrée n x n d’éléments du corps K =R ou C. Pour 1 < p, ¢ < 400,
on note || Al|,,q sa norme d’application linéaire de K™ muni de ||- ||, vers K" muni de || ||4. On rappelle
que

1<isn

n 1/p
Iz, = (Z $i|p> si1<p<oo, |]e = max |z
i=1

On note A* la matrice transposée conjuguée de A, et p(A) le rayon spectral de A, i.e. le plus grand
module des valeurs propres de A.

On considere d’abord 'exemple K=R, n=2et A = <:f 421)

1. Représenter sur un méme dessin les images par A des spheres ||z]|; = 1 et ||2] 0 = 1. En déduire
[All115 [[All1.00, [|Alloo,1 €t | Alloo,00-




2. Calculer de méme ||A||1,2 et || A]|co,2-
3. Calculer || 4|2,2-
On revient maintenant au cas général A = (a;,;)1<i,j<n-

4. Vérifier que

[Allso,00 = max (> aij| | et \|A|1,1:1r£ja§n > laigl

1<ign
S ugign 1<ign

5. On note x -y = Z?:l z;7;. Montrer que

[zl = max fz-yl,  [ylle = max |-yl
lyllco=1 [zl =1
et retrouver I'égalité [|A*||1,1 = || 4] o,00-
6. Si A est hermitienne (i.e. A* = A), montrer que
[A]l2.2 = p(A).

(On powrra diagonaliser A dans une base orthonormale.)

7. Montrer qu’on a toujours
| All2,2 = (p(A*A))2.

On poura utiliser 6. en notant que ||Az||2 = A*Ax - z.
2

3 Séries dans les espaces de Banach.

Definition 3.1 Soit X un espace vectoriel normé, et (xy)n>1 une suite d’éléments de X. On note
N

SN = Zmn, N >1.
n=1

(i) On dit que la série de terme général x,, converge si la suite (Sy)n converge dans X .

(i1) On dit que la série de terme général x,, converge normalement si la série, a valeurs réelles, de
terme général ||x,||, converge.

Exercice 10 a) Montrer que dans un espace de Banach X, toute série normalement convergente
est convergente.

b) Soient E un espace de Banach et T' € L(E) telle que ||T'|| < 1. Montrer que /d— T est inversible
dans lalgebre L(E).

c) Soit T € L(E). Montrer que la série de terme général ;7™ converge. On notera exp(T) sa
somme.

Exercice 11 Soient F et F' deux espaces de Banach. Notons par Isom(F; F') Pensemble des isomor-
phismes de E sur F.

a) Montrer que Isom(FE; F)) est ouvert dans L(E; F).
b) Montrer que I'application u — u~! de Isom(E; F) dans L(F; E) est continue.

Exercice 12 Soit E un espace de Banach.
a) Montrer que si T1,T» € L(E) tels que 11Ty = T»Ty, alors

exp(T1) exp(Tz) = exp(T3) exp(T1) = exp(Ty + T).
b) Montrer que, pour tout élément T' € L(E), on a exp(T) € GL(E) et
(exp(T)) " = exp(=T).

¢) Montrer que I'application exp : L(E) — L(E) est continue.



Exercice 13 Soit E l'espace des fonctions (réelles ou complexes) continues sur [0, 1] muni de la norme
de la convergence uniforme. Soit T 'application de F dans E qui & u € E associe T'(u) définie, pour
x € [0,1], par

T(u)(z) = /0 ") dt.

a) Montrer que pour tout entier n > 1 et pour tout u € E, on a, pour tout z € [0, 1],

T () () = /O ’ %u(t) n

b) Montrer que, pour tout entier n > 1, T™ est un élément de L(FE). Déterminer || T7"]].
¢) Montrer que la série 2% T™ est convergente dans £(E), et calculer sa somme.

d) Utiliser ces résultats pour résoudre 1’équation
(Id=T)(u) =g,

ol g est un élément donnée de F et u est I'inconnue qu’on cherche dans E.



Université Claude Bernard Lyon I
Licence troisieme année : calcul différentiel Différentielle d’une fonction
Année 2004-2005

1 Cas de la dimension finie.

Exercice 1 Pour chacune des fonctions f suivantes, trouver ’ensemble des points o f est continue
N e s . o sz . 1
(resp. possede des dérivées partielles premieres, est différentiable, est de classe C") :

a) f:R?— R définie par f(x,y) = {ﬁ% :i Ejz; i 88;7

——L— si 0,0
0 si (z,y) = (0,0).

. 210 —(y—1)3 .
((w? + ) sin e @J%Q;J;) si (2,9) € R2\ {(0,0), (1, 1)},
c) f:R?— R2? définie par f(z,y) = (0,0) si (z,9) = (0,0),

(25111%70) si (z,y) = (1,1).

Exercice 2 La fonction f:R? — R définie par f(z,y) = /|xy| est-elle différentiable en (0,0)?
Exercice 3 Etudier la continuité et la différentiabilité de la fonction f : R? — R définie par

flz,y) = m Si(%y)ED::Ukez(],gJrll{;mgJrkﬂ_[xR)7
, 0 si (z,y) € D.

Exercice 4 Etudier la continuité et la différentiabilité de f : R? — R définie par
2

fay) = { si [z < Jyl,

y* sifz| >yl

Exercice 5 Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continiment dérivable sur I. On
définit une fonction g : I x I — R par

I ()
g(l’, y) — , -y ] # Y,
f(x) six=y.

a) Montrer que g est continue sur I x I.

b) Montrer que g est de classe C* sur (I x I)\ Uzer{(z,z)}.

¢) Soit g € I. On suppose que f”(xg) existe. Montrer que g posséde des dérivées partielles
premieres en (xq, o).

d) En déduire que g est différentiable en (zq, z).

Exercice 6 Soient f et g deux applications de classe C' de R? dans R. On définit I’application
F:R? - R par

flxy) + (9(z,y))* sig(z,y) <O0.

Montrer que F est de classe C! sur R2.

Fla.y) = {f(w) si g(z,y) > 0,

Exercice 7 Soit f: R — R une fonction continue. On définit g : R* x R — R par

sa) =1 [ 1w



a) Etudier la continuité de g. Montrer qu'on peut prolonger g en une fonction continue § de R?
dans R.

b) Calculer les dérivées partielles premieéres de g en (z,y) € R* x R.
¢) On suppose que f/(0) existe. Calculer les dérivées partielles premieres de g en (0,yo) € {0} x R.

d) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour qu’il existe une fonction
v : R = R telle que g(z,y) = p(y), V(z,y) € R* x R.

Exercice 8 Soit N une norme sur R™, n > 1. Montrer que N n’est pas différentiable en 0.

Exercice 9 On désigne par {e1,...,e,} la base canonique de R"™. Pour z = (z1,...,z,) € R" on

pose
Ni(@) = o]+ o+ [eal, Nafw) = /a3 + -+ 22, Noo(w) = max Ja].

a) Montrer que N, est différentiable en tout point de R™ \ {0} et calculer dN3 ,(¢), x € R™\ {0},
¢ eR".
b) (i) Soit x € R™ tel que x; # 0, pour tout 1 < i < n. Montrer que Ny est différentiable au
point z et calculer dNy ;(¢), ¢ € R™. (On pourra utiliser la définition de la différentiabilité
et utiliser des vecteurs h tels que Ni(h) < mingicn |2i|.)

(ii) Soit x € R™ tel qu’il existe m € {1,...,n} tel que z,, = 0. Calculer
lim Nl(l' + th) — Nl(l')

t—0 t ’
t>0

avec h = e, et avec h = —e,,.

En déduire que N7 n’est pas différentiable au point x.

c) (i) Soit z € R™ tel qu'il existe un unique m € {1,...,n} tel que |x,,| = Noo(x). Montrer
que, si h = (hy,...,hy,) € R™ est suffisamment petit, on a

Noo(x + h) — Noo(x) = sgn(am ) A,

En déduire que N est différentiable au point .

(ii) Soit = € R™ tel qu’il existe au moins deux entiers [ et m, 1 < I,m < n, tels que |z;| =
|Zm | = Noo(z). Montrer que Noo n’est pas différentiable au point z. (On pourra raisonner
par 'absurde et utiliser une méthode analogue & celle employée en b)(ii).

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R ou C rapporté a une base B =
{e1,...,en}. Montrer que I'application

(v1,. -y 0n) —> (V1. .., 0p) = dét g(v1,...,Un)

est différentiable en tout point de E™ et calculer sa différentielle.

Exercice 11 Soit M, (R) I'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n. Si on pose, pour
Ae My(R) :

Al =n | max laijl, A= (aij)i<ij<n

rappelons que (M, (R), || - ||) devient une algebre de Banach.
Montrer, par différentes méthodes, que application M — M™, ou m € N, est différentiable et
calculer sa différentielle.

Exercice 12 On note ¢ la fonction déterminant et tr la fonction trace sur ’espace E des matrices
réelles n x n.

a) Montrer que ¢ est de classe C! sur E et que dprq = tr, ot Id est la matrice identité.

b) En déduire que, pour tous X, H de F, on a
dox(H) =tr("X H),

ot X est la comatrice de X.
(On pourra supposer d’abord X inversible, puis étendre le résultat par densité des matrices
inversibles dans F.)



2 Cas de la dimension infinie

Exercice 13 Soit F l'espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R normé par f — || f|| =
Sup,<,<yp |f ()| Montrer que I'application ® : £ — R définie par

b
a(f) = [ (e
a
est différentiable en tout point f € E et calculer d®¢(h), h € E.

Exercice 14 Soient E et F' des espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, a € U, f : U — E. On
dira que f admet en a une dérivée suivant le vecteur v € E si et seulement si

fla+tv) = f(a)

existe. On la notera f](a).

a) Montrer que si f est différentiable au point a, f posséde en a une dérivée suivant tout vecteur

de E.
.7,'5 3
(u—x2)2+1z6 ’ 07 0 9
b) Soit f: R? — R définie par f(z,y) = { W-#")*+2° st (z,9) 7 (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
Montrer que f a en (0,0) une dérivée suivant tout vecteur v € R? et que f n’est pas continue
en (0,0).

¢) Que pensez-vous de la réciproque de a)?

Exercice 15 Soient F' = C([0,1],R) et E = {p € C2([0,1],R) : ¢(0) = (1) = 0} munis respective-
ment des normes

, (feF) et ol = ¢ 0)] + 9" lloos (¢ € E).

| fllc = sup |f(2)
te[0,1]

Montrer que I'application f : E — F définie par f(¢) = ¢” — ¢? est différentiable et calculer df,(h),
(p,h) € E2.

Exercice 16 On désigne par ¢! Pespace vectoriel des suites réelles z = (2, )n>1 telles que Y ons1 Tnl <
oo, muni de la norme
Izl = |zal-

n>1
On rappelle que (¢1,] - ||1) est un espace de Banach.

a) Soit ¢ = (¢p)n>1 une suite de nombre réels telle que sup,,, |¢,| < oo. Pour tout = € £, on

pose
O .(x) = Z CnLm-

n>1
(i) Montrer que 'on définit ainsi une forme linéaire continue ®. sur £*, de norme ||®.|| =
SUPp>1 |enl.
(ii) Montrer que toute forme linéaire continue sur ¢! est de la forme ®., ol ¢ est comme
indiqué ci-dessus.
b) (i) Montrer que si Papplication f : x — ||z||; de ¢! dans R est différentiable en un point
z = (2n)n>1 de £}, alors z, # 0, pour tout n > 1, et on a df, = ®., avec ¢, = sgn(zy).

(ii) Déterminer I’ensemble des points ou f est différentiable.
Exercice 17 Soit f € C}(R,R) telle que f(0) = 0. On définit F : ¢! — ¢* par
F(z) = (f(@i))iz1, z = (2;)iz1 € L.

a) Montrer que F' est bien définie.
b) Montrer que F est différentiable en tout point a € £* et calculer dF,(h), h € £1.



Exercice 18 Pour z = (,)n>1 € £', on pose
Fl@) =" |anl>.

a) Montrer que f : ¢! — R est bien définie.
b) Montrer que f est de classe C! sur £! et calculer df,(h), ou (a,h) € £* x 1.

Exercice 19 Soit F un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (z,y) — (z,y) et de la norme
associée ||z|| = (z,2)'/2. Soit v un endomorphisme continu, auto-adjoint de F, c’est-a-dire vérifiant,
pour tous x et y de E :
(z,u(y)) = (u(x),y).
{z, u(z))
(z,)
a) Montrer que 'application de E dans R, © — (z,u(z)) est différentiable sur E. Calculer sa
différentielle.
b) Montrer que f est différentiable sur £\ {0} et calculer sa différentielle.

¢) Montrer qu’un élément non nul a de E vérifie df, = 0 si et seulement si a est un vecteur propre
de u.

Enfin soit f: E'\ {0} — R Papplication définie par f(z) =

Exercice 20 L’espace vectoriel E = C([a,b],R) est muni de la norme de la convergence uniforme
[ flloo := supse(ap [F ()], f € E. Soit ¢ : R — R une application de classe C'. Montrer que 'application
G:FE—R,

est différentiable sur E et que sa différentielle au point f est donnée, pour u € E par
b
465(w) = [ ¢ (f@)ulo) o
a
Exercice 21 Soit ¢ : ¢! — ¢! Iapplication définie par ¢(u) = v, ol ¥ = (vy)n>1, avec pour tout
entier n > 1,
n
Up = Z UpUp—p-
p=1

a) Montrer que ¢ est bien définie.

b) Montrer que ¢ est de classe C! sur ! et déterminer sa différentielle.
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Exercice 1 Soient U un ouvert convexe d’un espace vectoriel normé E, F un espace de Banach et (fn)nen
une suite d’applications différentiables de U dans F' vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) il existe un point a € U tel que la suite (fn(a))nen converge;
(ii) la suite des différentielles (dfy)nen converge uniformément sur U vers une application g : U — L(E, F).

a) Soient M > 0 et € > 0. Montrer qu'’il existe No € N tel que, pour tout n,m > Ny et tout z € U,
|z —al| < M, on a

[fn(z) = fm(z)]| < e

b) En déduire que, pour tout = € U, la suite (fn(x))nen converge vers un élément, noté f(z), de F, la
convergence étant uniforme sur tout partie bornée de U.

¢) Soit xz € U fixé et € > 0.
cl) Montrer qu'il existe N1 € N tel que n,m > N; implique que pour tout y € U, on a

€
1(Fm = Fo) () = (fn = ) (@) < S lly — 2]
¢2) Montrer qu’il existe n > 0 et N2 € N tel que m > Ns et y € U, ||y — z|| < n impliquent que

[fm (y) = fm(2) — 9(z)(y — 2)[| < elly — =]

c3) En déduire que application f est différentiable sur U et que sa différentielle est g.

Exercice 2 Soient U un ouvert connexe d’un espace vectoriel normé E, F' un espace de Banach et (fn)nen
une suite d’applications différentiables de U dans F' vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) il existe un point a € U tel que la suite (fn(a))nen converge;

(ii) la suite des différentielles (dfr,)nen converge localement uniformément sur U vers une application g :

U — L(E, F) (cela signifie que tout point de U possede un voisinage sur lequel la suite (dfy)nen converge
uniformément vers g).

Montrer que, pour tout « € U, la suite (fn(2))nen converge vers un élément, noté f(x), de F, la convergence
étant localement uniforme. De plus, application f : U — F est différentiable sur U et sa différentiable n’est
autre que g.

Exercice 3 Soient E un espace vectoriel normé de dimension (finie ou infinie) au moins égale & 2, F un
espace de Banach, a un point de E, 7, k des réels strictement positifs, B(a,r) la boule ouverte de centre a et
de rayon r. Soit f une application différentiable définie sur ’ensemble Q@ = B(a,r) \ {a}, & valeurs dans F,
vérifiant, pour tout = € Q, ||dfz| < k.

(a) Montrer que pour z,y € 2, on a
I1f (@) = fF@)I < Kllz—yll,.

Indication : si y —a = A(z —a), A < 0, on choisira un vecteur z linéairement indépendant de  — a et
on majorera ||f(z) — f(a+ez)||, pour 0 < e < T

(b) Montrer que f a une limite a lorsque z tend vers a.

(¢) On suppose que df tend vers une limite [ lorsque x tend vers a, et on considére 1'application g définie
sur B(a,r) par g(a) = a et g(z) = f(z) si z # a. Soit € > 0. Montrer que, si z et y sont suffisamment
proches de a, on a

lg(z) —g9(y) = iz =)l < elle —yll.

En déduire que 'application g est différentiable en a et que dg, =1
Exercice 4 Montrer que le systéeme d’équations
1 . 1
z=3 sin(z+y), y= 3 cos(z — y)

admet une unique solution dans R2.

Exercice 5 Soient U un ouvert convexe d’un espace vectoriel normé E et f une application de U dans R.
Elle est dite convexe sur U si, pour tous z,y € U et tout ¢ € [0,1], on a

S =tz +ty) < (1 —1)f(z) +tf(Y).



a) On suppose f différentiable sur U. Montrer que f est convexe sur U si et seulement si
F(y) = f(2) > dfo(y— ), pour tous a,y € U.

b) Si E =R, montrer qu’une fonction dérivable sur un intervalle ouvert U de R est convexe si et seulement
si sa dérivée est une fonction croissante sur U.

¢) Application : On donne a,b, o, 8 € R, avec a < b. Soit F' I’ensemble des fonctions f : [a,b] — R, de
classe C! et telles que f(a) = a et f(b) = 3. Montrer que

b
min (/ V14 f’(t)zdt>
fer \ J,
est atteint par la seule fonction affine qui appartient a F'.

Exercice 6 L’espace R" est muni d’une norme || - ||.

a) Soient I un intervalle ouvert de R, u : I — R"™ une fonction différentiable, k£ une constante positive et
to un point de I. On suppose que

v’ ()] < kllu(®)|| pour tout t € I, et u(to) = 0.
Montrer qu’il existe h > 0 tel que u soit indentiquement nulle sur I'intervalle [to — h, to + h] (On pourra
raisonner sur M := max ||u(t)||, ol le maximum est pris sur [to — h,to + h]).
En déduire que u est identiquement nulle sur 1.

b) Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une application continue, supposée k-lipschitzienne par
rapport a y, i.e.

If(t,y) — ft, 2)l| < Klly — 2|
pour tous (¢,y), (¢, z) € U. Déduire de a) que le systeme différentiel

v'(t)=fty®), () =x

(avec (to,x) € U donné) admet au plus une solution définie sur un intervalle ouvert I contenant to.

Exercice 7 Soient E un espace normé, €2 un ouvert de R x E, f: Q — E une application continue telle que
(i) Y(t,z) € Q, D2 f(t,x) existent;
(ii) Daof : Q — L(E) est continue.

Montrer que f est localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur €.

Exercice 8 Soient F et I’ des espaces normés, U un ouvert de F et f : U — F une application continue. On
suppose que, Va € U, Vv € F,
Lo fat ) — ()

t—0 t
t>0

L, f(a) =

existe.

a) On suppose qu’il existe k > 0 tel que ||L, f(a)|| < k||v||, Ya € U, Yv € E. Montrer que si z et y sont des
points de U tels que le segment [z, y] soit contenu dans U, on a

1f(y) = F@)I < Kllz = yll.

b) On suppose que, Vo € U, 'application v — L, f(z) est linéaire et continue (on dit alors que f est
différentiable au sens de Gateaux sur U). On pose alors L, f(z) := M(z)(v). Montrer que si M : U —
L(E, F) est continue au point a € U, alors f est différentiable en a.
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1 Théoreme d’inversion locale.

Exercice 1 Soient E, F' et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F et
g : U = G deux applications de classe C'.

a) On suppose que pour tout x € U, df, est un isomorphisme de E vers F. Montrer que
f(U) est un ouvert de F'.

b) On suppose de plus qu'il existe une application ® : f(U) — G telle que g = ® o f.
Montrer que ® est de classe C.

Exercice 2 On considere I'équation différentielle suivante

() — (x(1))* = g(v), @

ol g : [0,1] — R est continue. On voudrait trouver une condition sur g assurant que 1’équation
différentielle (1) posseéde une solution définie sur [0, 1] et s’annulant en 0 et en 1. On consideére
pour cela F' = C([0, 1], R), muni de la norme infinie, et

E={p € C*([0,1],R) : 9(0) = ¢(1) = 0},

muni de la norme ||¢||g = ¢ (0)] + [|¢”|loo, (¢ € E). On admettra que (E,| - ||g) est un
espace de Banach.

a) Montrer que, si ¢ € B, ¢l < ¢]l&-

b) Soit ® : E — F définie par ®(p) = ¢ — >, Montrer que ® est de classe C! sur E et
calculer d®,(h), pour (p,h) € E.

¢) Montrer qu’il existe un réel € > 0 tel que pour toute fonction g € F vérifiant ||g||c < €,
il existe une fonction ¢ € E solution de I’équation différentielle (1).

Exercice 3 Montrer que 'application f : R? — R? définie par
f(z,y) = (sinz + shy,shz + siny)

est un C'-difféomorphisme de R? sur RZ.

Exercice 4 Soit f : R — R une application de classe C telle qu’il existe k €]0, 1] tel que
If'(z)| < k, V& € R. On définit

F:R? = R? par F(z1,x2) := (z1 + f(x2), 2 + f(21)).
Montrer que F est un C!-difféormorphisme de R? sur R2.
Exercice 5 Soit f une application de classe C' de R™ dans R™ telle qu’il existe o > 0 tel que
(dfe(h),h) > afh,h)  V(z,h) €R™ xR",

ou (-,-) désigne le produit scalaire dans R".

a) En appliquant le théoréme des accroissements finis & ¢ : [0, 1] — R définie par
p(t) = (f(tb+ (1 = t)a),b - a),
montrer que, pour tout couple (a,b) € R™ x R", on a
(f(b) = f(a),b—a) > a|lb—a|3.

En déduire que f est une application fermée.



b) Montrer que, Vo € R", df, € Aut(R"™).

¢) Montrer que f est un C'-difféomorphisme de R™ sur R".

Exercice 6 On considére l'espace de Banach C([0, 1], R) 'espace de Banach des fonctions
continues sur [0, 1], & valeurs reelles, muni de la norme infinie et 'espace vectoriel C§([0, 1], R)
des fonctions de classe C* de [0, 1] dans R, nulles en 0, et normé par || f|[1 := ||f|lco-
a) Montrer que C§([0, 1], R) est un espace de Banach.
b) Soit ® : C§([0,1],R) — C([0,1],R) Papplication définie par ®(f) = f' + ff', Vf €
([0, 1], R). Montrer que ® est de classe C' et calculer sa différentielle.

¢) Montrer que ® est un C!'-difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans C§([0, 1], R) sur un
voisinage de 0 dans C([0, 1], R).
Exercice 7 Soit f : R® — R? I'application définie par
f(xyyvz) = (6y +62761 - 627‘r - y)

a) Calculer le rang de la matrice jacobienne de f en un point (z,y, z) € R®.

b) Montrer qu’au voisinage de tout point (z,y, z) € R3, f est un difféomorphisme local de
classe C'.

¢) L’application f est-elle un C'-difféomorphisme de R® sur f(R?).

2 Théoreme des fonctions implicites.
Exercice 8 Montrer qu’au voisinage du point (1,1,1,1,1) les équations
zu® + YU + 2’z =3
myv3 +22u—u?? =2

permettent de définir (u, v) comme une fonction de classe C* de (z, y, z) et calculer la différentielle
au point (1,1,1) de cette fonction.

Exercice 9 Montrer que I’équation
zy — ylog z + sin(xz) =0
permet de définir une fonction (z,y) — z = f(z,y) de classe C! sur un voisinage ouvert de

(0,2) et valant 1 en (0,2). Calculer df( 2 (§,n), (§,7) € RZ.

Exercice 10 On munit le R-espace vectoriel E = M, (R) des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels de la norme

A= (ai)igijen = [[Al =n sup  layl.
1<4,5<n

Soit D € E. Montrer que, si B € E est suffisamment petit (au sens de la norme précédente),
I’équation en Y
Y+YDY =B

a une solution.
Exercice 11 Soit E = C([a,b]R) muni de la norme de la convergence uniforme. On pose
U:={pe€E:px)#0,Vr € [a,b]}.
a) Montrer que U est un ouvert de E.

b) Soit f: U — E définie par f(p) = l Montrer que f est de classe C! sur U.
©

(On pourra utiliser le théoréme des fonctions implicites et application B : U xU — E
définie par B(¢,v) = ).



Exercice 12 Montrer qu’au voisinage de (0, 0) la relation

eV =x+y+1
permet de définir y comme fonction de classe C' de z. Soit ¢ cette fonction. Trouver un
équivalent simple de ¢(z) quand = — 0.

Exercice 13 Une application f: R? — R de classe C' peut-t-elle étre injective ?

Exercice 14 Soit f : R? — R l'application définie par
flz,y) =1+ zy —log (ezy + eizy) , V(z,y) € R,
Montrer qu’au voisinage du point (1,1) la relation
f(z,y) =3 —log (62 + 1)

permet de définir y comme fonction de classe C' de z. Calculer la dérivée premiere de cette
fonction sur son ouvert de définition. Déterminer explicitement cette fonction.
Exercice 15 Soient V un ouvert de R? et f € C?(V,R) une fonction telle que

g

29y, 0, VY(u,y)€V.

duoy WY 7 (u,y)

Montrer que I'on peut résoudre localement le systéme

_ 9

T = ay(uzy)
_ 9

v = 8u(u7y)

en (u,v) et calculer le jacobien de l'application (y,x) — (u,v) ainsi définie.

Exercice 16 Soit M, (R) l'espace des matrices réelles n x n. On définit 'application F' :
R x Mn(R) — R par
F(X A) =dét(AId— A).

a) Montrer que F est de classe C.

b) Soit A € My, (R) telle que A possede une valeur propre réelle A de multiplicité 1.
Montrer qu'’il existe un voisinage ouvert V' de A dans M, (R) et une fonction ¢ : V.— R
de classe C* telle que ¢(A) = X et que, pour toute matrice B € V, ¢(B) soit une valeur
propre réelle de B.

¢) Soit U le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices ayant n valeurs propres réelles
deux & deux distinctes. Montrer que U est un ouvert de M (R).

d) Soit A € U, Ai(A), 2(A),..., A\ (A) les n valeurs propres de A rangées par ordre
croissant. On définit ainsi n applications A\; de U dans R. Montrer que ces applications
sont de classe C! sur U.

Exercice 17 Soit F' : M,(R) — M, (R) I'application F(A) = A%, ot M,(R) est l'espace
des matrices réelles n x n.
a) Montrer que F est de classe C' et calculer sa différentielle.

b) On se place au point I (matrice unité nxn). Montrer qu’il existe une fonction différentiable
G, définie dans un voisinage V' de I dans M, (R), & valeurs dans My, (R), telle que,
pour tout A € V, on ait G(A)* = A.

c) Dans cette question n = 2. On donne les matrices :

(G =)

Calculer dF;(H). En déduire qu’il n’existe pas de fonction différentiable G, définie au
voisinage de I, telle que G(I) = J et que G(A)? = A, pour A voisin de I.



Université Claude Bernard Lyon I
Licence troisitme année : calcul différentiel Diffférentielles d’ordre supérieures.
Année 2004-2005

Exercice 1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, f: U — F une
application, a € U, V un ouvert de E tel que a € V' C U. On suppose que f}y- est différentiable
et que f est 2 fois différentiables au point a. Soit (h, k) € E?. On note ¢ : V — F I'application
définie par ¢(z) = df.(k). Montrer que ¢ est différentiable en a et que dpq(h) = d*fo(h, k).

Remarque : ce résultat permet de calculer plus simplement des différentielles secondes.

Exercice 2 Soient F, F, G des espaces normés, U un ouvert de F, V un ouvert de F,
f:V = Getg:U — F deux applications telles que g(U) C V. On suppose que g est
deux fois différentiable au point a € U et que f est deux fois différentiable au point g(a). On
sait (voir cours) que f o g est deux fois différentiable au point a. Exprimer d*(f o g)a(h, k),
(h,k) € E? al'aide des différentielles premieres et secondes de f (resp. de g) en g(a) (resp.
en a).

Exercice 3 Soient E un espace normé, U un ouvert convexe de F, f : U — R. On rappelle
que f est dite convexe si et seulement si V(a,b) € U?, Vt € [0,1], on a :

F(ta+ (1= 0)b) < tf(a) + (1= )f(b).
a) On suppose que [ est différentiable sur U. Montrer que f est convexe si et seulement
si, V(z,y) € U?,
f(x) =2 f(y) + dfy(z —y).
b) On suppose que f est deux fois différentiable sur U.
bl) Montrer que si f est convexe alors Vo € U, Vh € E,

d®fu(h,h) > 0.

b2) On suppose que E est un espace de Banach. Montrer réciproquement que si f est
de classe C? sur U et si elle vérifie, Vo € U, Vh € E, d*f,(h,h) > 0, alors f est
convexe sur U.

¢) On suppose que f est convexe et différentiable sur U. Soit a € U tel que df, = 0.
Montrer que f a un minimum absolu en a.

d) Soit A € M, (R) une matrice réelle n X n symétrique et B € R™. Soit f : R = R
l’application définie par

1
J(X) = S{AX,X) — (B, X).
Montrer que f est convexe si et seulement si A est positive, i.e. vérifie, pour tout
X € R, (AX, X) > 0.
Exercice 4 Soit E un espace de Banach, I =] —a, a[ (avec a > 0) un intervalle de R et f une
application de I vers E. Soit y €]0, a[.

a) On suppose que f est de classe C? et qu’il existe deux constantes positives A et B telles
que, pour tout € I, on a

If@)l <A, ldfell < B.

Montrer que si z € [—y, y], alors

lldf]l <

A
— + By.
Yy

b) On suppose que f est de classe C* et qu’il existe deux constantes positives M et K
telles que, pour tout n € N et tout =z € I,

| fo|| < M(2n)IK™.



bl) Pour n € N et z € [~y,y], majorer ||d*" ! fz]|.
1
b2) Montrer que, si y? K < 1, la série Z Ed"fo(m,x, ...,x) converge sur [—y,y| et
— nl
a pour somme f(x).
Exercice 5 Trouver toutes les applications F' : R — R de classe C? solutions de ’équation

aux dérivées partielles :
’r  ’r 0

or2  oy?
Indication : on pourra poser ¢(u,v) = ((u+v)/2, (u —v)/2) et G =F o .
Exercice 6 Soient E et F des espaces normés et C' un céne ouvert de E (i.e. un ouvert de

E tel quesiz € C et A € Ry, alors Az € C). On rappelle qu'une application f: C — F est
dite positivement homogeéne de degré m € R si et seulement si

Ve e C,Vt >0, f(tz) =t" f(z).

a) Montrer que si f : C' — F est positivement homogene de degré m € R et si f est
différentiable sur C, alors df : C — L(E, F) est positivement homogene de degré m — 1.

b) Soit f: E — F une application positivement homogene de degré m € N* et de classe
C™. Montrer que f est alors de classe C*° et que d"f =0 si n > m.

c¢) Soit f: E — F une application positivement homogeéne de degré m € N* et de classe
C™. Montrer que

d’fo=0,sip<m etd"fo(z,2,...,2) =mlf(x), Yz € E.
Exercice 7 Soient E un espace normé et f : F — L(E) une application deux fois différentiable

et ¢ : E — E Tapplication définie par p(z) = f(x)(z), x € E. Montrer que ¢ est deux fois
différentiable et calculer d*p,(h, k), (z, h, k) € E®.

Exercice 8 Soit f: R® — R? I'application définie par
fl@,y,2) = (" + 7 + 2%, " sin(y2)).
Calculer d”fo.,1)((1,2,1), (0,1,0)).
Exercice 9 Soit f : R? — R? 'application définie par
f(z,y) = (coszchy,—sinzshy).

Montrer que f est de classe C* sur R? et calculer d”f(o,0y((1,0), (0, 1)).

Exercice 10 On rappelle que S € L(R") est appelée une isométrie si et seulement si
(S(h),S(k)) = (h,k), V(h,k) € R" xR".

On note O(R™) 'ensemble des isométries de R".
a) Montrer que O(R") est un groupe (pour la composition des applications).

b) Soient U un ouvert connexe de R" et H : U — R"™ une application deux fois différentiable.
On suppose qu'il existe c € R* et T': U — O(R") tels que

Ve e U, dH,=cT(x).
(i) Montrer que, V(h,k,1) € (R™)? Ve € U, on a :
(d*Ho,(1,h), dH,(K)) + (dH.(h), d*H, (1, k)) = 0.
(ii) En déduire (par permutation circulaire sur les vecteurs h, k, 1) que
(dH (1), d*Hy(h, k)) =0, Y(h, k1) € (R™)? VzeU,
puis que d*H, =0, Vo € U.



(iii) En conclure que H est égale a la restriction & U de la composée d’une isométrie,
d’une homothétie et d’une translation.

Exercice 11 Soit F un espace normé et f : £ — R une application de classe C? telle que
f(z) >0, Vz € E. On suppose qu'’il existe M > 0 telle que

|d*fz| < M, Vax € E.

Montrer que

dfzll < /2Mf(z),Vz € E.

Exercice 12 Soit f : R — R" une application de classe C' telle que, Yz € R", df, est
une isométrie de R™ (on dit que f est une isométrie infinitésimale). On notera || - || la norme
euclidienne et (-, -) le produit scalaire euclidien.

a) Montrer que
If() = fWI < llz—yll,  V(z,y) ER" xR".

b) Montrer que, pour tout a € R", il existe un voisinage ouvert U, de a et un voisinage
ouvert U}(a) de f(a) tels que f|y, soit un C!-difféomorphisme de U, sur U}(a).

¢) Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V; de a contenu dans U, tel que
1f (@) = fW)ll = llz—yll,  V(z,y) € Va x Va.

d) On définit une application ® : R™ x R" — R par
o(z,y) = (@) = FWI*,  V¥(z,y) €ER" xR™

Montrer que la différentielle partielle d%zé(z,y) existe en tout point (z,y) € R™ x R™.
En déduire que

(dfy(h), dfz(k)) = (h,k),  Y(z,y,h k) € Va x Va x R" xR™.

e) Calculer ||dfs (k) — dfy(R)||* pour (x,y,h) € Va x V, x R™. En déduire que si z € V; et
Y € Va, dfs = dfy.

f) Montrer qu'’il existe une isométrie A de R™ et £ € R™ tels que
fl@)=A(x)+¢,  VzeR",

i.e. f est une isométrie affine.
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Exercice 1 On considére la fonction f : R® — R définie par

2)
b)

©)

@y, 2) =2 +y* + 22 +ay +yz + 22,

Trouver les points critiques de f.
Déterminer les extrema relatifs de f.

La fonction f admet-elle des extrema absolus sur R®?

Exercice 2 Trouver tous les extrema de f : R® — R définie par

flx,y, 2) =2 +y° + 2° — 2zyz.

Exercice 3 Soit f: R? — R définie par f(z,y) = 22> — y® + 2zy + 1.

a)
b)
¢)

Déterminer les extrema relatifs de f.
La, fonction f posséde-t-elle un maximum absolu ou un minimum absolu sur R??

Soit T := {(z,y) €ER? : 2 >0,y > 0, z +y < 1}. Justifier 'existence du maximum
absolu M et du minimum absolu m de f|;. Déterminer M et m et préciser en quels
points de T ils sont atteints.

Exercice 4 Etudier les extrema relatifs puis les extrema absolus de la fonction f : R? — R
définie par f(z,y) = z* +y* — 2(x — y)*

Exercice 5 a) Soient n € N*, n > 2, et s > 0. On considére application f : R" — R

définie par

flzi,z2,...,20) = T122 ... Tn.
On pose I' = {(z1,...,2n) € (RT)"* : 37| z; = s}. Etudier le maximum global de fjr.
Retrouver ainsi I'inégalité arithmético-géométrique.

On se donne maintenant un entier n > 2 et n réels strictement positifs A\1,..., An. On
note
F—{(azl,...,xn)GR":Z)\—Z—l}.
i=1 "%

Si f:R™ — R est définie par f(z1,...,Ts) = Y., 77, déterminer le maximum global
de f|1“.

Soient ai,...,a, des réels strictement positifs tels que a1 + - -+ + a, = 1. Démontrer
que

n

Hai(l —ai) < M

] n2n
i=1

Exercice 6 Soient f et g les applications de R® dans R définies, Y(z,y,2) € R3 par

flz,y,2) =2(xy +zz+yz) et g(z,y,z) = zyz — 1000.

Soient, P = (]1,1000])*, A = {(z,y,2) € (R%)*: g(2,y,2) = 0} et B =P N g '(0).

Montrer que A est un fermé de R®, que ANP est compact et que le maximum de fianp
n’est atteint en aucun point de (AN P)\ (AN P).
Trouver les extrema de f|p.

En déduire les dimensions d’une boite parallélépipédique rectangle ayant pour volume
1000 et ayant une aire minimale.



Exercice 7 On considére dans R? Iéllipsoide E d’équation

2 2 2
x y z5
etpta=t
Trouver parmi les paréllélépipedes rectangles de cotés paralleles aux axes et inscrits dans cet

ellipsoide, celui dont le volume est maximum.

Exercice 8 Soient m,n,p trois réels tous non nuls. On considere 'application f : (Ri)?’ —
R définie par f(z,y,z) = ™ + y™ + 2P. Trouver les extrema de f sur le plan d’équation
z+y+z=1.

Exercice 9 On considere, dans R? muni de la norme euclidienne || - || et de la distance
euclidienne d, le cercle T’ d’équation z2 + y? = 1 et la droite A d’équation x + y = 4. Trouver
les points P € T et Q € A tels que d(P, @) soit minimum.
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Exercice 1 Soit F : R® — R une application de classe C!. On g’intéresse & 1’équation
différentielle

y' = F(ty.y).
On suppose que pour tout ¢ € R, F(¢,0,0) = 0 (en d’autre termes, la fonction nulle est
solution). Montrer que toute solution non identiquement nulle a ses zéros isolés.

Exercice 2 Soit F : R?> — R une fonction de classe C' et f,g : R — R deux solutions de
léquation différentielle y' = F(¢,y). On suppose qu'il existe to € R tel que f(to) < g(to)-
Montrer que pour tout ¢ € R, f(t) < g(t).

Exercice 3 Soit F': R? — R une application de classe C! vérifiant
T > 0,Vt € R, Ft+T,)=F(t,-).

Soit ¢ : R — R une solution de I’équation différentielle y' = F(¢,y). Montrer que la suite
(p(KT))ken est strictement monotone ou est constante. Dans ce dernier cas, montrer que ¢
est une solution T-périodique.

Exercice 4 Soit F : R™ — R"™ une application de classe C' et bornée sur R™. Montrer que
toute solution maximale de I'’équation X’ = F(X) est définie sur R tout entier.

Exercice 5 Soit F : R®™ — R"™ une application de classe C! et on considére 1’équation
différentielle (E) :

X' = F(X).
On suppose, de plus que pour tout X € R", || X| = 1, alors (F(X),X) < 0. Soit Xo € R"
vérifiant || Xo|| < 1. Montrer qu’il existe une solution ¢ de (E) telle que ¢(0) = Xy et définie
sur un intervalle de la forme | — o, +o00[ avec a > 0, vérifiant ||p(t)|| < 1 pour tout ¢ > 0.

Exercice 6 Soit E un R-espace de Banach. On note Idg 'application identique de E et
L(E) I'ensemble des endomorphismes continus de E. Soit A € L(E). On considére 1’équation
différentielle, dans l'espace L(E),

X'(t) = =X(t) o Ao X(2).

a) Montrer que cette équation posséde une unique solution maximale ¢ satisfaisant la
donnée de Cauchy (0, Idg).
1 1 [
A[lA|” 4]l Al -
¢) Donner l'expression de ¢ sur Iy (On pourra étudier 'application ¢ de Iy dans L(E),
définie par ¢ (t) = (Ide +tA) o o(t) — Idp.

b) Montrer que l'intervalle de définition de ¢ contient Iy :=] —
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1 Corrections d’exercices sur la feuille numéro 2 : différentielle
d’une fonction.

Correction de ’exercice ”a faire a la maison” : rappelons d’abord 1’énoncé. Soit E un espace vectoriel

normé et f : E — L(E) une application différentiable sur E. On définit ¢ : E — E par ¢(z) = f(z)(x),
x € E. 1l s’agit de montrer que ¢ est différentiable sur E.

Premiere méthode : a partir de la définition.

Comme f est différentiable sur E, cela signifie, qu’en tout point a de F, on a
fla+h) = f(a) + dfa(h) + ||hll(h),

ol dfa € L(E,L(E)) et € est une application de E dans £(E), qui tend vers 0 quand ||h|| — 0. Ecrivons alors

pla+h) —¢la) = fla+h)(a+h) = f(a)(a)
= fla+ h)(a) + f(a+ h)(h) — f(a)(a) (par linéarité de f(a + h))
= (f(a) + dfa(h) + ||hlle(h))(a) + (f(a) + dfa(R) + ||h]le(h))(R) — f(a)(a) (par différentiabilité de f)
= dfa(h)(a) + f(a)(h) + [[Rll(e(h)(a) + &(h)(h)) + dfa(h)(h)
= La(h) + Ra(h),

ot La(h) := dfa(h)(a) + f(a)(h) et Ra(h) := [[h[|(e(h)(a) +e(h)(h)) + dfa(h)(R).

Montrons que L, est une application linéaire et continue de E dans E. La linéarité de L, vient du fait
que f(a) et df, sont linéaires. La continuité vient du calcul suivant :

[La(WI < lldfa(R) (@)l + [ f (@) (Rl

ldfa (M)l 2o llall + 1 f (@)l ez 1Bl
ldfallece,coonhllllall + 1f (@)l 1Rl
= (lalllidfallece.ccm) + 11 £ (@)lle) IR,

ce qui montre que L, est continue et || La|| < |lall||dfallz(m,c2)) + I|f(@)|lz(e)-
Montrons que Rq(h) = o(||h]|). Ecrivons que

[Ra(P)|| < [[BlI(le(R) (@)l + le(R)(P)I]) + lldfa(R)(R)]]
< IRllle®llece (lall + 1R1) + Idfalle(s.ccop 11
= I8l (le(M)ll 2oy Ulall + [1R11) + lldfall ey 1R -

En utilisant le fait que ||e(h)||z(z) tend vers 0 quand |[h|| — 0, on obtient ainsi que Ra(h) = o(||h||). Par
conséquent, ¢ est différentiable en a et on a

dpa(h) = La(h) = f(a)(h) + dfa(h)(a).
Deuxieme méthode : en décomposant ¢ a l’aide de fonctions ”simples”.

Introduisons ¢ : E — L(E) X E et ¢ : L(F) x E — FE définies par

<
<

Y(z) = (f(z),z), z€E et ¢(T,a) =T(a), (T,a) € L(E) x E.

On a clairement ¢ = ¢ o). De plus, comme f est différentiable sur E, ’'application v est différentiable sur E,
et on a

dpa(h) = (dfa(h), h), V(a,h) € E x E.
D’autre part, 'application ¢ est 2-linéaire. Vérifions qu’elle est continue. Pour tout (T, a) € L(E) X E, on a
6(T, a)ll = [IT(a)llless|| Tl cz)llall,
ce qui montre que ¢ est continue. On en déduit donc que ¢ est différentiable sur £L(F) x E et on a
d(ZS(Tl,a) (T27 h) = ¢(T17 h) + ¢(T27 G,) = Tl(h‘) + Tz(a)'

Par le théoreme de différentiabilité des fonctions composées, on obtient donc que ¢ est différentiable sur F,
et on a

dpa(h) = doy(a)(d¥a(h)) = do(s(a),a)(dfa(h), ) = f(a)(h) + dfa(R)(a).



O
Correction de l’exercice 6 : soient f et g deux applications de classe C' de R? dans R. On définit
I’application F : R? — R par

Foy) =@V si g(z,y) >0,
’ flzy) + (g9(z,9)? sig(z,y) <O0.

Il s’agit de montrer que F est de classe C! sur R?. Notons
Q= {(z,y) € R : g(x,y) > 0}, Q2:={(z,y) €R?: g(z,y) <0}, Qs:={(z,y) €R?: g(w,y) = 0}.

Comme Q1 = g~ *(]0, +00[), Q2 = g ' (] — 00,0]) et Q3 = g~ *({0}), la continuité de g implique que Q1 et Qs
sont des ouverts de R? et Q3 est un fermé de R%. D’autre part, sur €1, la fonction F' coincide avec f qui est
de classe C!, et sur Q2, la fonction F coincide avec f + g2 qui est aussi de classe C'. Finalement, on obtient
que F est de classe C! sur ©; U Q. Il reste & examiner ce qui se passe au voisinage d'un point (zo,%0) € Q3.

Pour cela, introduisons la fonction h(z,y) = f(z,y) + (g9(z,y))?, V(z,y) € R% Comme f et g sont
différentiables sur R?, ’application h est diiférentiable sur R?, et on a, pour tout (z,y) € R?

Ah(e,y) = df(w,y) +29(2, Y)dg(z,y)-

Remarquons maintenant que, si (zo,40) € Q3 et (¢,1) € R? on a

f(@o+ ¢ yo +1) — f(xosy0) si (zo+ (90 +1) € O,

F(zo+ ¢ y0 +1) — F(zo0,90) = {h(ibo +¢yo +1) — f(@o,y0)  sinon.

La différentiabilité de f entraine que

f(@o + ¢ yo +m) — (2o, yo) = df (zg,50) (€ 1) + 1(C M a(C,m),

avec lim(¢ ;- (0,0) @(¢,7) = 0. De méme, la différentiabilité de h implique que

h(zo + ¢, yo +n) — f(wo,y0) = h(xo + ¢, y0 +n) — h(z0,%0)

= dh(xo,yo) (Ca 77) + H (€7 77) Hﬂ(g, "7), avec (C,n%En(0,0) B(C7 77) =0

= df(xo,yg)(gvn) + 29(‘7307 yO)dg(zg,yo)(C, 77) + H(Cvﬁ)”ﬂ(C7 77)7
= df(zmyo)(gv 77) + H(C’ "7)”6((7"7)

Par conséquent, pour tout (¢,7) € R?, on a

F(20 4 ¢ 90 +1) — F(z0,90) = df(2g,40) (¢ 1) + o([[(S, )]])-

Ceci signifie que F est différentiable au point (z0,%0) et dF(zq.,y0) = df(zg,y0)- D’01, on obtient :

dF\y = | Few si (2,y) € Q1 U Qs
v dh(e,yy = df ey +29(x,¥)dgeay) st (z,y) € Qa.

11 reste donc & remarquer que si (zo,y0) € Q3, la continuité de df, de dg et de g au point (zo,yo) montre que

li dF, = d =dF, ,
ey ey = deow0 (2090)
i.e. que dF est continue en (o, 4o), et par conséquent F' est de classe C' sur R
O
Correction de I’exercice 19 :
a) on doit montrer que lapplication ¢ de E dans R, z — ¢(x) = (z,u(z)) est différentiable. Pour cela,
on introduit les deux applications
Yv: E— EXE f: ExXE— R
et
zr—  (z,u(z)) (a,b) —  {(a,b).
Comme u est linéaire et continue de E dans E, elle est différentiable sur E et donc 1 est aussi clairement
différentiable sur F et on a

da(h) = (h,u(h)), Y(a,h) € E x E.

D’autre part, les propriétés d’un produit scalaire assurent que 6 est bilinéaire et continue (la continuité provient
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz). Donc 0 est différentiable sur E X E et on a

dB(ap) (h1, ha) = 0(a, h2) + 0(h1,b) = (a, h2) + (h1,b).

Le théoreme sur la différentiabilité d’une application composée permet d’en déduire que ¢ est différentiable
sur E et on a, pour tous (a,h) € E x E,

dpa(h) = d(0op)a(h) = dby(a)(dpa(h)) = dO(a,u(a)) (h, u(h)) = (a, u(h))+(h, u(a)) = (u(a), h)+(h, u(a)) = 2(h, u(a)).



(z,u(x))
(z,)

cela, considérons 9 application de E' dans R définie par J(x) = (z,z). On peut appliquer la question a) a 9,
en prenant comme endomorphisme continu et autoadjoint particulier v = Idg!! On obtient alors que ¥ est

différentiable sur E et on a d¥q(h) = 2(h,a). Comme f(z) = ?Eg et que si z € E'\ {0}, on a ¥(x) # 0, on en

déduit que f est différentiable sur E \ {0}. De plus, pour tous (z,h) € E\ {0} x E, on a :

dfu(h) = d@x(h)ﬂ(«z;))(;)(iljx(h)(p(x)
2, u(@)) |z — 20k, ), u(x))

; [l

b) On doit montrer que I'application f : E\ {0} — R définie par f(z) = est différentiable. Pour

¢) Soit @ € E \ {0}. On doit montrer que df, = 0 si et seulement si a est un vecteur propre de u.
D’apres la question précédente, on a
dfa =0 <= Vh € E, (h,u(a))||al|* = (h,a){a, u(a)) = 0
< Vh e E, (h,|a]*u(a) — (a,u(a))a) =0
= ||a||*u(a) — {a,u(a))a = 0.

D’ott comme a # 0, on en déduit que si df, = 0 alors

(@, u(a))

W) = e @

c’est-a-dire que a est un vecteur propre de u.
Réciproquement si a est un vecteur propre de u, alors il existe A € R tel que u(a) = Aa. On en déduit
donc que
(a,u(a)) = {a, Aa) = Alal|*,

d’ou A\ = ) et donc

llall*u(a) — (a,u(a))a =0,

ce qui, d’apres les calculs précédents, implique que df, = 0.

O

2 Corrections d’exercices sur la feuille numéro 3 : Théoreme
des accroissements finis.

Exercice 3 :

a) Attention, on ne peut pas appliquer directement le théoréme des accroissements finis car I’ensemble
B(a,r) \ {a} n’est pas convexe!! Fixons z,y € Q.

Premier cas : a ¢]z,y[. Alors, par convexité de B(a,r), on obtient que [z,y] C Q. L’application f étant
différentiable sur €2, on peut appliquer le théoréme des accroissements finis qui implique que

1f(z) = FW)Il < sup ldf= [l =yl < kllz = yl-
z€[z,y

Deuxieme cas : a €]z, y[. Alors il existe A < 0 tel que y —a = A(z — a). En effet, comme a €]z, y|, il existe

t €]0, 1] tel que a =tz + (1 — t)y. On calcule alors y — a et on obtient y —a = A(z — a), avec A = f% <O0.
Comme dim E > 2, il existe z € F tel que z et x — a soient linéairement indépendants.
Pour0<€<H:—H,ona:

la+ez—al =¢|z| <,
d’ott a + ez € B(a,r) \ {a} = Q. D’autre part, remarquons que a ¢ [z,a + €z]. En effet, sinon il existerait
t€[0,1] tel que a =tz + (1 —t)(a+ez), et donc (1 —t)ez+t(x —a) = 0. Comme z et  — a sont linéairement
indépendants, on obtient que soit ¢t = 1, soit ¢ = 0 c’est & dire soit a = a + €z, soit a = x. Dans les deux cas,
on obtient une contradiction et donc on en déduit que a ¢ [z, a+ ez]. Par conséquent, on a [z,a+¢ez] C Q. On
montre de méme que [y, a + ] C Q. On peut alors appliquer le théoréme des accroissements finis sur [z, acz],
puis sur [y, acz|. On obtient :

[f(z) = fla+e2)| < klle —(atez)ll, et [f(y) - fla+ez)l <Ely—(a+e2)l,
et I'inégalité triangulaire permet d’écrire que

1f(2) = FIl < k(llz = (a+e2)[| + [ly = (a +2)]) -



En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

() = FWIl <k (le = all + [ly —all) -

|z —a|| + |ly — al| = ||z — yl|, ce qui donne

() = FW)Il < kllz = yll.

b) On doit montrer que f a une limite « lorsque « tend vers a. Soit (zy)r>1 une suite quelconque d’éléments
de © convergeant vers a. En utilisant la question a), pour tout m,n > 1, on a

£ (@m) = fza)ll < Kllzm — @l

Comme la suite (zn)n>1 est convergente, elle est de Cauchy et I'inégalité précédente implique que (f(zn))n>1
est aussi une suite de Cauchy, dans F' complet. Par conséquent, elle converge vers disons un élément o € F'.
Remarquons que la limite o ne dépend pas de la suite (zn)n>1 choisie car si (z],)n>1 est une autre suite
convergente vers a, on a

Or a €]z, y[, d’ou

I1f(@7) = f(@n)ll < Kllzn — 2]l = 0 quand n — +o00

et donc (f(x},))n>1 et (f(zn))n>1 ont la méme limite. Par conséquent, on a montré que V(xn)n>1 C 2, zn — a,
alors f(zn) — a. Ceci prouve que f a une limite « lorsque z — a.

¢) On suppose que dfy tend vers [ lorsque x tend vers a. Il s’agit de montrer que f peut se prolonger en
une application différentiable sur B(a,r). Posons

g: B(a,r) — F

I m@{ﬂm si z € B(a,r) \ {a},

« six = a,

et
h: B(a,r) — F
x —  h(z):=g(z) —l(z —a).

Attention, ici bien str I € L(E, F)!! Sur I'ouvert Q@ C B(a,r), g coincide avec f qui par hypothese est supposée
différentiable. Par conséquent, g est différentiable sur 2. Comme [ est linéaire et continue, 'application z —
l(x —a) =l(z) —l(a) est aussi différentiable et sa différentielle en un point quelconque de E n’est autre que I.
On en déduit donc que h est différentiable sur Q et Vo € €, on a dh, = df, — [. D’autre part, par hypothese,
Ve >0, 3r', 0 <7’ < r tel que

z € B(a,r) \ {a} = ||dha|| = ||dfs — ]| < e.
La question a) appliquée & h sur B(a,r’) \ {a} implique que, pour tous x,y € B(a,r’) \ {a}, on a
Ih(z) ~ b < elle — ol
c’est-a-dire que
lg(z) = g(y) — Uz —y)[| < ellz =yl
Comme g et [ sont continues en a, cette inégalité se prolonge sur B(a,r’). Donc, Vz,y € B(a,r’), on a
lo(x) — 9(s) — 1z~ ) < <o — .

Pour y = a, en particulier, on obtient que si ||z — al| < 7', alors

lg(z) —g(a) — l(z — a)|| < ellz—all,

ce qui prouve que g(z) = g(a) + I(z — a) + o(|]|z — a||). Donc g est différentiable en a et dg, = I.

Exercice 6 :

a) Soient I un intervalle ouvert de R, w : I — R™ une application différentiable, k¥ > 0 et tg € I. On
suppose que

[u(t)|| < kllut)ll, Vte 1, et u(to) = 0.

Il s’agit de montrer que u est identiquement nulle sur I.

Commengons par choisir A > 0, suffisamment petit, pour que [to — h,to + h] C I (ce qui est possible
car to € I qui est ouvert). Notons alors M := sup,c(,_p,4o+5) |4(?)]l- Remarquons que M est fini (et méme
atteint) car u est continue sur le compact [to — h, to + h]. De plus, on a

[/ (1)|| < kM, Vi € [to — h, to + h].
Le théoréme des accroissements finis implique alors que pour tout ¢ € [to — h,to + k], on a

lu(t) — u(to) || < kM|t — tol,



d’ott comme u(tg) = 0, on obtient que
llu(t)|] < kM|t — to] < kMh.

On en déduit alors que M < kMh et donc si h > 0 est tel que kh < 1, on en déduit que M = 0, c’est-a-dire
que u(t) =0, Vt € [to — h, to + h).

Considérons alors J := {t € I : u(t) = 0}. Comme u est continue, J = v~ '({0}) est fermé. De plus, J est
non vide car to € J. Enfin, J est ouvert, car on a montré dans ce qui précede que si u(to) = 0, alors il existe
h > 0 tel que u(t) = 0, pour tout t € [to — h,to + h]. Par conséquent, J est ouvert, fermé et non vide dans I
connexe. Donc J = I, c’est-a-dire que, Vt € I, u(t) = 0.

b) Supposons que le systeme différentiel

v = f(ty), ylto)==

admette deux solutions y1 et y2 définies sur un intervalle ouvert I contenant to. Alors, en posant u(t) =
yi(t) = a(t), t € I, on a

lu' @Ol = lly2 () — w2 (O]l = 1t ya () = F & y2(0)]] < Kllya (t) — w2 ()] = Kllu(@®)]]-

De plus, on a u(to) = y1(to) — y2(to) = ¢ — x = 0. La question a) implique donc que u = 0 sur I et donc
y1 = y2 sur I.
O

Pour l'exercice 8, nous allons avoir besoin d’une version du théoréme des accroissements finis un peu
différente de celle vue en cours....

Théoreme 1 (Une version du théoréme des accroisements finis) Soient a et b deux points de R, a <

b, F un espace de Banach et f : [a,b] — F une application continue. Supposons que f admette une dérivée a
droite en tout point de l'intervalle ouvert |a,b| et que

[fa(@)| <M,  a<az<b,
ou M est une constante positive. Alors, on a
[1£(6) — fa)|| < M(b— a).
Remarque : rappelons qu'une application f : [a,b] — F admet une dérivée a droite en un point x €|a, b[ si

o F@ 1)~ (@)
t—0 t

existe ; cette limite se note alors f(x) et s’appelle la dérivée & droite de f au point x. Remarquons bien siir
que fi(z) € F.

Attention : cette version du théoréme des accroissements finis n’est valable que pour les fonctions d’une
variable réelle & valeurs dans un Banach. Elle ne peut pas se généraliser aux fonctions définies sur un convexe
d’un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2!!

Preuve : Donnons-nous un nombre £ > 0. On va montrer que

If(x) = fla)l| < M(z —a) +e(z—a)+&,  Vaelab] (1)

Une fois cela prouvé, on appliquera cette inégalité pour x = b, puis on fera tendre € vers 0, ce qui, a la limite,
donnera l'inégalité de 1’énoncé.
Introduisons 'ensemble U des z € [a, b] pour lesquels 'inégalité (1) est fausse, c’est-a-dire pour lesquels on a

[f(z) = fla)ll > M(z — a) + e(z —a) +e.
On veut montrer que U est vide. Remarquons que U est ouvert dans [a, b]. En effet, la fonction
z— |[f(z) = fla)| - M(z —a) —e(z —a)

est continue sur [a,b] et U est I'image réciproque par cette fonction de I'intervalle ouvert |e, +o0c[. Raisonnons
par l’absurde, en supposant que U est non vide. Alors U a une borne inférieure c¢. On peut dire trois choses :

(i) ¢> a; en effet, Pensemble des = € [a, b] tels que
I1f(z) = fla)| < M(x —a) +e(x—a)+e

est un ouvert qui contient a et qui est contenu dans U°€. Donc il existe r > 0 tel que [a,a+r[C U®. Cela
implique que pour tout x € U,onax > a+ 7 et doncc>a+r > a.



(if) ¢ € U, parce que U est ouvert et donc si ¢ appartenait & U, il existerait r > 0 tel que J|c —r,c +r[C U
et ¢ ne serait pas la borne inférieure de U.

(iii) ¢ < b, sinon U se réduirait au point b, et ne serait pas ouvert.

Puisque a < ¢ < b, on peut appliquer a ¢ 'hypothese de I’énoncé. Donc il existe n > 0 tel que si ¢ < = < ¢+,

on a
x C
D’ou
Mz o) > (1)

ce qui implique que, pour tout = € [¢, ¢ + 7],
1f(@) = fle)l < M(z —c) +e(x —c).

Comme c ¢ U, on a :
1f(c) = f@)| < M(c —a)e(c—a) +¢,

ce qui donne (avec I'inégalité triangulaire) que, pour tout = € [c, ¢ + 7],
[f(z) = f(a)l| < M(z —a) +e(z —a) +¢.

On obtient donc que [¢,c+n] C U° et donc si x € U, alors > ¢+ 7. Cela implique donc que ¢ > ¢+ n!! Par
conséquent, U est vide et la preuve du théoréeme achevée.
O

Exercice 8 :
On considere E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et f : U — F une application
continue. On suppose que, Va € U, Vv € E,

Lo f(a) := lim flattv) ~ fa)
t—0 t
t>0
existe.

a) On suppose, dans cette question, qu'il existe k > 0 tel que || L. f(a)|| < k||v||, Va € U, Yv € E. Soient
z,y € U tels que [z,y] C U. On introduit la fonction ¢ : [0, 1] — E définie par ¢(t) := f(tx + (1 —t)y). Cette
fonction est continue sur [0,1] comme composée de fonctions continues. De plus, pour to €]0,1[, et A > 0
suffisamment petit, on a :

@(to+h) = @(to) _ fltox + (1 —to)y + h(z —y)) — f(tox + (1 — to)y)
h h ’

qui tend, par hypothese, vers L_, f(tox + (1 — to)y), quand h — 0. On en déduit donc que ¢ est dérivable
a droite, en tout point to de ]0,1[ et on a :

Iga(to)ll = | Lz—y f(tox + (1 — to)y)ll < kllz -yl

Le théoréme des accroissements finis (théoréme 1) appliqué & ¢ montre donc que

lo(1) =0l = If (=) = I < Ellz —ylI.

b) On suppose, dans cette question, que, Vo € U, Papplication v —— L, f(z) est linéaire et continue (on
dit alors que f est différentiable au sens de Géteaux sur U). On pose alors M (x)(v) := L, f(x). On suppose,
alors de plus que M : U — L(E, F') est continue en un point a € U. Il s’agit de montrer que f est différentiable
en a.

La continuité de I'application M en a se traduit par :

Ve > 0,3r > 0 tel que z € B(a,r) = ||M(x) — M(a)|| z(e,r) < €.
Considérons alors g : B(a,r) — F Papplication définie par
9(z) = f(z) — M(a)(z — a).

11 est clair que g est continue sur B(a,r) car f 'est et M(a) est lindaire, continue. Montrons que g vérifie les
hypothéses de la question précedente, en remplagant ouvert U par B(a,r) (qui est convexe!!). Tout d’abord,
on doit montrer que L,g(z) existe, pour tout vecteur v € E et tout point € B(a,r). En utilisant la linéarité
de M (a), on obtient :

gz +tv) — gle) _ flz+tv) = [(2)
) ) - M(@)(),



et donc L,g(x) existe et Lyg(z) = Ly, f(z) — M(a)(v) = M(z)(v) — M(a)(v). D’ou
[Log(@)]| < [|M(a) = M(z)| e, llvll < ellv]].

Comme B(a,r) est convexe, pour tout h € E tel que ||h]| < r, on a [a,a + h] C B(a,r) et donc la question
précédente implique que ||g(a + h) — g(a)|| < €||h]|. Or

gla+h)—g(a) = fla+h) — f(a) — M(a)(h).
Par conséquent, Ve > 0, il existe 7 > 0 tel que si h € E, ||h]| < r, on a
If(a+h)— f(a) = M(a)(h)|| < el|hl],

ce qui montre bien, car M(a) € L(E, F), que f est différentiable en a et que df, = M(a).
O

Remarque : On a donc montré que si f : U — F est Gateaux-différentiable sur U et si 'application, de U
dans L(E, F), x — M(x), est continue en un point a, alors f est différentiable en a. De plus, le raisonnement
précédent montre que si M est continue sur U alors f est de classe C! sur U. En effet, si M est continue
sur U, cela signifie que M est continue en tout point a de U. Le raisonnement précédent montre alors que
f est différentiable en a et que dfe = M(a). Autrement dit, f est différentiable sur U et sa différentielle
df : U — L(E,F) n’est autre que l'application M et donc est continue sur U. Ceci signifie exactement que f
est de classe C! sur U.

La réciproque est vraie. En effet, si f est de classe C* sur U, alors en particulier, on a, pour tout point a
de U,

fla+h) = f(a) +dfa(h) + [ll=(h),

ou ¢ est une fonction définie sur un voisinage de 0 dans E qui tend vers 0 quand ||h|| — 0. On en déduit, par
linéarité de df., que pour ¢ > 0 suffisamment petit, et tout vecteur v de F, on a

fla+tv) = f(a) +dfa(tv) + |[tolle(tv) = f(a) + tdfa(v) + t]v]le(tv).

e ot )~ f(a)

a+tv)— f(a
Hat ) = JO — dpao) + lelleteo),

et donc L, f(a) existe et L, f(a) = dfe(v).Comme df, € L(E, F), Papplication v — L, f(a) est linéaire et

continue, ce qui signifie que f est Gateaux-différentiable sur U. Enfin, pour tout vecteur v € F et tout point

a de U, on a M(a)(v) = Lyf(a) = df.(v), ce qui signifie que M(a) = df,. Le fait que f soit de classe C!

implique alors que M est continue sur U.

En résumé, on obtient le théoreéme suivant :

Théoréme 2 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et f : U — F une application
continue. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est de classe C* sur U ;

(ii) f est Gdteaux différentiable sur U et lapplication M : U — L(E, F) est continue sur U, ot M(x)(v) :=
L,f(z), zeU,veE.
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Exercice 1 .On munitR™ du produit scalaire habituel, .) et de la norme euclidienne asseei
||| SoitU = R™ \ {0}.

1. Montrer que I'applicationV : U — R définie parN(x) = ||z|| est differentiable sut/ et
calculerdN,(h), z € U, h € R".

2. Montrer que la fonctiop: U — R
N(z)+1
()2

r = px):= N
est differentiable sut/ et calculerdy,(h), x € U, h € R™.

Exercice 2 .Soientf et g deux fonctions de class# surR eta valeurs dan®. On suppose
que pour toutz,y) € R?, f'(z) # ¢'(y). Montrer que la fonction

F: R = R2
(z,y) = F(z,y) = (z+y, flz)+9))

est un C') difféeomorphisme d&? sur son image.

Exercice 3.SoitF: R? — R
(r,y) — Fz,y)=e"Y —1—2 —y.
1. Montrer queF est de classé!.

2. Montrer qu’au voisinage d@, 0), F'(z,y) = 0 équivautay = ¢(x), ol ¢ est une fonction
de class€".

3. Calculerg/(0).

Exercice 4 .Soit £ un espace de Banach. On ndléF) I'espace des application Baires
continuessu&, Ip:z € E— o et T:ue L(E) — u.
Soitf: L(E) — L(F)

3

u = fu):=u"=uouou

1. Montrer quef est de classé! surL(FE) et calculer sa diffrentielle en:, noted f,, pour
toutu € L(F).

2. Demontrer l'iregalié :
ldfu = 3Tl ey < 6llu—Tpllewm + 3llu—Tgllzm pourtoutu € L(E).

Indication : on pourraécrireu = 1 + v.

3. SoitB la boule ouverte dan§(E), de centrd g et de rayonl /3. Montrer que pour tout
u € B, df, estunisomorphisme d&(E) dansL(E).

4. (a) Pourn: € B,onposgy(u) = f(u) — 3u. Montrer que pour toutu,v) € B x B,

7
lg(w) = gl < 3 flu =l



(b) En ceduire quef est injective sui.
5. Montrer quef est un C*) difféomorphisme dé& sur f(B).

Exercice 5 .Soit & I'ensemble des fonctiong : R — R, de class&! et 1-périodiques (c’'est-
a-dire telles qug (x + 1) = f(z) pour toutz € R).
On admettra qué f||r = max,cjoq1) (|f(2)], |f'(x)|) définit une norme pour laquell& est
un espace de Banach.
Pour toutf € E et pour touts € R, on notef® la fonctionz — f,(x) := f(x + s).
Soitg € F et

F: RxE — R

(5.1) — F(sf) = / f(2) ¢/ (2) da

1. Montrer queF” est de classé' et calculer sa difrentielled 7 ;) en tout point(s, f) €
R x F.

2. Montrer que, au voisinage de, g), I'égalié F'(x, f) = 0 équivauta s = o(f), ol o est
une fonction de classg'.



