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Chapitre 1

Généralités sur les bases dans les
espaces de Banach

Soient X un espace de Banach complexe, séparable, de dimension infinie et
X = (z,)n>1 une suite de vecteurs de X. Nous noterons par Lin(z, : n>1)
'espace vectoriel (non fermé) engendré par les z,,, n>1 et par Span(z, : n>1) la
fermeture de Lin(x, : n>1).

1.1 Complétude et indépendance linéaire

Définition 1.1.1 La suite X = (x,),>1 est dite :

1. complete dans X si
Span(x, : n>1) = X ;

2. finiment libre si toute sous-suite finie de X est linéairement indépendante ;

3. w-topologiquement libre s:
((an)n;1 c C, Zanxn = O) = a, =0, Vn>1;
n>1

4. minimale si, pour tout n>1, z, & Span(xy : k € N\ {n});

5. uniformément minimale s:

(%) = mf dist ( ,Span(xy : k€ N\ {n})) >0

[
d(X) est appelée la constante d’uniforme minimalité de la suite X.

Enfin, si X* = (23),>1 est une suite d’éléments du dual de X, on dit que X* est
une suite biorthogonale associé a X si

1, sin=k;
0, SIN0M.
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Donnons tout de suite un lemme caractérisant les suites minimales et uni-
formément minimales.

Lemme 1.1.2 Soient X un espace de Banach et X = (x,),>1 une suite de vec-
teurs de X.

(a) X est minimale si et seulement si X admet une suite biorthogonale X*.
Cette derniére est uniquement déterminée si et seulement si la suite X est
compléte dans X.

(b) X est uniformément minimale si et seulement si X admet une suite biortho-
gonale X* = (x),>1 telle que sup ||z, |||z} || < +oo.

n=1

Preuve : (a) : On applique le théoreme de Hahn-Banach (corollaire A.1.2) :
x, & Span(zy : k € N\ {n}) si et seulement si il existe f, € X* telle que
fn(zk) = dp k. L’équivalence entre 'unicité de la biorthogonale et la complétude
de la suite vient également du théoreme de Hahn-Banach.

(b) : De plus, dans la forme plus précise du théoreme de Hahn-Banach
(théoreme A.1.4), on a pour un sous espace fermé £ C X :

1

min{[|f]| : f € X", fig =0, f(z) = U’ZM-

Ainsi, pour une suite biorthogonale (z7),>1 qui réalise le minimum, on a :

1
[l

(1.1) dist (” oo Spane k%n)) =

Pour conclure, il reste & remarquer que, pour toute suite biorthogonale (f,,),>1
associé a (T, )p>1, On a

1 1
inf dist < ,Span(zy, : k # )) > .
n>1 [N Sup ||z ||l ]|~ sup [l 1.2

nz1

Remarque 1.1.3 D’apres la preuve du lemme 1.1.2, il est clair que si X =
(Zn)n>1 est une suite minimale, on a, pour toute suite biorthogonale (f,),>1
associé a (T,)n>1,

sup ||z ||| ful =6(%)~"
n=>1

De plus, si (2¥),>1 est une biorthogonale associée a (,),>1 par (1.1), on a

(1.2) sup [l |27, | = 6(%)~

n=1



1.1 COMPLETUDE ET INDEPENDANCE LINEAIRE

Il est évident que 'uniforme minimalité implique la minimalité, que toute suite
minimale est w-topologiquement libre et enfin que toute suite w-topologiquement
libre est finiment libre. Pour les suites finies toutes ces propriétés coincident. Par
contre, pour les suites infinies, cela n’est plus vrai comme le montrent les exemples
suivants.

Exemple 1 Si (e,),>1 désigne la base orthonormale canonique de (*, posons,
pour tout n=>2,

€n
Ty =€+ —.
n
Il est facile de montrer que la suite (x,),>2 est compléte et minimale dans 2,

Sa famille biorthogonale est (ney)nsa. Par conséquent, la suite (,),>2 n'est pas
uniformément minimale.

Exemple 2 Considérons X = C(0,1) l’espace des fonctions continues sur [0, 1]
munie de la norme uniforme et (\,),>1 une suite strictement croissante de réels
positifs satisfaisant

1

o
n>1 n
Définissons alors une suite (T,)n>1 dans X par

zo(t) =1 et x,(t):=t™, (te[0,1], n>1).

Le théoréme de Muntz-Szasz ((Rudin, 1980), p.293) montre que la suite (x,)nen
est compléte dans X, mais qu’elle n'est pas minimale (par exemple, la suite
(n)np1 est encore compléte dans X ). D’autre part, il est facile de voir que la
suite (T,)nen €St w-topologiquement libre.

Exemple 3 Considérons (z,),>1 une base orthonormale d’un espace de Hilbert

E et x un élément de E tel que pour tout n>1, (x,x,) # 0; on peut par exemple
choisir

La suite (yn)n>1 définie par
Y=, Yo=T,1 (M=2,3...)

est complete et finiment libre. Par contre, elle n’est pas w-topologiquement libre

car
x = Z(az,xn)$n

n=1
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1.2 Bases de Schauder

Définition 1.2.1 Une suite (,)n>1 d’un espace de Banach X est dite base de
Schauder de X (ou parfois simplement base de X ) si, pour tout élément x € X,
il existe une unique suite de nombres complexes (¢y)n>1 = (Cn(T))n>1 telle que :

(1.3) x:icn:ﬂn,
n=1

ot la série converge pour la topologie de la norme.

Une suite basique est une suite qui est une base de son enveloppe linéaire
fermée.

Enfin, si (z,)n>1 est une base d’un espace de Banach X, la suite de fonctionnelles
linéaires (fn)n>1 définie par

fi(x) =¢; <x: chxn eX,j= 1,2,...)
n=1
est appelée suite de fonctionnelles coordonnées associée a la base (x,,),>1-

Par conséquent, si (z,),>1 est une base d'un espace de Banach X et (f,)n>1
sa suite de fonctionnelles coordonnées, alors pour tout z € X, on a :

Notre but va étre de montrer que ces fonctionnelles coordonnées sont continues et
donc sont des éléments du dual de X. Tout d’abord, prouvons le résultat suivant :

Proposition 1.2.2 Soit (x,),>1 une suite d’'un espace de Banach X telle que
pour toutn =1,2,..., x, # 0, et soit A, 'espace vectoriel des suites de scalaires
défini par

o @]
A= {(Cn)n>1 cC: chxn converge en norme }

n=1

équipé de la norme

(1.4) [(cn)nll = sup

N
E CnTn
n=1

Alors A; est un espace de Banach.
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que, si (¢,), € Ay,

N
sup E CnTpll < 0O
N _

n=1

puisque, par définition, la suite Zgil cnxy converge lorsque N — oo. D’autre
part, comme tous les z,, # 0, il n’est pas difficile de voir que (1.4) définit une
norme sur ’espace vectoriel A;. Il reste a montrer que A; est un espace de Banach.
Pour cela, considérons (cﬁl’“))@l (k=1,2,...) une suite de Cauchy d’éléments de
A; et montrons qu’elle converge. Pour tout € > 0, il existe un entier positif N ()

tel que

() = (™ )ull = sup

n

Z(Cgk) - Cgm))ﬂfi

i=1

<e (k,m>N(e)).

D’ou pour tout k,m > N(¢),n=1,2,...,0n a
n n—1
e — 1< |5 = e + 3 = )| < 2=
=1 i=1

Comme tous les x,, # 0, il suit que

2
) _ olm)| ﬁ (k,m>N()in=12,...).

Par conséquent, pour chaque n>1, la suite de scalaires (c% )) k=1 est de Cauchy et
donc converge vers un nombre complexe, disons ¢,. Dans les inégalités

n

S — )

=1

<e (kym>N();n=12...)

en faisant tendre m — +o00, on obtient

(1.5) (e — )il <e (k> N(e)in=1,2,...).
i=1
En particulier, cela implique, que pour tout n,l =1,2,..., on a
n+l n+l
Z cixi|| <2 + Z cgk)xi (k> N(e)),
i=n+1 i=n-+1

et puisque chaque série Y7, cgk)mi est convergente et que X est complet, il suit

que la série Y °, ¢z converge, ie. (¢p)ns1 € Aj. D’autre part, 'inégalité (1.5)
implique que

Z(cl(-k) — )X

1(eh™)n = (ca)nll = sup <e (k> N(e)),
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ce qui montre que la suite (c,(f))n% (k=1,2,...) converge vers la suite (¢,)n>1

dans A; et acheve de prouver que A; est un espace de Banach. O

Proposition 1.2.3 Soient X un espace de Banach, (z,),>1 une base de X et
(fn)n>1 sa suite de fonctionnelles coordonnées. Alors

(a) SiAj est I'espace de Banach introduit dans la proposition 1.2.2, application

o)

(1.6) (Cn)ns1 — Z CiT;

i=1

définit un isomorphisme de A, sur X.

(b) Pour x € X, posons

n
(1.7) ][] := sup || > filw):
n=l 155
Alors |||-||| définit sur I'espace X une norme, équivalente a la norme initiale
sur X.
Preuve : (a) : Puisque (z,),>1 est une base, nous avons z,, #0 (n=1,2 ...)

(d’aprés I'unicité des décompositions ) -, ¢;z;). La proposition 1.2.2 implique
donc que A; est un espace de Banach. L’application définie par (1.6) est claire-
ment une application linéaire et continue, de norme 1. D’autre part, la propriété
de base de la suite (x,),>1 montre aussi que I'application (1.6) est une bijection
de A; sur X (a cause de I'unicité et de I'existence des décompositions ) .., ciz;).
Le théoreme d’inversion de Banach ( théoreme A.2.3) implique alors que I'appli-
cation (1.6) est un isomorphisme de A; sur X.

(b) : D’apres (a), il existe une constante C'>1 telle que

00 n 00 00
E C;T; E CT; E C;; E CiT; € X ,
i=1 =1 i=1 i=1

et pour conclure, il reste & observer que, pour tout z = » .~ cz; € X, on a
falx)=c, (n=1,2,...). O

<sup <C

n=1

Théoréme 1.2.4 (S. Banach, 1932) Soit (x,),>1 une base d’un espace de Ba-
nach X. Alors les fonctionnelles coordonnées f,, associées a (x,,)n>1, sont conti-
nues sur X, ie. f, € X* (n=1,2,...). De plus, il existe une constante M>1
telle que

1<]zall | full <M (n=1,2,...).
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Preuve :  Soit ||| - ||| la norme sur X définie par (1.7). Alors il existe, d’apres
la proposition 1.2.3 (b), une constante C'>1 telle que

lzllI<Cllzll (= € X).

Puisque z, #0 (n=1,2,...),on a:

Ufale)eal
<
ol
2 2C
< Jo Sl reXin=t2)

ce qui prouve que f, € X* et anHgHZC” (n=1,2,...). Dautre part, par

définition des f,, on a 1 = f,(x,)<||fullllznl (n =1, 2, ...), ce qui acheve la
preuve de ce théoreme. O

Corollaire 1.2.5 Soit (x,),>1 une base d’un espace de Banach X et (f,)n>1 sa
suite de fonctionnelles coordonnées. Alors (x,,),>1 est uniformément minimale et
sa biorthogonale coincide avec la suite (fy,)n>1-

Preuve : D’apres le théoreme 1.2.4, f, € X* (n=1,2,...) et

sup [|z,[[[ full < oo.
n>1

D’autre part, par définition des f,, il est clair que f,(z,) = 6, (p, n =1, 2, ...).
Ceci prouve que la suite (f,,)n>1 est la biorthogonale & (x,),>1 (qui est unique
car (x,)n>1 est complete dans X).

Comme sup,,»; ||za||||fnll < o0, le lemme 1.1.2 implique que (z,)n>1 est uni-
formément minimale. ]

Par conséquent, si X = (z,,),>1 est une base d’un espace de Banach X, alors,
pour chaque z € X, nous avons

(1.8) xr = ZI;(ZL‘)Z’R,

ou la suite (z}),>1 constitue la biorthogonale a X. Les coefficients z}(z) sont
appelés coefficients de Fourier de z relativement aux suites (x,,) et (x}).

Remarque 1.2.6 Nous venons de voir que la propriété de base implique 1'uni-
forme minimalité. En fait, elle est strictement plus forte comme le montre ’exemple
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suivant : considérons X = C(T) 'espace des fonctions continues sur le cercle unité
T = {¢ € C : [¢| =1}, équipé de la norme uniforme ||z|| = supgcy [(£)[. Posons
alors

2,(Q)=¢" (€T, nez).

Par le théoreme de Stone-Weiertrass, il est facile de voir que la suite (z,),ez est
complete dans X. De plus, elle possede une biorthogonale donnée par

1

xh(z) = -

2T
/ z(eMe ™ dt (v e X, ne7).
0
Comme sup,, ||z,||||z}||<1, lasuite (z,,)nez est uniformément minimale. Par contre,

elle n’est pas une base de Schauder de X car il existe des fonctions continues sur
T dont la série de Fourier n’est pas uniformément convergente.

Donnons maintenant une caractérisation des bases de Schauder & 1’aide des
projections sur les coefficients de Fourier.

Théoréme 1.2.7 Soit (z,),>1 une suite minimale dans un espace de Banach X .
Notons par (z}),>1 une biorthogonale & (z,,),>1. On définit une suite d’opérateurs
continus (S, )n>1 par :

(1.9) Sn() :Zx;‘(l’)xi (zeX,n=12 .).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i

) (2n)n>1 est une base de X.

(17) Pour chaque x € X, lim,,_,o $p(z) = .
)
)

(i17) (xp)n>1 est complete dans X et sup,,-; ||sn(x)|| < oo, pour tout x € X.

(iv) (@n)ns1 est complete dans X et sup, -, ||s,| < oo.

Preuve :

(i) = (i1) : c’est précisément 1'égalité (1.8).

(11) = (dit) : Pour chaque z € X, la suite (s,(x)),>1 est convergente (vers
x) donc bornée. Il reste & montrer la complétude de la suite (z,),>1. D’apres
le théoreme de Hahn-Banach, cela revient a montrer que si f € X*, f(z,) =0
(n=1,2,...)alors f =0. Il suffit alors de remarquer que, pour x € X, on a :

F(2) = F(lim s,(2)) = Tim f(s,(x)) = 0.

n—oo n—oo

(i4i) = (iv) : c’est une simple application du théoreme de Banach-Steinhaus
(théoreme A.2.1).
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(v) = (i) : Remarquons que, pour toute combinaison linéaire finie p = > " | ¢;z;
et tout n=m, on a :

n n m m
sa(p) =Y @i(p)ei =) Y ebigmi =) ¢z =p,
=1

i=1 j=1 j=1

d’ont lim,, 00 sp(p) = p. Comme la suite (x,),>1 est complete dans X et que
Sup,>1 ||Sn|| < 0o, on peut appliquer le corollaire A.2.2 et en déduire que
lim,, 00 Sp(z) = , pour tout € X, ce qui implique évidemment (7). O

Pour finir ce paragraphe, nous allons introduire la notion de multiplicateurs
associée a une suite minimale. D’ une part, les multiplicateurs vont nous donner
une nouvelle caractérisation des bases de Schauder mais, d’autre part, ils vont
nous permettre de faire le lien avec certains problemes d’interpolation que nous
étudierons aux Chapitres 2 et 3.

Définition 1.2.8 Soit X = (x,),>1 une suite minimale et compléte d’un espace
de Banach X. Une suite j1 = (i )n>1 C C est appelée multiplicateur de (z,,),>1
st ['application linéaire

Lin(x, : n=1) — Lin(z, : n>1)

E anT, +H—r E QA b, Ty
n n

s’étend en un opérateur M, continu sur X.

Autrement dit, p = (pin)n>1 C C est un multiplicateur de (x,),>1 s’il eziste
M, € L(X) tel que M,(x,) = ppz, (n=1,2,...).

L’ensemble des multiplicateurs de X = (x,)n>1 est noté mult(X).

Sipe = (fn)n>1 € mult(X), on note aussi

el nae == (M ][-

Remarque 1.2.9 1l est clair que, la suite X = (x,),>1 étant minimale, I'appli-

cation
E anIn E anﬂnxn
n

n

est bien définie sur L£in(z, : n>1). D’autre part, si g = (in)n>1 € mult(X), la
complétude de X assure I'unicité de I'opérateur M, et donc || - || .. est également
bien définie.

Théoréme 1.2.10 Soit X = (x,,),>1 une suite minimale et compléte d’un espace
de Banach X. Alors (mult(X), || - ||.u:) est un espace de Banach et mult(X)s (>,
i.e. mult(X) s’injecte continiment dans (>, 'espace des suites complexes et
bornées.
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Preuve : Montrons tout d’abord que mult(X) peut étre muni d’une structure
d’espace vectoriel. Pour cela, remarquons tout d’abord que, si (p,,),>1 € mult(X),

on a :
[nll|n]] = IMu(z)[[SIMlllznll - (=1, 2, ..).

D’ou, comme z,, # 0 (car la suite (z,),>1 est minimale), on obtient

(1.10) SUP |t |<[| M|

Ceci montre que mult(X) C (. Vérifions alors que mult(X) est un sous-espace
vectoriel de (. Pour A € C et p@ = (u)ns1, @ = (1P)ns1 € mult(X),

Popérateur AM ) + M, € L(X) et
(AM,0) + M) (2n) = AM,0)(7,) + My (7,)
= MMz, + pPa,
(1.11) = D+ 1Pz, (n=1,2,..),

ce qui prouve que A\ 4 1? € mult(X). Par conséquent, mult(X) est un espace
vectoriel muni de la structure induite par ¢*. Il est facile de voir que || - ||
définit une norme sur cet espace vectoriel (laissé en exercicel). L’égalité 1.11
montre aussi que, pour A € C et p™®, u® € mult(X), on a :

M)\,u(l)—i—,u@) = )\MM(U -+ M}L(Q)'

Vérifions maintenant que (mult(X), || - ||..e) est complet. Pour cela, on procede
classiquement en considérant une suite de Cauchy (u(™),,>; dans mult(%). Pour
tout & > 0, il existe un entier N(eg) tel que

(m) O] |

||,u — W e = ||Mu(m) — M#(z)H <e (n,l > N(€))

Par conséquent, (M, )m>1 est une suite Cauchy dans £(X) et donc converge
vers un opérateur 7' € L£(X).

D’autre part, pour tout i>1, on a, d’apres (1.10) :
1™ = 1< UMy — Mo <€ (m.1> N(e)),
ce qui montre que (,ugm))m>1 est une suite de Cauchy dans C, donc converge vers

1. Remarquons alors que

(m)

m—0o0
Comme T' € L(X), ceci montre que p = (f4;);>1 € mult(X) et M, =T. On a alors

(m)

||:u = Mllmue = ||M,u(m) - MNH = ||Mu(m) - T”?
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et donc (pu(™),,~1 converge dans mult(X) vers .
I1 reste a voir que si g = (fn)n>1 € mult(X), on a, d’apres (1.10) :

(1.12) [l tllee = Sup [ | SIMl] = e

ce qui montre que mult(X)s . O

Comme nous l'avons déja signalé, I'espace des multiplicateurs va nous per-
mettre de donner une nouvelle caractérisation des bases. Pour cela, nous intro-
duisons 'espace bv, des suites a variation bornée, défini par

bv = {(Mn)n>1 cC: Z |t — pinsa| < OO}

n=1

Posons alors, pour = (p,)n>1 € bv,

litlloo = Y bt =t ] + lim [pa].

n>1

Il est alors bien connu que (bv, || - ||py) est un espace de Banach. On a alors le
résultat suivant :

Théoreme 1.2.11 Soit X = (x,,),>1 une suite minimale et compléte d’un espace
de Banach X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (Tn)n>1 est une base de X ;
(77) bv C mult(X).

Preuve :  Nous noterons par (z7),>1 la biorthogonale associée a (z,,),>1 et par
(Sn)n>1 la suite d’opérateurs définie par (1.9).

(1) = (i) : soit p = (ln)n>1 € bv. En utilisant le procédé d’Abel, on a, pour
tout = € X,

n n i i—1
Zx:(x)ﬂzxz = Zﬂz (Z x}k(x)l’y - Z@(@%)
i=1 i=1 j=1 j=1

= Z(Mz’ — [i+1) Z 23 (2)5 + fint Z vy (),
j=1 j=1

=1

n

= Z(Mz — Hi+1)8i(2) + fnt15n(2).

=1

D’apres le théoreme 1.2.7, il existe une constante C' > 0 telle que ||s,[|<C
(n=1,2,...), ce qui donne

Z z (@) pa;
=1

<Cll«| (Z i = i | + Iun+1\) <Cllz[llllvo-

=1
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Ceci montre que I'application
Z a;T; — Z Qi i T,
i i

définie sur Lin(x, : n>1), est continue, de norme inférieure ou égale a C|p||po-
Elle se prolonge donc en une application linéaire continue L sur X, de norme
| L||<C||p||pw- Par conséquent, p € mult(X), avec M, = L, ce qui prouve (ii).
Remarquons, de plus, que

]l e SC | | -

(17) = (i) : soit j l'injection canonique qui envoie bv dans mult(X). Montrons
que le graphe de cette application est fermé.

Soit (12™),,>1 une suite qui converge vers p dans bv et vers A dans mult(X). 11
s’agit de montrer que A\, =, (p =1, 2, ...). Tout d’abord, d’apres (1.12), on a
n}gn ,up m) — =\, (p=1,2,...). D’autre part, en écrivant

-1
Mém) — Hp = Z ((Mgm) — i) — (METE - Mz’—1)> + u§m) — M,

i=p

on obtient | i — 1o <[ 1™ — 1|y, ce qui entraine que lim ,uz()m) = u, et donc
m—oQ

ANp=pp (p=1,2,...).

Par conséquent, d’apres le théoreme du graphe fermé (théoreme A.2.5), 'appli-
cation j est continue et il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute suite
W€ bu, on a

[ 4] e SC -
Considérons alors, pour i>1, le vecteur ¢; = (0,...0,1,0...) € bv. Par hypothese,
R/—/

i—
= ..). Par linéarité et conti-

e; € mult(X) et on a M, (x,) = z}(x,)z; (p
e (x ) , on a donc, pour tout = € X,

nuité, en utilisant la complétude de la suit

M,,(z) = x}(z)x;. D'ott, en posant pu(™ = Zei, on obtient
i=1

m

=1

[sm ()]l =

€i

[ My ()

< A 2]
< Ol oIzl = Cllz],

ce qui prouve, d’apres le théoreme 1.2.7, que (x,,),>1 est une base de X. O
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1.3 Bases inconditionnelles

La plupart du temps, nous utiliserons la notion de base inconditionnelle dans
le cadre des espaces de Banach. Cependant, pour le théoreme 1.3.3 (assertion
(7v)), nous aurons besoin du cadre un peu plus général des espaces vectoriels
topologiques.

Définition 1.3.1 Soit X un espace vectoriel topologique, munie d’une topologie
7. Une suite (x,)n>1 de X est dite base de inconditionnelle de (X, 7) si, pour
tout élément x € X, il existe une unique suite de nombres complexes (Cp)n>1 =
(cn(T))n>1 telle que :

(1.13) T = chxn,
n=1

ot la série converge inconditionnellement dans X pour la topologie T. Rappelons
que la convergence inconditionnelle signifie que, quelque soit le voisinage V' de 0
pour T, il existe une partie finie o9 C N telle que pour toute partie finie 0 C N

vérifiant oy C o, on a :
T — E Cny, € V.

neo

Une suite basique inconditionnelle est une suite qui est une base incondition-
nelle de son enveloppe linéaire fermée.

Remarque 1.3.2 Si X est un espace vectoriel de Banach, une suite (x,),>1 de
X est une base inconditionnelle de X si et seulement si pour tout z € X, il existe
une unique suite de nombres complexes (¢, )n>1 = (¢ (2))n>1 telle que, pour tout
e > 0, il existe une partie finie 09 C N telle que pour toute partie finie ¢ C N
vérifiant g C o, on a :

(1.14) <e.

T — E Cnn

neo

D’autre part, si (z,),>1 est une suite minimale et complete de X et (z),>1 sa
biorthogonale, il est facile de voir que (x,,),>1 de X est une base inconditionnelle
de X si et seulement si pour tout x € X et pour tout € > 0, il existe une partie
finie 09 C N telle que pour toute partie finie o C N vérifiant o9 C o, on a :

neco

(1.15) <e.

Autrement dit, si la suite (¢, (x)),>1 qui apparait dans (1.14) existe, nécessairement
cp(x)=xi(z) (n=1,2,...).
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La notion de base inconditionnelle a donné lieu a toute une théorie et a fait
I'objet d'une grande littérature (voir par exemple (et L. Tzafriri, 1977), (Singer,
1970) ou (Singer, 1981)). Nous n’entrerons pas dans les détails car ce n’est pas
I’objet de ce cours! Nous allons simplement donner une caractérisation des bases
inconditionnelles qui est un analogue des théoremes 1.2.7 et 1.2.11. Pour énoncer
ce résultat, précisons deux notations.

L’ensemble des parties finies de N est désigné par §. Pour o € §, si (z,)n>1
est une suite minimale et complete d’un espace de Banach X et (x}),>1 sa bior-
thogonale, on note, par s,, I'opérateur continu sur X défini par

So(x) = Zx;(a:ﬂn (x € X).

neo

Théoréme 1.3.3 Soient X un espace de Banach, X = (x,),>1 une suite mini-
male et complete dans X et (27),>1 la biorthogonale de X. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) La suite (z,),>1 est une base inconditionnelle de X .
) sup,c;z ||ss(z)|| < oo, pour tout x € X.

(i) Sup,cg 150l < oo.
)

La suite (z?),>1 est une base inconditionnelle de X*, pour la topologie faible
étoile.

(v) mult(X) = £°.

Preuve : nous allons procéder comme suit : (i) = (it) = (i4i) = (i), puis
(i) = (iv) = (i1) et enfin (ii1) = (v) = (i17).

(1) = (ii) : soit x € X. D’apres (1.15), il existe og € § tel que pour tout o € §
vérifiant o0gp C o, on a :

< 1.

neo

Pour o € §, on a alors

lso ()l = ||>_ @5 (@)za

neo

neolUog neoy

ol of — 09, sicNoy=10;
0 oo \ (0 Nay), sinon.
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D’ou
lso@) < || D @n(@za| + D |25 (@)ll|zal
neolUog nEUO
< T+l + D =5 @)zl

neoo

ce qui prouve (7).
(17) == (i4i) : c’est le théoreme de Banach-Steinhaus.
(ii1) == (i) : posons C := sup,cz ||S,|| < 0o et soit x € X. Pour tout € > 0, il
existe un élément = € Lin(z, : n>1) tel que
£
2C" 2)

Il est facile de voir qu’il existe alors ¢ € § tel que, pour tout ¢ € §, ¢ C o, on a

$,(T) = sz(xr) = 7. D’ou

|z —z|| < mm(

[z = s ()| <z = 2| + |7 = so(2)]]
ZIM—5W+%AW—wA@H

< = C——s c€eF, 0Co),
+ 5C (ceg )
ce qui prouve (i).
(1) = (4v) : tout d’abord, remarquons que (z}),>1 est une base inconditionnelle
de X*, pour la topologie faible étoile, si et seulement si pour tout z* € X*, on a

x—gxa:n

ou la série converge inconditionnellement pour la topologie faible étoile. Par
conséquent, par définition de la topologie faible étoile, on en déduit que 'as-
sertion (iv) est vraie si et seulement si Va* € X* Vx € X et Ve > 0, il existe
oo € § tel que, pour tout ¢ € §, 09 C 0, on a

=@ () (@)

Or, par hypothese, pour tous z* € X*, z € X et € > 0, il existe g9 € § tel que,
pour tout 0 € §, 09 C 0, on a

(1.16) <e.

3

[ = 8o ()l < 37—
0 ]

et donc
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ce qui prouve (1.16) et par conséquent (iv).
(1v) = (i7) : soit x € X. Par hypothese, pour tout z* € X*, il existe oy € § tel
que

|z*(z — s,(2))| <1 (0 €F, 00 Co0).

Pour tout o € §, on décompose alors s, comme dans la preuve de (i) = (i7), ce
qui donne

|z*(z — s,(x))| = |z (:c — in(w)xn> ‘

neo
* * * * N /
<z (x— g xn(a:)xn) + |z g z(x) Ty, ol o, C 0y
n€olUog neoy,

< 1l Y lan @)zl

neoo

Par conséquent, sup, s |2*(z — s,(2))|<C, ot C' est une constante strictement
positive, dépendant de x et £* mais pas de o.
Pour o € §, considérons alors T, la forme linéaire définie sur X* par :

T,: X*— C
¥ — (= s,(x)).

Il est clair que T, est continue. De plus, on vient de montrer que, pour tout
" € X*, sup,e; || T5(2*)|| < oo. Le théoreme de Banach-Steinhaus appliqué a la
famille (7},),cz implique alors que sup,¢z || 75| < oo. Mais, d’apres le théoreme
de Hahn-Banach, on a ||T,|| = ||z — s,(x)|| et donc

sup ||z — s (z)]| < oo,
TEF

ce qui prouve (7).
(i4i) = (v) : tout d’abord, le théoréme 1.2.10 fournit, sans aucune hypothese,
I'inclusion mult(X) C ¢*°. D’autre part, pour o € §, notons par x° = (x7)n>1 la

suite définie par
- {1, sin€o;
Xn = .
0, siné¢o.

Montrons, tout d’abord, que x? € mult(X) (¢ € §). Par définition des multipli-
cateurs, il s’agit de montrer que ’application,

fo : Lin(z, : n>1) — Lin(z, : n>1)

E E o
ApTp ? An X pTn
n n

s’étend en un opérateur continu sur X.
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p
Or, pour tout z = Zakxk € Lin(z, : n=1), on
k=1

So(x) = Zaksg(xk)

k=1 neo
P

= Z%X}ﬁ%
k=1

= f,(z).

Comme s, € L(X), ceci prouve que x? € mult(X). De plus, on a || || = |50 ||
et, par hypothese, on a donc

¢ = sup | X7 || mare < 00.

oES

Considérons alors £ 'espace des suites complexes a support fini et 4 € £. Alors,
il existe aq,...,a, € C tels que

(1.17) = Zakxak,
k=1

ou 0y, = {k}. Comme mult(X) est un espace vectoriel et que x7 € mult(X) (o €
§), on a & C mult(X). Nous allons montrer, de plus, qu’il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout € £, on a

4/ wane STl -

Pour 1 € £, nous allons, dans un premier temps supposer que dans la décomposition (1.17),
ar € R, (k=1,...,n). Sans perte de généralité supplémentaire, on peut également
supposer dans ce cas que les a; sont rangés par ordre croissant a;<as< - - - <ay,.

On peut alors écrire

1= a;x’ + Z(ak — ap_1)X%, avec o), = {k,k+1,...,n}, (1<k<n).
k=2

D’ou

n
mult + Z ‘ak‘ - a’k?—].|||><o-;€ ||mu1t
k=2

< C(|a1| +ap, — a1)<30||ﬂ||oo'

mult < ‘a]. | ”Xo-ll

| 1t
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Si les a; sont complexes, en séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient

(1.18) 14

Maintenant, soit u € ¢*°. Comme & est dense dans (>, il existe une suite
(™),=1 de € qui converge vers p dans (. L’inégalité (1.18) permet d’en
déduire que (p™),,>1 est une suite de Cauchy dans mult(X) et donc d’apres
le théoreme 1.2.10, converge vers un élément A € mult(X). De plus, toujours
d’apres le théoreme 1.2.10, mult(X)es > et donc (u™),,>1 tend aussi vers \
dans ¢°°. Par unicité de la limite, on en déduit donc que u = A € mult(X), ce qui
prouve (v).

(v) = (i17) : Considérons j l'injection canonique de ¢*° dans mult(X). En utili-
sant une nouvelle fois le théoreme 1.2.10 et le théoreme du graphe fermé, on voit
que l'application j est continue. Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout p € £*°, on a

(1.19) [t e Sl -

mult<66H,U/”oo (,u/ € g)

Considérons maintenant o € §. Il est clair que x7 € £*° = mult(X) et

(1.20) Sup || X7 mar <c-
oEF

D’autre part, x? € mult(X) signifie par définition, qu’il existe un opérateur T’
continu sur X tel que Tz, = X9z, (n=1,2, ...) et ||X"||mac = ||T]|. Or

So(xn) = Z T (Tn)Tp

peo
0 sindo
B T, Sin€o
= ngm
ce qui prouve que S,(z,) = Tz, (n=1,2,...). Par complétude de la suite
(Zp)n>1, on en déduit que T' = s,. Donc ||sq|| = ||T]| = || X7 ||, c€ qui conclut,
d’apres (1.20) la preuve de (i7i) et du théoréme! O

1.4 Bases de Riesz

Pour finir ce chapitre, nous allons introduire, dans le contexte des espaces de
Hilbert, la notion de base de Riesz.

Définition 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert et (x,,)n>1 une suite de H. On dit
que (x,)n>1 est une base de Riesz de H s’il existe un isomorphisme U de H
sur lui-méme tel que (Uxy,)n>1 forme une base orthonormale de H.

Lopérateur U est appelé un orthogonalisateur de (x,,),>.
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Remarque 1.4.2 Bien sur, le terme base n’a pas été choisi au hasard. En ef-
fet, remarquons que (Uz,),>1 étant une base orthonormale, c’est en particulier
une base inconditionnelle de H (c’est tres facile a voir directement ou en appli-
quant le théoreme 1.3.3 car, par exemple, les projections s, associées a une base
orthonormale sont de norme 1). Donc, pour tout x € H, on a :

Uz = Z(UJE, Uz,)Uzxy,

n=1

ol la série converge en norme et inconditionnellement. Par conséquent, par conti-
nuité de U~!, on a, pour tout z € H :

r=U"Wz=U" (Z(Ux, an>an> = Z(x, U'Uxp)x,,

n=1 n>1

ou la série converge en norme et inconditionnellement.
Une base de Riesz est donc, en particulier, une base inconditionnelle. Nous
verrons & la fin du chapitre, qu’en fait, ces deux notions coincident.

Donnons tout de suite une proposition élémentaire qui montre, en particulier,
un premier lien entre les bases de Riesz et un certain probleme d’interpolation.
Pour cela, nous devons introduire une notation. Si X = (x,,),>1 est une suite dans
un espace de Hilbert H, on notera Jx ’application linéaire sur H, a valeurs dans
I’espace des suites, définie par

Jxx = ((x,20))n>1, € H,

Proposition 1.4.3 Soient H un espace de Hilbert, X = (x,)n,>1 une base de
Riesz de H et U un orthogonalisateur associé a (x,)p>1. Alors :

(a) La suite (x,,)n>1 est uniformément minimale et sa biorthogonale (x7),>1 est
donnée par
. =UUx, (n=1,2,...);

(b) La suite (z7),>1 est une base de Riesz de H ;

(c) L’application Jx+ définit un isomorphisme de H sur (2.

Preuve :
(a) : on a

(U Uz, xp) = (Uxy, Uxp) = dpp,

ce qui prouve que (z,),>1 est minimale et (U*Uxy,),>1 est sa biorthogonale (qui
est unique car (x,),>1 est compléte dans H). De plus, on a

lznllllT Uzall = U Uz [|U* U [KIUTHIIT] (R =1, 2, ..),

ce qui prouve que (,),>1 est uniformément minimale.
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(b) : I'opérateur U* ! est un isomorphisme de H sur H qui envoie la suite (27 ),>1
sur la base orthonormale (Uz,,),>1 de H et donc, par définition, (z}),>1 est une
base de Riesz de H.

(c) : pour tout z € X, on a

Jeew = ((2,2,))nz1

= (<va*an>)n>l
= ((Uzx,Uxy))n>1-

Considérons alors 'opérateur T' défini par

T: H — /(2
r +— ((z,Ux,))n>1-

Le théoreme de Riesz-Fischer assure que l'opérateur 7' est un isomorphisme
isométrique de H sur ¢? et il reste & remarquer que Jy- = TU. O
Avant de donner la principale caractérisation des bases de Riesz dans un

espace de Hilbert, introduisons une définition.

Définition 1.4.4 Soit X = (x,),>1 une suite dans un espace de Hilbert H. La
matrice de Gram de X est la matrice (infinie), notée Uy, définie par

Ue = ((zi, 2x) )i g1,
ot (x;, xx) représente le coefficient sur la ieme ligne et jéme colonne.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.4.5 (N. Bari, 1951) Soit X = (z,),>1 une suite minimale et
compléte dans un espace de Hilbert H et X* = (x}),>1 sa biorthogonale. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) X est une base de Riesz de H.

(77) Il existe deux constantes ¢ > 0 et C' > 0 telles que, pour toute suite
(an)n=1 C C, a support fini, on a :

e _lanP< || an,

n>1 n=>1

2
<C Y anl”

n=>1

(ii1) X* est complet dans H et JyH = (2.
(ZU) JxH = 62.

(v) JxH C % et Jy-H C (2.
)

(vi) Les matrices de Gram 'y et Ty« définissent des opérateurs continus de (?
dans lui-méme.
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(vit) La matrice de Gram T'yx définit un opérateur continu et inversible sur (2.

Avant d’entamer la preuve de ce théoreme, précisons quelques notations utiles.
On désigne par éé I'espace des suites & support fini, muni de la norme de ¢2. La
base canonique (orthonormale) de % est noté (e, ), et est définie par
en=1(0,...0,1,0...).

n—1
Preuve : nous allons procéder comme suit : (i) = (i1) = (i) = (iii) = (i),
puis (i) <= (i), et enfin (i) = (v) = (vi) = (vii) = (i).

(1) = (ii) : par hypothese, il existe un isomorphisme U, de H sur lui-méme, tel
que (Uzy)n>1 forme une base orthonormale de H. En particulier, il existe deux
constantes ¢, C' > 0 telles que

cllzlP<NU 2 |P<Olx]*  (x € H).
Considérons alors (a,)n>1 C C une suite a support fini. On a

CZ lan|* = c Zanan Ut (Z anan> Zanan

n>1 n=1 n>1 n>1

2 2

<C

2

= OZ |an|27

n=>1

<

ce qui donne (i1).
(i1) = (i) : considérons Vx I'application linéaire définie par

V& : E% — H
(an)p>1 +— Zn>1 L,

Par hypothese, il existe deux constantes ¢, C' > 0 telles que, pour tout a € 2, on

a
cllal’<[Vxal*<Cllal?,

et donc Vx est un isomorphisme de (3 sur £in(xz,, : n>1). Par densité de (3 dans ¢?
et complétude de la suite (z,,),>1, on peut prolonger Vi en un isomorphisme de ¢
sur H. Il reste a utiliser le théoreme de Riesz-Fischer qui donne une isométrie W
de 2 sur H telle que (Wey)ns1 forme une base orthonormale de H. L’opérateur
WV est un isomorphisme sur H et (WVy 'z, )ns1 = (Wey)ns1 est une base
orthonormale de H, ce qui prouve (7).

(1) = (7i1) : c’est la proposition 1.4.3.

(17i) => (i) : la complétude de la suite (z}),>1 dans H montre que l'application
Jx- est injective. Par hypothese, elle est aussi surjective sur £? donc bijective de
H sur ¢2. Montrons que son graphe est fermé. Soit (g,),>1 une suite dans H telle
que gn ——> g et Jy-gn ——a= (ap)p=1, quand n — co. Pour tout p>1, on a

dans dans

(gns 25) — < S [gns 27) — anl® = || T gn — ™
k>1
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Donc, d'une part, on a lim,, ;o0 (9gn, ;) = a, et d’autre part, on a lim, oo (gn, T;) =
(g,2;) (p=1,2,...). D'ou a, = (g,z;) et donc a = Jx-g. Par conséquent, le
théoreme du graphe fermé implique que Jy« est continu et le théoreme de Banach
(théoreme A.2.3) assure que l'opérateur Jy« est un isomorphisme de H sur (2.
Comme Jy«x, =€, (n =1, 2, ...), il reste comme dans la preuve de (ii) = (7)
a appliquer le théoréeme de Riesz-Fischer pour conclure que (z,),>1 est une base
de Riesz de H.

(1) <= (iv) : d’apres la proposition 1.4.3, la suite (x,),>1 est une base de Riesz
de H si et seulement si (x)),>1 est aussi une base de Riesz de H. Pour conclure
il reste a appliquer (i) <= (4i7) (que 'on vient de montrer!) a la suite (z),>1.
(1) = (v) : il suffit d’appliquer la proposition 1.4.3.

Afin de montrer les implications restantes ((v) = (vi) = (vii) = (4)), nous
allons utiliser les deux équations suivantes : si a € é%, on a

(1.21) |Vzal* = <Zan:vn,2akxk> = Z g (Tn, x) = (I'xa, a),

n>1 k>1 n,k>1
et
(1.22)  (Vxa,b) = <Zan:vn, b) = Zan<b, xn) = {(a, JJxb) (b€ H).
n>1 n=1

(v) = (vi) : en raisonnant comme dans la preuve de (iii) => (), il est facile de
voir que I'’hypotheése JyH C % permet de montrer que le graphe de Jy est fermé
et donc, en appliquant une nouvelle fois le théoreme du graphe fermé, on obtient
que Popérateur Jy est continu de H dans ¢. En utilisant (1.22), on obtient, pour
tout a € (2,

Vaall = sup  [(Vaa,b)| = sup [(a, Je-b)[<[|al[[| 2|

beH, ||bl|<1 beH, ||b||<1

Ceci montre que 'opérateur Vi est continu de E% dans H et peut donc se prolonger
naturellement par densité, en un opérateur continu de ¢ dans H. Remarquons
maintenant, en utilisant (1.21), que, pour tout a € %, on a

<an,, (I) = <Vx(1,an> = <V£an, (I),

ce qui implique que I'ya = Vi'Vxa, Va € E%. Par conséquent, 'opérateur I'y se
prolonge a ¢? en un opérateur continu. Par symétrie, on montre de méme que
I'opérateur I'y- se prolonge aussi en un opérateur continu sur ¢2.

(vi) = (vii) : par symétrie, on a, d’apres (1.21),

||V_’{*CL

2 2

| = <F3*a,a>, (a < K&)

ou Vy«a = 2@1 anx;. Par conséquent, la continuité de I'y~ permet d’écrire que
||Vx*a

*<[IT-[[flall?,
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et donc Vi« est continu sur Eé et se prolonge en un opérateur continu sur £2.
Maintenant, toujours par symétrie, on obtient d’apres (1.22),

<V%*avb> = <a’7 Jf*b> (CL € 827 be H)7
soit
(1.23) (a, Vib) = (a, Jx:b) (a €3, be H).

(Remarquez que I'adjoint V4. est bien défini car Vx« est continu!!!). Par conti-
nuité, on obtient (1.23), pour tout a € ¢? et donc, on en déduit que

(1.24) Jee = Vi

et I'opérateur Jy» est donc continu sur H. Maintenant, on voit que la continuité
de I'x permet de prolonger Vi en un opérateur continu sur £ (méme raisonnement
que ci-dessus) et de plus, on a les deux relations suivantes (immédiates a vérifier
avec les définitions) :

(1.25) Jx-Vxa=a (a€l3)
et
(1.26) Videex =2 (2 € Lin(z, : n>1)),

Les opérateurs Jx- et Vy étant continu, on peut prolonger la relation (1.25) & ¢
et la relation (1.26) a Span(x,, : n>1) = H. Ceci permet donc de montrer que
I'opérateur Vx est un isomorphisme de ¢ sur H et

(1.27) Vil = Jx-.

Pour conclure, il reste a utiliser la relation I'ya = ViVxa, Va € 6% qui est une
conséquence de 1.21 et donc par continuité, on a I'y = ViV, ce qui permet d’en
déduire que I'y est un opérateur inversible sur ¢2.

(vii) = (1) : nous avons déja vu que la continuité de I'y implique, en utilisant
(1.21), la continuité de Vx. Montrons que l'opérateur Vi est bijectif.

L’égalité (1.21) montre que 'opérateur T'y est un opérateur positif. D’apres
un résultat classique de théorie des opérateurs (voir par exemple (Rudin, 1991),
p.313), il admet une unique racine carré, c’est a dire qu’il existe un opérateur
positif T sur ¢2 tel que T? = I'x. De plus, I'inversibilité de I'y implique celle de
T. Par conséquent, il existe deux constantes ¢, C' > 0 telles que

(1.28) cllal|<[|Tal|<Clall, (a € ).
On en déduit, en utilisant encore une fois (1.21), que, pour tout a € ¢, on a

[Vaal* =
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car T est positif, donc en particulier auto-adjoint, i.e. que 7" = T. D’ou, on en
déduit, en utilisant (1.28) que

clal<[IVxal|<Cllall, (a € ¢%).

Il est alors clair que Vi est injectif et il n’est pas difficile de voir que son image
est fermée (exercice!!). Or, on a

Lin(z, : n>1) = Veli C Val® C H,

ce qui implique, en utilisant la complétude des (z,)n>1, que Vxl? = H. Par
conséquent, Vy est un isomorphisme de £2 sur H et on a, par définition, Vye, = x,
(n=1, 2, ...). En appliquant le théoréme de Riesz-Fischer, on obtient (i). O

Remarque 1.4.6 Soit X = (x,),>1 une suite minimale et complete dans un
espace de Hilbert H. Le théoreme de Bari montre donc que (z,),>1 est une base
de Riesz de H si et seulement si

le probleme d’interpolation abstrait suivant

(129) Jxﬂf = ((-Taxn))n?l = (an)n>1

a une solution dans H si et seulement si (a,),>1 € (2.

Définition 1.4.7 Si X = (z,)n>1 est une base de Riesz d’un espace de Hilbert
H, on appelle constante d’interpolation de la suite (x,),>1 la constante i(X)
définie par

i(%) = |-

La constante i(X) est appelée constante d’interpolation car elle donne une
estimation sur la norme des solutions du probleme d’interpolation (1.29). En effet,
étant donnée a = (a,)n>1 € €%, si * € H est une solution du probleme (1.29), on
a

Izl = [|Jx "all<i(X) [lal-

Remarque 1.4.8 Si X = (z,,),>1 est une base de Riesz d’'un espace de Hilbert
H et si U désigne un orthogonalisateur de X, alors ||U||™! et |[U™!| sont les

meilleures constantes dans l'inégalité
1/2
<C (Z w?) :

1/2
(1.30) c (Z]a,ﬁ) < Zanxn
n>1

n=>1 n=>1

En effet, tout d’abord, remarquons que, pour (a,)n>1 € ﬁé, on a

1/2
(Z |an|2) - Zanan Zanxn
n>1

n>1 n=1

<[ U]

9
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et

E ATy || =

n=1

Donc |U||7! et ||[U™!]| sont des constantes vérifiant I'inégalité (1.30).
D’autre part, si ¢ et C' sont deux constantes vérifiant (1.30), on a

1/2
<oy (Z |an|2> .

n>1

U (Z anan)

n=1

c<|IUIT et UTH<C.
En effet, on a

122021 anUn|l

sup
(an)e2 | 2@1 AnTy|

— sup (En>1 ‘anP)I/Q
(an)€l2 | Zn>1 AT |
1

< -
C

1ol =

De plus, d’apres le théoreme de Riesz-Fischer, I'opérateur T' défini par
T: H —
r +— ((2,Ux,))n>1-

est un isomorphisme isométrique de H sur (* et on a T'(Uzy,) =€, (n =1, 2, ...).
Par conséquent, on obtient

IU~H = sup

e ||

= sup
acizla]

BN L1500 SRE 8
(an)€L2 (Zn2l |an‘2)1/2

§

C.

N

Remarque 1.4.9 Soit X = (,,),,>1 une base de Riesz d'un espace de Hilbert H.
Si Uy et Uy sont deux orthogonalisateurs de X, alors la remarque 1.4.8 implique
que

1Tl = 1Tall et U= (U5,

Cette remarque conduit donc a la définition suivante.

Définition 1.4.10 Soit X = (z,)n>1 une base de Riesz d’un espace de Hilbert
H et U un orthogonalisateur de (x,)n>1. On appelle constante de Riesz de la
suite (Tn)n>1 la constante r(X) définie par

r(X) = U
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Remarque 1.4.11 Soit X = (2,,),>1 une base de Riesz d'un espace de Hilbert
H. Alors la constante de Riesz r(X) caractérise la proximité de la suite X d’une
base orthonormale dans le sens suivant :

Proposition 1.4.12 Soit X = (z,),>1 une base de Riesz d’un espace de Hil-
bert H telle que ||z,|| = 1 (n=1,2,...). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) (xn)n>1 est une base orthonormale de H.

(i) (%) = 1.

Preuve : (i) = (ii) : si X est une base orthonormale de H alors on peut
prendre comme orthogonalisateur U = Id et par définition, on a donc r(X) = 1.
(i1) = (i) : remarquons que

L= |z [<NUT Uzl = U] et 1= [[Uz[<[U].

Donc si 7(X) = ||U||[|UTY|| = 1, nécessairement ||U]| = [|[U~!]| = 1, ce qui im-
plique que (z,),>1 est une base orthonormale. O

Proposition 1.4.13 Soit X = (2,,),>1 une base de Riesz d’un espace de Hilbert
H. Alors, on a les relations suivantes entre les différentes constantes :

(a) r(X) = i(X)u(X").
(b) i(%)=6(%)"" si de plus ||z, =1 (n=1,2, ...).
Preuve : (a) : on a vu dans la preuve de la proposition 1.4.3, que Jx» = TU

ou T est I'isomorphisme isométrique de H sur 2 qui envoie la base orthonormale
(Uzp)p>1 sur la base orthonormale (e,),>1. Par conséquent, on obtient || Jx+

|U] et || Je || = U7 (car T est unitaire). D’autre part, d’apres (1.24) et (1.27),
on a
Jet = Ve = J3e,
d’ou
r(X) = [T Tz | = (X |3 | = i (2| | = i(X)i(x”),

ce qui prouve (a).
(b) : notons que, la suite (z,),>1 Etant complete dans H, la biorthogonale est
unique et donc la remarque 1.1.3 implique

5(%)"" = sup [l

n=1
Or Jxz} =e, (n=1,2,...), dou
1<l T il = (%),

ce qui donne (b). O
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Pour conclure ce chapitre, montrons que les deux notions de base que nous
avons vu (inconditionnelle et Riesz) coincident dans le cadre des espaces de Hil-
bert.

Théoréme 1.4.14 (de Ko6the-Toeplitz) Soient H un espace de Hilbert et X =
(n)n>1 une suite de H telle que

0 < inf ||z, [|[<sup ||z,] < .
n>1 n>1

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) La suite (x,),>1 est une base de Riesz de H.

(17) La suite (x,)n>1 est une base inconditionnelle de H.

Preuve :

(i) = (i1) : c’est la remarque 1.4.2.

(17) = (i) : sl (Tn)n>1 est une base inconditionnelle de H, on a d’apres le
théoreme 1.3.3, mult(X) = ¢°°. De plus, d’apres (1.19), il existe une constante
¢ > 0 telle que, pour toute u € >, on a

[t e <l 1 oo

En particulier, si M, désigne 'opérateur continu sur X associé a p = (py)g>1, on
a, pour toute suite (ax)}_; C C,

n

Z Ak kT

()

k=1
n
< M || ana
k=1
n
< lpfle Zawk ;
k=1

ce qui donne en particulier, si p = (ex)r>1 (65 = £1),

n n
E AEERTE E ATy
k=1 k=1

Nous allons maintenant utiliser le lemme suivant :

(1.31) <c

Lemme 1.4.15 Soient H un espace de Hilbert et (xy)}_, une suite finie de vec-
teurs de H. Alors on a

1
7 2

EkE{—l,l}

n
E ELTi

k=1

2 n
=D llzl?,
k=1
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ou Z signifie qu’on somme sur tous les choix possibles de g, = +1.
epe{-1,1}

Preuve du lemme :  on raisonne par récurrence.

Supposons que n = 2. On a alors

2

2
1
1 E § EkTk|| = ;l(||1’1+$2|’2+H$1—1’2||2+||—$1—372||2+|| — 1+ xo|?)
5k€{_171} k=1

—

1
= 5 (llz1 + 22 + [lz1 — 22])

= ||a; +2o||* d’apres lidentité du parallélogramme.

Une récurrence tres simple sur le nombre de vecteurs permet alors de conclure.

U
En combinant le lemme et (1.31), on obtient

2

S

n 1 n
Z laxzi|® = on Z ngakxk
k=1

ere{—1,1} Il k=1
2

1 n
< — E ? E arpTy
~X 271
ere{-1,1} k=1
n 2
= 62 E QT
k=1

D’ow, en notant ki = inf,>q [|z,||, on a
2

n 2 n
c
(1.32) E ’ak’2§k—% E kT
k=1 k=1

Nous allons montrer que ceci permet d’en déduire que Jy«H C £2, ou Jx- est
V'opérateur défini sur H par Jy-x = ((z,2}) ) k=1
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n
Pour tout z = Zakxk € Lin(x, : n>1), on a, en utilisant (1.32),
k=1

2
[ Je]|* =

2

N
|

(1.33) = ol

Soit maintenant x € H. La complétude de (z,,),> permet d’affirmer qu’il existe
(up)p=1 C Lin(x, : n>1) telle que lim, , u, = z. L'inégalité (1.33) montre que
la suite (Jy<up)ps1 est de Cauchy dans ¢* donc converge vers a = (ax)k>1 € (2.
Montrons que Jy+x = a. On a, pour tout k>1 :
(Jeex, ) = (z,2y) = lUm (uy, x3) = lHm (Jxuy, ex) = (a, ex),
p—>00 p—>00

ce qui prouve Jg-x = a et donc Jy-H C (2.

Il reste a remarquer que d’apres le théoreme 1.2.4 et le corollaire 1.2.5, on a

0 < inf ||z} ]|<sup [|z}]] < oo.
nz1 n>1

D’autre part, le théoreme 1.3.3 implique que (z}),>1 est aussi une base incon-
ditionnelle et donc par symétrie, on obtient que JyH C ¢?. Le théoreme de
Bari 1.4.5 permet alors de conclure que (z,),>1 est une base de Riesz. O

Remarque 1.4.16 L’hypothese

0 < inf ||z, || <sup ||z,|| < o0
n=1 n>1

dans le théoreme de Kothe-Toeplitz est essentielle. En effet, la propriété de base
de Riesz impose, par définition, ce controle sur les normes alors que la propriété
de base inconditionnelle ne dépend pas des normes. Plus précisément, considérons
(Zn)n>1 une base de Riesz d'un espace de Hilbert H. Alors, si (A,;)n,>1 C C, il se
peut que (A, z,)n>1 ne soit pas une base de Riesz de H, alors que, quelque soit
la suite de scalaires choisie dans C*, (A 2, ),>1 reste toujours une base incondi-

tionnelle. Ainsi, (nHi—"”> est une base inconditionnelle mais ne peut pas étre
"/ n>1

une base de Riesz car elle n’est pas bornée.
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Chapitre 2

Noyaux reproduisant dans les
espaces HP

Dans ce chapitre, nous allons étudier les propriétés géométriques des suites
de noyaux reproduisant dans les espaces de Hardy H”. Nous allons montrer que,
pour 1 < p < 400, (HP)* peut s’identifier avec H? par la formule

1 21 o
() =5 | FEGEmd. (€ Hrg € ),
0
D’autre part, étant donné f € HP et A € D, on a

F) = (f5 k),

1
avec ky(z) = Y € H?. La fonction k) s’appelle le noyau reproduisant de
z

HP? au point \. Apres avoir rappelé quelques résultats généraux concernant les
espaces de Hardy, nous allons donner une caractérisation pour qu’une suite de
noyaux reproduisant (ky, ),>1 soit minimale (uniformément minimale) dans HY.
Puis, dans la section 3, nous nous intéresserons plus particulierement au cas
hilbertien H? et nous donnerons une caractérisation sur (An)n=1 C D pour que la
suite (ky, )n>1 forme une base inconditionnelle dans son span.

2.1 Quelques rappels sur les espaces de Hardy

2.1.1 Formule de Cauchy et de Poisson
Pour 1<p<oo, H? désigne 'espace de Hardy du disque unité défini par
2

1 )
HP = {f : D+ C holomorphe : | f|P := sup —— |f(re®)|Pdo < oo} , (I<p < )

o<r<1 27 J
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et
H* :={f : D+— C holomorphe : || f||o :=sup|f(z)| < oo}.
zeD

D’apres le théoreme de Fatou, si f € HP, alors f*(¢) = lim,_,; f(r() existe pour

presque tout ¢ € T. De plus, on a f* € LP(T) et

(2.1) Foy= L [ e do =0, (n<0).

:27r0

Siz=re?et f € H?, on a

1 o *( 0
(2.2) f(z)= 2—/ PO —t)f*(e")dt

T Jo
et

NN
2. = [ 2>y
. 1—r? » . p
ou P.(0 —t) = 1= e désigne le noyau de Poisson et I' le cercle unité
— Tel -

positivement orienté.

Réciproquement, les formules (2.2) et (2.3) définissent des fonctions de H?,
pour toute fonction f* € LP telle que f*(n) = 0, n < 0. Rappelons enfin que,
pour 1<p < oo et f € HP, on a

lim — /% |f*(e®) — f(re®)[Pdf = 0

r=12m J, ’
On identifiera donc H? avec le sous-espace des fonctions f € L” (T) pour lesquelles
f(n) =0, n <0 et on désignera (la plupart du temps) par la méme lettre f et

fr

2.1.2 Suites de Blaschke

Rappelons que si f € HP, f # 0, et si (A,),>1 désigne la suite des zéros de f,
on a

(2.4) D (1= |A]) < o

n=1

Réciproquement, soit (\,),>1 une suite de D, A, # 0, satisfaisant (2.4). Si k € N
et si 'on pose
k - [An| An — 2

(2.5) B(z) =[] N (z € D),
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la fonction B € H™ et ne possede pas d’autre zéros que les points A, (outre

l'origine si k& > 0).

Une suite (Ap)n>1 C D satisfaisant (2.4) est appelée suite de Blaschke et la

fonction B qui lui est associée par (2.5) est appelée un produit de Blaschke.
Notation : pour A € D, on posera by le facteur de Blaschke élémentaire

associé a A et défini par

2.1.3 Séries de Fourier

Pour f € L'(T), on considére la série de Fourier formelle associée & f définie
par

Zf(n)emg, 6 € [0, 2],

nez
et s, les sommes partielles définies par

n

sp(e) = Z f(n)em@, 0 €10, 2m].

k=—n

La question naturelle qui se pose est : peut-on reconstruire f a partir de sa série
de Fourier ? En utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus, on peut montrer qu’il
existe une fonction continue sur T, donc en particulier dans L'(T), dont la série de
Fourier diverge en un point. Cependant, en utilisant les moyennes arithmétiques
des sommes partielles, on peut construire un procédé de sommation.

Théoréme 2.1.1 ((Hoffman, 1965), p.17) Soit 1<p < oo et f € LP(T). On
note, pour n>1,

1
Op = E(SO + ot Spm1).
Alors
lim oy, — fll, = 0.
n—oo
Si de plus, f est continue sur T, alors
lim [lo, = flle = 0.
n—oo
Notons par Pol, I'ensemble des polynomes analytiques sur T, c’est-a-dire
Pol, = Lin(e™ : n>0),
et par A(ID) 'algebre du disque, c’est-a-dire
A(D) = {f € H* : f est continue sur T}.

En utilisant le théoréeme précédent, on obtient :
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Théoréme 2.1.2 Soit 1<p < oo. Alors Pol, est dense dans HP pour la norme
| - |l, et dense dans A(D) pour la norme || - ||oc-

Preuve : Soit f € HP. D’apres le théoreme 2.1.1,
lin 7, — fll, =0,

ou
1
on=—(So+ "+ Sp_1)-
n

k k

se(@) =" fp)e™ =D F(p)e™ car f e HP.
p=—k p=0

Par conséquent, s; € Pol, et donc o, € Pol, (n>0). Toute fonction de H? est

donc limite pour la norme || - ||, d'une suite de polynoémes analytiques. La preuve

pour A(D) est exactement la méme. O

2.1.4 Dual des espaces H?, 1<p < o0

Dans ce paragraphe, nous allons donner deux descriptions du dual des espaces
H? et montrer que, pour 1 < p < 0o, ces espaces sont réflexif.

Rappelons tout d’abord que les espaces de Hardy HP sont des espaces de
Banach pour 1<p<oo. En utilisant I'identification introduite au paragraphe 2.1.1,
H? peut étre vu comme un sous-espace fermé de LP. En utilisant un résultat
classique de dualité (voir théoreme A.3.1), on obtient que

(HP)* est isométriquement isomorphe & (LP)*/HP™.

D’autre part, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, toute forme linéaire
continue ® sur LP (1<p < o0) a une unique représentation sous la forme

1

0() =5 [ £ gl s

oug € L et %+% = 1. De plus, on a ||®|| = ||g|l,- Par conséquent, (LP)* est
isométriquement isomorphe a L?. Pour déterminer le dual de H?, il reste donc a
trouver 'annihilateur de H? dans (LP)*.

Si g € (HP)*, on a, en particulier

21
/ e g(e®)dd =0, n=01,2...
0
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Cela signifie que g(n) = 0, n < 0. La fonction g(e?) est donc la limite au bord
d’une fonction g(z) € H?. De plus, on a

1 2 0
90) =5 [ ate)do =0,

Par conséquent, si on note par
Hi ={g € H": g(0) =0}

on a (HP)* C H{. Réciproquement, si g € H{, on a d’apres (2.1)

2
/ e™ge®) =0, n=01,2,....
0

Comme les polynomes sont denses dans H? (voir théoreme 2.1.2), (1<p < o0),
on en déduit que

/0 ") =0, (f € HP),

c’est a dire que g € (HP)* et donc (HP)* = H{. Par conséquent, on obtient le
théoréme suivant :

Théoreme 2.1.3 Pour 1<p < o0,
lespace (HP)* est isométriquement isomorphe a L/ H{,

11
ou 5 + a = 1

Soit 71 (resp. m2) la surjection canonique de L7 sur L9/ HY (resp. sur L1/ H{). Nous
allons montrer que L7/H{ est isométriquement isomorphe & L?/H4. Considérons

¢ l'application définie par

¢ : LY/HY — L1/ H{
m(g) — ma(z9),

ot z: T — T, z(e?) = €. Remarquons tout d’abord que ¢ est bien définie car
si m(f) = m(g), ona f—g € HI, ce qui implique que z(f — g) € H{ et donc
mo(2f) = ma(zg). 1l est clair que ¢ est linéaire. D’autre part, cette application
est injective car si ¢(m1(g)) = 0, on a m(zg) = 0, c’est a dire que zg € H{, soit
g € H7 et donc m(g) = 0. Montrons que ¢ est surjective.

Soit f € L% et définissons ¢ = Zf. On a bien sir g € L% et p(m(g)) =
mo(2Zf) = ma(f). L'application ¢ est donc une bijection de L¢/H? sur L?/H{.
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Remarquons enfin que, pour g € L4, on a, par définition de la norme quotient,

lioma(@)llzosmg = Ima(ag)lzaymy
= inf +h
inf =g+,

= hliglgq |zg + zh1||, car Hf = zHY
= inf g+,
= w1 (9)llza/mro,
ce qui montre que ¢ est isométrique. On obtient donc le corollaire suivant :
Corollaire 2.1.4 Pour 1<p < oo,
lespace (HP)* est isométriquement isomorphe a L?/HY,
Pour 1 < p < o0,
lespace (L1/H?)* est isométriquement isomorphe a HP.

Preuve : La premiere assertion du corollaire découle immédiatement du théoreme 2.1.3
et des considérations précédentes. Pour la deuxieme assertion, remarquons que

(LY/H")" = (L) Hg)" = ((LP)"/H{)*,

le symbole 2 signifiant isométriquement isomorphe. Une application du théoreme A.3.1
(b) & X = (LP)* et M = H{ montre que ((LP)*/H{)* est isométriquement iso-
morphe & (H)*, vu comme sous-espace de (LP*)*. D’ou

(L7/HT)" = (Hg)*.

Or
(H)® = {ye (") : y(z*) =0, Vz* € H}
{r e LP : 2*(x) =0,Vaz" € HJ} car LP est réflexif (1 < p < o0)
J_Hp

0
L(Hp)L
= H? d’apres un résultat classique de dualité (voir par exemple (Rudin, 1991), p. 96).

IR

O

Remarque 2.1.5 Ce corollaire montre en particulier que, pour 1 < p < oo,
Iespace HP est réflexif.

Pour finir sur ces résultats de dualité, donnons un dernier théoreme.
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Théoréme 2.1.6 Soit 1 < p < oco. Alors
l'espace (HP)* est isomorphe a l’espace HY,
11
ou + = 1.

Pour la démonstration de ce résultat, nous allons utiliser le théoreme suivant
du a M. Riesz :

Théoréme 2.1.7 ((Hoffman, 1965), p.151) Soit 1 < p < oco. La projection
de Riesz P, définie par

P+ (Z anein0> — Z aneinﬁ

nez neN

est une projection bornée de LP sur HP. En particulier, on a :
LP = H’ @ H? = H” & H?,

ol @ désigne une somme directe. De plus, dans le cas p = 2, la somme directe
est en fait une somme orthogonale.

Preuve du théoréme 2.1.6 :  soit L l'application linéaire définie par

L: HY — (HP)*
g —

ou

0()i= 5 [ S, (e )

Nous allons montrer que L définit un isomorphisme de H? sur (H?)*. Tout
d’abord, remarquons que, d’apres l'inégalité de Holder, on a, pour f € HP et
g € HY,

|24 (NI Fllpllglly

Ceci montre que ®, € (HP)*, avec ||®,||<||g|l,- Donc L est bien a valeurs dans
(HP)* et est continue avec ||L||<1.

Montrons que L est injective. Soit g € HY telle que L(g) = 0. Ceci signifie
que, pour toute fonction f € HP, on a :

1 2w PA—
— eg(e?)dd =0
5 | FEa(ean =0,
c’est & dire que g € (HP)* = H{. D'ou g € H{ N HY, ce qui implique, par le
théoreme 2.1.7, que g = 0.

Montrons que L est surjective. Soit & € (HP)*. Par le théoreme de Hahn-

Banach, on peut prolonger ® en une application D€ (LP)* telle que &3‘ e = P et
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||| = ||®]|. Le théoréme de représentation de Riesz montre alors qu’il existe une
unique fonction g € L9 telle que || Q|| = ||g]|, et
= 1 o 10\~ b D
)= [ FEE B, (fe L)
0

En utilisant le théoreme 2.1.7, il existe deux fonctions g; € H{ et go € HY telles
que ¢ = g1 + g2. On obtient, alors, pour toute fonction f € HP,

1 2

(f)=2(f) = 5= [ [f”)g(e”)do

- /f” @i+ [ e e ao

- %/0 F(€?)g2(e)df  car g1 € Hi = (H?)*
g, (f)

D’ou ® = ®,, = L(g2). L’application L est donc surjective et réalise un isomor-
phisme entre H? et (H?)*. O

Remarque 2.1.8 En utilisant le théoreme le théoreme A.3.1 et le théoreme de
représentation de Riesz, pour toute fonction g € H?, on a

1]} = I (@)log = jnk, I+l = int g+ Al

ou 7 est la surjection canonique de L7 sur L9/H{. Si P, désigne la projection de
Riesz de L7 sur HY, on obtient, pour toute fonction h € H{ :

lglle = 1P+ (g + M)ll<Agllg + 2l
ou A, désigne la norme de la projection de Riesz. On obtient donc
(2.6) [Pgll<llglla<Aql Dyl

L’isomorphisme L entre H? et (HP)* n’est donc pas une isométrie, sauf pour
p=2.

Remarque 2.1.9 Dans la suite du cours, on identifiera le dual de H? avec H?
(1 < p < o0), par la formule :

@0 =g [ SERET A (€ BT g e )
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2.1.5 Noyaux reproduisants de H”

Soit 1 < p < oo et f € HP. D’apres la relation (2.3), on a, pour tout A € D :

0 = 5 [

2im Jp ¢ — A
2m 0
= LT e g
2 Jo ef— A
1 27 10
LY A (Gl
2 J, 1 —Xe ¥
= <f7 k)\>7
ou ky(z) == TIXZ et (-,-) désigne le crochet de dualité défini par (2.7).

Définition 2.1.10 Soient 1 < p < co. On appelle noyau reproduisant de H?
au point A € D la fonction ky € H? définie par

kx(z) = — (zeD).
Pour toute fonction f € H? et tout A € D, on a

F) = (f, k).

Il sera utile pour la suite d’obtenir une estimation de la norme H? des noyaux
reproduisants.

Lemme 2.1.11 Soit A € D. Alors
1

STDF

[[Eall2 =

et, pour 1 < qg<o00,q+#2,0na

1 1
(= g~ S A
ou || - ||, désigne la norme dans H? et A, la norme de la projection de Riesz P,
dans L9.
Preuve : Pour ¢ = 2, il suffit de remarquer que

IEAllZ = (ka, ka)
= k(M)
1
1— A2
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Pour 1 < ¢ < 00, ¢ # 2, on utilise la relation (2.6), ce qui donne

[Pry < RAllg S Agl| iy |l

B(f) = 5 [ SR = SO, (F € 1Y),

On a donc
[, [| = sup [f(N)],
feHP

I fllp<1
et il reste donc a prouver que
T = s
su =
P (L= AR
l£llp<1
Pour 1 < r, s < 0o, montrons que
(2.8) sup [f(A)[" = sup [h(A)].
feHT heH*
ll£ll-<1 lIAlls<1

Soit f € H" et soit B le produit de Blaschke formé des zéros de f. Le théoreme de
factorisation de Nevanlinna implique qu’il existe g € H”, g # 0 dans D, telle que
f = Bg et || f| = |lg||;- Puisque g ne possede pas de zéros dans D et puisque D
est simplement connexe, il existe , holomorphe dans D telle que e¥ = g. Posons
alors

h=es?.

La fonction h est holomorphe dans D et on a |h|* = |e®|” = |g|". Par conséquent,
h € H* et on a [|h][7 = [lgll; = [If][7. Comme

SV <[V = (V]

on obtient que
sup |f(A)['< sup [h(A)].

feH™ heHs
Ifll-<1 l|R]ls<1
L’égalité (2.8) suit alors de la symétrie entre r et s. Il reste a appliquer cette

égalité avec r = p et s = 2, ce qui donne

1
su Nl = sup BOVP = |k |I2P = — =
sup 7OV = s OO = a7 =
[Ifllp<1 [Ih]l2<1



2.1 QUELQUES RAPPELS SUR LES ESPACES DE HARDY

45

2.1.6 Sous-espaces fermés de H?, invariants par le backward-
shift

L’étude des propriétés géométriques des suites de noyaux reproduisant dans
HP? va nécessiter un certain nombre de résultats sur les sous-espaces fermés de
HP?, invariants par le backward-shift. Pour 1 < p < oo, on note S le shift sur H?,
défini par

S: HP — H?P
fo— zf
ot z: T — T, z(e?) = €. Rappelons le théoréme de Beurling qui donne la
description des sous-espaces fermés de HP, invariants par S.

Théoréme 2.1.12 (Beurling, voir (Nikolski, 1986), p.27) Soient 1 < p <
+00 et E un sous-espace fermé de HP. Alors

SE C F <= J0 intérieure : £ = OH?.

Donnons un premier résultat qui montre que le sous-espace © H? peut étre complémenté
dans HP.

Lemme 2.1.13 Soient 1 < p < oo et © une fonction intérieure dans H*. Le
sous-espace ©HP est un sous-espace fermé de HP et il peut-étre complémenté
dans HP?. Plus précisément, on a

H? = ©OH? ¢ K§,
ot K} = PoHP, Pg = Id — ©OP, 0, avec P, : L? — HP la projection de Riesz.

De plus, dans le cas p = 2, la somme directe est une somme orthogonale.

Preuve : Soit
Q: HP — H?P
f — Qf :=06P.,0f.
Comme P, est continue, () est une application linéaire continue. D’autre part,
en utilisant le fait que ©© = 1 presque partout sur T, on a
Q> — 0P, 80P, 6 — OP’6 — OP,8 = Q.

Donc @) est une projection continue. Montrons que Im ) = © HP. 1l est clair que
Im () C ©HP. Réciproquement, soit ¢ = Of, f € HP. On a

Qg = OP,Bg = OP,60f = OP,f = Of = g,
d’ou g € Im Q. Par conséquent, © H? est 'image d’une projection continue dans

HP. Le sous-espace O H? est donc fermé et peut étre complémenté dans H? (voir
(Rudin, 1991), page 133-134). Plus précisément,

H? = ImQ@Im(Id—- Q)
OH? & K,
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ot K% = (Id — Q)H? = PoHP.
Dans le cas p = 2, il suffit de remarquer que Im @ L Im (Id — Q). O

En fait, le sous-espace qui va intervenir dans I’étude des propriétés géométriques
des suites de noyaux reproduisant est le sous-espace K. On peut donner d’autres
descriptions utiles de ce sous-espace.

Lemme 2.1.14 Soient 1 < p < oo et © une fonction intérieure dans H*. On a
K3 = (01,
ou ©®H? est vu comme un sous-espace de (H?)*. On a également
Kb = H" NOH].
Preuve : Par définition, on a
“(OH") = {f € H": (g, f) =0, Vg € H"},

ou (-,-) désigne le crochet de dualité entre H? et H?. Soit f € K&, f = Poh,
h e H?. On a

(©g,f) = (Bg,h—OP,Oh)

= (Og,h) —{g,0h) cargec H?
= 0,

d’ou KE C +(©HY). Réciproquement, soit f € L (©HY). Comme f € H?, il existe,
d’apres le lemme 2.1.13, g1, go € H? telles que f = ©g; + Pggo. Pour g € HY, on
a

0 = (©g,f)
= <®g7 C'_‘)gl> + <@ga P@QQ)
= <g,gl>+<@g,P992>

Comme Pggs € K& C (OH?), on a (Og, Pogs) = 0, ce qui donne
<gvgl>:Oa <g€Hq)

Dot g7 € (H9)* = HE, cest-a-dire ¢, € H, N H? = {0}. Donc f = Pog, € KB,
Par conséquent, on a K = +(©HY).
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Pour montrer que K2 = HP N @Fg, remarquons que, si f € HP, on a
feKE < (09, f)=0, (g€ H
— (9,0f)=0, (geH)
<~ Ofc (H))" =H}
— OfcH!
— feOH!,
d’otu le résultat. 0
Enfin, pour finir avec ces lemmes préparatoires, précisons le dual de K.
Lemme 2.1.15 Soient 1 < p < oo et © une fonction intérieure dans H*™. Alors

Pespace (K§)* est isomorphe a I'espace K§, ou % + % = 1. Dans le cas p = 2, cet
isomorphisme est aussi isométrique.

Preuve : D’apres le théoreme A.3.1, on a
(K8)" = (H")"/(K8)".

D’autre part, en utilisant le théoreme 2.1.6, on a HP* ~ H? et d’apres le lemme 2.1.14,
on a (K§)* = O©H D’ol
(K§)" ~ H'/OH".

Comme H? = K{ @& ©H, on obtient
H1/OH ~ K,
d’ou
(K§)" ~ K§.

Dans le cas p = 2, il est clair que tous les isomorphismes précédents sont en fait
isométriques. 0

2.2 Suites minimales et uniformément minimales
de noyaux reproduisants dans H”

La proposition suivante donne une caractérisation pour qu'une suite de noyaux
reproduisant (k,)n>1 soit minimale dans H” et précise également le sous-espace
vectoriel fermé engendré par (ky,)n>1-

Proposition 2.2.1 Soient 1 < ¢ < oo et (A\,)n>1 une suite de points distincts
de D.

(a) Si(An)n>1 n'est pas une suite de Blaschke, alors (ky, )n>1 est compléte dans
H? et n’est pas minimale.
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(b) Si (An)n>1 est une suite de Blaschke et si B désigne le produit de Blaschke
associé, alors (ky, )n>1 est minimale dans H? et

Span, (ky, : n=1) = K§.

Preuve : (a) : soit f € HP et f(\,) = 0 (n>1). Si (An)n>1 n'est pas une
suite de Blaschke, alors nécessairement, f = 0, ce qui prouve d’apres le théoreme
de Hahn-Banach que (ky, ),>1 est complete dans H?. Supposons maintenant que
(k», )n>1 est une suite minimale dans HY. Cela implique en particulier qu’il existe
une fonction f € H? telle que f(A) =1 et f(\,) =0, n>2. On en déduit donc
que f # 0 et donc

D (1= ]) < oo,

n=2
ce qui est absurde si (A,),>1 n’est pas une suite de Blaschke.

(b) : si (An)n>1 est une suite de Blaschke, notons par B, le produit de Blaschke

associé a la suite (\,),>1 sans le facteur correspond a \,, ¢’est-a-dire que

B
n k#n

On a alors, bien sur, B, € H? et, pour tout n,p>1, on a
B, B,(A
7]{:)\ — ( p) — 5np-
Bu(A) 7"/ Ba(A)

) est une biorthogonale de (ky,),>1 dans H? et donc
n>1

By,
Bn(An)

la suite (ky, )n>1 est minimale dans HY.
Montrons maintenant que (ky,)n>1 est complete dans K7, c’est-a-dire que
Span g, (ky, : n=1) = K}. Pour tout g € H?, on a :

Ceci prouve que (

(Bg, kx,) = B(An)g(An) =0 (n>1),

et donc
BHP C (Spang,(ky, : n>1))".

Réciproquement, soit f € HP telle que (f,ky,) =0 (n=>1). On a donc f(\,) =0
(n>1) et par conséquent, il existe g € H? telle que f = Bg. On obtient donc

(Span, (ky, : n>1))* C BH?.

Par conséquent, on a (Spany,(ky, : n>1))+ = BHP. D’oll, en utilisant le lemme
2.1.14, on obtient

Spang,(ky, : n>1) = H(BH?) = K.

On obtient le corollaire immédiat suivant
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Corollaire 2.2.2 Soient 1 < ¢ < +00 et (A,)n>1 une suite de points distincts
de D. La suite (ky, )n>1 est minimale dans H? si et seulement si (\,),>1 est une
suite de Blaschke. De plus, dans ce cas, on a

Span,(ky, : n=1) = K,
ou B désigne le produit de Blaschke associé a (A\,)n>1-

Nous allons maintenant chercher un critere pour qu'une suite de noyaux re-
produisant (ky, ),>1 soit uniformément minimale dans H?. D’apres ce qui précede,
nécessairement (\,),>1 est une suite de Blaschke et si B désigne le produit de
Blaschke associé, on a

Span(ky, : n>1) = K§.

Pour obtenir une caractérisation de I'uniforme minimalité, il sera donc utile de
connaitre la biorthogonale de (k) )n>1 qui vit dans le dual de K%, a savoir d’apres
le lemme 2.1.15, celle qui vit dans K%. La proposition suivante répond a cette
question.

Proposition 2.2.3 Soient 1 < g < 00, (A,)n>1 une suite de Blaschke de points
distincts de D et B le produit de Blaschke associé a (A, )n>1. Alors la biorthogonale
a (ky,)n>1 dans K% est unique et est donnée par

(1—[Af*) _ Bn

2.9 n = =, 21),

ou B, = —.

b

Preuve : Tout d’abord, remarquons que y, € H? et, pour tout g € HY, on a

n

Bo.y) = gy B
g,Yn m g, DnR),

1—|\)? —
= # b)\ g, k)\ car B = Bnb)\ et Ban =1

1— |)‘n|2

= Wb)\n()‘n)g()‘n) = 07

d’on y,, € H(BH?) = K. D’autre part, on a, pour n, p>1,

yn7 )\p Bn ()\n) n )\n 9 )\p
1— |\ |? 1
By(An) ) 1=\,

J

n,po
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ce qui montre que (y,),>1 est une biorthogonale & (ky, ),>1. Il reste & montrer
'unicité de la biorthogonale a (k,)n>1 dans K%. Soit donc (gy)n>1 une biortho-
gonale & (ky, )n>1 dans K5. On a y, — g, € (Span(ky, : n>1)* = BH?. Comme
BH? N K% = {0} (d’apres le lemme 2.1.13), ona g, =y, (n =1, 2, ...).

O

Nous allons maintenant donner la caractérisation de 'uniforme minimalité
pour une suite de noyaux reproduisants.

Théoréme 2.2.4 Soient 1 < ¢ < oo, A = (\,)n>1 une suite de Blaschke de
points distincts de D et B le produit de Blaschke associé a (\,)n,>1. La suite
(kx, )n>1 est uniformément minimale dans H? si et seulement si

d(A) = inf |B,(\n)] > 0.

Définition 2.2.5 Nous dirons qu’une suite de Blaschke (\,)n>1 de points dis-
tincts de D satisfait la condition de Carleson (ou est une suite de Carleson)
St

(© A(A) = inf | B,(A)] > .

et on écrira (Ap)n=1 € (C). La constante d(A\) s’appelle la constante de Carle-
son de la suite A.

Preuve du théoréme 2.2.4 : supposons que (ky, )n>1 est uniformément
minimale. Par le lemme 1.1.2, il existe f,, € H? telle que f,,(\,) = 0, €t

C = sup 1Ex, gl frllp < oo

Comme f,(\,) =0, p # n, il existe h,, € H? telle que f,, = Bphn, || fullp = |1 Fnllp-
D’ou, en utilisant I'inégalité de Holder, on a

L= [fun) = [Bu) [ Q) [SIBr ) | [pllFnn llg = Br )l fallpllEx, le S C1Bn ()],

ce qui implique que

1
. J1
Inf IBn(An)|/C,

et donc (\,)n=1 € (O).
Réciproquement, supposons que (\,),>1 € (C). Soit (Y )n>1 'unique biortho-
gonale & (ky, )n>1 dans K%, donnée par la proposition 2.2.3 par

(1 — |)‘n|2) Bn

n — —, n=1).
Y B,(An) 1=,z (n=1)
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On a
1—|\)? B,
Hyan = ~
|Bn(>‘n)| 1 — A2 p
B 1-— |/\n|2 1
a |Bn()‘n)| 1—)\_n2 P
1 - |>‘n’2
= — ||k
’Bn(An)‘ ” AnHP’
d’ou | |2
1— 1|\,
ol E = ——||k k .
[YnllpllFx [lq IBn(An)IH Mol g
Le lemme 2.1.11 implique alors que
A A 1 —|\,]? A A A A
AR — o A o

[ Br(An) (1= X)L = [NV [ Ba(Aa)|  d(A)

Le lemme 1.1.2 permet alors de conclure que (k, ),>1 est uniformément minimale.
O

2.3 Bases de noyaux reproduisants dans H*

Dans cette section, nous allons étudier le probleme suivant :

étant donné une suite (\,),>1 C D, trouver une caractérisation géométrique
pour que la suite de noyaux reproduisant (k) ),>1 soit une suite de Riesz.

Pour alléger les notations, si © est une fonction intérieure, nous désignerons
par Kg le sous-espace : Kg = Kg = H? & ©H*.

2.3.1 Théoréme de Newman

Commencons par une remarque qui montre qu’il est nécessaire de normaliser
les noyaux reproduisants.

Remarque 2.3.1 La proposition 2.2.1 montre que si (ky, ),>1 est minimale, alors
la suite (\,),>1 est une suite de Blaschke, donc en particulier [\,| — 1 (n — o0).
Le lemme 2.1.11 implique alors que ||ky, ||2 = oo (n — 00) et donc (ky,)n>1 ne
peut pas étre une suite de Riesz. Nous devons donc normaliser cette suite pour
espérer obtenir un critere pour que la suite de noyaux reproduisants normalisés
forme une suite de Riesz.

En utilisant le théoreme de Bari, on peut donner un premier critére pour
qu’une suite de noyaux reproduisant forme une suite de Riesz.
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Théoréme 2.3.2 (Théoréme de Newman) Soit A = (\,),>1 une suite de

Blaschke de points distincts de D. Notons par x,, := m le noyau reproduisant

normalisé dans H?. La suite X = (x,),>1 est une base de Riesz de Kp si et
seulement si (\,)n>1 vérifie la condition de Carleson et

(CN) D A=) < oo, (f € H).
n=1
Preuve : D’apres la proposition 2.2.1, la suite X = (x,),>1 est minimale et

complete dans K. On peut donc appliquer le théoreme de Bari (assertion (v))
et on obtient que X = (x,,),>1 est une base de Riesz de Kp si et seulement si

JxKp C 62 et JyKp C 62,

ot Jef = ({(f,zn))nz1 = (L= [Aa)2f(An))nzr et Jxe f = ((f25))nz1, avec
(2} )n>1 'unique biorthogonale & (z,,),>1 dans Kp. D’apres la proposition 2.2.3,
on sait que 'unique biorthogonale a (k) ),>1 dans Kp est donnée par

11—\ B,
yn_ Bn(An) 1—)\_712’

ou B, = k—" I1 est alors facile de voir que
An

(1 B |>‘n|2)1/2 Bn

o = kxallyn =

On obtient donc, pour toute fonction f € Kp :

*\[2 1_|)\n‘2 Bn

_ P B F

T B.OWE Y 2= A,
1— |\ |2 zB |’

T BaOW) <f’1—m>
1_|)‘n|2 o) 2

= Bowpe | BT
1—Mal? | — 1)

- e e——— B,—_
BowE | T

Posons g := zfB. D’apres le lemme 2.1.14, g € H? et donc

. I— ’)‘nP

= ngun)\ :

[(foam)
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Par conséquent, on obtient que X = (2,,),>1 est une base de Riesz de Kp si et
seulement si, pour toute fonction f € Kg, on a

(2.10) A= PO < oo,

n=1
et
1—1\,
(2.11) Z | ’ g(A))? < o0,
n>1

oil g = zfB. Il est clair que I'inégalité (2.10) est vraie pour toute fonction f € Kp
si et seulement si elle est vraie pour toute fonction f € H? (carsi f € K = BH?,
ona f(A\)=0,n=1,2 ...).

Remarquons maintenant que si X = (z,),>1 est une base de Riesz de Kp
alors en particulier, c’est une suite uniformément minimale et donc d’apres le
théoreme 2.2.4, (\,)n>1 € (C). Ce qui précede montre que la condition (CN) est
également vérifiée.

Réciproquement, si (C) et (CN) sont satisfaites, alors évidemment l'inégalité
(2.10) est vraie et d’autre part, on a

Z |>\ ’ )\n)|2<d(LA)2 Z(l - |>‘n|2)|g()‘n)|2 < 00,

n>1

ce qui montre que I'inégalité (2.11) est également satisfaite et donc X = (2,)n>1
est une base de Riesz de Kp. ]

Pour finir de caractériser les bases de Riesz de noyaux reproduisants de H?2,
il reste donc & étudier les suites (\,),>1 du disque unité qui vérifient a la fois
la condition de Carleson (C) et la condition (CN). En fait, nous allons voir que
la condition de Carleson (C) implique la condition (CN). Pour cela, nous allons
introduire le concept fondamental de mesure de Carleson.

2.3.2 Mesures de Carleson

Définition 2.3.3 Soit v une mesure borélienne positive sur le disque unité D.
On dit que v est une mesure de Carleson si

feH* = fecL*v).

Remarque 2.3.4 Si v est une mesure de Carleson, alors, en particulier, on a
1 € L*(v), ce qui implique que v est une mesure finie. Pour caractériser les
mesures de Carleson, on pourra donc sans perte de généralité supposer que les
mesures sont finies.
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D’autre part, nous allons avoir besoin de la théorie des fonctions harmoniques.
Plus précisément, pour une fonction f € L*(T), on définit le prolongement har-
monique Hf sur D par

1 2 ] )
H)(2) = o i f(eMP.(0 —t)dt, (z=re” eD),
. 1—r? : ~
ou P.(s) = Treop =Y eprMe™s (s € R, 0<r < 1) est le noyau de Poisson.
—ret’

On peut alors formuler le résultat suivant.

Théoreme 2.3.5 Soit v une mesure borélienne, positive et finie sur ID. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

(i) HL*(T) C L*(v).
(ii) v est une mesure de Carleson.
(i)

a = sup(1 — [¢[*)"2[lk¢ 220 < 0.
¢eD

(iv)
C:= sup (1—IC1")"?|lkcllz2w) < oo
¢€supp(v)

De plus, C<a<||$||<4v2C.

Preuve : (i) = (i7) : est évident car )2 = Id, d’apres la formule (2.2).

(i) = (i17) : soit i : H* — L*(v) linjection canonique (qui existe par
définition des mesures de Carleson). Nous allons montrer que i est nécessairement
continue. Soit (f,),>1 une suite de fonctions de H?, qui converge dans H? vers
une fonction f € H? et qui converge dans L?(v) vers une fonction g € L*(v).
Comme v est une mesure positive et finie, la convergence dans L?(v) implique la
convergence presque partout d’une sous-suite ; c¢’est-a-dire qu’il existe une sous-
suite (fn, )k>1 qui converge vers g, v-presque partout sur D. D’autre part, la
convergence de (f,, )i>1 vers f dans H? implique évidemment que, pour tout
2z € D, (fn,(2))k=1 converge vers f(z). On en déduit donc que g(z) = f(2), v-
p.p., cest-a-dire que g = f dans L?(v). Le théoréme du graphe fermé implique
alors que l'application ¢ est continue. Il existe donc une constante K > 0 telle
que, pour toute fonction f € H? on a

11| z2) <K £l a2
En particulier, pour f = (1 —[¢|?)"/?k¢, (¢ € D) on obtient
(1= ¢ 2 llkell 2 <K,

ce qui donne (i1).
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(1ii) = (iv) : est évident.
Pour montrer la derniere implication ((iv) == (4)), nous allons utiliser le
critere suivant sur la continuité d’un opérateur intégral.

Lemme 2.3.6 (Test de Vinogradov-Senickin) Soient Z un espace mesurable,

|4 une mesure positive sur Z et k une fonction mesurable, positive sur Z X Z.
Supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

/Zk:(s,t)k(s,a:) du(s)<c(k(t,z) + k(z,t)) p-p.p. (t,x) € Z x Z.

Alors si g : Z — R est une fonction mesurable, positive telle que

Q= [[ ks 0(s)glt) du(s)autt) < +oc,

on a
Qe<2¢lgll72 (-

(iv) = (4) : posons, pour toute fonction g € L*(v),

L(g)(e") := /Dg(z)P(ze_“)dy(z), e €T,

1—r?
Nous allons montrer que L est un opérateur continu de L?(v) dans L?(T) et que
son adjoint n’est autre que $. On a

ot P(re??) = P.(0) (0 eR,0<r<1).

1 2

ILDZemy = 5= | Llg)(e")Lig)(e") dt

< / / 1o PR () doe)

= [ ( /MZ| PR (o) ) dvfe) +
9621 /| (PR (o) ) (),

D
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D’ou

Ll < [lI([ | w@iPe i) ae)+
w|<|z
Lo ([ lipes ) o),
D |w|>l2]
En utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli pour la deuxieme intégrale, on

obtient :
IZ ()72 /Ig (/w|<|z Ig(W)IP(wz)dV(W)) dv(z) +

Jian ([ L W) vl
2 [ 1ot /lw| P (o) ) (o),

Pwz) _ 1-|aw|
b(z,w) = 4 THa = Tz 81121210
0 si |z| < |w|’

En posant

on obtient

1L(9) 22, / /| N1+ k(= ) ) o)

//DXD 2)[|g(w)|k(z,w) dv(w) dv(2).

Nous allons appliquer le lemme de Vinogradov-Senickin & I'espace (Z, u) = (D, v)
et au noyau k. Tout d’abord, remarquons que, pour (s,t,z) € D3 on a :

1 —at] = |1 — st+ st—
11— st| + [t]|s — x|
11— st|+|s — x|

NN N

11— st| + |1 — sz,

1 < 1 1 . 1
11— st|[1 —sz| [1—af] \|I—st| [1—s7]/)’

ce qui donne finalement

1 < 2 1 . 1
11— st2[1 —sz2 |1 —at|2 \ |1 —st]2  |1—sT2)"
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Nous pouvons maintenant vérifier les hypotheses du lemme de Vinogradov-Senickin.
On a, pour |t|>|z]|, t,z € supp(v) :

/Dk(s,t)k(s,x)dy(s) _ /| Lolstl 1= fse]

szl |1 — stf? |1 = sz

2 (A~ |sthA —|sa])
t (/Is|>|t t e

11— xt|? 11— st|?

(A —|sth(@ —fsz]) .
A»lt 1 — sz]? i )> '

En utilisant les estimations suivantes 1— |st|<1— [t]?<1 —|z|? et 1 —|sz|<1 — |tz
on obtient

2(1 — |xt]) (/ 1— |t]? / 1—|z|? >
k(s , t)k(s,x)dv(s) < ——= — —dv(s) + ———dv(s
/]D) (5, )h(s, ) dv(s) 1 — xt|? 51> 11— st|? (s) 151>z 11— 87| (5)

2k(t,2) (1= Okl + (1= o) e 22

<
< 402k(t,x).

Si |t|<|x|, t, = € supp(v), on obtient par symétrie
/Dk:(s,t)k(s,x) dv(s)<4C?k(x, 1),

d’ot, finalement, si t, z € supp(v), on a

(2.12) /Dk:(s,t)k‘(s, r) dv(s)<4C? (k(t, z) + k(x,1)).

Pour appliquer le lemme de Vinogradov-Senickin, il reste a vérifier que, pour
toute fonction g € L?(v), on a

//DXD $)|lg(t)|k(s,t) dv(t) dv(s) < oc.
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Pour cela, écrivons (en appliquant deux fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

@ = [1o)1 ([ 1okt vty ) ants)

témwn{(émquwdfﬂ(Ak@w%wm)m}dﬂ@
:nwm@/wm(émmfwmfmw®

< ol (f]ms.02 ey avts )

1) i

0) i

N

= Dol { [ ([, o)) avts }
bl { [ ([ o o) aots }
< HQH%Q(”){/D (<1_|t|2)/D|1—§t|2dV(S)) du(t)}l/z

< gllzp)Cv/r(D) < co.

On peut donc appliquer le lemme de Vinogradov-Senickin. On obtient que pour
toute fonction g € L*(v), on a :

N

1L (9172 <32C% (gl 720

Ceci montre que l'opérateur L est un opérateur continu de L*(v) dans L?*(T),
de norme ||L||<4v/2C. Vérifions maintenant que L* = §). Pour f € L*(T) et
g€ L*v),ona

1 2

(L L(@)zmy = 5= | f(e")L(g)(e")dt

_ 1 / / (2)P(ze—) du(2) dt
. / (— Fe Pl ) g2 ()
_ / a(f v (2)

= (), 9>L2( v)-

Ceci montre donc que L* = $. Par conséquent, $) est un opérateur continu de
L*(T) dans L?(v) et on a ||| = || L||<4v2C, ce qui montre (i).
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Pour terminer la preuve, il reste & démontrer I'inégalité a<|[$||. Pour cela, il
suffit de remarquer que $(k;) = k¢, ¢ € D. d

Preuve du lemme de Vinogradov-Senickin : soit g : Z — R est une
fonction mesurable, positive telle que (), < oo. On a

@ = ([ o) ( [ gt auto)) du(S))2
[ ksutiat) du 2

L2(p)

= lolizgo | \ | s tgte) duce) ()

= Mol [ (][ M0k 0960 dutt) auto) ) duts
= ol [ atoto) ([ Ks.0ks.0)duts) ) dn(t) o

< cllaliagy [ ((ta)+ ke )a(0ala) dute) dnte)
= 2ol [[ k)gltgle) du(o) duo)

= ZCHQHB(#)Qg,

< lgllzzg

ce qui donne le résultat. 0

2.3.3 Ciritere de Carleson-Shapiro-Shields

Nous pouvons maintenant donner le critere final pour qu’une suite de noyaux
reproduisant normalisés dans H? forme une suite de Riesz.

Théoréme 2.3.7 (Théoréme de Carleson-Shapiro-Shields.) Soit A = (\,),>1
une suite de Blaschke de points distincts dans D. Notons par B le produit de Bla-

schke associé a la suite (A,)p>1 €t T, = le noyau reproduisant normalisé
Z Hk

dans H?. Les assertions suivantes sont equ1valentes

(1) X = (z,)n>1 est une base de Riesz de Kp.
(11) X = (zn)n>1 est unifomément minimale.
(iii) JeH? = 2, o

Jef = (L= )2 ) ey (f € HP).

(1v) A = (A\p)n>1 vérifie la condition de Carleson.
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Preuve : (i) <= (iii) : est immédiat d’apres le théoreme de N. Bari.

(17) <= (iv) : c’est le théoreme 2.2.4.

(1) <= (iv) : remarquons que d’apres le théoreme 2.3.2, il suffit de montrer
que (C) = (CN). Considérons pour cela, v la mesure positive définie sur les
boréliens B de D par

v(B) =Y (1= |\
An€EB
Autrement dit, v = 37 (1 — [A,[*)dy,, ot 0y, est la mesure de Dirac au point
An. La mesure v est finie, car (\,),>1 est une suite de Blaschke, et son support
est supp () = A. Montrons que v est une mesure de Carleson. On a, pour tout
p=1,

1
1 — |\, |12 :1—)\2/—_d
(1= 1) 1k, 122 (1 =12 AT v(2)

= (1_|)\p|2)zﬂ

n>1 |1 _/\_p>‘n|2

oy OO
n#£p |1 - >‘p)‘n|2
Remarquons alors que
(1= )0 = 1A[*)
11— A2

(2.13) =1—[by,(A\)]* € (0,1).

D’ot, en utilisant I'inégalité x< — log(1 — x), « € (0, 1), on obtient

(1 G- w)) |
|1 - )‘p)‘n|2

(L= )k, 720y <L = Y log
nF#p

En utilisant une nouvelle fois (2.13), on a

(L= Pk 72y < 1= loglby, (AP

n#p
= 1) logbr, ()
n#p
= 1—log [ Ibr. (0P
n#p

= 1—log ‘Bp()‘p”z'

Comme A = (\,)n>1 € (C), on a d(A) = inf,>; |By(\,)] > 0, d’ou

1
2 2 B
(1 =[x, 1720y <1 — 21og(d(A)) = 1 + 2log M
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Finalement, on obtient

1
sup(l — |>\p|2)1/2\|k,\p\|Lz(,,)< 1+2log ——.
p=1 (A)

Le théoreme 2.3.5 implique alors que v est une mesure de Carleson et on a, pour
toute f € H? :

1£122 ) = 1D F 1) SIDIPF 12 <3207 £ 12

Cette inégalité dit exactement que

1
d(A)

(2.14) > (1= IR P<32(1 + 2log =) £ 11722,

n=1

ce qui prouve (C'N) et acheve la preuve du théoreme. |
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Chapitre 3

Interpolation et bases
inconditionnelles de noyaux
reproduisant dans H?

Dans ce chapitre, nous allons revenir aux problemes d’interpolation (I1) et
(I2) posés dans 'introduction ainsi qu’au probleme de la caractérisation des suites
(An)n=1 C D telle que la suite de noyaux reproduisant associée (ky,, )n>1 forme une
suite inconditionnelle dans H? (1 < ¢ < +00). Pour résoudre ces questions, nous
allons développer I'approche opératorielle de Sarason, basée sur les opérateurs de
Hankel.

3.1 Approche opératorielle de D. Sarason

3.1.1 Opérateurs de Hankel

Notons par Pol, = £in(z" : n>0) ensemble des polynomes analytiques sur
T, par H> = L*(T) © H? et par P_ la projection orthogonale de L*(T) sur
H?. Comme L*(T) = H*@® H?, on a P. = Id — P,, ou P, est la projection
de Riesz. Enfin, on désigne par S, l'opérateur de multiplication par la variable
indépendante sur L?(T) défini par

(S:£)(Q) =Cf(¢), (CET, feLT).

Définition 3.1.1 On appelle opérateur de Hankel un opérateur linéaire
I': H? — H? tel que

(I'S.)(p) = (P-S.I)(p),  (p € Poly).

Lemme 3.1.2 Un opérateur I' : H?> — H? est un opérateur de Hankel si et
seulement si la matrice de I' (relativement aux bases canoniques) (Vnk)k>0n>1 =
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((TzF, 27™))js0m>1 est de la forme

a1 az a3 a4
Gz a3 Q4
az a4

Gy

c’est-a~dire qu’il existe une suite (a,)n>1 C C telle que
Tnk = Onik, k>07 nzl.
Preuve : Soit I' un opérateur de Hankel, n>1 et £>1. On a

Yok = (0,277 = (Db, 27) = (D824, 277) = (PS4, 27
= (S.T2MN ) = (T 27 = e

On définit alors, pour n>1, a, := V,0. On a donc ap4+r = Yntko = Yok, d’apres
le calcul précédent.
Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (a,),>1 C C telle que

Yok = Qnik, k=0, n>1.
Cela signifie que, pour n>1 et k=1, on a v, , = Yn+1,6—1. Dol :
(T2F, 27 = (D271 7y,
ce qui donne
(0S.2F71 2y = (P_S,T2F 1 27 (k=1,n>1).

Don 'S,z = P_S.T'2*"1, (k>1). Par linéarité, on en déduit que (I'S.)(p) =
(P_S.T")(p), (p € Poly), c’est-a-dire que I" est un opérateur de Hankel. O

3.1.2 Théoréme de Nehari

Considérons maintenant un exemple générique d’opérateur de Hankel continu.
Soit ¢ € L°°(T). On définit alors Popérateur H, : H* — H? par

H,f = P_(of), (f€H.

On a alors la proposition suivante

Proposition 3.1.3 L’opérateur H, est un opérateur de Hankel continu. De plus,
sit € L*°(T), on a
H,=Hy <= p—1v € H>™,
et
[ Hy || <dist(p, H).
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Preuve : Tout d’abord, montrons que H, est un opérateur de Hankel. On a,
pour p € Pol,

(HyS:)(p) = P-(pzp) = P_(2(P- + Py)(¢p))

(
= P_(2P_(¢p)) + P_(2Py (¢p))
= (P-S:H,)(p)

P_(2P_(¢p)) car zP;(¢p) € H?

Y

ce qui prouve que H, est un opérateur de Hankel. Il est clairement continu sur
H? carsi f € H? on a

[Ho fllz = [P-(of)l2<lleflo< el | f12-

De plus, on a || Hy||<[|¢||-
Montrons maintenant que si ¢» € L>(T), on a

H,=Hy <= p—1yc H”.
Si p —p € H*™, pour tout f € H? on a
(Ho — Hy)f =P-(¢p—4)f =0, car(p—9)f € H?,
d’ou H, = H,. Réciproquement, si H, = Hy, alors, en particulier, on a
P_(p) = H,l = Hyl = P_(y),

soit P_(p — ) =0. Donc ¢ — v € H>N L>(T) = H*™.
Il reste & montrer que || H,||<dist(yp, H*>). Pour tout ¢» € H>*, d’aprés ce qui
précede, on a H, = H,y, d'olt

[Holl = [1Hptul <l + ¢ llo,

ce qui donne
< _ 3 =
HH%"H\wler}{foo [+ Y[lee = dist(p, H™)

O

Le résultat fondamental sur les opérateurs de Hankel est que les opérateurs du
type H, (¢ € L*°(T)) sont 'exemple générique des opérateurs de Hankel continu
sur H2. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.4 (Théoréme de Z. Nehari, 1957) Soit I' un opérateur de
Hankel continu sur H?. Alors il existe une fonction f € L*®(T) telle que

['=Hy et 0] = [ flloe-

La fonction f s’appelle un symbdle de I'.
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Preuve : Pour tout polynome p € Pol,, on a :

(I'S2)(p) = (P-S.T)(p).

Comme Pol, est dense dans H?, on en déduit par continuité que I'S, = P_S.T.
Il est alors facile de voir que, par récurrence, on a

[S" = P_S'T,  (n20).
En particulier, on en déduit que (I'S?)(1) = (P_S?I')(1), soit I'z* = P_(2"I'1),
(n>0). Par linéarité, on obtient
P(p) = P-(pI'1), (p € Poly).
Considérons PolY := {q € Pol, : q(0) = 0}. Alors, si ¢ € Pol}, on age H? et

(Tp,q) = (P_(pI'l),q) = (pI'l, Q)
1 27

- %) p(e®)q(e?)(I'1)(e”?) db, (p,q € Pol.,q(0) = 0).

Montrons que cette égalité peut se prolonger aux fonctions de A(D).
Soit z,y € A(D), y(0) = 0. D’apres le théoreme 2.1.2, il existe (pn)n>1, (Gn)n>1 C
Pol,, q,(0) = 0 telle que

lim ||p, — z|[c =0 et lim ||g, — yl/eo = 0.

n—-+400 n—-+40o

Comme I'l € H2 C L*(T), on a

lim i/o ﬂpn(ew)qn(ew)(Fl)(ew) do = i ﬂx(ew)y(eiexrl)(eiG) do.

n——+oo 27 2T 0

De plus, en utilisant le fait que ||I'p, — Lx|2<||T||/lpn — ll2<|T)||pn — 2|00 €t
1Gn — ll2<]|¢n — Y|, On Obtient, avec Cauchy-Schwarz,

lim (T'pp, Gn) = (Fx, 7).

n—-+00
D’ou

1

B (Cog) =5 [ ) TE) . (ny € AD)y(0) =0)

Considérons maintenant L la forme linéaire définie sur Pol} par
1 2 ) )
LQ =5 [ QETDE) b (@ Pl
T Jo

Nous allons montrer que L est continue pour la norme || - [|;. Pour cela, nous
allons utiliser le lemme suivant d’analyse complexe.
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Lemme 3.1.5 Soit Q € Pol%. Alors il existe z,y € A(D), y(0) = 0 telle que

1/2
Q=ay et |zlla= ]yl = Q"

En utilisant ce lemme, on a

L@ = L)l = 3= [ oy a

= |(I'z,7)| en utilisant (3.1)
< |ITIz]l2llyllz - en utilisant Cauchy-Schwarz
= [Tl

Par conséquent, L est continue sur (Poll,| - [1) et ||L||<||T||. Le théoréme de

Hahn-Banach permet de prolonger L en une forme linéaire L continue sur L! telle
que || L|| = ||L||<||T'||- Le théoreme de Riesz affirme alors qu'il existe f € L™ telle
que

~ 1

Do) = 5= [ st (ge L)),

et | Z|| = || floo- Pour p € Poly et g € Pol?, on a

Tpg) = — / ¢)q(¢ ") (T1)(e") db

= L(pq) =

= (pf,q)
= (P_(pf),q) carqe H>.

Comme Pol9 est dense dans Hg, on en déduit que

I'p=P_(pf) = Hy(p), (p€ Pol),

soit I' = Hy. De plus, en utilisant la proposition 3.1.3, remarquons que

o / pE)a(e”) [ (e") do

[ lleo<ITI = [[Hyl|<dist(f, H)<]| f]loo,

ce qui conclut la preuve du théoreme. 0

Preuve du lemme 3.1.5 : Soit ) € Pol?r, @ # 0. Factorisons () en
regroupant les zéros (éventuels) qui se trouvent dans D, ceux qui se trouvent sur
T et enfin ceux qui se trouvent dans C\ D :

n p

Q(z):azmH(z—as Hz—b Hz—ck

s=1 7=1
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avec o € C*, m>1, |as| < 1, |bj| =1 et |¢x| > 1. Ecrivons alors

Qz)=a:z" H Hz—b H(z—ck)H’Zs’(l—a_sz),

s=1 1 @:1 s=1 .
I M I
B(=) Qi(2) Q2(2)

ol by, est le facteur de Blaschke élémentaire associé a as. Il existe r > 0 tel que le
polynéme @3 ne s’annule pas dans D(0, 1 + r), ouvert simplement connexe. Par
conséquent, on peut définir une branche analytique de Qé/ ? dans D(0,14 1) et
donc, en particulier, Q;m € A(D). D’autre part, considérons pour 1<j<p, D; la
demi-droite, issue de b; = ¢’ partant a linfini, définie par

Dj = {te" . t>1},

p
et notons par 2 := U D;. L’ouvert ) est simplement connexe et la fonction
j=1
()1 est holomorphe et ne s’annule pas sur ). Par conséquent, on peut définir une
branche analytique de Qi/ ? dans Q. Comme D C (), en particulier la fonction Qi/ 2

est analytique dans D et de plus continue sur T \ {b; : 1<j<p}. Par conséquent,
1/2 0
€ H. D’autre part, remarquons que, pour z € {2, on a

1/2 1n
’Q/()| In|Qu ()]

et donc lim,_;, |Q1/2( )| = 0. Par conséquent, en posant Qi/z(bj) := 0, on obtient

une fonction continue sur T. D’ou Ql/ ‘e A(D). Définissons alors
x = 041/2621/262%/2 et y:= al/QBQi/zQéﬂ.

D’apres ce qui précede, on a x,y € A(D), y(0) = 0 et Q = zy. D’autre part,
2 e NE
lzlle = 5~ i |z(e”)]” db
1 2w 0 0
= o [ lallQu(e)Que")) as
0

1 27 . . . |
- %/0 al|Qu ()| Qa(e™) | B(e] 0 car [B(e")] = 1
— QI

/2 1/2

ce qui montre que [|z||2 = [|@]];’". On montre de méme que |lyll2 = ||Q]|;’", ce
qui acheve la preuve du lemme. O
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Corollaire 3.1.6 Soit ¢ € L*. Alors
[ Hy || = dist(p, H>).

De plus, la distance est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe 1 € H* telle que
[Hpll = [l = tlloo-

Preuve : D’apres la proposition 3.1.3, on a
| H ||<dist (e, H>).

Le théoréme de Nehari implique qu’il existe f € L™ telle que H, = Hy et
|Hy|| = || flloc- Comme H, = Hy, en utilisant la proposition 3.1.3, on obtient
qu’il existe ¥ € H* telle que f = ¢ — 1. D’ou

[ Hy||<dist(p, H)<[[¢ = Ylloc = [|fllc = [[Hl],

ce qui acheve la preuve. 0

3.1.3 Opérateurs modeles et calcul fonctionnel

Définition 3.1.7 Soit © une fonction intérieure. On appelle espace modele
associé & O le sous-espace Ko de H? défini par

Ko = H> © ©OH?.
On note Pg la projection orthogonale de H? sur Kg. L opérateur Mg défini par
Meof:=Pozf, [ € Ko,

opérateur modele associé a ©O.

Exemple 4 Si ©(z) = 2", alors Kg = £in(2* : 0<k<n) et on a
Pof =Y f(k)z*, feH.
k=0

L’action de Mg sur la base orthogonale naturelle (z¥)ocr<n est évidente. On a

K sk <m

MgzF = PozFtt =
© © 0 stk =n.

Donc la matrice de Mg relativement a cette base est une matrice de Jordan

0000

[Me] =

o O =
o O OO

0
1
0

o
—_ .
o
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Exemple 5 51 © = B = Hb/\n est un produit de Blaschke a zéros simples,
n>1

> ns1 (1= [An]) < +o00, alors d’apres la proposition 2.2.1
Kp = Span(ky, : n>1),

et Pgf est l'unique fonction de H? telle que Pgf € Kg et (Pgf)(A\) = f(\n),
n=1. Dans ce cas, on ne pas préciser, comme dans [’exemple précédent, [’action
de Mp sur une base orthogonale pour la simple raison qu’on ne dispose pas de
base orthogonale suffisamment explicite de Kg. En revanche, on peut calculer les
valeurs propres et les vecteurs propres de Mp et M.

Théoréme 3.1.8 Soit (\,),>1 une suite de Blaschke de points distincts de D et
B le produit de Blaschke associé. Notons par (y,)n,>1 'unique biorthogonale a
(kx, )n>1 dans Kp (voir proposition 2.2.3). Alors

MByn = /\nyn et Mgk)\n = )\_nk)\n, n=>1.

Autrement dit, y, est un vecteur propre de Mp associé a la valeur propre A, et
ky, est un vecteur propre de M}, associé a la valeur propre \,.

Preuve : Pour toute fonction f € Kp, on a

(Mpf,ky,) = (Ppzfik,)
= (zf, kx,) car k), € Kp
= <f7 )\_nk)\n>7

ce qui implique que M3zky, = Ak, -
D’autre part, on a également
(Mpyn, kx,) = (yn. Mgky,)

= <yn7 )\_Pk)‘p>
)\p(sn,p

</\nyn7 kAp>7

ce qui implique Mpy, = Ay, en utilisant le fait que Span(k,, : p>1) = Kp. [

Nous allons maintenant construire le calcul fonctionnel H* de l'opérateur
modele Mg. Cela signifie que ’on veut définir, pour chaque fonction f € H*, un
opérateur continu f(Meg) sur Kg de telle sorte que 'application ® : f — f(Mg)
soit un homomorphisme d’algebre continu qui prolonge le calcul polynomial. En
d’autre termes, on veut, en particulier, que pour tout polynome p(z) = > _, ap2",
on ait ®(p) = >_p_, arM§.
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Définition 3.1.9 Soit A: H — H un opérateur borné sur un espace de Hilbert
H. Si H est un espace de Hilbert tel que H C H et si B est un opérateur borné
sur H, on dit que B est une dilatation de A (ou A est une compression de B)
St

p(A) = Pup(B)u, (p € Poly),
ou Py : H — H est la projection orthogonale sur H.

Le lemme suivant donne une caractérisation des dilatations.

Lemme 3.1.10 (D. Sarason) Soient B: H —H, H C H et A:= PyBy. Les
assertions suivantes sont équivalentes

(1) B est une dilatation de A.
(7i) 1l existe Hi,Ho € LatB, Hy C Ho tels que H = Hay © H,.
(131) I existe G, G, C H tels que G € LatB, G, € LatB* et H =G, ® H ® G.

Preuve : (i) = (ii) : solent Hy := Span(B"H : n>0) et Hy := Hy & H. On
a bien str BH, C Hsy. D’autre part, pour x € H, on a

PyBB"x = PyB" "'z = A"y = AA"x = APy B"x,

d’ou PyBjy, = APH‘HQ. Pour tout x; € H1, on a alors PgBxy = APyx; = 0 car
r1 € Ho © H, ce qui implique que Bz € Ho © H = H;. D’ou H; € LatB.

(ii) = (44i) : posons G := H; et G, := Hy. Comme BH; C H, et BH, C
Ho, on a G € LatB et G, € LatB*. D’autre part, comme Ho = H; ® H, on a

H=H0Hy =HiOHOH; =GO HDG,.

(1ii) = (1) : relativement a la décomposition H = G, & H & G, 'opérateur
B a une matrice de la forme

* 0 0
[B]" = A" 0 ],
x %

ce qui donne A" = Py By, (n>0) et par linéarité, on obtient que pour tout
polynoéme p € Pol,, on a p(A) = Pyp(B)u. O

Revenons maintenant aux opérateurs modeles. Notons par S l'opérateur de
multiplication par la variable indépendante défini sur H? par (S f)(e?) = ¥ f(e'?),
f e H
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Corollaire 3.1.11 Soit © une fonction intérieure et p € Pol,.. Alors

p(Me) = Pop(S) ke = PoP|ke
et
[p(Mo)[I<|Ip||oo-

Preuve : Par définition, on a Mg = PaS|k,. On a H? ©H? € LatS. En
appliquant le lemme de Sarason & B = S, A = Mg, H, = OH? et Hy, = H?,
on obtient que S est une dilatation de Mg sur H2. D’ou, pour tout polynome
p € Pol,, on a

p(Me) = Pop(5)ke-

Remarquons alors que si p(z) = >, axz®, on a p(S) = Y, axS*, ce qui donne,
pour f € H?,

p(S)f = Z%Skf = Zakz’“f =pf
k k
D’ou
Pop(9) ke = Popiko-
Il reste a remarquer que, pour tout x € Kg, on a
Ip(Me )z = || Po(px)ll2<lpzll2<Iplloc]l2,

ce qui donne ||p(Mo)||<||p]]so- -

Nous pouvons maintenant définir le calcul fonctionnel H* pour l'opérateur
modele Mg.

Définition 3.1.12 Soient © une fonction intérieure et f € H>®. On définit
f(Me) := Peo fixo-
L’application f+—— f(Mg) s’appelle le calcul fonctionnel H* de Mg.

Tout d’abord, remarquons que f(Mg) est un opérateur linéaire sur Kg. De
plus, il est continue car, pour tout x € Kg, on a

If(Me)z|[2 = || Po (fx)l|<[[fllolll2-
Donc f(Mg) € L(Ko) et

(3:2) Lf (M) <1 loo-

Théoreme 3.1.13 L’application
¢:. H*® — E(K@)
f o f(Me)

est une application linéaire, multiplicative et contractante. De plus, elle prolonge
le calcul polynomial.
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Preuve : L’application ® est clairement linéaire et contractante d’apres (3.2).
Montrons qu’elle est multiplicative. Soient f,g € H* et x € Kg. On a

Po(fgr) = Po(fPe(gx))+ Po(f(Id— Po)(gx))
Po(fPe(gz))
car f(Id — Po)H?* C fOH? C ©H? = Kg. Par conséquent, (fg)(Mg) =

f(Mg)g(Meg), c’est-a~dire ®(fg) = ®(f)P(g). Il reste a remarquer que, d’apres
le corollaire 3.1.11, 'application ® prolonge bien le calcul polynomial. U

La proposition suivante donne les principales propriétés de ce calcul fonction-
nel.

Proposition 3.1.14 Soient © une fonction intérieure et f € H*™. Alors

a)SiZ|f( )| < o0, on a f(Mg) = Zf

n>0 n>0
(b) f(Mg) =0<«= f € ©H>™.
(c) Soient (fy)n>1 C H™ telle que sup,> || fnlloc < 400.
(cl) Si f(¢) = f(¢) p.p. sur T alors

Jim | fu(Mo)x — f(Mo)zllz =0, Vr € Ko.

(c2) Si fu(A) = f(N), VA € D alors
lim <fn(M®)x - f(M@)a:,y> = 07 vxvy € K@-

n—-+

N
Preuve : (a):pour N € N, posons Sy(z Z ". On a donc Sy(Me) =
n=0

N
Z n)Mg. D’ot, en utilisant (3.2),
n=0

N

> Fn)ME — f(Me)

n=0

= [|Su(Me) — f(Me)]|

= [[®(Sy = Nl
< ISy = flloo-

I1 est alors facile de voir que si Z |f(n)| < 00, alors ||Sy — f|lee = 0, n — 400.
n=0

Par conséquent, Zivzo f(n)Mg converge vers f(Mg), ce qui prouve (a).
(b) : on a

f(Mg) =0 <= (Vx € Ko, Po(fr) =0) <= (Vx € Ko, fz € OH?).
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En particulier, on a f € ©H? N H*. Donc il existe g € H? telle que f = Og.
Utilisons la décomposition de Nevanlinna. Comme f € H®, il existe une fonction
intérieure f; et une fonction extérieure f, € H> telles que f = f;f.. De méme,
comme g € H?, il existe une fonction intérieure g; et une fonction extérieure
ge € H? telles que g = g;g.. D’olt fif. = Og,g. et par unicité de la décomposition,
on obtient f; = Og; et f. = g.. On en déduit que g. € H® et donc g € H*®, ce
qui prouve que f € ©H>. La réciproque est immédiate.
(cl) :on a

[fn(Mo)z — f(Mo)x|l2 = | Po(fnx) — Po(fx)ll2<[|fuz — frll2.

D’autre part,

= F2l = o [ Vo)~ SRl s
n 2 27'(' 0 n .
Comme f,(e") — f(e®) — 0 p.p., et
| fu(€) = FEDN ()| fullso + 1f]lo0)[2(e7)|<Cla(e)],

ol C' est une constante indépendante de n, le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue permet d’affirmer que lim, o || fnz — fz||2 = 0, ce qui donne le
résultat.

(c2) : on a

(fn(Me)r — f(Mo)z,y) = (Pe(fn ) — Pa(fz),y)
= — fx,y) cary€ Kg

- o / (Fale®) = F(e))a(e)y{e?) db.
Comme z(e?)y(e?) € L', il suffit d’appliquer le lemme suivant pour conclure.

Lemme 3.1.15 Soit (uy,),>1 C H™ telle que sup,,-; ||tn|/cc < +00 et un(X) — 0,

VA e D. Alors
L[ i0 i0 1
nl—lglooﬁ/o un(e”)f(e”)dfd =0, Vfel.
Preuve du lemme : soit v € Z. Comme u,, € H*, on a

lin% U (1) e = u, (e?)e™ p.p.tt. e? € T.
r—
<

D’autre part, remarquons que pour 7”2;,

4 4 1
[ (e e |<un loor” <l un lemas (1, 27).
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Le théoreme de convergence dominé de Lebesgue permet alors d’en déduire que

1 L 1 [ ‘ ,
—u, (e dfd = lim —/ y (re)r e df
2T r2127 Jo

— lim— ()2 Ld

= rl—i>n1 25 e Un\Z)Z Z.

v—

La fonction z — u,(z)2"~! étant holomorphe dans la couronne 0 < |z| < 1, on

obtient, pour 0 <r < 1,
1 1

v—1 v—1
- n dz = o n d 5
i |z\:ru (2)z 2= 5 |Z|:%u (2)z z
ce qui donne
1 10\ v _ 1 v—1 o 1 o 1 10 b
%Un(e )6 df = % lz‘:% Un(Z)Z dz = Sy /0 Unp, 56 e’ df.

Une nouvelle application du théoreme de convergence dominé de Lebesgue permet
d’en déduire que
1 2w ] ]
lim — u, (e)e? df =0, Vv € Z.
n—-+00 27T 0
La linéarité de I'intégrale permet alors d’affirmer que, pour tout polynoéme trigo-
nométrique, p(e”?) = > a,e™?, on a

2T
(3.3) lim i/ w, (e)p(e) df = 0.
0

n——+oo 27

Soit maintenant f € L'. Alors, d’aprés le théoréme 2.1.1, il existe une suite de
polynome trigonométriques (py)r>1 telle que

(3.4) Jim {lpy = flly = 0.
D’ou

1

- AQW un<€i9)f(6i0> d@‘ — 1

3= | e 0+ 5o [ () — e df

2 2

1
2

2
|ty de\ T funllollf = Bl
0

Comme sup,,» [|tn||oc < 00, on conclut en utilisant (3.3) et (3.4). Ceci acheve la
preuve du lemme et donc du théoreme. O

Pour finir, donnons une généralisation du théoreme 3.1.8
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Théoréeme 3.1.16 Soient (\,),>1 une suite de Blaschke de points distincts de
D, B le produit de Blaschke associé et f € H®. Notons par (y,),>1 'unique
biorthogonale a (ky, )n>1 dans Kg (voir proposition 2.2.3). Alors

FM)yn = fFO)yn et fF(Mp)'ky, = f(\)ky,, n>1.

Autrement dit, y, est un vecteur propre de f(Mp) associé a la valeur propre
f(An) et ky, est un vecteur propre de f(Mpg)* associé a la valeur propre f(\,).

Preuve : La démonstration est la méme que celle du théoreme 3.1.8. Pour
toute fonction g € Kp, on a

<f(MB)gv kx,) = <PBfga k%)
= (fg,kr.) car k), € Kp
= f(AM‘n)
- <ga f()‘n>k>\n>7

ce qui implique que f(Mpg)*ky, = f(An)kn, -
D’autre part, on a également

(f(MB)yn, kx,)

ce qui implique f(Mp)yn = f(An)yn, en utilisant le fait que Span(ky, : p>1)
Kp.

oo

3.1.4 Théoreme du relevement du commutant

Définition 3.1.17 Soit T : H — H un opérateur linéaire et borné sur un espace
de Hilbert H. On appelle commutant de T, et on note {T'}', l’ensemble défini
par

{T}Y ={Ae L(H): AT =TA}.

L’objet de cette section est de décrire le commutant de 1'opérateur modele
Mpg. Tout d’abord, il est clair que si f € H*, on a, en utilisant les propriétés du
calcul fonctionnel ® de Mg :

f(Me)Me = ®(f)®(2) = ®(f2) = (2f) = ®(2)®(f) = Mo f(Mo),

d’ou f(Me) € {Mg}'. La réciproque est aussi correcte : c’est le théoreme du
relevement du commutant, appelé ainsi car il releve I'équation AMg = MgA
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jusqu’au niveau de la dilatation isométrique S : H? — H? de Mg. Avant de
formuler ce résultat, donnons un lemme élémentaire qui sera utile dans la preuve
du théoreme.

Lemme 3.1.18 Soit A € L(Kg). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) AMo = MoA.
(i) A, := ©APg est un opérateur de Hankel.

Preuve : Remarquons tout d’abord que A, est un opérateur de H? dans H?2.
En effet, d’apres le lemme 2.1.14, APoH? C Ko = H* N ©H?, ce qui implique
©APoH? C H?. D’autre part,
AMg = Mg A <= APz, = PozA <= APgzPg = PgzAPD%s.
Comme 20H? C ©H?, on a APoz(Id — Pg) = 0, d’'ott
APgzPg = APgz(Po + (Id — Pg)) = APgz.
D’apres le lemme 2.1.13, on a
Po=1d—©P,6=0(Id— P,)6 =0P_6.
On en déduit alors que

AM@ = M@A < AP@Z = P@ZAP@ = @P,@ZAP@
O©APgz = P_20 AP,
Az =P ZA,

A, est un opérateur de Hankel.

(N

Donnons maintenant le théoréme du relevement du commutant.

Théoréme 3.1.19 (D. Sarason, 1967) Soit © une fonction intérieure, A €
L(Kg) telle que AMg = MgA. Alors, il existe ¢ € H*® telle que A = p(Mpg).
D’autre part, on a

|All = inf{||h]|e : A = h(Mg)} = dist(e, ©H™).

De plus, les infimum sont atteints, c’est-a-dire qu’il existe 1) € H* telle que

IAl = llo = Odlloc et (o = OY)(Mo) = A.
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Preuve : Soit A € L(Kg), AMe = MegA. D’apres le lemme 3.1.18, 'opérateur
A, := ©APg est un opérateur de Hankel. De plus, comme A est continu, on a,
pour tout x € H?,

[Aszll2 = [®APox|l2 = || APox|l<[| Alll| Pox[l2<[| All|l2,

d’on A, est continu et ||A.||<||Al|. Le théoréeme de Nehari implique alors qu’il
existe f € L™ telle que A, = Hy et [|A.]| = || fllc = dist(f, H*). Remarquons
que pour tout x € Kg, on a

[Azll2 = [|APozll> = [|BAPo||> = | Awllo<[| Al 1],
d’ou ||A||<||A4||, ce qui donne
(3.5) [A] = [[Al = [[fllee = dist(f, H>).

En utilisant le fait que © f € L?=H?*® Fg, il existe (p,1) € H* x HZ telle que
Of = ¢+ 1. Comme

P Of=H;0=A,0=0APs0 =0,

on en déduit quety = P.Of =0,dou1 Of = p € H>’NL® = H*®. Par conséquent,
f=0p, pc H*®.
Montrons que A = p(Mg). Pour tout x € Kg, on a

Az = O(0APor) = OAx = OHg,x = OP_Opx = Popr = ¢o(Me)r,
d’ott A = ¢p(Mpg). De plus, d’apres (3.5) et le fait que |©] =1 p.p. sur T, on a
(3.6) [A[l = [lello = dist(p, OH™).

Comme p(Mg) = A, on a ||A]| = ||¢/le=inf{||h|le : A = h(Mg)}. D’autre
part, si h € H®, h(Mg) = A = p(Mp), on a, d’apres la proposition 3.1.14,
h —p € OH>, c’est-a~dire qu’il existe g € H* telle que h = ¢ + Og. On obtient
donc

1hllsc = [l¢ + Ogl[Zdist(, OH™) = [|A],

d’ou
inf{[|hll : A = h(Me)}=||All,

ce qui prouve que
| Al = inf{[|2[loc : A= h(Me)} = dist(p, OH™).

De plus, (3.6) montre que les infimums sont atteints, ce qui acheve la preuve du
théoreme. O
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Remarque 3.1.20 D’apres le théoreme du relevement du commutant, si A €
L(Kg) telle que AMg = MgA, alors il existe une fonction ¢ € H* telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

S Po

H2 s H?2 y Ko 9% Ko

b L
2 2 \
H P H o Ko T®> Ko

ot S, : H?> — H? est défini par S,x = px, x € H2.

3.2 Résolution du probleme de Nevanlinna-Pick

Tout est prét maintenant pour prouver le résultat d’interpolation de Pick-
Nevanlinna.

Théoréme 3.2.1 (Nevanlinna-Pick, 1916, 1919) Soient (\;)i<i<, 1 points
distincts de D et (w;)1<i<n m nombres complexes. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) 1l existe une fonction f € H* telle que
f) =wi, (i21) et [[f]lo<1.

(i1) La matrice Q = (Q;x)1<jk<n définie par

1-— w_jwk .
i = ————— s k= ]_, Lo, n
Q],k 1— )\])\k (] )
est positive.
Preuve : introduisons B le produit de Blaschke (fini) associé a (\;)1<i<n.

D’apres la proposition 2.2.1, la suite (k),)1<i<n est minimale donc libre et on a
Kp = Span(k,, : 1<i<n) = Lin(ky, : 1<i<n).

Par conséquent, le systeme (k),)1<i<n, forme une base de Kp. Considérons alors
lopérateur T' défini de K dans Kp par

En utilisant le théoreme 3.1.8, on a T'M} = MAT, ce qui donne MpT™ =T*Mp.
Le théoreme du relevement du commutant implique alors qu’il existe f € H*
telle que T* = f(Mp), soit T'= f(Mp)*. De plus, on a

1T} = min{|| flleo - T* = f(MBp)}.
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Remarquons alors d’apres le théoreme 3.1.16 que

Tky, = f(Mp)“ky, = f(N)ky,,  (1<i<n),
ce qui donne f(\;) = w;, (1<i<n).

En combinant tout ce qui précede, on obtient donc (i) <= ||T||<1. Remar-
quons alors que ||T||<1 si et seulement si 'opérateur Id — T*T est positif, soit

(Id = T*T)x,2)>0, Vo € Kg. Or, pour tout © = >, a;k), € Kp, on a

((Id=T"T)z,z) = Y  aa((Id—TT)ky, ky,)
1<i,g<n
= Z a;a; (<k)\w k/\j> - <Tk>m ka\j>)
1<i,g<n
_1 - @-wj
= D WG
R DY

Par conséquent, on obtient que ||T'||<1 si et seulement si pour tout (a;)1<;<n C C,

on a e
Z a&?&}&
— N

1<i,j<n 17\j

ce qui par définition traduit le fait que la matrice () est positive et acheve la
preuve du théoreme. O

3.3 Suites d’interpolation H*°.

Rappelons le probleme d’interpolation (I2) posée dans I'introduction : nous
voulons caractériser les suites (A,),>1 de D telles que

(12) V(wn)ns1 € €2°,3f € H*® : f(A\) = wy, n>1.
Dans la suite, nous adopterons la définition suivante

Définition 3.3.1 Soit (\,)n>1 une suite de points de D. Nous dirons que (A,)n>1
est une suite d’interpolation H™ si, pour tout (w,),>1 € £, le probléeme (12)
a une solution f € H™.

Nous allons résoudre ce probleme de la caractérisation des suites d’interpolation
H*°, en combinant le théoréeme du relevement du commutant et le théoreme de
Carleson-Shapiro-Shields. Commencant par un lemme sur la complétude de la
biorthogonale associée a une suite de noyaux reproduisant.
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Lemme 3.3.2 Soient (\,),>1 une suite de Blaschke de points distincts de D,
B le produit de Blaschke associé a (\,)n>1 €t (Yn)n>1 I'unique biorthogonale a
(kx, )n>1 dans Kp. Alors la suite (yy,)n,>1 est compléte dans Kp.

Preuve : Rappelons que d’apres la proposition 2.2.3, on a

_ (1 _ |)‘n|2) Bn
= Bn(/\n> 1 _)\_nz.

Définissons alors
U : KB — KB

f(z) — ZB()f(2).

Tout d’abord, vérifions que U est bien définie. En utlisant le fait que Kg =
H?*N BH? (lemme 2.1.14), on a

feKp<=zZBf € ZB(H2NBH2) =ZBH?NZH2 = BH* N H? = Kp.
Ceci montre donc que U est bien a valeurs dans Kpg et que cette application

est surjective. D’autre part, il est clair que l'application U est anti-linéaire et
isométrique. Il reste a remarquer que

1 B(z)
Uk, )=7zB = = CpUn,
(k) = 7B T3 = T g = e
ou ¢, = l)‘ | BuOn)  Par consé uent, on obtient que
n An 1—[An |2 q q

Span(y, : n>1) = Span(c,y, : n=1) = Span(Uk,, : n>1) = U(Span(k,, : n>1)) = UK = Kp.

O

Le résultat suivant fournit alors la caractérisation des suites d’interpolation
H>.

Théoréme 3.3.3 Soit A = (\,),>1 une suite de Blaschke de points distincts de
D. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (An)n>1 est une suite d’interpolation H™.

(77) (An)n>1 vérifie la condition de Carleson.

Preuve : Notons par B le produit de Blaschke associé a A, z,, : Hk T n=1,
la suite de noyaux reproduisant normalisés et par X* = (yn)n>1 lumque bior-
thogonale & (z,),>1 dans Kp. D’apres le théoreme 2.3.7, (A\;)n>1 € (C) si et
seulement si (x,),>1 est une base de Riesz de Kp ce qui d’apres le théoreme de
Kothe-Toeplitz (théoreme ?7) est équivalent au fait que (x,),>1 est une base in-

conditionnelle de K. En utilisant alors le théoreme 1.3.3, on obtient que (x,,),>1
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est une base inconditionnelle de Kp si et seulement si (y,),>1 est une base in-
conditionnelle de Kp si et seulement si mult(X*) = ¢, ou mult(X*) désigne
I’ensemble des multiplicateurs de X* dans K. Par conséquent, on obtient

(3.7) (A)ns1 € (C) <= mult(X*) = ¢°.

Pour terminer la preuve, montrons que mult(X*) = H x - Tout d’abord, montrons
que, pour toute fonction f € H*, on a

(38) f(MB)yn = f(AN)yna n=1.

Pour tout n,k>1, on a

(f(MB)yn, i) = (PBSYn, )

(fYn, Tk) car x; € Kp
S (k) On

= <f()‘n)yn7 $l~c>>

ce qui donne (3.8) grace a la complétude de (xy)g>1 dans K. Comme l'opérateur
f(Mp) € L(Kp), larelation (3.8) signifie que (f(An))nz1 € mult(X*), dou Hy C
mult(X*). Réciproquement, soit (u,),>1 € mult(X*). Par définition, il existe A €
L(Kpg) tel que Ay, = uny,, n>1. En utilisant le théoréeme 3.1.8, on obtient que
AMpy, = MpAy,, (n>1) et le lemme 3.3.2 permet d’affirmer que AMp = MgA.
On applique alors le théoreme du relevement du commutant (théoreme 3.1.19) :
il existe ¢ € H™ telle que A = ¢(Mp). L’équation (3.8) implique alors que
Ay = ©(An)yn, d0U u, = @(An) (n21). Par conséquent, mult(X*) = HY. En
utilisant alors (3.7), on obtient

(An)nz1 € (C) &= (> = H,

ce qui termine la preuve. O

3.4 Suites d’interpolation H?

3.4.1 Définition et premieres remarques

Dans cette section, nous voulons donner un analogue du théoreme 3.3.3 dans
le cadre des espaces HP, 1 < p < +o0. Rappelons que dans le cas p = 2, nous
avons montré (théoreme 2.3.7) que si (A,)n>1 est une suite de Blaschke de points
distincts de D et si B désigne le produit de Blaschke associé & (\,),>1, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (K, )n>1 est une base inconditionnelle de Kp.
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(ZZ) J:{HZ = 62, ol
Tef = (L= M) f W), o, (FeHY).

(iv) A = (An)n>1 vérifie la condition de Carleson.

En particulier, on obtient que si (A,)n>1 € (C), alors
V(un)uz1 € 0, 3f € H 2 [(An) = va(1 = [ M) 72

On voit donc que si on veut espérer obtenir analogue du théoreme 3.3.3 dans le
cadre des espaces H?, il est naturel de normaliser le probleme d’interpolation et
d’adopter la définition suivante

Définition 3.4.1 Soient 1 < p < oo et (Ay)n>1 une suite de points de D.
Nous dirons que (A\,)n>1 est une suite d’interpolation HP si pour toute suite
(Un)ns1 C P, il existe une fonction f € HP telle que

fn) =va(1 - |/\n|2)_1/p7 Vn=1.

Il sera utile d’adopter dans la suite un point de vue un peu plus formel. Pour
1 < p < 400 et une suite (A,)n>1 C D, on considere 'opérateur linéaire défini
sur H? par

Tpf = (1= ) f(A))nz1,  pour p < +oo.

Avec cette notation, (\,),>1 est, par définition, une suite d’interpolation H? si
et seulement si ¥ C T,HP.

Nous allons voir tout d’abord que la condition de Carleson est nécessaire
pour qu’une suite (A,),>1 soit d'interpolation H?. Commengons par montrer que
si (An)n>1 est une suite d’interpolation H? alors non seulement le probléeme d’in-
terpolation

FOw) = va(1= M), (n21)

a une solution f dans H? si (v,),>1 € P mais qu’en plus on peut controler la
norme de la fonction interpolante f, ce qui est particulierement important dans
les applications (notamment en théorie du controle).

Proposition 3.4.2 Soient 1 < p < oo et A = (A\y)p>1 C D. Si (A\,)n>1 est une
suite d’interpolation HP alors il existe une constante C, > 0 telle que pour toute
suite v = (v, )n>1 € P il existe une fonction f € HP telle que

FOw) = va(l = )77, (1),

et
[flp<Cpllvfl, (1 <p<+o00).
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Preuve : tout d’abord, remarquons que si (A, ),>1 est une suite d’interpolation
H?_ pour toute suite a = (a,)n>1 € ¢, il existe une unique fonction f, € K7, telle
que fa()‘n) - an(l - P‘nP)_l/p'

En effet, par définition des suites d’interpolation, on sait que si a = (ay,)n>1 €
(7, il existe une fonction g € H? telle que g(\,) = a,(1 — |A,[*)~1/P. On utilise
alors le lemme 2.1.13 : il existe une fonction ¢g; € K% et une fonction g, € BH?
telle que g = g1 +92- D’ou g()‘n) = gl()‘n)+92()‘n) = gl()‘n)a car gQ(An) = 07 TL>1
Par conséquent, a, (1 —|X\,|?)"Y? = g1(\n), g1 € K7%,. D’autre part, cette fonction
est unique : si hy € K% et hi(A\,) = an(1 — | A\?)7YP, on a hy(A\,) = g1(\n), ce
qui implique que h; — g; € BH? et donc hy = ¢;.

Considérons alors I'application ¢ définie par

p: P — Kb
a +— fq.

On vérifie facilement que ¢ est linéaire. Montrons que ¢ est continue. Soit a(™ &
(P convergente vers a et f ) convergente vers g dans K%. On a, pour tout n>1

[ fatm (M) = 9O faemr = gllpllbr,llg et [al™ = an|<[la™ —all,,
ce qui implique que

ml—l>r—I|—100 fa(m) ()\n) g(>\n> et ml_lg_?m p, (.-

Or foom (M) = (1 — [A\a|2)"1Pa(™, d’oit on obtient
g(n) = (1= [Aa)"ay,

c’est-a-dire que g, = ¢g. Le théoreme du graphe fermé implique alors que ¢ est
continue. Par conséquent, pour toute suite a = (a,),>1 € ¢*, il existe une fonction
fo € K% telle que

faa) = an(L = D)7 et I fall<llelllally-

O

Corollaire 3.4.3 Soient 1 < p < 00 et A = (A\y)n>1 C D. Si (A\,)n>1 est une
suite d’interpolation H? alors (\,)n>1 vérifie la condition de Carleson.

Preuve :  soit ay, := (0mn)n>1, m=1. D’apres la proposition 3.4.2; il existe
fm € K% telle que

Jm(An) = (5m,n(1 - |)‘n’2)_1/p et Hfm”p<cp’

ou C), est une constante ne dépendant que de p.
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Posons alors g, := (1—|An|?)Y? fr, m=1. On a g,, € K% et gn(A,) = Opm.n- Donc
(gm)m>1 est une biorthogonale a (ky,)n>1. De plus, en utilisant le lemme 2.1.11,
on a

lgallollin,le = Q=X 2l fallplon, I < (L= ?) P CpAg (1= [Xa ) VP = Cp A,

d’ott sup,,>1 [|gnllp|lkr.|lq < 400, ce qui prouve 'uniforme minimalité de (ky,)n>1
dans HY?. Pour conclure, il reste a appliquer le théoreme 2.2.4. 0]

3.4.2 Caractérisation des suites d’interpolation H? et bases
de noyaux reproduisant

Dans cette section, en combinant tous les résultats précédents, nous allons
donner la caractérisation des suites d’interpolation H” ainsi que la caractérisation
des suites de noyaux reproduisant (k) ),>1 qui forme une suite inconditionnelle
dans HP.

Pour démontrer cette caractérisation, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.4.4 Soit A € D et ¢ € H*. Alors

Py(@kx) = o(A)kx.

Preuve : Pour g € H? on a
(9, Py (k) (9, 9k)
- <S0.g7 k)\>
= »(Ng(V)
= <.g> 90()‘)]{)\%
ce qui implique le résultat. 0

Théoréme 3.4.5 Soient 1 < p < 400, A = (\,)n>1 une suite de Blaschke de
points distincts de D et B le produit de Blaschke associé a A. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) (An)n>1 est une suite d’interpolation HP.
(i) T,H? = (7.
(i17) (kx,)n>1 est une base inconditionnelle de K.
(1v) (K, )n>1 est une suite uniformément minimale dans HY.
)

(v

(An)ns1 Vvérifie la condition de Carleson.
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Preuve : Nous allons procéder comme suit : (iii) = (iv) = (v) = (i),
puis (v) = (ii) = (i) = (iv).

Remarquons que parmi toutes ces implications (iii) = (iv) et (ii1) = (1)
sont évidentes. D’autre part, (iv) = (v) : c’est le théoreme 2.2.4 et (i) = (iv) :
c’est le corollaire 3.4.3.

(v) = (@) : notons X = (ky,)n>1. D’apres le théoreme 1.3.3, (i) <=
mult(X) = ¢°°, ot mult(X) désigne 'ensemble des multiplicateurs de X dans KF.
On a toujours d’apres le théoreme 1.2.10, mult(X) C ¢*°. Réciproquement, soit
(ap)n=1 C €. Comme (A,)n>1 € (), il existe, d’apres le théoreme 3.3.3, une
fonction f € H* telle que f(\,) = @y, Yn>1. Remarquons alors que si g € K5
alors P, (fg € K%. En effet, on a, d’aprés le lemme 2.1.14, K% = +(BH?). Or,
pour toute fonction g € K} et toute fonction f € HP, on a

(Bh, Py(fg)) = (Bh, fg) = (Bhf,g) =0,
d’ot P,(fg € *(BH?) = K%. Considérons alors I'opérateur M défini par
M: K} — K%_
g — Pi(fg)

Il est clair que M € L(Kp). D’autre part, en utilisant le lemme 3.4.4, on a
M (ky,) = Pp(fkx,) = f(An)ka, = anky,,

ce qui implique, par définition que (a,),>1 € mult(X).

(v) = (4i) : soit f € HP. Utilisons la décomposition de Riesz-Nevanlinna : il
existe un produit de Blaschke B et une fonction g € H? telles que f = Bg, avec g
sans zéros dans D. Comme ¢ ne s’annule pas dans D, il existe une détermination
holomorphe dans I de ¢gP/2. En outre, on a |g*/2|> = |g|P et donc ¢g"/?> € H?. On
obtient alors

D= PP Q)P YA = aP)ga)lP = D (1 = [AalP)]g”* ().

n=1 n>1 n=1

Le théoreme 2.3.7 permet alors de conclure que Z(l — MO < 00, ot

n=1
T,HP C 7.
Réciproquement, soit (a,),>1 € 7. D’apres le théoreme 2.3.7, il existe g € H?
telle que

9(An) = lanPP(1 = N[22, (n21).

Considérons la factorisation de ¢ = ¢;ge, ¢; facteur intérieur et g. € H? facteur
extérieur. La fonctlon ge ne s’annule pas dans D et on peut définir une branche
analytique de ¢2/? dans D. De plus, comme |g2/7|P = |g.|%, on a ¢2/* € HP.
Remarquons alors que |a, [”/2(1 — [A\,[?) 72 = [g(A\n)]<]ge(An)], d'ont

|an|(1_|)‘n|) 1/p<|92/p< n)l, (n=1).
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Considérons alors
B an(1 — |>‘n|2)71/p

€n =
n 2 )

ge"" (An)
Comme sup,,» |€,|<1, (€n)nz1 € £°, et le théoreme 3.3.3 implique qu’il existe

f € H> telle que f(\,) = €,, (n=>1). Posons alors h := fg2’". La fonction
h € H? et on a

(n>1).

R (1= X)YP = FA) g A) (1= IA)YP = ap,  (n21).

D’ou (an)n>1 € T,HP, ce qui conclut la preuve de (v) = (i) et du théoreme. O
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Annexe A

Quelques compléments d’analyse
fonctionnelle

A.1 Sur le théoréeme de Hahn-Banach

Rappelons tout d’abord le théoreme classique de Hahn-Banach sur le prolon-
gement des formes linéaires continues.

Théoréme A.1.1 ((Brezis, 1993), p.1) Soient X un espace vectoriel normé,
Xy un sous-espace vectoriel de X et fy une forme linéaire continue sur X,. Alors
il existe une forme linéaire f continue sur X telle que fix, = fo et || f|| = |/ fo|-

On obtient le corollaire classique de séparation :

Corollaire A.1.2 ((Rudin, 1991), p.60) Soient X un espace vectoriel normé,
Xy un sous-espace vectoriel fermé de X et xy € X. Si g € Xy, alors il existe
f e X* telle que f(xo) =1 et f(z) =0, pour tout x € Xj.

Rappelons également un critere utile pour la continuité des formes linéaires :

Théoréeme A.1.3 ((Brezis, 1993)) Soit f une forme linéaire sur un espace
vectoriel normé X. Alors f est continue si et seulement si ker (f) := {z € X :
f(z) = 0} est fermé.

Nous allons maintenant donner un résultat qui précise le corollaire A.1.2.
Etant moins classique que les résultats précédents, nous allons en donner la
preuve.

Théoreme A.1.4 Soient X un espace vectoriel normé, X, un sous-espace vecto-
riel fermé de X et xy € X. Sixzg & Xo, alors il existe fo € X* telle que fo(zo) = 1,

fo(z) =0, pour tout z € Xy et || foll = m De plus, on a

[foll = mf{[[f[] : f € X7, fzo) =1, f(x) = 0,2 € Xo}.
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Pour prouver ce théoreme, le lemme suivant sera utile.

Lemme A.1.5 Soient X un espace vectoriel normé et f € X*, f # 0. Considérons
H T’hyperplan défini par H = {z € X : f(x) =1}. Alors

1
£l = Jist(0, H)’

Preuve : Pour z € H,on al= f(x)<| f]||z] et donc
<1 inf el = | st 0, H).

D’autre part, par définition de la norme d’une forme linéaire, il existe (x,,),>1 C X
telle que ||z,]| =1 (n=1, 2, ...) et lim, o | f(x,)] = || f]| > 0. Posons alors

yn:% (n=1,2,...).
Il est clair que y, € H et lim,,_, ||yn|| = %‘ Par conséquent,
dist(0, H) = mf |z <—
Hf I
|
Preuve du théoreme A.1.4 : Considérons X le sous-espace vectoriel de X

défini par
Xi={\xo+vy :ye Xy A€ K}

et lapplication f) définie sur X par
foQxo+y) =X (AeK, ye Xy).

Comme z & Xy, cette application est bien définie et linéaire. De plus, ker (f}) =
Xp est fermé. Le théoreme A.1.3 implique donc que f§ est continue sur X;. De
plus, le lemme A.1.5 montre aussi que

1

/ E—
HfOH - dlSt(O,H)’

on H={ze X, : fi(x) =1}. Comme H = {zo+y : y € Xo}, on adist(0, H) =
dist(xg, Xo). Le théoreme A.1.1 permet alors de prolonger f{ en une forme linéaire
fo continue sur X telle que || fo| = ||f5]l, ce qui prouve la premieére partie du
théoreme. Il reste a remarquer que si f € X*, f(xg) = 1et f(z) =0, x € Xy, on
a, pour tout x € Xy :

1= f(xo) = flzo — z)<[ f[lllwo — =],
d’ou
1nf |z — xo|| = dist(zo, Xo) =

L
HfH foll
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A.2 Quelques grands classiques d’analyse fonc-
tionnelle

Rappelons le théoreme classique de Banach-Steinhaus qui permet d’obtenir
une estimation uniforme sur les normes d’'une suite d’opérateurs a partir d’esti-
mations ponctuelles.

Théoréme A.2.1 ((Brezis, 1993), p.16) Soient F et F' deux espaces de Ba-
nach et (T;);e; une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires
et continus de E dans F'. On suppose que

sup ||T;(z)]| < o0, V€ E.
iel

Alors

sup || Tl z(z,r) < 00
iel

On a le corollaire suivant :

Corollaire A.2.2 Soient E et F deux espaces de Banach, (1,),>1 une suite
d’opérateurs linéaires et continus de E dans F, et Ey un sous espace dense dans
E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (Thx)ns1 converge, pour tout x € E.

(it) (Thx)nz1 converge, pour tout x € Ey et sup,,., |[|T,] < oo.
De plus, si (i) est correcte et si on pose Tx := lim, o, Thz, (r € E), alors
T e L(E,F) et |T||<liminf, o |70

Preuve :

(1) = (ii) : c’est exactement le théoreme A.2.1.

(it) = (i) : posons C' := sup,,»; ||T5| et considérons x € E. Nous allons montrer
que (7,2)n>1 est une suite de Cauchy. Fixons ¢ > 0. Comme FE; est dense dans
E, il existe z; € E tel que ||z — 21]| < 35. Remarquons alors que (75,21),>1 est
convergente. Il existe donc un entier N(e) tel que

Hﬂm—ﬂwﬂ<§(mm>N@)
On obtient donc
|\ Twx — Thx|| < ||Thx — Tnxr|| + || Thzr — Txa| + || Tonzr — T|
< | Talllle — 2] + Ty — T || + | Tl |2 — 4|

€ € €
< O—=+-+C—== > N(¢g)).
SC+3+ 50 = ¢ (n,m ()
Par conséquent, (7,2),>1 converge pour tout = € E. Il est alors facile de voir que si
on pose Tz := lim, o Tpz, (v € E),alorsT € L(E, F) et ||T||<liminf, . ||T,-
OJ

Le résultat suivant est diu & S. Banach :
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Théoréme A.2.3 ((Brezis, 1993), p.19) Soient E et F' deux espaces de Ba-
nach et soit T' un opérateur lindaire continu et bijectif de E sur F. Alors T~! est
continu de F sur E.

Rappelons également le théoreme de ’application ouverte :

Théoréme A.2.4 ((Brezis, 1993), p.18) Soit T une application linéaire conti-
nue entre deux espaces de Banach E et F'. Si T est surjective alors il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout y € F' il existe v € E tel que Tx = y et
[zI<Clyll.

Donnons également le théoreme du graphe fermé qui donne un critére souvent
tres utile pour vérifier la continuité d’une application linéaire.

Théoréeme A.2.5 ((Rudin, 1991), p.50) Soient T' une application linéaire entre
deux espaces de Banach E et F. Si le graphe de T' défini par G(T') := {(z,T(z)) :
x € E} est fermé dans E x F', alors 'application T' est continue.

A.3 Théoreme de dualité

Rappelons que si X désigne un espace de Banach, M un sous-espace de X et
N un sous espace de X*, on définit les annihilateurs de M et N respectivement
par
M+ ={2* € X* : 2*(x) =0, Vo € M},
et
IN={recX :a2*(z)=0,V2z" € N}

Le résultat suivant donne une description du dual d’un sous-espace fermé d'un
espace de Banach et une description du dual d'un espace quotient.

Théoréme A.3.1 ((Rudin, 1991), p.97) Soit M un sous-espace fermé d’un
espace de Banach X.

(a) Le théoréme de Hahn-Banach permet d’étendre toute forme linéaire

m* € M* en une forme linéaire x* € X*. Définissons
*\ . * 1
o(m*) :=z" 4+ M-~.

Alors, o définit un isomorphisme isométrique de M* sur X*/M*.

(b) Soit m : X — X/M la surjection canonique. Pour chaque y* € (X/M)*,
définissons

T(y*) == y'm.

Alors T définit un isomorphisme isométrique de (X/M)* sur M*.
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