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Chapitre 1

Opérateurs bornés sur les espaces
de Hilbert

1.1 Adjoint d’une application linéaire continue
entre espaces de Hilbert

On commence avec la notion d’adjoint; plusieurs des classes particulieres

d’opérateurs bornés seront définies a ’aide de cette notion.

Proposition 1.1.1 Soient E et F' des espaces de Hilbert et T € L(E, F). Alors

il existe un unique T* € L(F, E) tel que, pour tout x € E et touty € F, on ait :

(T(x),y) = (2, T"(y))-
On a de plus || T*|| = ||T.

Preuve : Pour tout y € F I'application z —— (T'(x),y) est linéaire et continue
(de norme inférieure a ||T]|||y|| d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’apres le
théoreme de représentation de Riesz, il existe donc un unique élément noté 7*(y)

tel que

(T'(x),y) = (2, T"(y))-
On vérifie facilement que pour tous y, z € F' et A scalaire, T*(y) + A\T™*(z) vérifie
la propriété qui définit 7*(y 4+ A\z). Par unicité, T*(y) + \T™*(z) = T*(y + \z), ce

qui prouve que T™ est linéaire.
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Par définition de la norme opérateur et en utilisant un corollaire d’Hahn-Banach,

on a
7%= sup [Tyl = sup [(z,T"y)|
yer|lyll<1 z€E,||z|<1
yeF[lyl<1
= sup [(Tz,y)|= sup [T =]T].
z€E,||7]|<1 €L, ||lz]|<1
yeR|lyll<1

Ainsi T* est continue et || 17| = ||T||.
U

Définition 1.1.2 Soient E et F' deux espaces de Hilbert etT € L(E, F). L'unique

application linéaire T* € L(F, E) telle que pour tous v € E,y € F on ait

(T'(x),y) = (z,T"(y))
est appelée l'adjoint de T'.

Regroupons dans la proposition suivante quelques proprié¢tés des adjoints.

Proposition 1.1.3 Soient E et I’ des espaces de Hilbert. L’application T —— T
est isométrique de L(E, F) dans L(F, E) ; elle est linéaire si les espaces sont réels
et antilinéaire si les espaces sont complexes. De plus, VT € L(E,F), (T*)* =T
et ||T*T|| = ||T||?. Enfin (T'S)* = S*T*.

Preuve : Par définition du produit scalaire et de 1’adjoint, pour tous z €

EyeF, T/, LIE,F)et A€ C,on a:

(z,(Tv + AT2)"(y)) = ((Ti + A\T2)(x),y)

= (Ti(2),y) + MIx(x), y)
(
(z,

. (T)"(y)) + (2. AT5 (y)
(T3 + AT3)(y)).

Ainsi T —— T est antilinéaire. Elle est isométrique d’apres la proposition 1.1.1.

Montrons que (7*)* = T'. Pour cela on montre que pour tous = € F et y € F', on
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a (T(a),y) = ((T")(x),y). On

(T(x),y) = (&, T"(y))
= (T*(y),x)
= (v, (T")(z))
= ((T7)(2),9)
Montrons que ||T*T|| = ||T||*>. Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur
est une norme d’algébre et donc, en particulier, ||T*T| < ||T||[|T*| = ||T]>.

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et
la définition de la norme opérateur, on obtient :

IT°T|| = sup [[T"T(x)]|

llzl|<1

= sup  [(T"T(x),y)|

l[=]|<1,[ly[[<1

> sup (T"T(z),z)]

[l=f|<1

= sup |[(T(z),T(x))|

[l=]|<1

= 7"

On a donc I'égalité ||T*T|| = ||T']|*. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T*, il suffit
de montrer que pour tous x € E et y € F on a ((T'S)*(z),y) = (S*T*(x),y). On

a, par défintion de I'adjoint,

(TS (x),y) = (&, (TS)(y))
= (T"(=),5(y))
= (57T (2),y).

Comme ceci est vrai pour tous vecteurs z,y, on a l'égalité (T'S)* = S*T™*.

Exemples d’opérateurs et calculs de leur adjoint
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1. Soit ‘H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormale
(hn)n- Soit @ = (@), une suite bornée de nombres complexes. On définit

A, sur ‘H par

Ve = (cn)n € 2(N), A, (Z cnhn) = Z anCphy,.

n>0 n>0

L’application linéaire A, est dite diagonale car elle admet une représentation
matricielle diagonale relativement a la base (hy,),, avec (), sur sa diago-
nale . On vérifie que A, est continue, de norme ||o||~. De plus A} = Ag,

ou @ est la suite des nombres conjugés de la suite a.

2. Soit H = L*(Q, u) et f € L>®(Q, p). Soit My définie par

On vérifie que M est linéaire, continue, de norme || f|| et M} = M.

3. Le shift (opérateur de décalage a droite) sur H = (*(N) ou H = (*(Z) est

I’application linéaire définie par
(S(x))n = x,_1 pour tout n € N ou n € Z,

avec la convention x_; = 0 lorsque n € N.
On vérifie que S est de norme 1. De plus S* est défini par (S*(y))n = Ynt1-
En fait S* = S~ sur (?(Z). Par contre S n’est pas inversible sur £*(N), il

est simplement inversible a droite avec S*S = Id.

Proposition 1.1.4 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(E, F).
Alors

F =ker(T*) @ (Im(T))” et E = ker(T) &+ (Im(T*))~,

ot (Im(T))~ et (Im(T*))~ désignent la fermeture (pour la norme) de Im(T) et

Im(T*) respectivement.
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Preuve : 1l suffit de prouver la premiere assertion, la seconde s’obtenant en

échangeant le role de T et T™. On a les équivalences suivantes :
yekerT" <= Ve € E,(T"(y),z) =0<= Ve € E,(y,T(x)) =0<=y L Im(T).

La continuité du produit scalaire (conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz),
implique que

yLIm(T) <=y LIm(T) .

Ainsi I'orthogonal de ker T est ’adhérence de 'image de T'.
OJ

Donnons également une propriété simple mais utile concernant les sous-espaces

invariants.

Proposition 1.1.5 Soient E un espace de Hilbert, G un sous-espace de E et soit

T € L(E). Alors TG C G si et seulement si T*G*+ C G+,

Preuve : Supposons d’abord que T'G' C G et montrons que T*G+ C G*. Soit
r € Getyc G Alors
(T"y,x) = (y,Tz) = 0,

car Tx € G. Ainsi T*y L x, pour tout = € G, ce qui montre que T*y € G*+.
Pour la réciproque, on peut appliquer le sens qu’on vient de démontrer a 7™
et G*.
O

1.2 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires,
positifs, autoadjoints

Définition 1.2.1 Soient E et I deux espaces de Hilbert. Lorsque E = F, L(E, F)
est noté L(E).

1. Un élément U € L(E, F) est appelé unitaire si U*U = Idg et UU* = Idp.
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. Un élément U € L(E,F) est appelé isométrique si |U(z)| = ||z|| pour

tout x € E.

. Un élément N € L(E) est appelé normal si NN* = N*N.
. Un élément S € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

. Un élément P € L(E) est appelé positif (notation : P > 0) si P est

autoadjoint et si pour tout x € E (P(z),z) > 0.

Remarque 1.2.2 On verra (voir Ezxercice 1.4.2) que dans le cas d’un es-
pace de Hilbert H compleze, un opérateur P € L(H) est positif si et seule-
ment si (Px,x) > 0, pour tout x € H. Autrement dit, la condition P auto-
adjoint dans la définition est superflue si on travaille avec un espace de
Hilbert complexe. Mais attention, cela n’est pas le cas si ['espace de Hilbert

est réel !

Exemples d’opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs,

autoadjoints

1. Soit H un espace de Hilbert et P € L(H) un projecteur orthogonal.

Notons F son image. Alors P est auto-adjoint. En effet, pour tous z, 2’ € F

cty,y € F*,
(P(x+y),2" +y) = (z,2') = (x +y, P& +¥)).

De plus (P(x +y),z +vy) = (z,2) = ||z]|> > 0 pour tous z € F et y € F*.
Ainsi P > 0.

. Les opérateurs diagonaux A, et My définis précédemment sont normaux.

En effet
ALAL = ANz = Ag = AzA, = ALA,,

olt B = (3,)n est la suite définie par 3, = |a,|*. D’autre part,

MMy = MyMg = Mg2 = MyM;.
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3. Le shift S sur £*(N) est isométrique, le shift S sur £*(Z) est unitaire.

4. Pour tout opérateur T' € L(E, F'), T*T € L(F) est hermitien car (T*7T)* =
T*(T*)* = T*T d’apres la proposition 1.1.3. De plus T*T" > 0 car, pour tout
r € E, (T"Tz,z) = ||Tz||*> > 0. En particulier A% > 0 dés que A = A*.

Proposition 1.2.3 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(E, F).

Sont équivalents :
1. T est isométrique.
2. T*T = ldg.
Sont équivalents :
1. T est unitaire.
2. T est surjective et T*T' = Ildg.

3. T est une isométrie surjective.

Preuve : Montrons la premiere équivalence. Supposons que 1" est isométrique.

Montrer que T*T' = Idg revient a montrer que pour tous z,y € F, on a
(I"T(z),y) = (z,y).
Rappelons I'identité de polarisation, a savoir,
1 . : . . . .

(u,v) = Z((u—i—v,u—i—@ —(u—v,u —v) +i{u+ v, u+w) — i{u — v, u — wv)),
pour un Hilbert complexe et

1

<U,’U> = Z(<U+U,U+U> - <U_U7U_U>)7

pour un Hilbert réel. En utilisant 1'une ou 'autre de ces identités et le fait que

|T(uw)|| = ||u]|, on en déduit :

<T*T($), y> = <$, y>
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Réciproquement, supposons que T*T = Idg. Ceci implique que pour tout x € E,
(T"T(x),z) = (r, ).
On en déduit immédiatement pour tout x € F,
IT ()| = (T(2), T(2)) = (z,z) = ||=||*,

ce qui prouve que 1" est bien isométrique.

Pour la preuve des trois autres équivalences, les implications 1. implique 2. et 2.
implique 3. sont évidentes. Pour montrer que 3. implique 1., on remarque qu’une
isométrie linéaire est injective et donc les hypotheses de 3. impliquent que 77!
existe. De plus, T" étant une isométrie, on a T*1T = Idgr. En composant a droite

par T, on obtient 7% = T~

Donnons un lemme élémentaire mais utile sur les opérateurs normaux.

Lemme 1.2.4 Soit T € L(E) un opérateur normal. Alors ker T’ = ker T*.

Preuve : Soit z € ker T'. Alors
|T*z||? = (T*x, T*x) = (TT*x,x) = (I"Tx,x) = 0,

en utilisant pour la troisieme égalité le fait que T' est normal donc TT* = T*T.
Ceci prouve donc que ker T C ker T*. Maintenant remarquons que si 7" est normal,
alors T™ est normal et en appliquant I'inclusion qu’on vient de démontrer a T,
on obtient ker T C ker T™* = kerT', car T** = T'. Finalement ker T" = ker T™.

U

1.3 Spectre des applications linéaires et conti-
nues

Soit H un espace de Hilbert complexe et soit T € L(H). On définit le spectre

de T comme 1’ensemble

o(T) :={X € C:T — A n’est pas inversible},
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'ensemble résolvant de T comme R(T) := C\ o(T') et enfin la résolvante de T

comme 'opérateur
RA\(T) := (T — XI), A€ R(T).
Nous allons tout d’abord établir la nature topologique du spectre.

Théoréme 1.3.1 Le spectre de tout opérateur T € L(H) est un compact non

vide de C.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons utiliser deux lemmes importants par

ailleurs.
Lemme 1.3.2 (Identité de la résolvante) Pour A\, \g € R(T), on a
RA(T) = B (T) = (A = Ao) RA(T) B, (T).

Preuve : En utilisant le fait que T'— Al et T'— Ao/ commutent, on a
(BA(T) — Rag(T))(T = MI)(T = \I) =Ra(T)(T = AI)(T = AoI) — R (T)(T — AoI)(T — AI)
=T — Xl — (T — \I)

En composant & droite par Ry(T)Ry,(T"), on obtient le résultat.
U

Lemme 1.3.3 Notons Inv(L(H)) 'ensemble des éléments inversibles de L(H).

(a) SiU € L(H) et ||U|| <1, alors on a I —U € Inv(L(H)) et

(I-u)yt=> un

n>0
(b) Inu(L(H)) est un ouvert de L(H).

(¢) L’application J : Inv(L(H)) — L(H), T(A) := A~t, est continue.
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Preuve : (a): comme ||U|| < 1, la série > U™ est normalement convergente
dans L£(H) qui est un espace de Banach donc elle converge dans L(H). De plus,

on vérifie facilement que

(I-0) (im) = (ﬁ:w) (I-U)=1-U*,

et donc par passage a la limite (comme ||[UNTY| < || UV — 0, N — +0), on

en déduit que

(I-0) (ZU”) = (ZU”) (I-U)=1,

n>0 n>0

ce qui achéve de prouver (a).

Pour démontrer (b), il suffit de remarquer que si A € Inv(L(H)), alors la
boule ouverte centrée en A et de rayon 1/||A~!|| est contenue dans Inv(L(H)).

En effet, si T € B(A,1/[|[A71|]), on a
T=A+(T-A)=AI+ANT-A)).

Remarquons alors que |[A™HT — A)|| < ||A7Y||T — A|| < 1. Donc d’apres (a),
onal+ A7 (T — A) inversible et comme Inv(£L(H)) est un groupe, on en déduit

que T est inversible.

Pour montrer (c), fixons A € Inv(L(H)) et soit € > 0 tel que ¢ < ||JA7Y.
Nous allons montrer que si B € L(H) est tel que |B]| < ¢/(2]][A7Y?), alors on
a||J(A) — TJ(A+ B)|| < e, ce qui assurera que J est continue. Tout d’abord
remarquons que A + B = (I + BA™)A et | BA7Y| < ||BJJJ|A7Y| < AT S
1/2 < 1. Donc en utilisant (a), on obtient que A+ B € Inv(L(H)) et

(A+B)'=A11+BA ) T=4""1 i(—l)"(BA‘l)”.
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D’ou
400
IT(A) = T(A+B)| =A™ = (A+B) M = A" = _(=1)"(BA™)")|
n=0
“+oo
=A™ (=1)H(BATY"|
n=1
—+o00 _
BA™|
< —1 —1|n — —1 ||
<14 IBAT " = 147 ey
Ly AT
<A
2 A=
<e.

O

Preuve du théoreme 1.3.1 : le spectre de T" est borné car si A € C vérifie
Al > ||T||, alors T' — A d est inversible d’apres le lemme 1.3.3. D’ou o(T") C
D(0, ][7T)-

Pour montrer que o(T") est fermé, considérons I'application f : C — L(H)
définie par f(\) = AMd — T. Alors f est continue et R(T) = f~ (Inv(L(H)).
Ainsi R(T) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Nous pouvons en conclure que o(7") est un compact de C.

Vérifions que o(7') est non vide. Pour cela nous allons utiliser la théorie
des fonctions analytiques a valeurs vectorielles (voir appendice). Considérons
g: R(T) — L(H) définie par G(\) = (T — AI)~'. Remarquons tout d’abord que
d’apres le lemme 1.3.3 (¢), la fonction ¢ est continue sur R(7). De plus, d’apres

le lemme 1.3.2, pour \g € R(T') et A proche de g, on a

9(A) = 9(Mo)

2 (09,

Donc par continuité de g, on obtient que

i 9 = g0)

= g(X\o)*.
A— Ao )\—)\0 g( 0)

Ainsi g est holomorphe sur R(T) et on a ¢'(\g) = g(A\g)*. Supposons maintenant
que o(T) = (. Autrement dit, cela implique que R(7T) = C. Ainsi g est une



18 CHAPITRE 1. OPERATEURS BORNES...

fonction entiere. Montrons que g est bornée. Pour cela remarquons que pour

|A] > |||, on a (toujours d’apres le lemme 1.3.3)

1 1 1
LM =T =AD" = 71 = 5T) 7 <
Al A Al =117l
Ainsi cela prouve que lim|y_4o g(A) = 0. Par conséquent g est bornée. Le

théoreme de Liouville pour les fonctions analytiques a valeurs vectorielles (voir
théoreme B.3.9) implique que g est constante. Comme g tend vers 0 en l'infini,

on en déduit que g = 0, ce qui est absurde!

U
Nous allons a présent établir le théoreme spectral suivant.
Théoreme 1.3.4 Soit T € L(H).
1. Si T est inversible, alors o(T™1) = {1/A: A€ a(T)}.
2. o(p(T)) = p(a(T)) pour tout polynome p € C[X].
Preuve : 1.Soit A € o(T™!). Comme T~ est inversible, nécessairement \ # 0.

Comme T~! — \Id est non inversible et comme T~ — \Id = \T! (%]d — T)fl,
I'opérateur (%Id — T)f1 est non inversible, i.e. % € o(T). On a donc montré que
o(T7Y) C o(T)™ := {1/X : X € o(T)}. En échangeant le role de T' et T~! on
obtient I'inclusion réciproque o(T)™' C o(T™1), ce qui acheve la preuve de la
premiere assertion.

2. Montrons tout d’abord que p(a(T)) C o(p(T)). Soit A € o(T"). Comme le
polynéme p(X)—p(\) s’annule en A, il existe un polynome ¢ tel que p(X)—p(\) =
(X — N)g(X), ce qui donne

p(T) = pM1d = (T — Md)q(T).

Si p(T) — p(N)Id était inversible, (T" — AId) serait aussi inversible, d’inverse
(p(T) — p(M\)Id)~q(T), ce qui est contraire aux hypotheéses. On obtient donc
que p(A) € a(p(T)), montrant que p(o(T")) C o(p(T)).
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Montrons ensuite que o(p(T")) C p(a(T)). Si p est constant, l'inclusion est tra-
vialement vérifiée. On suppose donc dans la suite que p n’est pas un polynoéme

constant. Soit A € (p(T)). On factorise dans C[X] le polynome p(X) — A sous

la forme :

p(X)—A=a(X —ay) - (X — ay),
ou les oy, i = 1,--- ,n désignent les racines de p(X) — A, et ou o # 0 car p
n’est pas constant. Si pour tout ¢ = 1,--- ,n Uopérateur T" — ;I d est inversible,

p(T) — M d est aussi inversible, ce qui est absurde. Par conséquent il existe un

indice i € {1, -+ ,n} tel que T'— «;Id est non inversible, i.e. o; € o(T"). On en
déduit que A = p(«y;) € p(a(T)), prouvant que o(p(T")) C p(a(T)).

O

Le dernier résultat que nous allons établir concerne le calcul explicite du

module du plus grand élément du spectre, appeleé le rayon spectral.

Théoréme 1.3.5 Soit T € L(H) et notons
p(T) == sup{|A| : A € o(T)}.
Alors o(T) C D(0,p(T)). De plus, on a aussi
(1) = sup{|A| : A € o(T)} = limn 77",

Preuve : Notons a := inf,s; |7"||*/". Soit A € o(T). D’aprés la seconde
assertion du Théoreme 1.3.4, \* € o(T™). Ainsi [A"| < ||T"||, ce qui implique
IA| < ||T™||*/™. Ainsi p(T) < a. De plus
o < liminf [|[77]|Y™ < limsup | 77|/
Il suffit donc de montrer que
limsup |7V < p(T).

Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et des séries

entieres. Notons (2 le disque ouvert centré en 0 et de rayon ﬁ, avec la convention
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2 = C si p(T) = 0. Considérons la fonction f : Q — L(H) définie par f(0) =0
et f(A) = (T - %Id)_l pour tout A € Q\ {0}. La fonction f est holomorphe
sur 2\ {0} et nous avons déja remarqué dans la preuve du Théoréme 1.3.1 que

limy_ o f(A) = 0. La fonction f est donc continue sur €2, ce qui implique que f

est en fait holomorphe sur €. De plus, si 0 < |A| < m, on a
FO) ==AMId—AT)™" = =) a7,
n>0
1
[k

) = =250 AT Soit R le rayon de convergence de la série entiere -, oo A" 1T

égalité qui reste trivialement vraie pour A = 0. Par conséquent, si || <

Comme f est holomorphe sur Q, R > dist(0,Q°) = ﬁ (voir théoreme B.3.7).

De plus, d’apres la formule d’Hadamard

1
— =1 "
7 = limsup |77

n—oo

Finalement lim sup,, .. ||7"(|*/™ < p(T), ce qui achéve la preuve du théoreme.

O

1.4 Exercices, compléments de cours

Exercice 1.4.1 (théoréeme de Hellinger-Toeplitz) Soit H un espace de Hil-

bert et T': H — H wune application linéaire.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire U : H — H telle que

(T'(x),y) = (x,U(y)),

pour tous (z,y) € Hx H. En déduire que T et U sont continues et U = T*.

2. On suppose maintenant que pour tous r,y € H :

(T'(x),y) = (2, T(y)).

Montrer que T est un opérateur autoadjoint.
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Exercice 1.4.2 Soit E un espace de Hilbert compleze et soit T € L(E).
1. Montrer que si pour tout x € FE on a (T'(x),z) € R, alors T est auto-adjoint.

2. En déduire que si P € L(FE), alors P est positif si et seulement si pour tout
x€FE ona (P(x),z)>0.

Exercice 1.4.3 Soit E un espace de Hilbert compleze et soit T € L(FE). Montrer
que T =0 si et seulement si (T'(z),z) = 0 pour tout x € E.

Montrer que ce résultat est faur sur un espace de Hilbert réel.

Exercice 1.4.4 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur autoad-
joint. Montrer que

1T} = sup [{T'(x), ).

Izl <1
Indication : considérer (T'(z +y),x +y) — (T'(xr —y),z —y).

Que peut-on en déduire (voir exercice 1.4.3) ¢

Exercice 1.4.5 Soit H un espace de Hilbert et soit T' € L(H). Montrer que les

assertions suitvantes sont équivalentes :
1. T est normal.
2. pour tous v,y € H, (T'(x), T(y)) = (T"(x), T*(y))-

3. pour tout x € W, |T(x)[| = [T ()]

Exercice 1.4.6 Soit (e,)n>0 la base orthonormale canonique de (*(N). Soit S

Uopérateur défini sur (*(N) par
S(en) = epy1, neN.

On appelle S le shift unilatéral.
1. Déterminer le spectre de S*.
2. Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.

3. Est-ce que S posséde des valeurs propres ¢
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Exercice 1.4.7 Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H) un opérateur

normal, c’est-a-dire vérifiant T*T = TT*.

1.

2.

Montrer que |T*"|| = ||T||*", pour tout n > 0.
En déduire que le rayon spectral de T est égal a ||T.
En déduire qu’il existe A € o(T) tel que |A| = ||T|.

Montrer que si le spectre de T est réduit a {0}, alors T est identiquement

nul.



Chapitre 2

Opérateurs compacts

2.1 Applications linéaires compactes

Si E est un espace vectoriel normé, on note Bg(0, ) la boule ouverte de centre
0 et de rayon r > 0 et Bg(0,7) la boule fermée. Dans le cas ot1 7 = 1, on note pour
simplifier By = Bg(0,1) et By = Bg(0,1). S'il n’'y a pas d’ambiguité possible,
on oubliera parfois de préciser que la boule que la boule est dans F, en notant

simplement B(0,7) ou B(0,r).

Définition 2.1.1 Soient E et F' deuzx espaces de Banach. Une application linéaire
continue T € L(E, F) est dite compacte si l'image T(Bg) est une partie rela-
tivement compacte de F. On note K(E, F') l'ensemble des applications linéaires

compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).

Commencons par une proposition simple mais utile.

Proposition 2.1.2 SoitT € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact.

(i) pour toute partie A bornée de E, I’ensemble T(A) est relativement compact

dans F.
Preuve : (ii) = (i) : on applique (ii) a A = Bp.

23
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(i) = (ii) : soit A une partie bornée quelconque de E. Par définition, il existe
donc r > 0 tel que A C Bg(0,r) = rBg. D’ot, avec la linéarité de T, on obtient
que

T(A) C T(rBg) = rT(Bg).

Comme T(Bg) est relativement compact, on vérifie alors facilement que rT(B)

est relativement compact et donc T'(A) est aussi relativement compact.

La proposition suivante décrit la structure de K(E, F').

Proposition 2.1.3 Soient E et F' deux espaces de Banach ; l’ensemble K(E, F')
est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F). Soient E, F et G des espaces de
Banach, S € L(E,F) etT € L(F,G); si S ouT est compacte alors T'S est
compacte. En particulier, IC(E) est un idéal bilatere de L(F).

Preuve : Il est clair que si T € C(E,F) et A € K, alors \T' € K(E, F).
Soient maintenant T; et Ty deux applications linéaires compactes de F dans F,
et considérons les ensembles A; = T1(Bg), Ay = To(Bg) et A = (T} + T3)(Bg);
il est clair que A est contenu dans A; + A;. Comme A; et Ay sont relativement
compacts, la proposition A.4.19 implique que A; + A, est relativement compact.
Donc A est aussi relativement compacte (en vertu du théoreme A.4.3). Ainsi
T, + T, € K(E,F). Ceci montre que K(E, F) est un sous-espace vectoriel de
L(E,F).

Supposons que 7" € L(E, F) soit adhérent a IC(E, F). Pour tout € > 0 donné,
on peut trouver un opérateur compact S € L(E, F) tel que ||T'— S|| < ¢; il en
résulte que tout point de T(Bg) est approché & e prés par un point du compact
K= @ Le corollaire A.4.17 implique alors que 1" est compact.

Montrons pour finir les propriétés de composition. Supposons S € L(E, F)

compacte. On a

T(S(Bg)) € T(S(Bp)).
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Par compacité de S et continuité de T', 'ensemble T'(S(Bg)) est compact et donc
T(S(Bg)) est relativement compacte, c’est-a-dire que T'S est compact.
Supposons maintenant que 7' € L(F, G) est compact et montrons que T'S est

aussi compact. On a

TS(Bg) C T(S(Bg)).

Comme S est continue, I'ensemble S(Bg) est borné et la proposition 2.1.2 en-

traine que T(S(Bg)) est relativement compact et donc T'S(Bj) est relativement

compact. Ainsi T'S est compact.

Remarque 2.1.4 [l est clair que tout opérateur T' de rang fini est compact :
en effet, l'ensemble T(Bg) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de
dimension finie. D’aprés le résultat précédent, si une suite (T,),, d’opérateurs de
rang fini dans L(E, F') converge vers T dans L(E, F'), alors T est compact. C’est

une méthode assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts.

Proposition 2.1.5 Soient E et F' deux espaces de Banach et T € IKC(E, F). Si
une suite (x,,), de points de E converge faiblement vers 0, alors la suite (T'(x,,))n

Converge en norme vers 0.

Preuve : Soit (x,), une suite qui converge faiblement vers 0. En utilisant
le théoreme de Banach-Steinhauss, on en déduit que la suite (z,), est borné
(voir théoreme A.2.4). Donc elle est contenue dans une boule Bg(0,7), r > 0.
D’apres la proposition 2.1.2, 'ensemble T(Bg(0,7)) est relativement compacte
dans F' donc contenu dans un compact K de F' (par exemple, on peut prendre
K = T(T(O,r))') D’apres le lemme A.4.6, la topologie faible o(F, F*) et la

topologie de la norme coincide sur K. Or d’apres le lemme A.5.8, 'application

T: (Bp(0,7),0(E, E*)) — (K,o(F, F*))
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est continue. Ainsi on en déduit que 'application
T:(Bp(0.r),0(E,E%) — (K] - ])

est continue. En particulier, comme (z,),, converge faiblement vers 0 dans By (0, r),

la suite (T'x,), converge vers 0 dans F' pour la topologie de la norme.

O

Théoréme 2.1.6 Soit E un espace de Banach. Pour T € L(F), les assertions

suivantes sont équivalentes
1. TeK(E);

2. T* € K(E").
Tout d’abord, rappelons que T est défini grace a la relation suivante :
(T*z*, x) = («*, Tx),
pour tout z* € E* et x € E. Ainsi

IT"2*|| = sup [(T"2", x)[ = sup [|[(z, Tz)l,
<1 llz<1

avec |(z*, Tz)| < ||a*|||Tz|| < ||l=*||||T||||=]. Ainsi, nous avons
72| < 1T ll="]],

ce qui prouve en particulier la continuité de 7™ comme application linéaire de E*
dans E*. De plus, on a ||T*|| < ||T|.

Preuve :  Supposons que T € IC(F) et montrons que T € IC(E*). Soit (y;:)n>1
une suite de la boule unité fermée de E*. D’apres le corollaire A.4.16, nous devons
montrer que (T*y?), possede une sous-suite convergente (pour la topologie de la
norme dans E*). D’apres le théoreme de Banach—Alaoglu et le théoreme A.4.12,

on sait que (y), possede une valeur d’adhérence y* € Bpg- pour la topologie
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faible*. Montrons que T*y* est une valeur d’adhérence de (T*y?),, pour la topo-
logie de la norme dans E*. Soit ¢ > 0. Comme T'(Bp) est relativement compact

donc précompact d’apres le théoreme A.4.16, il existe y1, ¥, ..., ym € F tels que

T(Bg) C | ) Be(yi c/6).

i=1

L’ensemble
V={pecE : |(y,o—y")|<e/6,i=1,2,...,n}

est un voisinage de y* pour la topologie faible*. Donc (par définition d’une valeur
d’adhérence), 'ensemble I := {n € N : y* € V} est infini. Soit maintenant
r € By quelconque. Alors il existe i € {1,2,...,m} tel que |Tx —y;|| < ¢. Donc

pour n € I, on a
(2, Ty, — Ty") | =[(Tx, y, — y")
<[Tz —yi,yp =y + [(¥i, yn — ")

<NTz = willllyn — vl + Ky, v — 97
9 9 9

D’ou
* ok * ok * %k * ok 8
Ty, — T*y"|| = sup|<x,Tyn—Ty>|§§<a

z€BE

Ainsi, 'ensemble {n € N : T*y* € Bp-(T*y*, &)} contient I donc est infini. Ceci
prouve bien que T*y* est une valeur d’adhérence de la suite (T%y}), pour la
topologie de la norme dans E*. Le lemme A.4.10 permet alors de conclure qu’il
existe une sous-suite (7*y; ) qui converge vers T™y*.

Réciproquement, supposons que 1™ soit compact. D’apres la premiere partie
de la preuve, on en déduit que T** : E** — FE** est compact. Plongeons F
isométriquement dans E** a 'aide de I'injection canonique

J: E — E* oil J(x): ¥ — K
r — J(x), e — J(@)(p) = (z,¢).
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On a alors T"* o J = J o T. D’ot, en utilisant que J est une isométrie,

I (T(Br)) = J(I(By)) = T+(JI (Br)) < T*(Bp-).

Comme T** est compact, 'ensemble T** (B g« ) est compact et donc J (T(EE)>

est compact (car fermé dans un compact). En utilisant encore une fois que J

est une isométrie, on en déduit que T(Bg) est un compact de E (voir proposi-
tion A.4.20), c’est-a-dire que T' € K(FE).

O

Dans le cadre hilbertien, on peut donner des caractérisations plus précises de

la compacité.

Théoréme 2.1.7 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H). Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) lopérateur T est adhérent (en norme d’opérateur) a l’espace des applica-

tions linéaires continues de rang fini;
(b) lopérateur T est compact de H dans H ;
(c) Uensemble T(By) est compact (en norme) dans H ;

(d) pour toute suite (x,,) de points de H convergeant faiblement vers 0, la suite

(T'(xn,))n converge en norme vers 0 ;

(e) pour tout systéme orthonormal (e,)n>0 dans H on lim, . ||T(e,)| = 0.

Preuve :

Nous allons raisonner selon le schéma suivant :

(a) = (b) = (¢) = (b), puis (b) = (d) = (e) = (a).

(a) = (b) : découle de remarque 2.1.4.

(b) = (c) : on sait déja que, par définition de la compacité d’un opérateur,
I'ensemble T'(By) est relativement compact dans . Il reste donc & montrer qu’il
est fermé. Soit donc (w,,), une suite de By telle que (T'z,,),, converge (en norme)

vers y € H. Il s’agit de montrer que y € T(By). Comme (z,), est bornée, il



2.1.  APPLICATIONS LINEAIRES COMPACTES 29

existe d’apres le corollaire A.6.10 une sous-suite (z,, ), faiblement convergente,
disons vers . De plus, le corollaire A.5.7 assure que By est faiblement fermée
donc x € By. D’apres la proposition 2.1.5, la suite (T'zy, ), converge en norme
vers Tz et par unicité de la limite, on en déduit alors que y = Tz € T(By).

(¢c) = (b) : est évident!

(b) = (d) : résulte de la proposition 2.1.5.

en)n converge faiblement vers 0. En effet, pour tout = € H, on a

)
(d) = (e) : il suffit de remarquer que si (e,), est un systeme orthonormal,
alors (

D M) < lz)* < oo,

et donc en particulier (x,e,) — 0, n — 400, pour tout x € H.

() = (a) : notons R(H) l'espace des applications linéaires (continues) de
rang fini. On raisonne par l’absurde en supposant que T n’est pas adhérent a
R(H). 1l existe alors un voisinage de T, disons B (T,2e) = {U € L(H) :
|U — T|| < 2}, qui ne rencontre pas R(H). Cela implique alors

|IR—T| > e, VR € R(H). (2.1)

On va construire par récurrence un systéme orthonormal (e, ),>o tel que ||Te,| >
e. En appliquant (2.1) avec R = 0, on obtient ||T’|| > e. Ainsi il existe ey € E,
lleo]] = 1 tel que ||[Teg|| > €. Supposons ey construit pour k& < n et soit P la
projection orthogonal sur le sous-espace F' de E engendré par {e; : k < n}. Alors
TP est un opérateur de rang fini donc avec (2.1), on a ||T'— TP|| > e. 1l existe

ainsi y, € E, ||y,|| = 1 tel que
IT(1dy — Pyyal| > <. 2.2

Or Idg — P est une projection orthogonale, donc de norme inférieure ou égale a

1, et donc on a |[({dg — P)yn|| < |lyn]| = 1. D’ont

IT(dp = Plynll > el|(Idg = P)yal|-
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Posons alors z, = (Idg — P)y, puis e, = Hj—z” (remarquons que z, # 0 d’apres

(2.2)). D’ou finalement

[T (Idg — P)yn||

Ten|l = ||zl HIT 20| = > €.
ITenll =zl Tz = St =

On a aussi |le,|| =1 et e, L e, k <mn, car e, € Im(Idg — P) = (Im P)* = F+.
Ainsi par récurrence, on construit un systeme orthonormal (e, ), tel que ||Te,| >

g, ce qui est en contradiction avec (e).

2.2 Théorie spectrale des opérateurs compacts

Cette théorie est pour 'essentiel la création du mathématicien hongrois F.
Riesz, aux alentours de 1910. Le théoreme de Riesz (qui affirme que si F est
un espace vectoriel normé, alors By est compacte si et seulement si E est de

dimension finie) est 1'un des points clés de cette théorie.

Lemme 2.2.1 Soit K € L(E) un opérateur compact et T' = Idg— K. Supposons
qu’il existe un sous-espace fermé I de E tel que T soit injectif de F' dans E.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que ||T(z)|| > c||z| pour tout x € F. En

particulier, limage T(F) est fermée.

Preuve : Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il n’existe pas de constante
¢ > 0 telle que ||[Tz|| > ¢||z||, x € F. On peut alors trouver une suite (z,)n>1
de vecteurs de F, de norme 1, telle que ||Tz,| — 0, n — +oo. Puisque K
est compact, il existe une sous-suite (z,, )r>1 telle que K(z,,) converge; mais
T(xp,) = xn, — K(x,,) tend vers 0, donc z,, converge vers un vecteur x €
E. Comme F' est fermé, nécessairement, x € F et de plus, ||z]| = 1. Donc en
particulier x #£ 0. Il reste alors a remarquer que par continuité de 7', on a

Ty = lim Tx,, =0,
k——+o0
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ce qui contredit I'injectivité de T sur F. Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle
que ||T'(z)|| > c||z|| pour tout x € F. Le fait que I'image T'(F') soit fermée résulte

d’arguments standards laissés en exercice au lecteur.

Proposition 2.2.2 Soit E un espace de Banach, K € L(FE) un opérateur com-
pact et T = Idg — K. Alors le noyau de T est de dimension finie et 'image T'(F)

est fermée.

Remarque 2.2.3 On remarquera, en utilisant la formule du binome et la pro-
priété d'idéal de K(F), que T" = (Idg — K)" est de la forme Idg — K,, , avec K,
compact, donc les images de T™ sont fermées pour tout n > 0 (et leurs noyauz

sont de dimension finie).

Preuve de la proposition 2.2.2 :  Notons E; = kerT = ker(I/dg — K). On
vérifie facilement que Bp, C K(Bg) et comme K est compact, on obtient que
Bp, est compact. Le théoreme de Riesz implique alors que E; est de dimension
finie. Le lemme A.3.5 implique alors qu’il existe un sous-espace fermé I’ de F tel
que E = ker(T) @ F. Alors T est injectif sur F' et le lemme 2.2.1 entraine que
T(E)=T(F) est fermée.

Lemme 2.2.4 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, avec F' fermé,
F C G et F # G. Pour tout € €]0,1], il existe un vecteur y € G tel que ||y|| =1
et dist(y, F') > 1 —e.

Preuve :  Par hypothese, il existe yo € G\ F. Puisque F est fermé et yo ¢ F,
on a ¢ := dist(yo, F)) > 0. Comme dist(yo, F)) < §/(1 — ¢), il existe zyg € F' tel
que ||zo — yol|| < §/(1 — €). Notons a = ||xg — yo|| et posons y = a~*(yo — o)

(remarquons que « # 0 car yo ¢ F'). Montrons que y convient. Tout d’abord,
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bien str, on a y € G et ||y|| = 1. D’autre part,
dist(y, F') =dist(a ' (yo — 2¢), F)
=a dist(yo — 20, F)
=adist(yo, F) (en utilisant que zo € F)
o

- _>1-¢
lzo — woll

ce qui acheve la preuve du lemme.

O

Lemme 2.2.5 Soit E un espace de Banach, K € L(E) un opérateur compact et

T = Idg — K. Alors on a les propriétés suivantes :

(a) 1l n’existe pas de chaine infinie (F,),>0 de sous-espaces vectoriels fermés

de E telle que, pour tout n > 0, on ait
Fn g Fn+1 et T(Fn_;,_l) C Fn

(b) Il n'existe pas de chaine infinie (F,)n,>0 de sous-espaces vectoriels fermés

de E telle que, pour tout n > 0, on ait
Fn+1 g Fn et T(Fn) C Fn—l—l-

Preuve : (a) raisonnons par l'absurde en supposant qu'’il existe une suite
(F)n>0 de sous-espaces vectoriels fermés de E telle que F,, C F,1 et TF,; C
F,. Fixons ¢ € (0,1). D’apres le lemme 2.2.4, pour tout n > 0, il existe un vecteur
Tnt1 € Foy tel que ||z,4q]|| = 1 et dist(zp41, Fn) > 1 — €. Puisque T(F,11) C
F,CF,et K=1dg—T,ona K(F,1) C F,y1. Soient alors k, ¢ deux entiers
tels que 0 < k < ¢; le vecteur T'(zy) est dans Fy_q et K(zy) € Fy C Fy_4, donc
T(xp) + K(xy) € Fy_y, donc

1K (xe) = K(ap)l| = llwe = (T(we) + K ()| = dist(ze, For) > 1 - .

Ainsi I'image K (Bg) contient une suite infinie de points dont les distances mu-

tuelles sont > 1 — ¢, ce qui contredit la compacité de K.
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Le (b) se prouve de fagon analogue.

O

Corollaire 2.2.6 Soit E un espace de Banach, K € L(E) un opérateur compact
et T'= Idg — K. La suite croissante des noyauzr (ker(T™)),>o est stationnaire.

La suite décroissante des images (Im(T™)),>0 est stationnaire.

Remarque 2.2.7 Supposons qu’il existe kg € N tel que ker(T*) = ker(T*o+1),
Alors on vérifie facilement par récurrence que, pour tout k > ko, on a ker(T*) =
ker(TH) et donc la suite des noyauz (ker(T™)),>o est stationnaire.

De méme, supposons qu’il existe kg € N tel que Im(T*) = Im(T**1). Alors on
vérifie facilement par récurrence que, pour tout k > ko, on a Im(T*) = Im(T*0)

et donc la suite des images (Im(T")),>0 est stationnaire.

Preuve du corollaire 2.2.6 :  Posons F,, = ker(7T™). On vérifie facilement que
F, est fermé, F,, C F,.1 et T(F,41) C F, pour tout n > 0. Si la suite n’était
pas stationnaire, alors d’apres la remarque 2.2.7, on aurait aussi F,, # F,,, pour
tout » > 0. Ainsi on obtiendrait une contradiction avec le (a) du lemme 2.2.5.
Pour le cas des images, le raisonnement est analogue en appliquant cette fois ci
le (b) du lemme 2.2.5.

[l

Remarque 2.2.8 Nous verrons plus tard que le plus petit entier ng a partir du-

quel les suites (ker(T™))n>0 et (Im(T™))n>0 deviennent stationnaires est le méme.

Corollaire 2.2.9 Soit E un espace de Banach, K € L(E) un opérateur compact

etT'=1dg — K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est injectif.
(ii) T est surjectif.

Preuve: (i) = (ii) : on raisonne par I’absurde en supposant que 7" est injectif

et non surjectif. Montrons par récurrence que nécessairement Im(7"*!) C Im(7™"),
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pour tout n > 0. Pour n =0, on a
Im(T) C E=1Im(Ildg) = Irn(TO).

Supposons que Im(7*%*1) C Im(7T*), pour un certain k& > 0. Soit alors y € Im(T*)\
Im(T*). Posons z := Ty. Comme y € Im(T") il existe z € E tel que y = T"z.
Don 2z = Ty = Tz € Im(T**). D’autre part, z ¢ Im(7T%2); en effet sinon
il existerait z; € E tel que z = T2z, = Ty et en utilisant I'injectivité de T,
on aurait y = T*z; € Im(T*), ce qui est absurde. D’ou 2z € Im(T*1) \
Im(T**2). En particulier, on obtient que Im(7**2) C Im(T**!). Par conséquent,
par récurrence, on en déduit que pour tout n > 0, on a Im(7"!) C Tm(7T™), ce
qui contredit le corollaire 2.2.6.

(i) = (ii) : raisonnons par l’absurde en supposant que l'opérateur T est
surjectif et non injectif. Montrons alors par récurrence que ker(7T") C ker(T"1),
pour tout n > 0. Pour n = 0, la propriété découle de la non injectivité de T
Supposons alors que ker(T*) C ker(T**1), pour un certain k > 0. Soit alors x €
ker (T%T1)\ ker(T%). Comme T est surjectif, il existe 7; € E tel que z = T'z;. Alors
T2y =TH 2 =0 et TF 1z = TFx #£ 0. Ainsi 2, € ker(T%2) \ ker(T*1). On
a donc par récurrence ker(T™) C ker(7T™"1), pour tout n > 0 et ceci contredit une
nouvelle fois le corollaire 2.2.6.

O

Définition 2.2.10 Soit E un espace de Banach et T' € L(FE). On dit que T est

un opérateur de Fredholm si les 3 conditions suivantes sont satisfaites :
(a) Uimage de T est fermée;
(b) le noyau de T est de dimension finie;
(c) limage de T est de codimension finie.
On note alors
Ind(7T') := dim (ker T") — codim (Im T")

et le nombre entier Ind(T") s’appelle l'indice de T
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Théoréme 2.2.11 (Alternative de Fredholm) Soient E un espace de Ba-
nach, K € L(E) un opérateur compact et T = Idg— K. Alors T est un opérateur
de Fredolm et Ind(T") = 0.

Preuve : D’apres la proposition 2.2.2, ker(T") est de dimension finie et Im(7")
fermée. Il reste donc a montrer que Im(7) est de codimension finie, égale a
dim (ker T"). On va procéder par récurrence sur la dimension de ker 7.

Sidim (ker T') = 0, alors T" est surjectif d’apres le corollaire 2.2.9 et donc £/ Im(7T') =
{0}, ce qui implique que codim (Im7") = dim (ker7). Soit maintenant n =
dim (ker T') > 0 et supposons que codim (Im7”) = dim (ker 7”) pour tout opérateur
T' = Idgp — K', K’ compact et dim (ker7") < n — 1. Comme dim (ker7") > 0,
le corollaire 2.2.9 implique que T n’est pas surjectif, c’est-a-dire qu’il existe
yo € E\ Im(T). D’apres le lemme A.3.5, il existe un sous-espace fermé FE; de
E tel que E = ker T'@® E;. Considérons une base {z1,z,...,x,} de ker T (rappe-
lons que dim (ker 7") = n) et définissons 'application 7" : E = kerT & £} — E

par

T’ (Z i + y) = Myo + Ty, (N eK, yeE).

i=1
Il est facile de voir que T” est linéaire. Montrons que ker 77 = Vect (23, x3, ..., Ty,).
L’inclusion

Vect (22,23, ...,2,) C ker T"

est évidente par définition. Réciproquement si z = Y " | \jz; +y € ker T" (avec
y € E1) alors on a Aiyo + Ty = 0. Si Ay # 0 alors yg = —A\{'Ty € Im T, ce qui
est absurde. Donc A; =0 et donc Ty = 0. D’out y € ker T'N E; = {0}. Ainsi

n
x = Z)\ixi € Vect (zg,x3,...,%y),

i=2
ce qui prouve l'autre inclusion et donc ker 77 = Vect (x9,x3,...,2,). Ainsi en
particulier on a dim (ker7”) = n — 1. Montrons que 7" = Id — K’ avec K’

compact. Remarquons que 'opérateur R :=T" — T est de rang 1; en effet, pour
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tout x € E, on a
(T" = T)x = Mo,

d’ou Im(R) = Kyp. Ainsi 7' =T+ R =Idg—K+R = Idg— K’ avec K' = K —R.
Or K’ € L(F) et K" est compact d’apres la proposition 2.1.3. On peut donc ap-
pliquer ’hypothese de récurrence a 7" et en déduire que codim (Im7”) est finie
et codim (Im7”) = dim(ker7’) = n — 1. Or Im7" = Ky @ ImT. En utili-
sant le lemme A.3.9, on en déduit que codim (Im7T') est finie et codim (Im7T") =
codim (Im7") +1=n—141=n = dim (ker T"). Ceci acheve de prouver que T
est un opérateur de Fredholm d’indice nul.

O

Remarque 2.2.12 Dans la remarque 2.2.8, nous avions affirmé (sans le démontrer)
que Uentier ng, a partir duquel les suites (ker(T™))n>o et (Im(T™)),>0 deviennent
stationnaires, est le méme. Ceci découle du théoréeme 2.2.11. En effet, comme
T" = (Idg — K)" = Idg — K,, avec K,, compact, n > 1, le théoréme 2.2.11
implique que

codim (Im7™") = dim (ker T™), (n > 0).
Ainsi avec un petit argument de dimension, on voit que Im(T™) = Im(T™*1) si

et seulement si ker(T™) = ker(T™T!).

Théoréme 2.2.13 Soient E un espace de Banach et K € K(E) un opérateur

compact. On a lalternative suivante :

(a) soit o(K) est fini.

(b) soit o(K)={0} U{\,:n >0}, \, #0 et \, = 0, n — +o0.
De plus, si A € o(K) \ {0}, alors X est une valeur propre de K de multiplicité
finie.

Preuve : Remarquons tout d’abord que si A # 0 est une valeur propre de K

alors sa multiplicité est finie. En effet,

ker(K — Mdg) = ker(A\'K — Idg)
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et comme A\~'K est compact, on peut appliquer la proposition 2.2.2 qui implique
que le noyau de A\™'K — Idg est de dimension finie.
Montrons maintenant que si A € o(K) \ {0} alors A est une valeur propre de K
qui, de plus, est isolée dans le spectre de K. Quitte & remplacer K par A"'K, on
peut supposer que A = 1. Posons T' = Idr — K. Supposons que 1 n’est pas valeur
propre de K. Alors T est injectif et d’apres le corollaire 2.2.9, T est finalement
bijectif. Autrement dit 1 ¢ o(K), ce qui est absurde. Cela montre donc que 1
est valeur propre de K. Il reste a montrer qu’elle est isolée dans le spectre de K.
Pour cela, nous allons montrer le fait suivant :
Fait 1 :si 1 € o(K) alors il existe kg > 1 tel que E = ker T & Im T*o.
Remarquons que T" = (Idp — K)" = Idg — K,, avec K,, compact, n > 1.

Donc le théoreme 2.2.11 implique que
codim (Im7™) = dim (ker 7™), (n > 0).

De plus, d’apres le corollaire 2.2.6, la suite (ker(7™)),>o est stationnaire. Soit kg

le plus petit entier tel que pour tout & > kg, on a
ker T% = ker T*. (2.3)

On a ky > 1 car ker T° = ker Idg = {0} et ker T' = ker(Idg — K) # {0} car 1 est

valeur propre de K. On vérifie facilement que I’équation (2.3) implique

ker TN Im T = {0}, (2.4)
(car sinon ker T C ker T**1) et aussi

ker 7% N Im T* = {0}, (2.5)

(car sinon ker T C ker T?0). L’égalité codim (Im 7% ) = dim (ker T*) et (2.5)

impliquent avec le lemme A.3.10 que

E=kerTF @ ImT",
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ce qui achéve la preuve du fait 1. Remarquons de plus que T'(ker T%) C ker T
et T(ImT*) C ImT*. Notons alors Ty := T}y ko €t Ty := T}y 7. Alors bien
sir, on a Ty € L(ker T™) et Ty € L(Im T*).

Fait 2 : il existe § > 0 tel que pour tout nombre A € K, |\| < ¢, Uopérateur
Ty, — M d est un isomorphisme sur Im 7%,

Nous allons montrer que 75 est un isomorphisme. Remarquons que 75, est
injective d’apres (2.4). On peut alors appliquer le corollaire 2.2.9 4 75 et on en
déduit que Ty est un isomorphisme de Im 7 sur Im 7% . Comme Inv (£(Im T*0))
est un ouvert, il existe 6 > 0 tel que pour tout nombre A € K, [\| < §, T — A\Id
reste un isomorphisme sur Im 7%, Ceci prouve le fait 2.

Fait 3 : pour tout A # 0, Uopérateur T} — A d est un isomorphisme sur ker T*0.

Vérifions d’abord que si A # 0, alors l'opérateur T} — Al d est injectif. Soit
x € ker(Ty — Md). Alors x € kerT* et Tz = A\r. Nous allons montrer par
récurrence descendante que pour tout 0 < j < ko, Tjz = 0. Pour j = ko, la
propriété est vérifiée car x € ker T*. Supposons que pour 1 < j < kg alors
Tiz = 0. Alors en utilisant que Tx = Az, on a T '(\z) = Tz = 0. D'ou
Ti7 1z = 0 car A # 0. Ainsi on obtient que x = 0. L’opérateur 77 — M\ d est donc
injectif et finalement un isomorphisme car dim (ker T%) < +oo. Ceci acheéve la
preuve du fait 3.

En utilisant les faits 2 et 3, on en déduit donc que 'opérateur
T — Mdg = (Ty = Mdjyer0) © (T2 — M d) 110 )

est un isomorphisme pour tout A\ # 0 assez petit. Ainsi 0 est un point isolé de
o(T), c’est-a-dire que 1 est un point isolé de o(K). On a donc prouvé que pour
tout A € o(K) \ {0}, A est un point isolé du spectre de K. Autrement dit, si
0 <r < R, V'ensemble {z € o(K) : r < |z| < R} est fini. Donc si ¢(K) est infini,
alors ceci permet de ranger les valeurs de o(K) en une suite (\,), qui tend vers

0 (car le spectre de K est fermé).
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Pour T' € L(E), on notera 0,(7) 'ensemble (éventuellement vide) des valeurs

propres de T'.

Théoréme 2.2.14 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur com-

pact et normal. Alors

L
H = @ ker(T' — M dy).

Aeop(T)

En particulier, H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T'.

Preuve : Pour A € 0,(7T), notons Ey = ker(T'— Al dy). D’apres le lemme 1.2.4,
on a

ker(T — M dy) = ker(T* — Mdy),

(car si T est normal, 7' — Al dy est aussi normal). Montrons que Ey L E,, pour

tout A\, € 0,(T'), A # p. Soit x € Ey, y € E,,. Alors

Mz, y) = (T(z),y) = (x, T"y) = pu(z,y)

ou la derniere égalité provient du fait que y € E,, = ker(T™ — jild3). On en déduit
donc que

(A = w){z, y) =0,
soit comme A # p, on obtient (z,y) = 0. Ceci prouve donc que E, L E, et les

sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux. Maintenant notons
L
Fi= B ker(T - Ady),
Aeop(T)
et montrons que F' = H. Raisonnons par I’absurde, en supposant que F+ # {0}.

Remarquons que, pour tout A € 0,(T), on a TE\ C E) et T*E, C E). D’ou
TF C F et T"F C F. La proposition 1.1.5 implique alors que

T*F-c F+ et TF+cF* (2.6)

Considérons Ty := Tjp.. En utilisant (2.6), on vérifie que 71 est un opérateur

normal et compact. Donc en utilisant ’exercice 1.4.7, on en déduit qu’il existe
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w1 € o(Ty) tel que |py| = ||T1]]. Supposons u; = 0; alors dans ce cas, cela signifie
que Ty = 0, soit encore que F+ € kerT. Mais ceci est absurde car kerT C F.
Ainsi 1 # 0. On sait alors d’apres le théoreme 2.2.13 que p; est une valeur
propre de T). Autrement dit, il existe z € F*, x # 0 tel que Tix = 2z, soit
encore T'x = pyx. Donc x est aussi un vecteur propre de T' et donc = € F'. Ceci
est absurde. On en conclut donc que F' = H. Pour obtenir une base orthonormée
de H formée de vecteurs propres de 7', on rassemble des bases orthonormées de
chaque espace E) , A # 0, qui sont des bases finies, et §’il y a lieu, une base

orthonormée du noyau Ej.

2.3 Exercices

2.3.1 Premiers exemples d’opérateurs compacts : shifts
pondérés, opérateurs intégraux et opérateur de Vol-
terra

Exercice 2.3.1 Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et
so0it (en)n>1 une base hilbertienne de H. Soit (\,)n>1 une suite bornée de nombres
complexes et soit T' € L(H) tel que T(e,) = A\pen. Montrer que T' est compact si

et seulement st lim,,_,oo A, = 0.

Exercice 2.3.2 Soit H un espace de Banach et T' une application linéaire conti-
nue compacte de H dans H. Montrer que si ['image de T est fermée, alors elle

est de dimension finie.

Exercice 2.3.3 Soit E = C([a,b],R) ou E = C([a,b],C) muni de la norme du
supremum : || f|| = sup,ejo [f(2)]. On définit T sur E par
b
Tef(e) = [ Klo)iwi

ot K : [a,b] X [a,b] — R est une fonction continue. L’opérateur Ty est appelé

opérateur intégral.
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1. Montrer que Tk est une application linéaire et continue de E dans E.

2. En utilisant le théoréme d’Ascoli, montrer que Tk est compacte.

Exercice 2.3.4 Soit H ['espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1],

noté C([0,1]), muni de la norme infini. On définit V' sur H par

Vi) = / " ptydt.

L’opérateur V est appelé ’opérateur de Volterra
1. Montrer que V' est une application linéaire et continue de H dans H.
2. A Uaide du théoreme d’Ascoli, montrer que V' est un opérateur compact.
3. Montrer que V' n’a pas de valeur propre.

4. Montrer que le rayon spectral de V' est 0. On dit que V' est quasinilpotent.

2.3.2 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e;,),>0 une base hilbertienne de

H. Par définition on dit que T" € L(H) est un opérateur de Hilbert—Schmidt si

1715 =) IT(es)]|* < 0.

n>0

Exercice 2.3.5 On notera par Co(H) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
1. Montrer que Y-, o | T(e:)||” est indépendant du choix de la base hilbertienne
(€n)nzo-
2. Montrer que Co(H) est un espace vectoriel normé complet muni pour la

norme || - |2
3. Montrer que Co(H) est composé d’opérateurs compacts.
4. Montrer que Co(H) est un idéal bilatére de L(H).

5. Soit K € L*([0,1],[0,1]) et soit T défini sur L*([0,1]) par

Tf(z) = / K (2, 9)f (y)dy.

Montrer que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
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2.3.3 Décomposition des opérateurs compacts

Exercice 2.3.6 Soit A un intervalle de R non réduit a un point et K une fonc-
tion complexe de carré intégrable sur A x A telle que K (t,t') = K(t',t) pour tout
t,t' e A.

1. Soit vi 'endomorphisme de L*(A) défini par
(vre f)(t /Ktt (t' € A).
Montrer que le spectre de vk se compose de 0 et d’une suite de valeurs

propres réelles de multiplicités finies.

2. Soit (A1, Mg, ...) la suite des valeurs propres non nulles de vy, chacune

écrite un nombre de fois é€gal a sa multiplicité. Montrer que l'on a :

ZAi://\K(t,t’)|2dtdt’<oo.
- AJa

3. Montrer que L*(A) est la somme directe hilbertienne des sous-espaces propres

de vi correspondant aux différentes valeurs propres.

4. Choisissons un systéeme orthormal (), dans L*(A) tel que vipn, = Apon
pour tout n. Pour tout f € L*(A), posons

- / F()pn(Dydt
A

UKf = Z )\ncnspna

Montrer que l'on a :

la série convergeant normiquement dans L*(A).

5. Soit X un nombre complexe non nul distinct de tous les \,. Soit g € L*(A)
et posons dy, = [ g(t)on(t)dt. Montrer qu’il existe h € L*(A) et une seule
fonction h € L*(A) telle que

/Ktt t)dt — Ah(t') = g(t')
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presque partout dans A, et h est donné par la série

1 A
h= M g
)\ng;A()\n—)\) 4

convergeant normiquement dans L*(A).

6. Soit Yum la fonction définie sur A X A par

Pt 1) = on(t)om(t').
Montrer que
K = Z )\ngonna
la série convergeant normiquement dans L*(A x A).

7. On suppose maintenant que A est compact et K continue sur A x A. Mon-
trer que pour tout f € L*(A) la fonction vk f est continue. En déduire que
les fonctions propres de vk correspondant a une valeur propre non nulles

sont continues.

8. Montrer que pour f € L*(A) la série
UKf = Z )‘ncnfn

converge uniformément et absolument (en se plagant dans les hypothéses de

la question précédente.

9. On reprend les notations et les hypotheses de 7. et 8. Montrer que pour

toute fonction g continue sur A, l'unique h € L?(A) telle que, pour tout
A #£0,
/ K(t,t")h(t)dt — Ah(t") = g(t')
A

presque partout dans A, posseéde un représentant continu. Montrer que

1 A
h= M g
)\ng;A()\n—)\) ?

ot cette série converge uniformément et absolument.
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Chapitre 3

Algebres de Banach

3.1 Introduction

Définition 3.1.1 Soit A une algébre sur C équipée d’une norme ||-||. On dit que

A est une algébre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) A est un C-espace de Banach (i.e. un C-espace vectoriel normé, complet)
(ii) pour tous x,y € A, on a

lzyll < llzllllyll-

St de plus, il existe un élément e € A tel que
re=er=x (ze€A) et |el|=1,

alors, on dit que A est une algébre de Banach unitaire. L’élément e s’appelle
I’élément unité de ’algébre A.
Enfin, nous dirons qu’une algeébre A est commutative si xy = yx pour tous

x,y € A

Remarque 3.1.2 o [l existe au plus un élément unité e.

e (Concernant l’existence d’un élément unité, notons qu’on peut toujours “plon-
ger” isométriquement une algebre de Banach quelconque dans une algébre

de Banach unitaire. En effet, si A est une algébre de Banach (sans unité),

45
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alors on pose A* = A x C, muni de sa structure d’espace vectoriel produit

cartésien et on définit la multiplication sur A* par

(z, @) (y, B) = (ay + Bz + zy, af).
La norme sur A* est elle définie par
1z, )| == ]| + |al.
Alors on vérifie (exercice 5.8.5) que A* est une algébre de Banach unitaire

et A se plonge isométriquement dans A*.

e La condition (ii) dans la définition 3.1.1 fait de la multiplication une opération
continue de A x A dans A. Ceci signifie que si x,, — x et y, — y, alors

TnYn — XY, ce qui découle de [’égalité
TnYn — Y = (Tn — T)Yn + (Y — Y)-
En particulier, la multiplication a gauche et a droite est continue :
Ty — Y et xY, — TY (3.1)
St Ty — T €Y, — Y.

Comme on le verra dans l'exercice 3.8.1, la condition (ii) peut étre remplacée
par la condition (3.1) (apparemment plus faible) et la condition de normalisation
de I’élément unité peut étre omise sans élargir la classe des algebres considérées.

Donnons maintenant quelques premiers exemples classiques d’algebres de Ba-

nach.

Exemple 3.1.3 (a) Soit X un ensemple quelconque ; 'ensemble B(X) des fonc-
tions bornées de X dans C, équipé des opérations usuelles et de la norme
du “Sup”

[flloe := sup [f(x)],
zeX
est une algebre de Banach unitaire, commutative. (Notons que cette algébre

est, pour X = N, lalgébre (> des suites bornées de nombres complezes).



3.1. INTRODUCTION 47

(b)

Si X un espace topologique compact, l’ensemble C(X) des fonctions conti-
nues de X dans C, muni de la norme du sup, est une algébre de Banach

unitaire et commutative. En fait, c’est une sous-algébre fermée de B(X) !

Si E est un C-espace de Banach, l'ensemble L(E) des applications linéaires
et bornées de E dans lui-méme est une algebre de Banach unitaire, pour la
“norme opérateur”

[T := sup [|Tx]].

z€E, ||z||<1

Cette algébre est non commutative dés que dim E > 1.

Toute sous-algébre fermée de L(F) et contenant l'opérateur identité est une
algébre de Banach unitaire. En fait, on peut montrer que toute algébre de
Banach unitaire est isomorphe a une sous-algébre fermée de L(E), conte-

nant lidentité (voir exercice 3.8.1).

Soit Q un domaine (i.e. un ouvert connexe) borné du plan compleze. L’algébre
H>(Q), constitué des fonctions holomorphes et bornées sur ), est une

algebre de Banach unitaire et commutative pour la norme du sup.

Soit K un sous-ensemble compact non vide de C et A(K) l’algébre de toutes
les fonctions f continues sur K et holomorphes a l'intérieur de K. Alors
A(K) est une sous-algébre fermée de C'(K) munie de la norme du sup. C’est
donc une algébre de Banach. Lorsque K = D est le disque unité fermé de

C, on appelle A(D) lalgebre du disque.

Remarque 3.1.4 La théorie des algébres de Banach fait intervenir en méme

temps des propriétés algébriques et des propriétés topologiques et comme nous al-

lons le voir dans ce cours, un va et vient constant entre ces deux types de proprieté

permet d’obtenir trés simplement des résultats parfois surprenants. Il existe aussi

d’étroites relations entre les algébres de Banach et les fonctions holomorphes : la

démonstration la plus facile du fait fondamental que le spectre d’un élément d’une

algebre de Banach n’est jamais vide repose sur le théoréme de Liouville et la for-
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mule du rayon spectral découle naturellement de théorémes sur les développements
en série entieres pour les fonctions holomorphes. C’est la une des raisons pour
restreindre notre attention aux algébres de Banach complexes. Une autre raison
est que C admet une involution naturelle, a savoir la conjugaison complexe, et
que beaucoup de propriétés importantes des algebres de Banach dépendent de la
présence d’une tnvolution.

La théorie des algébres de Banach réelles (dont nous ne donnons pas la

définition qui est évidente) n'est pas aussi satisfaisante et riche.

3.2 Inversibilité et spectre.
Nous commengons par introduire la premiere notion algébrique fondamentale.

Définition 3.2.1 Soit A une algébre de Banach unitaire. Un élément ©x € A
est dit inversible s’il admet un inverse dans A, c’est-a-dire s’il existe un élément

7t € A tel que

ot e est l’élément unité de A.
On notera Inv(A) l'ensemble des éléments inversibles de A.
I1 est facile de voir que :
e si z € A admet un inverse, il est nécessairement unique.
e Tnu(A) est un groupe (pour la multiplication).

Nous allons donner un lemme élémentaire sur les éléments inversibles qui sera
crucial dans toute la suite. Ce lemme montre comment cette notion algébrique se

mélange avec la topologie.

Lemme 3.2.2 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A tel que ||z| < 1.
Alors

(a) e —x € Inv(A),
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(0) e —2)t —e—af <2

Preuve : Comme ||z"] < ||z||" et ||z]] < 1, la suite (s,)n>0, définie par

Spi=e+ T+ 4+,
forme une suite de Cauchy dans A. Puisque A est complete, il existe s € A tel
que s, — s. Un calcul immédiat montre que

+1

sple—x)=e—a""" = (e —1x)s,,

et comme z" — 0, on obtient par continuité de la multiplication que
sfe—x)=e=(e—1x)s.

En d’autre terme, e — x est inversible et son inverse est

(e—xz)'=s= Zx”, (3.2)

ce qui démontre (a). Pour prouver (b), on écrit, d’apres (3.2), que

oo
(e—x)_l—e—x:Zm”
n=2

et done
=]

(o0}
le—a) " —e—af <3l = L1
2 I el

O

Corollaire 3.2.3 Soit A une algébre de Banach unitaire, x € Inv(A), h € A,
et ||hl| < 1|zt Alors x4+ h € Inu(A) et

Iz +h)™" = 2™+ a7 ha | < 2l PR (3.3)

Preuve : Ecrivons z + h = z(e 4+ 27'h). Or [lz7 Al < [lz M| < 5 < 1et
donc le lemme 3.2.2 implique que e + 27 'h € Znv(A). Comme Znv(A) est un
groupe, on en déduit que = + h € Znv(A). De plus,

(z+h) =z a2 thaT =(e+ a7 h) e T 4 T ha !

=((e+a'h) ' —e+a " h) a7,
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et le lemme 3.2.2 (b) implique que

I(x+h) "=zt +atha™| <||(e+ a7 h) ™ —e+ a7 h|||z7Y
[Emals

<=0 gz Y.

Comme ||z~ 'hl| < 1, on en déduit I'inégalité (3.3).

O

Corollaire 3.2.4 Soit A une algébre de Banach unitaire. Alors Inv(A) est un
sous-ensemble ouvert de A et l'application o : x —— x~ % est un C®-difféormorphisme
de Inv(A) sur lui-méme. De plus, sa différentielle au point v € Inv(A) est
donnée par

dyp(h) = —x tha™t.

Preuve : D’apres le corollaire 3.2.3, si x € Znwv(A), alors la boule ouverte
de centre z et de rayon 3|lz7!||! est contenue dans Znuv(A). Ceci prouve que
Inv(A) est ouvert.

Remarquons de plus que si © € Znv(A) et si h € A, ||| < =77,

I'inégalité (3.3) s’écrit
p(x+h) = @(x) + La(h) + o([|A]]),

avec Ly(h) = —x~'hz~'. 1l est clair que L, est une forme linéaire, continue sur
A, avec ||L,|| < ||#7Y|?. Par conséquent, ¢ est différentiable et sa différentielle
est dppp = L.

Définissons maintenant © : A x A — L(A) par

O(a,b)h := —ahb, (a,b,h) € A%

Il est évident que © est une application bilinéaire et continue, de norme plus

petite que 1. Par conséquent, © est de classe C* sur A x A. Or

dyp = O(p(2), p(2)), @& Inv(A), (3-4)



3.2. INVERSIBILITE ET SPECTRE. 51

et donc on en déduit que x — d,p est continue. Autrement dit, ¢ est de classe
C! sur Znv(A). Par récurrence, en utilisant (3.4), on obtient que ¢ est de classe
O™ sur Znv(A).

Finalement, remarquons que ¢ est une bijection de Znv(A) sur Znv(A) et
son inverse est elle-méme, i.e. que ¢! = ¢. Donc on en déduit que ¢ est un
C*°-difféomorphisme de Znv(A) sur lui-méme.

O

Nous introduisons maintenant les principaux outils spectraux qui vont étre

utilisés dans tout ce cours.

Définition 3.2.5 Soit A une algebre de Banach unitaire et x € A.

Le spectre o(x) de x est défini par
o) ={ e C:x— e Inv(A)}.

Le complémentaire de o(x) est appelé ['ensemble résolvant de x et est noté R(x).

Autrement dit,

R(z) ={A€C:x— e €ZInv(A)}.

La résolvante de x est Uapplication définie sur R(z), a valeurs dans A donnée
par

R\, 1) := (z — Xe) 7P, A€ R(x).
Enfin, le rayon spectral de x est le nombre
r(z) :=sup{|A| : A € o(x)}.

Bien évidemment, la définition du rayon spectral r(z) n’a pas de sens si le
spectre de z est vide mais comme nous allons le voir dans le résultat suivant, cela

n’arrive jamais !

Théoréme 3.2.6 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A.
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(a) L’ensemble résolvant R(x) est ouvert et l’application résolvante R(-,x) est

holomorphe dans R(x). De plus, pour tout (A, p) € R(z) X R(z), on a

En particulier, R(\,z) et R(u,x) commutent.
(b) o(z) € D(0, ||z).
(c) Le spectre o(x) est un compact non vide de C.
(d) Siz € Inv(A), alors on ao(z™') = (o(z))(={5: A € o(2)}.
Preuve :

(a) considérons f : C — A définie par
fA) == Xe — .

Alors f est clairement continue et R(z) = f~'(Znv(A)). Comme Znv(A) est
ouvert dans A (corollaire 3.2.4), on en déduit que R(z) est ouvert dans C. En
appliquant le corollaire 3.2.3, en remplacant = par z — Ae et h par (A — p)e, on

obtient que pour A € R(x) et pour pu suffisamment proche de A, on a

et done

= R(\ 2)2
N_’)‘ ,U—)\ (’x)

Ainsi, R(-,z) est une fonction holomorphe de R(z) dans A. Pour démontrer
I'équation (3.5) vérifiée par la résolvante, il suffit de remarquer que = — pe et

T — Ae commutent et donc on a

(2 — pe) (@ — Ae)(R(u, ) — R(\,2)) = (1 — Ne.

II ne reste plus qu’a multiplier a gauche par R(\, z)R(u, ).
(b) Soit |A| > ||z||. Alors, en écrivant 2 — Ae = —A(e — §), on obtient avec le
lemme 3.2.2 que x — Ae € Znv(A). Autrement dit, A € R(z). Par contraposée, si

A€ o(z), alors |A| < ||z]|.
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(c) On sait d’apres (a) que o(z), qui est le complémentaire de R(x), est
fermé. De plus, d’aprés (b), o(x) est borné. Ainsi, le spectre o(x) de x est un
sous-ensemble fermé et borné de C, c¢’est donc un compact. Il reste a vérifier que
o(x) est non vide. Pour cela, nous allons raisonner par I’absurde, en supposant
que R(x) = C. Alors R(-,z) est une fonction entiere (i.e. holomorphe dans C), a

valeurs dans A. De plus, pour [A| > ||z||, on a avec 1'égalité (3.2)

(@) xn
ROve) = s
n=0
et done

1

1RO 2)|| <
Al =[]

En particulier, on en déduit que

lim R\ x) =0,
P

et donc R(-, z) est une fonction bornée. Le théoreme B.3.9 (de Liouville) implique
alors que R(-,x) est constante et donc R(\,z) = 0, VA € C, ce qui est absurde.
(d) Soit A € o(x™1). Cela signifie que 7! — Xe n’est pas inversible. Comme

nécessairement A # 0, on peut écrire
= de= -zt (z - \lte),
et on en déduit que x — A7'e n’est pas inversible. Autrement dit, A™! € o(z),
c’est a dire A = (A7}~ € (o(x))~!. Par conséquent, on a prouvé que
o(z™") C (o(x)) ™"
Appliquons maintenant cette inclusion, en remplacant x par ~! et on obtient
o(z) C (o(z™)) 7,
soit
(o(z))"" C oz,

ce qui acheve la preuve de (d).
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Remarque 3.2.7 Le fait que le spectre d’un élément est toujours non vide est
une généralisation du résultat qui dit qu’une matrice A € M,,(C) a toujours au

moins une valeur propre (complexe).

Remarque 3.2.8 L’équation (3.5) est appelée 'équation de la résolvante.

N
Si p est un polynéme de C[X] donné par p(X) = Z a; X", et si x est un élément
1=

0
d’une algebre de Banach A alors on note par p(z) 1’élément de A défini par

Le résultat suivant établit le lien entre o(p(z)) et o(x).

Lemme 3.2.9 Soit A une algebre de Banach unitaire, x € A et p un polynéme

de C[X]. Alors, on a

Preuve : Soit A € o(z). Cela signifie que z — Ae n’est pas inversible. D’autre

part, il existe un unique polynéme ¢ € C[X] tel que
p(X) = p(A) = (X = A)g(X).
D’ou
p(x) —p(Ne = (z — Ae)q(z) = q(z)(z — Ae),
et p(z) — p(A)e n’est pas inversible car sinon

e = (p(z) —p(Ne) " q(x)(z — Ae) = (z — Ae)g(x)(p(x) — p(N)e) ",

et donc x— e serait inversible, ce qui est absurde. Par conséquent, p(A) € o(p(x)).
On a donc prouvé que

plo(z)) C o(p(x)).
Réciproquement, montrons que o(p(z)) C p(o(x)). Si p est le polynome nul, le

résultat est évident. Sinon soit A € o(p(x)). On factorise dans C[X] le polynome
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p(X)—A:
p(X)—A=a(X —aq)(X —ag)... (X — ap),

«; étant les racines du polynéme p(X) — A. Comme p est supposé non nul, « # 0

et on a

p(r) — de = a(x — are)(z — age) ... (x — aue).

Supposons que pour tout i, 1 < i < n, x — aze soit inversible. Alors p(x) — Ae est
aussi inversible, ce qui est absurde. Par conséquent, il existe 7, 1 < i < n, tel que

a; € o(zx). Donc
A = plas) € plo(a))

D’ou o(p(x)) C p(o(z)), ce qui termine la preuve du lemme.

O

Remarque 3.2.10 Nous allons voir au second chapitre qu’on peut définir un
calcul fonctionnel holomorphe qui permet de donner un sens a f(x), pour f ho-
lomorphe sur un ouvert ) contenant le spectre de x. De plus, nous démontrerons

une propriété spectrale importante, a savoir la relation suivante :

o(f(x)) = flo(x)). (3.7)

Dans le théoreme 3.2.6 et dans le lemme 3.2.9, nous avons déja vu que la rela-

tion (3.7) est vraie si f est un polynome et si x est inversible et f(z) = 271,

Nous donnons maintenant 1'une des formules fondamentales dans la théorie
des algebres de Banach, qui permet de calculer le rayon spectral, d’ou son nom

de “formule du rayon spectral”.

Théoréme 3.2.11 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A. On a

r(z) = lim [jz"||» = inf ||2"|.
n>1

n—-4oo



o6 CHAPITRE 3. ALGEBRES DE BANACH

Preuve : Notons o = inf,> ||z"||#. Soit A € o(z). Le lemme 3.2.9 implique
que A" € o(z™) et donc avec le théoreme 3.2.6, on obtient que |\"| < ||z"]], soit
I\ < ||2"]|"/™ pour tout n > 1. Par conséquent, on en déduit que

r(z) = sup |A < a.

Ao ()
De plus, on a évidemment
o < Timnf{Ja"[|+ < Timsup [l2"]|

Finalement, il reste a montrer que

limsup [|2" || < r(z).

n—+o00
Pour cela, nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et des séries
entieres. Notons Q = D(0,r(z)™!) (si r(x) = 0, alors Q = C) et considérons
f:Q — A définie par f(0) =0 et

fA) = R(1/\x), Ae )\ {0}.

Si A € Q\{0}, alors |A"!| > r(z) et donc A™! € R(x). Le théoreme 3.2.6 implique
alors que f est holomorphe dans Q \ {0}. D’autre part, on sait aussi, toujours

d’apres le théoreme 3.2.6 (voir la preuve), que
}\lil(l) R(1/\,z) = 0.

Donc f est continue sur €2. La proposition B.3.10 implique alors que f est ho-

lomorphe dans Q. D’un autre coté, si 0 < |A| < le lemme 3.2.2 implique

1
[Ed1N
que

FA) = (ﬂf - %e) TR

“+o0o
— E :)\n+1xn’
n=0

et cette relation est évidemment valable aussi pour A = 0. Notons R le rayon
+oo

de convergence de la série entiere g A

2", Comme f est holomorphe sur 2,

n=0
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le théoreme B.3.7 implique que R > d(0,Q°) = r(x)~!. D’autre part, la formule
d’Hadamard nous dit que
o= 1inrgigop [k

et donc finalement

w < (),

lim sup ||z
n—-+400

ce qui acheve la preuve.

O

Remarque 3.2.12 Qu’un élément d’une algébre A soit inversible ou non est une
propriété purement algébrique ; ainsi le spectre de x et le rayon spectral de x ne
dépendent que de la structure algébrique de A, et d’aucune considération métrique
(ou topologique). Par contre, la limite dans l’énoncé du théoréme 3.2.11 dépend
des propriétés métriques de A. C’est un des aspects remarquables de ce théoréme :
il affirme Uégalité des deux quantités qui interviennent de maniere entierement

différente.

Remarque 3.2.13 Notre algébre A peut étre une sous-algébre d’une algébre de
Banach B plus grande. Alors il peut trés bien arriver qu’un élément x € A ne soit
pas inversible dans A mais le soit dans B. Le spectre de x dépend donc de [’algébre.
Si on note par oa(x) (resp. op(x)) le spectre de x relativement a A (resp. B),
alors on a o4(x) C op(x). De plus, l'inclusion peut étre stricte. Cependant, le
rayon spectral est le méme dans A ou dans B, puisque le théoréme 3.2.11 montre
qu’il peut étre exprimé en fonction des propriétés métriques des puissances de x,

qui sont indépendantes de tout ce qui se passe a ['extérieur de A.

De ces résultats établis par des techniques élémentaires, nous pouvons déja

dégager une conséquence fondamentale.

Théoréme 3.2.14 (Gelfand-Mazur) Soit A une algébre de Banach unitaire
telle que tout élément non nul est inversible. Alors A = Ce, autrement dit A est

1sométriquement isomorphe au corps des nombres complezes.



o8 CHAPITRE 3. ALGEBRES DE BANACH

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons que A # Ce. Alors il existe
x € A\ Ce. On en déduit donc que, pour tout A € C, z — Ae # 0 et donc
I’hypothese implique que = — e est inversible. Autrement dit, tout point A € C
est dans I'ensemble résolvant de z, soit encore o(x) = (), ce qui est absurde d’apres
le théoreme 3.2.6.
Il est alors facile de vérifier que I'application ¢ : A = Ce — C, définie par
p(Ae) = A, est un isomorphisme isométrique de A sur C.
OJ
Remarquons que la commutativité de A dans le théoreme 3.2.14 ne fait pas

partie des hypotheses mais de la conclusion !

3.3 Idéaux et caracteres d’une algebre de Ba-
nach

Comme nous allons le voir dans la suite du cours, la théorie des algebres
de Banach dépend crucialement des homomorphismes d’algebres a valeurs com-

plexes.

Définition 3.3.1 Soit A une algébre de Banach. On appelle caractére de A tout
homomorphisme non trivial de A dans C. Autrement dit, un caractére ¢ d’une

algebre A est une forme linéaire sur A, non identiquement nulle, et telle que

o(ry) = o(x)p(y)

pour tout v € A et y € A.

On notera Car(A) l'ensemble des caractéres de A.

Remarquons que dans la définition des caracteres, on ne fait aucune hypothese
de continuité. C’est une définition purement algébrique! De fait, il est remar-

quable que cette continuité est automatique, comme le montre le résultat suivant.
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Théoreme 3.3.2 Soit A une algebre de Banach unitaire et ¢ € Car(A). Alors
@ est continue et sa norme (en tant que forme linéaire) est 1. De plus, p(e) =1

et p(x) # 0, pour tout x € Inv(A).

Preuve: Comme ¢ est non identiquement nul, il existe y € A tel que p(y) # 0.
Donc puisque

o(y) = e(ye) = p(y)p(e),

il s’ensuit que p(e) = 1. D’autre part, si = est inversible alors

px)p(et) = p(za™) = ple) =1

et par conséquent p(z) # 0. Finalement, la seule chose qu’il reste a prouver est

que, pour tout z € A, on a
()] < =]

Soit © € A et notons A = ¢(x). Supposons que |A| > [|z||. Le lemme 3.2.2
implique alors que x — Ae est inversible et donc d’apres ce qui précede, on obtient

que o(x — Xe) # 0, ce qui est absurde car

p(x — Ae) = p(x) — p(Ae) = p(z) — Ap(e) = p(z) — A = 0.

Par conséquent, |¢(x)| < |||, ce qui prouve que ¢ est une forme linéaire continue

de norme au plus 1. Mais comme ¢(e) = 1, on obtient que la norme est exactement
L.

O

Nous réinjectons maintenant un peu d’algebre dans notre étude avec la notion

d’idéal.

Définition 3.3.3 Soit A une algébre complexe, commutative et J un sous-ensemble
de A. Nous dirons que J est un idéal de A si les deux conditions suivantes sont

satisfaites :

(a) J est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel A et
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(b) xzy € J dés que x € A ety € J.

Si en plus J # A, on dit que J est un idéal propre.

Un idéal maximal est un idéal propre qui n’est contenu dans aucun autre idéal

propre.

Voyons comment ces notions algébriques se combinent avec la topologie.

Proposition 3.3.4 Soit A une algebre de Banach, commutative, unitaire et J

un idéal de A. Alors Uadhérence de J, notée J, est aussi un idéal de A. De plus,

st J est un idéal propre, alors

o J ne contient aucun élément inversible de A et

o J est aussi un idéal propre.

Preuve :

e Il est bien connu (et évident!) que si J est un sous-espace vectoriel d'un

espace vectoriel normé, alors J reste un sous-espace vectoriel. D’autre part,
siz € A,y € J,alors il existe une suite (y,), C J telle que g, — y, lorsque
n — 4o00. La continuité de la multiplication dans A implique alors que
Ty, — xy, n — +o00. Comme J est un idéal, 2y, € J et donc zy € J. Ceci

acheve de prouver que J est un idéal.

Maintenant supposons que J soit un idéal propre de A. Montrons alors que
J ne contient aucun élément inversible de A. Raisonnons par I’absurde, en
supposant qu’il existe un élément x € J et x inversible. Alors comme J
est un idéal, on a e = xz~! € J et finalement, pour tout y € A, on a

y=ye € J. Ainsi J = A, ce qui est absurde.

Il reste & montrer que J est un idéal propre si J est un idéal propre. Rai-
sonnons encore par I’absurde en supposant que J = A. En particulier, on a
e € J et donc il existe 2o € J tel que ||e — x| < 1. Le lemme 3.2.2 implique
alors que g = e + (z¢ — e) est inversible, ce qui est en contraction avec le

point précédent.
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O
La premiere partie du résultat suivant est en fait valable dans tout anneau

commutatif unitaire et est donc un résultat purement algébrique.

Théoréme 3.3.5 Soit A une algebre de Banach commutative et unitaire.
(a) Tout idéal propre de A est contenu dans un idéal mazimal de A.

(b) Tout idéal mazximal de A est fermé.

Preuve : (a) Nous allons utiliser le lemme de Zorn. Soit J un idéal propre
de A et soit P la famille de tous les idéaux propres de A contenant .J. Tout
d’abord, bien évidemment P # () car J € P. Maintenant soit Q une sous-famille
totalement ordonnée de P. Considérons
M = U Q.
QeQ

Vérifions que M est un idéal de A.

e Tout d’abord, M est un sous-espace vectoriel de A car si x1,x9 € M et
A € C, alors il existe Q1,Q2 € Q tels que x1 € ()1 et 19 € Q3. Comme
Q est totalement ordonnée, on peut supposer par exemple que @)1 C Q5.
D’ou, () étant un idéal donc en particulier un sous-espace vectoriel, on en

déduit que Axq + x5 € Q2 C M.

e Maintenant soit x € A, y € M. Il existe Q € Q tel que y € ). Comme (@

est un idéal, on obtient que xy € ) C M.

Montrons maintenant que M est un idéal propre de A. Supposons par ’absurde
que M = A. Alors e € M, i.e qu'il existe @ € Q tel que e € ). Mais () est un
idéal propre de A donc c’est absurde d’apres la proposition 3.3.4. Par conséquent
M # A.

Enfin il est clair que M représente un majorant pour Q@ dans P. Ainsi, nous
avons montré que toute partie totalement ordonnée de P possede un majorant.

Le lemme de Zorn implique alors que P possede un élément maximal M. Bien
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sur, My est un idéal propre de A qui contient J (car My € P!). De plus, si H
est un autre idéal propre de A tel que My C H, alors comme M est un élément
maximal de P, on a My = H. Ainsi M, est un idéal maximal de A, qui contient
J.

(b) Soit M un idéal maximal de A. En particulier, M est un idéal propre et
la proposition 3.3.4 implique alors que M est aussi un idéal propre de A. Comme
M C M, la maximalité de M entraine que M = M, ce qui prouve que M est

fermé.

3.4 Les algebres quotients

Soient A une algeébre unitaire, commutative et J un idéal de A. Rappelons

trois faits algébriques bien connus :
(a) L’espace quotient A/J est une algebre commutative qui possede une unité.
(b) La surjection canonique 7 : A — A/.J est un homomorphisme d’algebres.

(¢) A/J est un corps (i.e. tout élément non nul est inversible) si et seulement

si J est un idéal maximal.

Maintenant si A est une algebre de Banach unitaire et commutative et si J

est un idéal propre et fermé de A, alors on pose, pour n(z) € A/J,
Il (@)llays = dist(z, J) = inf [l —yll, v €A

Remarquons que cette définition a bien un sens car si m(x) = 7(y), cela implique
que z —y € J et donc dist(z, J) = dist(y, J).
Nous allons montrer que || - |4/, définit une norme sur 'espace quotient A/J.

Cette norme s’appelle la norme quotient.

Théoréme 3.4.1 Soient A une algébre de Banach unitaire et commutative et J

un idéal propre et fermé de A. Alors :
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(a) || - |l.asg est une norme.

(b) L’algebre A/J, muni de la norme quotient, est une algébre de Banach uni-

taire.

(c) m est continue.

Preuve :

(a) Vérifions que || - ||.4/s est une norme sur 'espace vectoriel A/J :
o |7(2)]|as =0<=dist(z,]) =0z €J=J <+ n(x)=0.
e Pour tous z,y € A, on a
() + 7(y)|ass =l + yllags = dist(a +y, J) < dist(z,.J) + dist(y, J)

=||m(@)|l.azs + 7w (y)]|.ay-
e Pour tout A € C, X\ # 0, pour tout = € A, on a
AT (@)llazs = 7 (Az)ll.ass = inf f|Az —y].

Comme X\ # 0 et J est un idéal donc en particulier un espace vectoriel, on

ay € J < A\yeJ. Dou
A7 (2)llays = int [|Az = Ayl = | Al (z)l]ays-

Pour A = 0, I’égalité est immédiate.

(c) Montrons que 7 est continue : remarquons que, pour € A, on a
[m(2)]].ay = dist(z, J) <[]

mme 7 un homorphism cbr nc en particulier linéair u
Comme 7 est homorphisme d’algebre donc en particulier linéaire, cela suffit
pour montrer que 7 est continue et sa norme en tant qu’application linéaire est
au plus 1.

(b) Montrons que 'algebre A/J est une algebre de Banach unitaire.
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e Vérifions que A/J est un espace de Banach : soit (7(x,)),>1 une suite de
Cauchy dans A/J. Alors, pour chaque entier k£ > 1, il existe un entier N (k)
tel que

1

|7 (2m) — 7 (2n) |4y < 2 m,n > N(k).

De plus, la suite (N (k))r>1 peut-étre choisie strictement croissante. Posons
ug = Tn(k), k > 1. Nous allons montrer que (7(uy))r>1, qui est une sous-
suite de (m(zg))k>1, est convergente. Comme

1

(s —un)llays = I (upss) =7 (i) lazs = 7@ nen) =m(exm)llag < 55,

on en déduit qu’il existe z, € J tel que

i1 — we + 2| < o

2k
Définissons alors vy = upr1 — ug + 25 et
n n
wnzg Uk:un+1_u1+g 2k
k=1 k=1

On a |lvg]| < 27% et donc, pour n > m,

< Y ful< Y 2

n

> u

k=m-+1

|wn — wp|| =

Comme le terme de droite dans I'inégalité précédente tend vers 0 quand
m tend vers +o0, il s’ensuit que (w,,),>1 est une suite de Cauchy dans A.
Donc elle converge vers un élément qu’on note w. En utilisant le fait que

zr € J, on peut écrire

|7 (wn) = m(w + ur) || ayg =||7(wn —w —up)||ays <

n—1
Uy, — W — U + E 2k
k=1
=[lwn—1 —wl.
Par conséquent, on obtient que la suite (m(u,))n,>1 est convergente. La
suite de Cauchy (7(x,)),>1 contient une sous-suite, (m(uy))n>1, conver-
gente. Donc elle converge aussi. Ainsi on a prouvé que l’espace quotient

A/J est complet.
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e Vérifions que pour tous =,y € A, on a

I ()7 (W)l.azs < 1w (@)l aysll7 @)y (3.8)

Fixons € > 0. Alors il existe z,w € J tel que
o+ 2l < lm(@)llaps +e et [ly+wll <[lm@)llaps +e

Remarquons que (z + 2)(y + w) = 2y + zw + 2y + zw et comme J est un
idéal, on a xw + zy + zw € J. Ainsi, on peut écrire
(@) mW)llays =lm(@y)llass < lloy + 2w + 2y + 2w = [[(z + y)(z + w)|
<llz +yllly +wll < (lw@)llays + U7 W)llays +€)
=[lm () lassllm@)llays + elllm(@)lazs + lm(y)llazs + €)-
Finalement, en faisant tendre € vers 0, on obtient (3.8).

e Vérifions que 7(e), I’élément neutre de I'algebre A/J, est de norme 1 : soit

x ¢ J. Comme 7(x) = w(z)m(e), en appliquant l'inégalité (3.8), on obtient

I (@) lazs < llm(@)lapsllm(e)]].ays-

Le fait que « ¢ J implique que ||7(z)||.4/s # 0 et donc on en déduit que
|7(e)|l.a/s > 1. Maintenant on a vu que 7 est une application linéaire
continue de norme inférieure ou égale a 1, donc ||7(e)||.a/s < |le]] = 1. Ainsi

|m(e)||.ays =1, ce qui acheve la preuve du théoreme.

3.5 Idéaux maximaux

La partie (a) du résultat suivant est I'un des éléments clés de la théorie
générale car elle permet d’identifier les caracteres et les idéaux maximaux dans
une algebre de Banach commutative, unitaire. L’ensemble des caracteres donnera

ultérieurement une topologie compacte, séparée (voir théoreme 3.7.4). L’étude des
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algebres de Banach commutatives et unitaires sera alors, dans une grande me-
sure, réduite a I’étude d’objets plus familiers (et plus particuliers), notamment les
algebres de fonctions continues sur un compact. Cependant, comme nous le ver-
rons dans la section suivante, le théoréme 3.5.1 a déja des conséquences concrétes

intéressantes, méme sans l'introduction de cette topologie.

Théoréme 3.5.1 Soit A une algébre de Banach unitaire et commutative.

(a) Un sous-ensemble J de A est un idéal mazimal de A si et seulement si il

est le noyau d’un caractere de A.

(b) Un élément x € A est inversible dans A si et seulement si h(x) # 0, pour

tout caractere h de A.

c) Un élément x € A est inversible dans A si et seulement si x n’appartient a
pp

aucun idéal propre de A.

(d) Soit x € A, A € C. Alors X\ € o(x) si et seulement si il existe h € Car(A)
tel que h(z) = A.

Preuve : (a) e Soit ¢ un caractere de A et notons J = ker ¢ son noyau. Nous
devons montrer que J est un idéal maximal. Tout d’abord, en utilisant le fait que
© est un morphisme d’algebre, il est facile de vérifier que J est un idéal de A.
Par conséquent, montrer que J est un idéal maximal est équivalent a montrer que
A/J est un corps. Or, comme ¢ est un morphisme a valeurs dans C et que ¢ est
non-trivial, on voit immédiatement que ¢ est surjectif et son image est C. Notons
7 la surjection canonique de A sur l'algebre quotient A4/J. Alors, le diagramme
commutatif suivant
A—>C

| A

AlJ
donne 'existence d'un isomorphisme d’algebre ¢ de A/J sur C. On obtient donc
que A/J est un corps (car isomorphe a un corps!) et cela implique que J est un

idéal maximal.
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e Réciproquement, soit J un idéal maximal de A. D’apres le théoreme 3.3.5,
J est fermé et le théoreme 3.4.1 implique que A/J est une algebre de Banach
unitaire. D’autre part, comme J est un idéal maximal de A, alors A/J est un
corps. Le théoreme de Gelfand-Mazur (théoreme 3.2.14) permet alors d’affirmer
'existence d’un isomomorphisme d’algebre j de A/J sur C. Notons 7 : A —
A/J Vapplication quotient et considérons ¢ := j o 7. Alors on vérifie aisément
que ¢ est un caractere de A et son noyau est J.

(b) e D’apres le théoreme 3.3.2, on sait déja que si x est inversible dans A et
h € Car(A), alors h(z) # 0.

e Réciproquement, soit x € A et supposons que pour tout h € Car(A), on ait

h(z) # 0. Considérons I'ensemble [, défini par
I, ={ax:a € A}.

Il est facile de vérifier que I, est un idéal de A. Supposons que I, # A. Autrement
dit, I, est un idéal propre. Alors le théoreme 3.3.5 implique que I, est contenu
dans un idéal maximal. D’apres la partie (a), cela signifie qu'il existe un caractere
¢ de A tel que I, C ker . Cela est absurde car = € I, et p(z) # 0 par hypothese.
Par conséquent, I, = A et en particulier, ¢ € I,. Ainsi, il existe 2’ € A tel
que 'z = e, c’est a dire x est inversible (n’oublions pas que A est supposée
commutative !).

(c) ® Siz € A est inversible dans A, alors on sait d’apres la proposition 3.3.4
que x n’appartient a aucun idéal propre.

e Réciproquement, supposons que x n’appartient a aucun idéal propre et

considérons

I, ={ax:a € A}.

Comme [, est un idéal qui contient x, nécessairement, il n’est pas propre! Donc
I, = A. En particulier, e € I, et donc il existe ' € A tel que 2’z = ¢, ce qui
prouve que x est inversible.

(d) 11 suffit d’appliquer (b) a \e — z.
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O

Remarque 3.5.2 Comme un idéal mazimal est nécessairement fermé (théoréme 3.3.5),
une conséquence du théoreme 3.5.1 est que si @ est un caractere d’une algébre
de Banach unitaire et commutative, alors son noyau est fermé, ce qui implique
que @ est continue. Ainsi, dans le cadre des algébres de Banach commutatives et
unitaires, on obtient une autre démonstration du fait qu’un caractére est automa-

tiquement continue (voir théoréme 3.3.2).

3.6 Applications

Nous donnons maintenant deux exemples d’algebres de Banach unitaires et
commutatives pour lesquelles nous allons déterminer les idéaux maximaux et
les caracteres. Pour le premier exemple (I’algebre des fonctions continues sur
un compact), on cherchera d’abord les idéaux maximaux pour en déduire les
caracteres. Pour le second exemple (’algebre de Wiener), on fera le contraire, on

cherchera d’abord les caracteres pour en déduire les idéaux maximaux.

3.6.1 L’algebre des fonctions continues sur un compact

Soit X un espace topologique compact et C'(X) I'algebre des fonctions conti-

nues sur X a valeurs dans C, munie de la norme || - ||« définie par

[ flloo := sup [ ()]
zeX

Etant donné un sous-ensemble O quelconque de X, on notera k(O) le sous-

ensemble de C'(X) défini par
k(O) ={f e C(X): fl|O=0}.

De plus, pour x € X, on notera par E, 'application évaluation en x, autrement

dit, £, : C(X) — C est définie par

Eo(f) = f(x),  feC(X).
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Il est facile de vérifier (exercice!) que :

e k(O) est un idéal de C(X) et que k(O) = k(O), ot O est la fermeture de
0.

e E, est un caractere de C'(X).

Maintenant considérons O = {x}. Alors on a k({z}) = ker E, et donc d’apres le
théoreme 3.5.1, k({z}) est un idéal maximal de C'(X). Nous allons montrer que
tout idéal maximal est de cette forme.

Pour cela, nous utiliserons un lemme général qui donne une condition nécessaire
pour qu'un idéal soit propre. Pour ce lemme nous précisons une notation : si J
est un idéal de C'(X), on notera h(.J) I'ensemble des points de X ou toutes les

fonctions de J s’annulent, autrement dit
hJ)={zeX:flx)=0YfeJ}=)F0)
feJ

Lemme 3.6.1 Soit J un idéal de C(X). Si h(J) =0 alors J = C(X).

Preuve : L’hypothese implique que pour tout a € X, il existe une fonction
continue f,, appartenant a J, et telle que f,(a) # 0. Comme f, est continue, on
peut alors trouver un voisinage ouvert €2, de a dans X tel que f, ne s’annule pas

sur ce voisinage €),. Remarquons que

X =],

aeX

et par compacité de X, on obtient qu’il existe aq, ao,...,a, € X tels que

Considérons maintenant la fonction g de C'(X) définie par

9= Z ‘f(li
=1

2 (3.9)
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En utilisant que J est un idéal, que f,, € J, 1 <@ < n, et que g peut s’écrire

aussi
n

g = Zfaif_aia

i=1
on en déduit que g € J. D’autre part, siz € X, il existe 1 <7 < n, tel que z € (),
et alors f,,(x) # 0, ce qui implique avec (3.9) que g(x) > 0. Ainsi, g ne s’annule
pas sur X. Par conséquent, elle est inversible dans C'(X). On a donc montré que J
contient un élément inversible de C'(X). Finalement, la proposition 3.3.4 permet

de conclure que J = C(X).
U

Théoréme 3.6.2 Soit J un sous-ensemble de C(X). Les assertions suivantes

sont équivalentes :
(i) J est un idéal maximal de C'(X).

(i) Il existe x € X tel que J = k({z}).

Preuve: Onadéjavuquek({z}) est unidéal maximal de C'(X). Réciproquement,
soit J un idéal maximal de C'(X). En particulier, J est un idéal propre et donc le
lemme 3.6.1 entraine que h(J) # (). Soit alors = € h(J). Cela signifie que toutes
les fonctions de J s’annulent en x, ce qu’on peut aussi traduire par l'inclusion
J C k({z}). Mais, comme par exemple, la fonction identiquement égale a 1 est
dans C'(X) mais pas dans k({z}), on a k({z}) # C(X). La maximalité de J
implique alors que J = k({z}).

O

Corollaire 3.6.3 Les caractéres de C(X) sont exactement les évaluations auz
points de X. Autrement dit, ¢ est un caractére de C(X) si et seulement s’il

existe v € X tel que ¢ = E,.

Preuve : On a déja vu que E, est un caractere de C'(X). Réciproquement, si

¢ est un caractere de C'(X), alors on sait (voir théoreme 3.5.1) que ker ¢ est un
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idéal maximal. D’apres le théoreme 3.6.2, cela implique qu’il existe x € X tel que
ker ¢ = k({z}) = ker E,. Donc comme E, et ¢ sont deux morphismes d’algebres

de A sur C, on en déduit que nécessairement ¢ = F,.
[

Notre deuxieme application concerne les séries de Fourier absolument conver-

gentes.

3.6.2 L’algebre de Wiener

Le cercle unité du plan complexe est noté T, ie. T := {z € C : |z] = 1}.
On désigne par W(T) l'ensemble des fonctions continues sur T dont la série des
coefficient de Fourier est absolument convergente. Autrement dit, une fonction
continue f : T — C appartient a W(T) si

1 fllw =Y _1f(m)] < oo,
nez
ol
R Y
f(n) = o / F(e®)e=™? do.
2 Jo
On notera €, : z+—— 2", 2z € T, n € Z. Alors, pour f € W(T), on a
=Y fne,
ne”Z

ou la série converge dans (C(T), || - ||eo). (exercice!).

Proposition 3.6.4 W (T) est une sous-algébre de [’algébre C(T) des fonctions

continues sur T.

Preuve : Le seul point délicat est la stabilité pour le produit. Nous devons
montrer que si f, g € W(T), alors fg € W(T). Bien évidemment, on a fg € C(T)

et donc la seule chose a montrer est que

S 1fg(n)] < +oo.

nel
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Avec la formule de Parseval, on a

ﬁy(n) :%/0 ﬂf(eie)g@w)efma do

— /0 " H() et do
=" f(k)Gen(k)
Or
g(t) = a@)e(t) =Y d(p)ep(t)
D’ou

ce qui implique que g/e\n(k) = g(n — k) et finalement

Fan) =" fk)g(n — k). (3.10)

kEZ

Or Z |f (k)] et Z |g(k)| sont convergentes. D’apres la proposition A.1.2, la série

keZ kEZ
de terme général

w, =Y f(k)g(n— k),

kEZ

est bien définie et absolument convergente. De plus, on a
Sl < (S0 ) (o)
nez keZ keZ

Par conséquent, avec (3.10), on en déduit que

> 1fe(n)] < o,

nel

ie. fge W(T) et on a

S 1fen)] < (Df(/c)!) (Zm(k)!), (3.11)

neZ kEZ kEZ

ce qui termine la preuve.



3.6. APPLICATIONS 73

O
On notera que C(T) est pour la norme du sup une algebre de Banach. Ceci
dit, I’"énoncé précédent est a prendre dans un sens purement algebrique : W(T)

n’est pas fermée pour la norme || - || et ce n’est pas une sous-algebre de Banach

de C(T). En revanche, on a :

Proposition 3.6.5 (W(T), | - |lw) est une algébre de Banach unitaire, commu-
tative. De plus, pour toute fonction f € W(T), la série de Fourier de f,

Z f(n)en,

nez

converge vers f pour la topologie de la norme || - ||w.

Preuve :  On vérifie facilement que || - ||w est une norme sur W(T).

e Montrons que (W (T), || - ||w) est complet. Considérons pour cela 'applica-

tion F : W(T) — ¢*(Z), définie par

F(f) = (f(n))nez

Il est clair que F est une isométrie. Vérifions que F est surjective. Soit
(an)nez € £*(Z) et considérons Papplication g, définie sur T, par
9(z) = Z An€n(2).
nez
Remarquons que, pour tout z € T, on a |a,é,(2)| = |a,2"| = |an|, et donc

la série Zanen converge normalement et donc g € C(T). De plus, il est
nez
facile de prouver que g(n) = a, et comme Z la,| < oo, on obtient que

neZ
g € W(T). D’ou F(g) = (an)nez. Par conséquent, F est un isomorphisme

isométrique de W(T) sur ¢*(Z). Comme ¢*(Z) est complet, on en déduit

que W (T) est complet.

e Montrons que, pour tout f,g € W(T), on a

1 gllw < [ Fllwllgllw-
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D’apres (3.11), on a
I £gllw =D 1fg(n)| < <Z If(k)!> (Z |§(’f)|> = | fllwllgllw,
nez keZ keZ
ce qui acheve de prouver que W(T) est une algebre de Banach.

e Montrons que W (T) est unitaire. L’élément neutre e de W (T) est clairement

¢o (la fonction identiquement égale a 1). Donc ||e||w = ||eo|lw = 1.

e [l reste a montrer que la la série de Fourier de f converge vers f pour la

topologie de la norme || - || . Soit € > 0 et choisissons N € N tel que

> Ik D SNVCIES

k=N+1 k=N+1

bDIm

Alors, pour n,p > N, on a

P “+oo
W—me =Y - H+Zf
k=—n w k=n+1 k=p+1 w

+00
=Y If(- H—Zju
k=n+1 k=p+1

<ELf_,

-2 2

O

Définition 3.6.6 L’algebre W (T) définie ci-dessus s’appelle l'algébre de Wiener.

On notera pour A € T, F, I’évaluation en A, i.e.
Ex(f) =[N, feW(D).
Nous pouvons maintenant déterminer rapidement les caracteres de W (T).

Théoréme 3.6.7 Les caractéres de l'algébre de Wiener W (T) sont exactement

les B\, A€ T.
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Preuve : 1l est facile de vérifier que I’évaluation en A\, F\, est un caractere de
W (T). Réciproquement, soit ¢ un caractere de W(T). Nous devons montrer qu’il
existe A € T tel que ¢ = F). Définissons A := ¢(€;). Comme ¢ est un caractere,

alors d’apres le théoreme 3.3.2; ¢ est de norme 1. Donc on a

Al = le(e)] < llellllexlw =1,

D’autre part, on a €. = ¢y et comme ¢ est un morphisme d’algebre, on en
déduit que
Ap(e-1) = pler)ple1) = p(ere1) = p(e) = 1.

En particulier, A # 0 et p(e_1) = A~!. Comme précédemment, on a |p(e_;)| < 1
et finalement, on obtient que |A| = 1. Maintenant, remarquons que pour tout

p € Z, on a €, = €] et donc

p(ep) = o)) = pler)f = N = Ex(ep).

Par linéarité, on en déduit que ¢ et E) coincident sur I’enveloppe linéaire engendré
par les €,. Mais d’apres la proposition 3.6.5, cette enveloppe linéaire est dense

dans W (T) et donc par continuité de ¢ et Fy, on a finalement que ¢ = F).

Nous obtenons immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.6.8 Soit J un sous-ensemble de W(T). Les assertions suivantes

sont équivalentes :
(i) J est un idéal mazimal de W (T).

(ii) 1l existe A € T tel que
J=%kerE, ={feW(T): f(\) =0}

Les éléments développés jusqu’a présent permettent déja d’établir facilement

un théoreme célébre (dia & Wiener en 1929) sur les séries de Fourier. Le caractere
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élémentaire de cette démonstration a été pour beaucoup dans le succés immédiat
de la théorie des algebres de Banach dans les années 40. De plus, il est fascinant
de voir qu’un énoncé purement fonctionnel peut se démontrer aussi aisément avec

des techniques d’algebres de Banach.

Théoréme 3.6.9 (Wiener) Soit f une fonction continue surT dont la série de
Fourier est absolument convergente. Si f ne s’annule pas sur T, alors la série de

Fourier de 1/ f est aussi absolument convergente.

Preuve : 1l est clair d’apres les hypotheses que f € W(T). De plus, d’apres
le théoreme 3.6.7, pour tout caractere ¢ de W(T), on a ¢(f) # 0. Ainsi, le
théoreme 3.5.1 implique que f est inversible dans W (T). Autrement dit, il existe
g € W(T) telle que fg = €, €y étant 1’élément neutre de W(T). Comme ¢, est
la fonction identiquement égale a 1, il est clair que ¢ = 1/f. Par conséquent,
on en déduit que 1/f € W(T), ce qui signifie que la série de Fourier de 1/f est

absolument convergente.

3.7 La transformation de Gelfand

Définition 3.7.1 Soit A une algebre de Banach unitaire, commutative. A chaque
x € A, on associe une fonction & : Car(A) — C, appelée transformée de Gelfand

de x et définie par
z(h) = h(z), (h € Car(A)).

On note A Uensemble de toutes les fonctions T pour x € A.

On a vu (voir théoreme 3.3.2) que tout caractére est une forme linéaire continue
de norme 1 et donc en particulier un élément du dual (topologique) A* de A. On
peut donc munir l'espace Car(.A) de la topologie induite par la topologie faible*

de A* et on appelle cette topologie la topologie de Gelfand. Par définition de la
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topologie faible*, la topologie de Gelfand est donc exactement la topologie la plus

faible sur Car(.A) rendant chaque 2 continue.

Définition 3.7.2 FEtant donné A une algébre de Banach unitaire, commutative,
on appelle espace idéal mazimal de A, ’espace topologique Car(A), muni de la

topologie de Gelfand.

Remarquons que la terminologie “espace idéal maximal” est justifié par le théoreme 3.5.1
qui donne une correspondance bijective entre ’ensemble des idéaux maximaux
de A et les éléments de Car(A).

Si on note A l'espace idéal maximal d’une algebre de Banach commutative,
unitaire, on a (par définition de la topologie de Gelfand) A C C/(A), algebre de

toutes les fonctions complexes continues sur A.

Définition 3.7.3 Soient A une algébre de Banach unitaire, commutative et A

Uespace idéal mazimal de A. L’application G de A dans C(A) définie par
Gx)=12, (ze€A),

s’appelle la transformation de Gelfand.
Le radical de A, notée rad A, est défini comme ['intersection de tous les idéaux
mazimauz de A.

On dit que l'algébre A est semi-simple si rad A = {0}.

Le résultat suivant contient 1'idée essentielle et remarquable de Gelfand, a
savoir réduire I'étude des algebres de Banach commutatives et unitaires quel-
conques a 1’étude des sous-algebres d’une algebre particuliere et bien connue, a

savoir 'algebre des fonctions continues sur un compact.

Théoreme 3.7.4 Soit A ’espace idéal mazximal d’une algébre de Banach com-

mutative, unitaire A. Alors

(a) A est compact.
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(b) La transformation de Gelfand G est un homomorphisme (d’algébre) de A
dans C(A), dont le noyau est rad A. Son image A est une sous-algébre de
C(A). La transformation de Gelfand est un isomorphisme (d’algébre) de A

sur A si et seulement si A est semi-simple.

(¢) Pour chaque x € A, ’ensemble image de & est le spectre o(x) de x. Donc
2] = r(z) < [l2]l,

ot ||Z]|oo est le mazimun de |z(h)| sur A.
(d) Soit x € A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) = € rad A.
(i) o(z) = {0}.

(iif) lim |z"|"™ = 0.

n—-+400
Preuve : (a) : d’apres le théoreme 3.3.2, on sait que A est contenu dans
By«, la boule unité fermée de A*. Or le théoreme de Banach-Alaoglu (voir
théoreme A.5.9) affirme que By«, munie de la topologie faible*, est compacte.
Par conséquent, pour montrer que A est compact, il suffit de montrer que A est
fermé dans B4+, pour la topologie faible*. Soit donc f € A (la fermeture de A
pour la topologie faible*). Il s’agit de montrer que f € A, c’est a dire que f est
un homomorphisme d’algebres non trivial de A dans C. Comme f € A%, les deux

seules choses & montrer sont :
(i) pour tous a,b € A, on a f(ab) = f(a)f(b) et
(i) f(e) = 1.

Fixons a,b € A et ¢ > 0. Posons
z1=¢€,20=a,23 =b,24 = ab
et définissons

Q={ge A" :|g(z) — f(z)| <e,1 <i<A4}.
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On remarque alors que €2 est un voisinage de f pour la topologie faible*. Par
conséquent, Q N'A # (). Autrement dit, il existe un homomrphisme d’algébres
non trivial g de A dans C qui appartient & . On a donc en particulier, g(ab) =

g(a)g(b) et g(e) = 1. D’ou

1= fle)l = lgle) = fle)] <e.

Ceci étant vraie pour tout £ > 0, on en déduit que f(e) = 1, ce qui donne (ii).
Pour démontrer (i), remarquons que
f(ab) — f(a)f(b) =f(ab) — g(ab) + g(ab) — f(a) f(})
— (f(ab) — glab)) + gla)g(b) — F(a) £(B)
— (f(ab) — g(ab)) + (g(a) — F(a)) g(b) + (g(b) — F(B)) f(a).
D’ou
[F(ab) — f(a) F(B)] < |f(ab) — g(ab)| + g(a) — F(a)| lg(B)] + lg(b) — F(B)] | f()
<e (L+ [lall + ).
ceci étant valable pour tout € > 0, on en déduit que f(ab) = f(a)f(b), ce qui
acheéve la preuve de a).

(b) :solent « e C,z e A,yc Aet he A.On a

(G(x) +G(y))(h) = &(h) + §(h) = h(z) + h(y) = h(z +y) = G(x +y)(h),

et
(G(2)G(y))(h) = &(h)g(h) = h(x)h(y) = h(zy) = G(zy)(h).
Comme les égalités précédentes sont vraies pour tout h € A, on en déduit que G
est un homomorphisme d’algebre de A dans C(A). Par conséquent, son image,
qui est ft, est bien stir une sous-algebre de C'(A). De plus, on a
x € ker(G) <=z(h) =0, Vh € A.
<=h(z) =0, Vh € A.

<=z € ﬂ ker h.
hEA
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D’apres le théoreme 3.5.1, on a

ﬂkerh: ﬂ[zradA.

heA I idéal

max. de

On en déduit donc que kerG = rad A. Finalement, G est un isomorphisme
d’algebre de A sur A si et seulement si kerG = {0}, ie. rad A = {0}, soit
encore A semi-simple.

(c) : soit z € A. On a
Im & ={&(h) : he€ A} ={h(z): h e A}

D’autre part, d’apres le théoreme 3.5.1, on a A € o(x) ssi il existe h € A tq.
A= h(z). D’ou Im z = o(x). On en déduit aussi que
[#]loc = sup |[2(h)| = sup |A| = r(x).
heA Ao ()

L’inégalité r(x) < ||z|| a déja été prouvé dans le théoreme 3.2.6.

(d) : L’équivalence entre (ii) et (iii) est immédiate d’apres le théoreme 3.2.11
qui affirme que
i

r(z) = sup |A|= lim |z
Aeo(z) n—+00

Pour I’équivalence entre (i) et (ii), remarquons que d’apres (b) et (c) on a
r € rad A <=G(x) =0,
<=z(h) =0, VYheA,
<—=Im 7 = {0},
<o(x) ={0}.
O
Les algebres semi-simples possedent une propriété importante que nous avons

déja démontrée dans le cas out B = C (voir théoreme 3.3.2).

Théoréme 3.7.5 Soient A une algébre de Banach commutative unitaire et B
une algébre de Banach commutative, unitaire et semi-simple. Si p : A — B est

un homomorphisme d’algebre, alors ¢ est automatiquement continu.
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Preuve : Comme A et B sont deux algebres de Banach, pour montrer que
@ est continue, nous pouvons appliquer le théoreme du graphe fermé. Soit donc

(n)n>1 une suite de A telle que

x, — x dans A
n—-+4oo

et

o(x,) — y dans B.

n—-+oo
Il s’agit de montrer que y = (). Soit h un caractere de B. Alors ¢ := h o p est

un caractere de A. D’apres le théoreme 3.3.2, h et ¢ sont continues et donc

hy) = lim h(p(z,)) = lim ¢o(z,)

n—+00 n—-+oo
=p(z) = (hop)(x).

Par conséquent, pour tout h € Ag, on a h(y) = h(p(z)). Si on note Gp la

transformation de Gelfand définie sur B, cela signifie que Gg(y) = Gg(p(x)).

Comme B est semi-simple, cela implique que ¢(z) = y. Le théoréeme du graphe

fermé permet alors de conclure que ¢ est continue.

On obtient le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 3.7.6 Tout isomorphisme entre deux algébres de Banach commuta-

tives, unitaires, semi-simples, est un homéomorphisme.

En particulier, ceci est vrai pour tout automorphisme d’une algebre de Banach
commutative, unitaire, semi-simple. La topologie d'une telle algebre est alors dans

un certain sens completement déterminée par sa structure algébrique.

Dans le théoreme 3.7.4, 'algebre A peut-étre ou ne pas étre fermée dans C(A),
muni de la norme du sup. Pour décider de quel cas il s’agit, nous allons voir
qu'il suffit de comparer ||z?|| et ||z||?, pour tout z € A. Evidemment I'inégalité

22| < ||z]|? est toujours vraie!
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Lemme 3.7.7 Si A est une algébre de Banach commutative, unitaire et

T I T
r= in , s =
zeA, z#0 ||z || zed,z#£0 ||zl
alors on a s> < r < s.
Preuve : Puisque que ||G(2)]|« > s||z||, on a, d’apres le théoreme 3.7.4,

2%l 2 192"l = 1G(2)* e = 1G(2)15 = s[|[I*,

pour tout x € A. Ainsi s* < 7.
Pour la deuxiéme inégalité, remarquons que comme ||2?|| > r||z||?, une récurrence

sur n montre que

[« || = "Ml V=12, (3.12)

En effet, la formule (3.12) est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie au

rang n. Alors
n+1

=) @[ =il

27’ (T2n_1)2 ||x||2n+1

=

ce qui prouve la formule au rang n + 1. Ainsi, par récurrence, on en déduit que

(3.12) est vraie pour tout n > 1. En prenant la racine 2"-ieéme, on obtient

o[ = 5 ol = 1 .
D’apres le théoreme 3.2.11, en faisant tendre n vers +o00, on obtient que
r(z) = r|z].
Le théoreme 3.7.4 permet alors de conclure car
[Z]loe = r(2) = 7,

et ceci étant vrai pour tout x € A, on en déduit que s > r.



3.7. LA TRANSFORMATION DE GELFAND 83

Théoréme 3.7.8 Soit A une algébre de Banach commutative, unitaire et A [’es-

pace idéal mazimal de A.

(a) Si on munit A de la norme du sup, induite par C(A), alors la transforma-
tion de Gelfand est une isométrie de A sur A si et seulement si pour tout
z €A, onalz?| = ||z|>

(b) L’algébre A est semi-simple et A est fermée dans C(A) si et seulement il

eziste une constante K telle que, pour tout x € A, on ait |z|* < K||z?||.

Preuve : (a) : la transformation de Gelfand G est une isométrie de A sur A si

et seulement si

[£]loc = llzll,  Vz e A

Comme ||Z]|« < ||z||, pour tout z € A (d’apres le théoréme 3.7.4), on en déduit
que la transformation de Gelfand G est une isométrie de A sur A si et seulement

si
o il
€A, x#£0 H.Z‘H

S =

Le lemme 3.7.7 implique alors que s = 1 est équivalent a

2
r:= inf =" =1
zed,z#0 || z||2

Comme ||z2|| < ||z||?, V& € A, on obtient que
r=1<=|z|? < ||2?|,Vz € A

= |zl® =127, vz € A,

ce qui acheve la preuve du point (a).

(b) : d’apres le théoreme 3.7.4, l'algebre A est semi-simple et A est fermé
dans C(A) si et seulement si la transformé de Gelfand G est injective et a image
fermée. Le théoreme A.2.6 implique alors que ceci est équivalent a I'existence de

¢ > 0 tel que

cllzl < |lEllo, Vz e A
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L’existence de ¢ > 0 est alors équivalente a

o Dl

— >0, 3.13
zed z#0 ||| ( )

et le lemme 3.7.7 implique alors que (3.13) équivaut a

2
1221 _
sediazo |22

Cette derniere condition est elle méme équivalente a l’existence de K > 0 telle

que [|2?] = Kl|z|]?, Vz € A.

On peut alors donner le corollaire suivant :

Corollaire 3.7.9 Soit A une algébre de Banach commutative, unitaire et A [’es-
pace idéal mazimal de A. Si on munit A de la norme du sup, induite par c(A),

alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La transformation de Gelfand est une isométrie de A sur A.

(ii) La transformation de Gelfand est un isomorphisme isométrique de A sur

A

A.
(iii) Pour tout x € A, on a ||2*| = ||z|*.
Preuve : (i) = (ii) : si la transformation de Gelfand G est une isométrie alors

en particulier elle est injective et donc le théoreme 3.7.4 implique qu’elle est un
isomorphisme isométrique de A sur A.

(ii) = (ili) = (i) : découle trivialement du théoreme 3.7.8.

3.8 Exercices

Exercice 3.8.1 Soit (A, | -||) un espace de Banach (compleze) et supposons que
A est aussi une algébre ayant un élément unité e # 0 et telle que la multiplication
est continue a gauche et a droite. Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe

une norme équivalente sur A qui en fait une algébre de Banach unitaire.
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1) Pour x € A, on considére M, l'opérateur de multiplication a gauche par x,

défini par

M,(2) = zz, (z€ A).

On note A = {M, : z € A}. Vérifier que A est une sous-algéebre fermée de

Ualgébre de Banach L(A), des applications linéaires et continues sur A.
2) Pour x € A, on pose

z]|" = || M| ca)-
(a)) Vérifier que || - || définit une norme sur A.
(b) Montrer que (A, || -||") est une algébre de Banach unitaire.

(¢) Montrer que || - || et || - || sont équivalentes.
3) Soit p: A — A défini par
o(x) = M,.
Montrer que ¢ est un isomorphisme d’algebres de A sur A telle que @ et

o~ sont continues.

4) En déduire que toute algébre de Banach unitaire B est isomorphe d une

sous-algebre fermée de L(B) contenant l'identité.

Exercice 3.8.2 Soient K un compact de C et C(K) l'algébre de Banach des

fonctions continues sur K, munie de la norme sup. On note par :

o A(K) le sous-ensemble de C(K) formé des fonctions continues sur K et

holomorphes a lintérieur de K ;

o P(K) la fermeture dans C(K) des polynomes complezes.

1) Montrer que A(K) et P(K) sont des algébres de Banach unitaires (pour la

norme sup).

Pour f € C(T), on note

21
f(k) = % /0 fee *dp, (ke 7).
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Soit
su(€) = Y flk)e™,
k=—n
et posons
1
on(f) = (S0 + 81+ +5n).

Cn+l
Le théoreme de Fejer affirme que si f € C(T), alors

lim |[on(f) = fllee = 0.

n=too
2) En déduire que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) feP(T);
(ii) f = F|T, ou F € A(D);
(i) f(—=k) =0, k € N*.

3) Montrer que

(a) A(D) et P(T) sont isométriquement isomorphes.
(b) A(D) = P(D).
4) Soit fo(z) :== z, z € T. Calculer op(ry(fo), oo (fo), puis le rayon spectral

de fo.

Exercice 3.8.3 Soit C,[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients com-

plezes de degré inférieur ou égal a n. On définit une multiplication (interne) x

par
(Yot () =30 (30 )
k=0 k=0 k=0 \p+q=Fk
et une norme || - ||y par

n n
> axt| =3 ju
k=0 k=0

1) Dans cette question, on suppose quen = 3. On considére f(X) = 1+ X+ X3,
9(X) =2+ X?. Calculer || fl|1, lgll et [If *glh-

1

2) Vérifier que C,[X] est une algébre de Banach unitaire et commutative.
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3) Décrire la boule unité ouverte B de C,[X].

4) Montrer que 2X & B et 142X € Inv(C,[X]). Caractériser G := Inv(C,[X])

et vérifier directement que :

(a) G est un groupe multiplicatif.
(b) G est ouvert dans C,[X].

(c) {e—x:2e€B} ¢ G.

5) Soit f(X) = chXk. Déterminer o(f).

k=0
Exercice 3.8.4 Soit X = C" muni des opérations usuelles qui en font une

algebre complexe. On considére sur X la norme || - || définie par

”(217227"'7271)"%: sup ‘ZJ‘
1<j<n

1) Vérifier que X muni de la norme || - ||o est une algébre de Banach unitaire

et commutative.
2) Caractériser Inv(X) et vérifier que c’est un groupe multiplicatif ouvert.

3) Dans cette question, on pose n = 3. Trouver le spectre de x = (2,3,5) et

calculer de deux manieres le rayon spectral de x.

Exercice 3.8.5 Soit A une algébre de Banach et on pose A* = A x C, muni de

sa structure d’espace vectoriel produit cartésien et on définit la multiplication sur
A* par
(z, @) (y, ) = (oy + P + zy, ).

La norme sur A* est elle définie par
I(z, )| = llzl[ + [ed.

1) Montrer que A* est une algébre de Banach unitaire.

2) Vérifier que A se plonge isométriquement dans AF.
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Exercice 3.8.6 Soit A = C,[X]| l'algebre de Banach (unitaire) des polynomes

de degré au plus n, munie de la norme || - |1 (voir exercice 3.8.3). Soit

J:{iaka:a():O}.

k=0

1) Montrer que J est un idéal fermé mazimal de A. En déduire que (J, ] - 1)

est une algebre de Banach.

2) On considére J* lalgebre de Banach unitaire construite a partir de J par
le procédé décrit dans Uexercice 3.8.5. Montrer que J* est isométriqguement

isomorphe a A.

Exercice 3.8.7 Soit A = C,[X] l'algebre de Banach unitaire considérée dans

lexercice 3.8.5.
1) Décrire tous les idéauz de A.
2) Décrire les idéaux fermés et les idéaux mazimauz de A.

Mémes questions avec ['algebre A = C™ considérée dans ['exercice 3.8.4.

Exercice 3.8.8 Soient n > 3, A = C" l’algébre de Banach unitaire considérée
dans [’exercice 3.8.4 et
J={(z1,29,...,2n) € A: 21 = 25 = 23 = 0}.
1) Montrer que J est un idéal fermé de A.

2) Montrer que A/J est isomorphe isométriquement a C3.

Exercice 3.8.9 Soit (X,d) un espace métrique compact et soit C(X) l'algébre
de Banach unitaire des fonctions continues sur X. L’objet de cet exercice est
de caractériser tous les idéauzr fermés de C(X). On reprend les notations du

paragraphe 3.6.1 :

o étant donné un sous-ensemble O quelconque de X, on note k(O) le sous-

ensemble de C(X) défini par

k(O) :={f e C(X): flO=0}.
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o Si J est un idéal de C(X), on note h(J) l’ensemble des points de X ou

toutes les fonctions de J s’annulent, autrement dit
hJ)={zeX: flx)=0Vfe =)0
feJ
1) Vérifier que pour O C X, k(O) est un idéal fermé de C(X) et que k(O) =
K(O).
2) Soit J un idéal fermé de C(X). Montrer que si h(J) contient plus d’un
point, alors J n’est pas maximal.

3) Soit J un idéal fermé de C(X) et considérons, pour n € N*,

Q, = {x € X :d(z, h(J)) < %}

(i) Montrer que X \ Q, est un ensemble compact, contenu dans X \ h(J).

(i1) Montrer qu’il existe une fonction appartenant a J qui est strictement
positive sur X \ Q. En déduire que si g € C(X) et g =0 sur 2, alors
geJ.

(i) En déduire que, si g € C(X) et g =0 sur un voisinage de h(J), alors
geJ.

(iv) Montrer que k(h(J)) = J (on pourra utiliser (ii) et le lemme d’Ury-
sohn).

4) Conclure que tout idéal fermé de C(X) est de la forme k(O), avec O un

ensemble fermé de X.
Exercice 3.8.10 Soit W(T) l’algébre de Wiener et
W (T) = {f e W(T): f(n) = 0,n < o}.

1) Vérifier que WT(T) est une sous-algébre fermée et unitaire de W (T) et que
WH(T) est engendrée par €,(z) = z, z € T (autrement dit, la plus petite
sous-algebre fermée de W (T) qui contient e; est WT(T)).
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2) Vérifier que €, est inversible dans W (T) mais pas dans W (T).

3) Trouwver owm(e1) (le spectre de €, considéré comme élément de W(T)) et

Uw+('1[‘)(61).

Exercice 3.8.11 Soient X etY deux espaces métriques compacts et soient C(X)
(resp. C'(Y')) Ualgebre de Banach unitaire des fonctions complexes continues sur

X (resp. sur'Y ) munie de la norme sup.

1) Montrer que, si (x,)n>1 est une suite d’éléments de X, alors (x,)n>1 converge
vers un point a € X si et seulement si, pour toute fonction f € C(X), la

suite (f(zn))n>1 converge vers f(a).

2) Soit g une application continue de Y dans X. Soit b, : C(X) — C(Y)

définie par
Yy(h) =hoy.
Montrer que v, est un morphisme d’algébres de Banach unitaires.

3) Réciproquement, soit ¢ : C(X) — C(Y) u morphisme d’algébres de Ba-

nach unitaires.

(i) Fizons yo € Y. Montrer que Uapplication p,, : C(X) — C, définie

par
Py (h) = (h) (%),
est un caractere de C'(X).

(ii) En déduire qu’on peut définir une application g : Y — X telle que,
pour tout h € C(X), on a

(iii) Montrer que g est continue.

4) En déduire la forme d’un automorphisme de C(X).
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Exercice 3.8.12 Déterminer les radicaur des algébres de Banach unitaires et

commutatives suivantes :
1) lalgébre C™ considérée dans l'exercice 3.8.4 ;
2) lalgébre C,[X] considérée dans l’exercice 3.8.3;
3) lalgebre du disque A(D) ;
4) lalgebre de Wiener W(T) ;
5) la sous-algébre de l'algébre de Wiener W (T) définie dans l’exercice 3.8.10.

Décrire dans chacun des cas l'image de la transformation de Gelfand.

Exercice 3.8.13 Soit A le sous-ensemble de L(C?) représentée par une matrice

(b o)

ou a,b € C. On munit A des opérations usuelles de L(C?) et de la norme

de la forme

opérateur.
1) Montrer que A est une algébre de Banach unitaire et commutative.

2) Caractériser les éléments non-inversibles de A et déterminer la forme des

1déauz maximauz de A.

3) Euxpliciter l’image de la matrice
a b
b a)’
par la transformation de Gelfand.

Exercice 3.8.14 Soit L'[0,1] I’espace de Banach composé des fonctions intégrables

sur lintervalle [0,1]. On définit une multiplication sur L*[0,1] par

(f % 9)(@) == / Cfle—tglt)ydt, (xe0.1).
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1) Montrer que L'[0,1] est une algébre de Banach. Est-elle unitaire ¢ Par la
suite, on note A l’algébre de Banach unitaire construite a partir de L']0,1]
par le procédé décrit dans l'exercice 3.8.5. Pour f € L'(0,1], on identifie f

et son image dans A.
2) Calculer le rayon spectral de la fonction f = 1.

3) Soit f € L'0,1]. Montrer que s’il existe € > 0 telle que f = 0 sur [0,¢],
alors f € rad A.

4) Déterminer tous les caractéres de A.



Chapitre 4

Calcul fonctionnel holomorphe
dans les algebres de Banach

L’objet de ce chapitre est de définir un calcul fonctionnel holomorphe qui
prolonge le calcul fonctionnel polynomial et qui respecte les principales propriétés

algébriques et spectrales.

4.1 Aspect algébrique : calcul fonctionnel ra-
tionnel

Soit A une algebre unitaire complexe (non nécessairement normée) et x € A.
On suppose que o(z), le spectre de z, est non vide (c’est automatique si I'algebre
A est une algebre de Banach unitaire, comme on I’a vu au théoreme 3.2.6; en
général, c’est un sous-ensemble assez quelconque de C). Pour un polynéme p €

C[X]7
p(X) = Z a; X',

il est naturel de définir

Il est facile de vérifier (exercice!) que l'application

p: CIX] — A
p — px)

93
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est un morphisme d’algebres unitaires. De plus, le lemme 3.2.9 affirme que ¢
préserve les propriétés spectrales, dans le sens ot o(p(z)) = p(o(x)). D'un point
de vue purement algébrique, nous allons tout d’abord étendre ce calcul fonctionnel
aux fractions rationnelles.

Pour un sous-ensemble K de C, contenant le spectre de x, on note Rg 1'en-
semble des fractions rationnelles a coefficients complexes et a poles hors de K.
Il est facile de voir que Ry est une sous-algebre du corps C(X) des fractions
rationnelles a une indéterminée sur C et des que K est infini, R s’identifie a
une algebre de fonctions sur K (contenue dans ’algebre des fonctions continues

sur K et holomorphe a U'intérieur de K).

Proposition 4.1.1 Le calcul fonctionnel polynomial ¢, : C[X] — A, @.(p) =
p(x), s’étend de fagon unique en un morphisme d’algebres unitaires @, : Rxg —

A. On notera encore

f(ﬁ):(p:c(f)v pourfGRK.

De plus, pour toute fraction rationnelle f € Ry, on a

Preuve : e Unicité : soit ¢, : Rk — A un morphisme d’algebres unitaires

qui étend le calcul fonctionnel polynomial. Soit f € Rg. Alors f s’écrit f = B,

1
avec p,q € C[X], ¢ ne s’annulant pas sur K. En utilisant 1’égalité ¢.— = 1 dans
q
Ri et le fait que ¢, est un morphisme d’algebres unitaires, on a
1 -1 -1
p2(f) = Lu(p)pa 7)) = p2(P)pa(q)” = p(x)q(z)”"

Pour l'unicité, il reste a remarquer que si f = b_ &, avec p,p1,q,q1 € C[X] et
q

q1
¢, ¢1 ne s’annulant pas sur K, on a

p(a)g(z) ™ =pi(@)ai(z) " (4.1)
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Pour cela, notons que p(z)q(x) = (pq)(z) = (¢p)(x) = q(x)p(x) implique que

q(z)™!

p(z) = p(x)q(x)~!. Par conséquent, on en déduit que

(4.1) <=q(z) " 'p(z) = pr(z)qu ()~
=p(r)q(r) = q(x)p1(z)

= (pq1)(x) = (gp1)(2),

et cette derniere égalité découle du fait que dans C[X], on a pg; = qp;.

e Existence : soit [ € Rg. Alors [ s'éerit f = B, avec p,q € C[X], ¢ ne
q
s’annulant pas sur K. Comme o(q(x)) = g(o(z)), on obtient que 0 & o(q(x)).

Autrement dit, ¢(x) est inversible. On pose alors

D’apres le raisonnement précédent, cette définition a bien un sens car le membre

-1

a gauche p(z)q(x)~! ne dépend pas du choix de p et ¢ dans la représentation de

la fraction rationnelle f. De plus, il est clair que cette définition prolonge bien

le calcul fonctionnel polynomial. Nous allons vérifier que ¢, est un morphisme
d’algebre unitaires. Pour f = &,g — P2 Rixet AeC, ona
a1 4z

Apr P
e:(Mf + 9) =¢u (—1 + —2)
q1 q2

- (Aplth + p2q1>
; q192

=(Ap1g2 + p2q1) (@) (q1g2) ()~
=(Ap1(2)q2(x) + pa(2) g1 (2)) ga () g ()~
=Ap1(@)q1(z) " + pa(2)ge(x) !

=Xz (f) + =(9)-
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De méme, on a

q192
(p1p2)( )<Q1Q2 iC)
=p1(2)pa(2)ga(x) ()~

)
) 'pa(x)ga()

P1D2
Sor( =¥ (

1

=p1(z)q (x)

= (f)pz(9).
Enfin, on a ¢,(1) = e! En conclusion, ¢, est bien un morphisme d’algebres
unitaires qui prolonge le calcul fonctionnel polynomial.

e Montrons la propriété spectrale : soit A € o(x) et f € Ri. Ecrivons f =

b
q’
avec p,q € C[X], ¢ ne s’annulant pas sur K. Comme A € o(z) C K, on peut

considérer la fraction rationnelle g(X) définie par

f(X)—f(N)
9X)=—F—
et on a ) :
B R p(X)a(N) — p(M)g(X)
9 = TN T T O = )
Comme

on en déduit que g € Rg. D’ou f(z) — f(N)e = (z — Ae)g(z) = g(x)(x — e) et
si f(z) — f(\)e est inversible, ’égalité précédente implique que x — Ae est aussi
inversible, ce qui est absurde. Par conséquent, f(x) — f(\)e n’est pas inversible,
autrement dit, on a f(A) € o(f(z)). Finalement, on a prouvé que f(o(z)) C
o(f(x)).

Réciproquement, montrons que o(f(x)) C f(o(x)). Soit A € o(f(x)). Ecrivons

p(X) | p(X)— A(X)
T2 =37 = ®
H(X — ;)
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ou a € C et (a)1<i<y est la suite des zéros (comptés avec multiplicité) du
polynéome p(X) — Ag(X). On peut bien siir supposer que o # 0 (sinon le résultat

est trivial!). En utilisant le fait que ¢, est un morphisme d’algebres, on a

flz) = de =« <H(m - )\ie)> q(z)t = aq(x) ™! (H(m - /\ie)> :

i=1 i=1

Comme f(z) — Ae n’est pas inversible, on en déduit qu'il existe i, 1 < i < N, tel

que aze — x n'est pas inversible. Donc «; € o(x) et f(o;) = lambda € f(o(z)).
Doit o(f(x)) € f(o(a).

O

Dans le cas ou A est une algebre de Banach, le calcul fonctionnel, dit de

”Dunford-Schwarz” | étend ¢, a 1’algebre des fonctions holomorphes dans un voi-

sinage du spectre de x. Pour le développer, nous allons exploiter la théorie des

algebres de Banach du chapitre précédent et la théorie des fonctions holomorphes

a valeurs dans un espace de Banach (dont on a fait un bref résumé dans I’Annexe

B).

4.2 Définition et propriétés du calcul fonction-
nel holomorphe

4.2.1 Formules de Cauchy pour le cas polynomial et ra-
tionnel

Nous allons commencer par une formule qui va justifier notre définition du

calcul fonctionnel holomorphe.

Lemme 4.2.1 Soit A une algebre de Banach unitaire et x € A. Alors, pour tout

neN, ona

1
2" =— [ N'(de—x)td), (4.2)

2im Jr,

ot I, est le cercle de centre 0 et de rayon r positivement orienté, avec r > r(x).
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Preuve : Remarquons tout d’abord que pour A € I'f, on a |\| = r > r(z) et

~1 est continue sur

donc A € p(z). Par conséquent, la fonction A — \"(Ae — z)
un voisinage de I'* et I'intégrale dans la formule (4.2) a bien un sens. En utilisant

la paramétrisation T'r(t) = re', t € [0,27], on a, par définition de l'intégrale

curviligne,
1 1 1 [ 1 i(n+1)t(,. it -1
— | N'(de—x) " d\=— e T (rete — x) T dt. (4.3)
2im Jr, 2m Jo

Notons maintenant que le lemme 3.2.2 implique que pour |z| > ||z, on a

k

(ze — )t = 2 <e — g) . i ;;Ll. (4.4)

k=0

Comme z — (ze — x)~! est holomorphe pour |z| > r(z), la série entiere dans
I'égalité (4.4) converge en fait normalement dans tout domaine |z| > p > r(x).

Ainsi, on en déduit que

it -1
ree —x) " = E _—
( ) L rhtlgi(k+1)t’

avec convergence uniforme de la série par rapport a la variable d’intégration
t € [0, 27]. En utilisant (4.3), on peut donc permuter le signe ”somme et intégrale”

et écrire que

1 n -1 _ - k,.n—k 1 o i(n—k)t
— [ A'(Ae—2x) d)\—kzzoxr %/0 e dt.

2im Jr,

Comme

1 zﬂemdt:{o sip#0
0

2 1 sip=0,
on en déduit que
1
— [ X'(de—z)td\ = 2",
2 T,

ce qui acheve la preuve du lemme.

Par linéarité, on obtient immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire 4.2.2 Soit A une algebre de Banach unitaire et x € A. Alors, pour

tout polynome p, on a

(@) = —— / p(V) (e — 2)LdA, (4.5)

%

T

ou I, est le cercle de centre 0 et de rayon r positivement orienté, avec r > r(x).

En utilisant une premiere fois la formule de Cauchy, nous allons montrer que la

formule (4.5) s’etend aux fractions rationnelles.

Proposition 4.2.3 Soient A une algébre de Banach unitaire, x € A, [ une
fraction rationnelle a péles hors de o(z) et I' un systeme de courbes fermées de
classe C' par morceauz et qui entoure o(z) dans 'ouvert C\ {péles de f}. Alors,

on a

fla) = i /F FOVOe — 7)1 dA. (4.6)

Preuve : En vertu de la décomposition en éléments simples d'une fraction
rationnelle et de la linéarité (par rapport a f) des deux membres de la formule

(4.6), il suffit d’établir sa validité pour les polynémes et les fonctions
Gom A — (A —2)7", neN, zdo(x).

Pour les polynomes, la formule (4.6) découle immédiatement du corollaire 4.2.2
et du théoreme de Cauchy version vectorielle (voir théoreme B.3.5). Il reste donc
a montrer que, pour z € o(x), pour n > 0, on a

I,(z2) = 1 A—2)""Ne—2) td\ = (v — ze) ™" (4.7)

2 Jr
Nous allons montrer la formule (4.7) par récurrence sur n. Pour n = 0, la formule
(4.7) correspond & la formule pour les polynémes avec p(X) = 1. Supposons la
formule vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. Rappelons

(voir (3.5)) que pour A,z € o(x), on a

Ae—z)'=(e—2) " +(z-ANe—2) " (ze —2)7".
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En utilisant cette équation et la proposition B.2.9, on obtient que
1 —(n+1) ~1 1 —n ~1 ~1
Lig(z)==— [ (A—2) d\ | (ze—z) 7 —( =— [ (A —2)""(Ae —x) " d\ ) (ze—x) .
2im Jr 2im Jr
Par hypothese de récurrence, on a

L A—2)"Ne—2)td\ = (v — ze)™".

2 Jp

De plus, comme I' entoure o(x) dans 'ouvert C\ {z}, on a n(I', z) = 0, ce qui
implique que
1
— [ (A =2) ™Dy =0.

2T Jp

Avec ces deux équations, on obtient alors
Lna(2) = —(w = ze) "(ze —2) 7! = (2 — z¢) " = g, (@),

Par récurrence, la formule (4.7) est donc démontrée pour les fonctions g, ,,, n > 0,
ce qui acheve la preuve de la proposition.

O

4.2.2 Définition du calcul fonctionnel de Dunford-Schwarz

En vertu de la proposition 4.2.3, il est naturel de poser la définition suivante.

Définition 4.2.4 Soit A une algebre de Banach unitaire, x € A et Q) un ouvert
de C contenant le spectre de x. Pour f € Hol(Q2) et I' un systéme de courbes

fermées, de classe C' par morceauz qui entoure o(x) dans S, on pose

f(z) = %/Ff(z)(ze — ) dz. (4.8)

Remarque 4.2.5 La formule (4.8) définit bien un élément de A qui ne dépend
pas du choiz de " d’aprés le théoréme de Cauchy version vectorielle (voir théoréme

B.3.5).
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4.2.3 Propriétés du calcul fonctionnel de Dunford-Schwarz

Le théoreme suivant résume ’essentiel des propriétés du calcul fonctionnel

holomorphe.

Théoréme 4.2.6 Soient A une algébre de Banach unitaire, v € A et Q) un

ouvert de C contenant le spectre de x. Considérons

b Hol(Q) — A
f— fla).

Alors
a) ¥ est un morphisme d’algébres unitaires.

b) ¥ est continue, si on munit Hol(£2) de la topologie de la convergence uni-
forme tout compact. Autrement dit, si f,, f € Hol(Q) et (f.) converge
vers [ uniformément sur tout compact de ), alors f,(x) tend vers f(z), si

n — +0o0.

c) Pour toute fonction f € Hol(f2), on a

d) Soit f € Hol(2), U un ouvert contenant f(o(x)) et g € Hol(U). Alors
(g0 f)(x) = g(f(x)).

Preuve :
a) e la linéarité de 1 ne pose pas de probleme et est laissée en exercice.

e Montrons que, pour f,g € Hol(2), on a (fg)(z) = f(z)g(x). Pour € > 0,

notons

Q. :={A e C:dist(\,o(z)) <e}.

Comme o(x) est un compact contenu dans 'ouvert €2, il existe ¢ > 0 (suffisam-
ment petit) pour que €. soit contenu dans Q. D’apres la proposition B.1.6, on

peut alors choisir deux systémes de courbes fermées I' et I'y, de classe C* par
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morceaux telles que I" entoure le compact o(x) dans Q. et I'; entoure le compact

Q. dans Q. Pour f, g € Hol(f2), on peut alors écrire, par définition, que

(o)) = 5= [ SN (e =) v

Mais la formule de Cauchy version scalaire (voir proposition B.1.10) implique

que, pour A € I'*, on a
1 w

= dw.
2m Jp, w— A “

D’ou

190 = s [ ([ 254 ) sre =)t an

Flw—)\

En utilisant I’équation de la résolvante (voir (3.5))
Ae—z) ' = (we—2)""+ (w—=N(e —2) Hwe —2)7!

on obtient que (fg)(x) = I + I, avec

[ e,
Il(2i7r)2/p/rl oy (wema) T dwdd

et
1
I, = @in)e /r 5 fw)gN) (e —2) Hwe — ) Hdwd),
On a facilement que

R (i f(w)(we—w)‘ldw)g(A)(Ae—w)‘ldAZf(m)g(x)-

2w T um r,

D’autre part, en utilisant le théoreme de Fubini, on a

L= (2;)2 /F (/F j(_A)A d/\) F(w)(we — 2) " duw.

Or pour tout w € I'}, on a n(I",w) = 0, donc

/Q(A) d\=0, Vwel
I

w— A

On en déduit donc que I, = 0. Ainsi (fg)(z) = I, = f(x)g(z).
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e Montrons que (1) = e. D’apres le lemme 4.2.1,0n a

w(1) = i/ (e —2)"Ldr = .

2T
Ceci acheve de prouver que ¥ est un morphisme d’algebres unitaires.

b) soit T' un systeme de courbes fermées, de classe C'! par morceaux qui

entoure o(x) dans €. Alors, par définition, on a

1 ~1
O(f) = flz) = %/Ff(z)(ze—x) dz.
Comme I'™* est un compact contenu dans p(zx), on a

M(T) := sup ||(ze — 2) 7| < +o0.
zel™*

Si on note alors par lp := /|dz| la longueur de I', on obtient que, pour f &
r
Hol(Q2), on a

7@l < 5 / F)lze = ) 1) < 2L

sup | f(2)].

zel™*

Ainsi, on en déduit que

Wl p 1£a(2) — £

2m zel™

1ule) = F@) = [ (fa— A < 2

Comme I'* est un compact de €2, on a

lim sup |f,(2) = f(2)] =0,

n—++oozep*
d’ou

lim || fo(2) = f(2)[| = 0.

n—-—+00
c¢) e montrons que f(o(z)) C o(f(z)).
Soit A € o(x). Alors, la théorie des fonctions holomorphes implique qu’il existe

g € Hol(Q) telle que

JG) = FN) = (- Ng(z), e
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D’oti, en appliquant le morphisme v, on a

f(@) = f(Ne = (x = Ae)g(x) = g(x)(x — Ae).

Comme A € o(z), on a x — Ae non inversible et donc f(z) — f(\)e non inversible
aussi. Autrement dit, on a f(\) € o(f(z)).

e réciproquement, montrons que o(f(z)) C f(o(x)).

Soit A € f(o(z)). Cela signifie que la fonction f — A ne s’annule pas sur o(x).
Puisque f est continue, il existe un ouvert U contenant o(z) et contenu dans €2
telle que la fonction f — A ne s’annule pas sur U. Notons

1

g(z2) i = ——, zeU.
D=
Alors g € Hol(U). D’apres les propriétés du calcul fonctionnel holomorphe (rela-

tivement a l'ouvert U), comme (f — X)g =1 sur U, on a

e=((f = Ng)(x) = (f(x) = Ae)g(x) = g(x)(f(x) = Ae).

Ceci entraine que f(z) — Xe € Inv(A), soit A & o(f(z)). Par contraposée, on
obtient donc le résultat.

d) considérons Qo = f~HU). 11 est clair que €y est un ouvert qui contient
o(x)etonago f € Hol(). Par conséquent, (g o f)(x) a bien un sens. D’autre
part, comme par hypothese o(f(z)) = f(o(x)) CU, g(f(x)) a aussi un sens.

Comme f(o(z)) est un compact contenu dans l'ouvert U, il existe un ouvert
V relativement compact tel que f(o(z)) C V C V C U. On choisit alors un
systeme de courbes fermées I'; de classe C' par morceaux et qui entoure V' dans
U. Autrement dit, on a I C U\ V et

w2 = 1 sizeV
"o size C\U.

Ainsi, on a o(x) C f7H(V) C f~H(U) = Qo. Donc W := f~1(V) est un ouvert qui
contient o(z) et on a

L fO) =1,  AeW.
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Fixons alors un contour I'y qui entoure o(x) dans W. Soit ¢ € ['} et posons

1
oc(z) == ) zeW.

Alors ¢ € Hol(W) et par définition du calcul fonctionnel holomorphe, on a

eil) = 5= [ e =) (49)

" 2r
Comme I'y entoure o(f(x)) dans U, on a (encore par définition du calcul fonc-

tionnel holomorphe)

o5 = 5= [ 9(OCe = 1) de
En utilisant a), on voit que (Ce — f(x)) ™' = ¢¢(z) et avec (4.9), on obtient que
@) = 5= [ 960 (5= [ ee0e =1 an) ac

En utilisant le théoreme de Fubini, on en déduit alors que

__1 9(¢) o)l
o100 = gz [, ([, 25 ) e =7 o
Or comme n(I'y, f(A)) =1, VA €Ty, on a

1 9(¢)

% . C——f()\) d¢ = g(f(N)),

d’ou

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1 Soit A une algebre unitaire et x € A. On suppose qu’il existe
un polynome p € C[X] tel que p(x) = 04. Montrer que o(x) est contenu dans
l’ensemble des zéros de p.

Application : que peut-on dire du spectre d’un élément idempotent (i.e. v* =
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Exercice 4.3.2 Soit A une algebre de Banach unitaire. On suppose qu’il existe
a € A tel que o(a) est non connexe. Montrer qu’il existe un élément idempotent

dans A non-trivial (i.e. un élément p € A tel que p> =p, p#0, p # ¢).

Exercice 4.3.3 Soit A une algebre de Banach unitaire et v € A. On suppose

que le spectre de x ne sépare pas 0 de oo. Montrer que
a) x admet des racines de tous les ordres dans A.

b) = admet un logarithme dans A.

Exercice 4.3.4 Soient X un espace de Banach et A, B,T € L(X). On suppose
que

BT =TA.

Montrer que, pour toute fonction f € Hol(c(A) Uo(B)), alors
F(B)T =Tf(A).
Supposons en plus que o(A) No(B) = 0. En déduire alors que T = 0.

Exercice 4.3.5 Soient H un espace de Hilbert, T € L(H), Q un ouvert de C
contenant o(T') et f € Hol(Q). Montrer que

f(T) = f(T7),

ou f(z) = f(2).

Exercice 4.3.6 Soient A une algebre de Banach unitaire et commutative, I un
idéal de A, a € I, U un ouwvert de C qui contient o(a) et f € Hol(U). On suppose
que f(0) = 0. Montrer que f(a) € 1.



Chapitre 5

Introduction aux C*-algebres et
calcul fonctionnel continu pour
les normaux

5.1 Introduction aux C*-algebres

Toutes les algebres de Banach que nous allons étudier dans ce chapitre seront
unitaires. Soient 4 une algebre de Banach et a un élément de A on note par o(a)

le spectre de a et r(a) son rayon spectral.

5.1.1 Involution

Définition 5.1.1 Soit A une algébre. On appelle involution une application I :
A — A vérifiant :

1. I?(a) = a, pour tout a dans A;
2. I(ab) = I(b)I(a), pour tous a et b dans A;
3. I(aa+b) =al(a) + 1(b), pour tout o dans C et tous a et b dans A.

*

On notera dans la suite, I(a) = a*.

Remarque 5.1.2 Si A est une algébre unitaire avec une involution, alors
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De méme, a = ae*. D’ou, pour tout a € A, on a

ce qui par unicité de l’élément neutre implique que e* = e.

Définition 5.1.3 Une C*-algébre A est une algebre de Banach unitaire qui posséde
une involution telle que

2
la*all = llall”,

pour tout a dans A.

Exemple 5.1.4 Donnons trois ezemples de C*-algebres :

1. L’exemple le plus simple est l’algebre C, ou ['involution est la conjugaison

complexe !

2. Le deuxiéme exemple que l'on peut rencontrer est L(H), muni de ['involu-

tion qui a T € L(H) associe son adjoint T* € L(H). On a vu alors que
17T = 1T,

pour tout T' € L(H).

3. Un autre exemple important est C(X), l'ensemble des fonctions continues
sur un espace compact X et a valeurs complexes, ou l'involution est définie

par f*(z) = f(x), pour f € C(X) etz € X.

Proposition 5.1.5 Soit A une C*-algébre. Si a appartient a A , alors :

() [la*]l = llall
(b) llaa*|| = l|a]>

Preuve : (a) : soit a € A. En utilisant la définition 5.1.3, on a :

lal* = lla*all < fla"| all,
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et donc ||a*|| < |la]|. Comme a¢** = a en remplagant a* par a dans 'égalité qui

précede, on obtient l'inégalité inverse ce qui nous donne le (a).

(b) : soit a € A. En utilisant la définition 5.1.3 et le (a), on a
laa™[| = [l(a")"al]l = [la"[* = Jlal*
([

Définition 5.1.6 Soient A et B deux C*-algébres unitaires. Une application  :
A — B est appele x-morphisme d’algébre si ¢ est un morphisme d’algebres
vérifiant :

p(a®) = p(a)*, VYa € A.

Un x-isomorphisme entre C*-algebres est un x-morphisme bijectif. On vérifie faci-

1

lement que si @ est un x-isomorphisme alors ¢~ est également un x-morphisme.

Définition 5.1.7 Soient A une C*-algébre et a un élément de A, alors :
1. a est autoadjoint (ou hermitien) si a* = a;
2. a est normal si a*a = aa* ;
3. a est unitaire si a*a = aa* = e.

On note Re(A) l'ensemble des éléments autoadjoints de A.

Proposition 5.1.8 Soient A une C*-algébre et a un élément de A.

(a) Sia est inversible, alors a* est inversible d’inverse (a™')*.

(b) 1l existe un unique couple (x,y) dans Re(A) tel que a = x + 1y.
(c) Sia est unitaire, alors ||al| = 1.

(d) Sia est autoadjoint, alors ||a|| = r(a).
)

(e) Si B est une C*-algébre et ¢ : A — B un x-morphisme tel que p(e) = e,

alors :

le(a)[| < flall, Va e A
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En particulier ¢ est une application linéaire continue de A dans B, de

norme inférieure ou égale a 1.

Preuve : (a) : supposons a inversible, on a :
(aa—l)* _ (a—l)*a* —e= a*((z—l)*'

Ainsi (a*)7! = (a71)*.

(b) : montrons dans un premier temps que : i(a*—a) et a+a* sont autoadjoints.
On a (i(a*—a))* = —1(a™ —a*) = i(a* —a) et (a+a*) = a*+a™ = a+a*, ainsi
i(a*—a) et a+a* sont autoadjoints. Posons maintenant © = a+a* et y = i(a* —a)
on a alors a = x + iy, d’ou 'existence.

Montrons maintenant 'unicité. Soit x1,y1, r2 et yo hermitiens tels que :
a =11+ 1y = To + 1Ys.

On en déduit que
r1 — Xg = Z(’yg - yl) (51)

De plus, a* = x1 — 1y; = 29 — 1y2, d’ou
1 — To = —Z(yg — yl) (52)

En additionnant (5.1) et (5.2), on obtient finalement que 2(x; — x2) = 0, soit
1 = 2. On en déduit alors que y; = yo, d’ou 'uncité de la décomposition.

(b) : supposons @ unitaire. Alors
lall* = llaa™[| = lle]l = 1.
(d) : Si a est autoadjoint, on a
[a®]| = laa™|| = llal>.

Par récurrence, on obtient

[a®" || = llal*",
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pour tout n > 0. Ainsi 7(a) = lim HCLQ"Hﬁ =|lal|.
(e) : Montrons que o(p(a)) C o(a), Ya € A. Soit A ¢ o(a), montrons que
A ¢ o(p(a)). On sait qu'il existe x € A tel que
e=(a—Ae)r = x(a— Ne).

D’o1, en utilisant que ¢ est un morphisme d’algebre telle que p(e) = e, on obtient

e = (pla) — Ae)p(x) = p(x)(p(a) — Ae).
Ainsi ¢(a) — Ae est inversible et donc A € o(¢(a)). Remarquons maintenant que
aa* et p(aa*) sont autoadjoints. Donc, en utilisant (d), on a

le(@)l* = lle(a)p(a) [l = lle(aa™)|| = r(p(aa”)) < r(aa”) = |laa’|| = |lal?,

ce qui prouve que [|p(a)]| < |all.

5.1.2 Caracteres dans une C*-algebre

Proposition 5.1.9 Soient A une C*-algebre et h € Car(A). Alors :
h(a) € R, pour tout a € Re(A) ;
h(a*) = h(a), pour tout a € A ;
h(aa*) > 0, pour tout a € A;
|h(u)| = 1 pour tout élément u € A unitaire.
Preuve : (a) : soit a € Re(A) et écrivons h(a) = a + i avec a et [ réels.
Nous devons montrer que § = 0. Soit ¢ un réel. Alors on a :
\h(a + ite)]* < |ja + it|]?

< (@ + it)(a + it)*||

< [l(@ +dt)(a — i)

<+ 2|

< ||al® + 2.
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De plus
|h(a+ite)]” = |a +i(B+ )|
= o+ 3 +t*+ 25t
Ainsi
lal|> + % > o® + 52 + 12 4 203t,
et donc

lall> > o® + 3% + 26t Vt € R.

D’ou f =0 et h(a) € R.
(b) : soit a € A, Az, y € Re(A) tels que a = x+iy d’apres la proposition 5.1.8.
On a en particulier a* = x — 1y.

Ainsi

+ih(y) car h(x) et h(y) sont réels d’apres (a)

Et donc h(a*) = h(a).

(c) : soit a € A.

Ainsi h(aa*) > 0.

(d) : soit u € A unitaire.
\h(u)|” = h(u*u) = h(e) = 1.

Ainsi |h(u)| = 1.
U

Corollaire 5.1.10 Soit A une C*-algébre commutative et a € Re(A). Alors
o(a) CR.
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Preuve: Comme A est une algebre de Banach commutative, on peut appliquer

le théoreme 3.5.1 qui dit que
o(a) ={h(a): h € Car(A)}.

La proposition 5.1.9 (a) permet alors de conclure.

5.2 Le théoreme de Gelfand—Naimark

Théoréme 5.2.1 (Gerfand—Naimark) Soient A une C*-algébre commutative
et A son espace idéal maximal. Alors la transformation de Gelfand G est un

x-isomorphisme isométrique de A sur C'(A).

Preuve : Le théoreme 3.7.4 implique déja que G est un morphisme d’algebre

de A dans C(A). Soient a € A et h € A. En utilisant la proposition 5.1.9, on a

D'ou G(a*) = G(a). Ainsi G est un *-morphisme de A dans C(A). Montrons
maintenant que G est une isométrie. Supposons d’abord a € Re(A). D’apres la

proposition 5.1.8 (d) et le théoreme 3.7.4 (c), on a
1G(a)]|oo = 7(a) = [|al|.
Soit maintenant a € A quelconque. Comme aa* € Re(A), on a

ol = Joa']| = G 0a) o = GGl
16(a) . = supla)l = (suplh(a)l) =190

Ainsi G est une isométrie et donc G est injective et a image fermée. Il reste a
montrer que A = G(A) est dense dans C(A). Pour cela nous allons utiliser le
théoreme de Stone-Weierstrass. Nous devons donc montrer que la sous-algebre

A vérifie les 3 points suivants :
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(1) A sépare les points;
(2) A contient les constantes ;
(3) A est invariant par passage au conjugueé.

Soient g, h € A, g # h. Alors il existe a € A tels que h(a) # g(a), ce qui se traduit
par a(h) # a(g) et le point (1) est vérifié. On a é(h) = h(e) = 1, pour tout h € A.
Ainsi A contient la fonction identiquement égale a 1 et donc les constantes. Le
point (2) est donc vérifié. Le point (3) découle du fait que G est un *-morphisme
et donc si a € A, alors @ = a* € A. Nous pouvons donc utiliser le théoréme de
StoneWeierstrass et conclure que A est dense dans C (A). Comme d’autre part,

A est fermée, on obtient que A = C (A), ce qui termine la démonstration.

O

5.3 Le calcul fonctionnel continu pour les nor-
maux

Lemme 5.3.1 Soit X un espace topologique compact et soit f € C(X). Alors
o(f) = f(X).

Preuve : D’apres le théoreme 3.5.1, on a A € o(f) si et seulement s’il existe
h € Car(C(X)) tel que h(f) = A. Or d’apres le corollaire 3.6.3, les caracteres de
C(X) sont les évaluations aux points de X. Ainsi A € o(f) si et seulement s’il
existe v € X tel que A = E,(f) = f(z). Autrement dit A € f(X).

U

Définition 5.3.2 Soient A une C*-algébre et a un élément de A. On note C*(a)

I’algébre unitaire engendrée par a et a*. Autrement dit

C*(a) = {pla,a”) : p € CIX. Y]}.

On dit que A est engendrée par a si A= C*(a).
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Théoréme 5.3.3 Soit A une C*-algébre commutative, engendrée par un élément
a. Alors il existe un unique x-isomorphisme isométrique ® de C(o(a)) sur A tel
que

O(l)=e et P(z) =a.

On note ®(f) = f(a), pour f € C(o(a)). On a alors

pour toute fonction f € C(o(a)).

Preuve: D’apresle théoreme 3.7.4, 'application @ : A — o(a) est continue et
surjective. Montrons qu’elle est aussi injective. Soient hy, hy € A tel que a(hy) =
a(hy). On a donc hy(a) = hy(a) et d’apres la proposition 5.1.9, on a aussi hy(a*) =
hao(a*). Ainsi hy(p(a,a*)) = ha(p(a,a*)), pour tout polynome p € C[X,Y]. En
utilisant la continuité de hq, hy et la densité de {p(a,a*) : p € C[X,Y]} dans
A, on obtient que hi(x) = hs(x), pour tout = € A. Ainsi hy = hy et a est
injective. Comme A et o(a) sont compacts, on en déduit finalement que a est un

homéomorphisme de A sur o(a). Posons alors pour f € C(co(a)),

Remarquons que foa € C(A) et d’apres le théoréeme de Gelfand—Naimark,
G Y(foa)e€ A Ainsi ® est une application de C(c(a)) dans A.
Fait 1 : ® est un *x-morphisme d’algebre.

Soient f,h € C(o(a)) et A € C. On a

®dA\f+h) = G '(Afoa+hoa)
= MG (foa)+ G (hoa)
= A0(g) + @(h),
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et
®(f)=G " (foa)=G"(foa)=(G""(foa) =o(f)"
Fait 2 : ¢ est isométrique.

Pour f € C(o(a)), on a

(NI = G (foa)l=Ifoalw
= igglf(d(h))! = sup |f(2)]

z€o(a)
= [[flloo-

Fait 3 : ® est surjective.

Soit z € A et posons f =2 oa"t. Alors f € C(o(a)) et on a
O(f)=G (doa'oa)=G (&) =u,

ce qui prouve la surjectivité de . On a donc prouvé que ® est un *-isomorphisme
isométrique de C'(o(a)) sur A.
Fait 4 : &(1) = e et ¢(z) = a.

Remarquons que pour tout A € A, on a
donc G(e) = 1. D’ou

De plus,
®(z) =G (z0a) =G 'a) = a.
Montrons maintenant 1'unicité de ®. Autrement dit, soit ® : C'(o(a)) — A

un *-morphisme d’algebre tel que ®(1) = e et ¢(z) = a. Alors on a

Pod(a) = 0(2) =a,

et
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En utilisant le fait que ® et @ sont des x-morphisme, on obtient que

Do d7(a*) = B(®(a)) = (P(D(a)))* = a*.

Par linéarité, on obtient que

®o (I)il(p(aa a*)) = p(a,a*),
pour tout polynome p € C[X,Y]. Ainsi comme C*(a) = A, on en déduit que
P o ®~!(x) = z, pour tout z € A. Par conséquent, on obtient que P = P.

Il reste & montrer ’égalité spectrale, c’est-a-dire que o(f(a)) = f(o(a)). Pour

cela, remarquons que comme G est un isomorphisme, on a

o(f(a)) =o(foa)=foa(A) = f(o(a)),

en utilisant le lemme 5.3.1 et le théoreme 3.7.4.
O
Nous voulons maintenant éviter I’hypothese que la C*-algebre A est engendré
par un élément a. Ceci peut étre fait, en supposant que a est normal. Pour cela,

nous aurons besoin de deux lemmes sur le spectre relatif d’'un élément.

Lemme 5.3.4 Soient A et B deux alébres de Banach telles que A C B et a € A.
Alors :

(a) og(a) C oala).

(b) Ooa(a) C dop(a).
Preuve : (a) est évident et laissé en exercice! Pour prouver (b), soit A €
Jo 4(a). Comme l'intérieur de o(a) est contenu dans l'intérieur de o 4(a), il suffit

de montrer que A € og(a). Supposons par I'absurde que A ¢ og(a). Alors il existe

x € B tel que

z(a— Xe) = (a — Ne)x = e. (5.3)
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Comme A € 0o 4(a), il existe une suite \,, € C\ o 4(a) telle que \,, — A\, n — +00.
Considérons alors x, = (a — \,e)™' € A. Comme A C B, on a bien sir z, € B.
De plus, comme A, — A, on obtient que a — \,,e — a — A\e. En utilisant alors que

I’application

Inv(B) — Inv(B)

est continue, on obtient que z,, = (a — \,e) — (a — Ae)™! = x. Mais z,, € A et
A est fermée, donc x € A. Ainsi les relations (5.3) impliquent que A € o 4(a), ce
qui contredit le fait que A € do4(a).

O

Lemme 5.3.5 Soient A et B deux C*-alébres telles que A C B et a € A. Alors
o4(a) = og(a).

Preuve :  Supposons tout d’abord que a est autoadjoint et soit C = C*(a) la
C*-algebre engendrée par a et e. Comme C est commutative, on peut appliquer
le corollaire 5.1.10 qui implique que o¢(a) C R. En particulier, doc(a) = oc(a)
(car o¢(a) est un fermé d’intérieur vide dans C). Le lemme 5.3.4 implique alors
que
oa(a) C oc(a) = doc(a) C doa(a) C oa(a).

D'o‘u o4(a) = oc(a). De méme, on montre que op(a) = oc(a). Ainsi o4(a) =
og(a).

Considérons maintenant un élément a quelconque de A. On a d’apres le
lemme 5.3.4, op(a) C o4(a). Il reste donc & montrer que si A € C tel que
a—MXe € Inv(B) alors a—Ae € Inv(A). Soit = € B tel que (a—Xe)z = z(a—Xe) = e.
Alors

(a — Xe)*(a — Ne)xx™ = xx™(a — Ne)*(a — Ae) = e.

Donc I'élément b := (a— Ae)*(a— Ae) est inversible dans B et on vérifie facilement

qu’il est autoadjoint. La premiere partie de la preuve implique alors que b est
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inversible dans A. Comme les inverses sont uniques, on a za* = b~! € A. D’oll
r=x(x*(a— Xe)*) = b (a— Ne)* € A

Ainsi a — Ae € Inv(A), ce qui conclut la preuve.

O

Théoréme 5.3.6 Soit A une C*-algebre et a un élément normal de A. Alors il

existe un unique *-isomorphisme isométrique ® de C(o(a)) sur C(a*) tel que
d(l)=e et P(z)=a.

On note ®(f) = f(a), pour f € C(o(a)). On a alors

pour toute fonction f € C(o(a)).

Preuve: Lelemme 5.3.5 implique que 0¢+(q)(7) = 0.4(x), pour tout x € C*(a).
11 suffit alors d’appliquer le théoreme 5.3.3 a I’algebre C*(a) qui est commutative
car a est normal.
O
Soit NV un opérateur normal sur un espace de Hilbert H (complexe). On note
C*(N) la C*-algebre (commutative) engendrée par N et Id. Le théoreme 5.3.6
affirme qu'il existe un x-isomorphisme isométrique ¢ de C(o(N)) sur C*(N) tel
que p(1) = Id et p(z) = N. Remarquons de plus que si f est une fonction continue
positive, alors ¢(f) est un opérateur positif. En effet, comme f est positive, on
peut considérer la fonction g := \/f qui est une fonction continue sur o(N) et a

valeurs réelles. Comme ¢ est un *-morphisme, on a

((f)h.h) = lle(g)h]* = 0,
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pour tout h € H et ¢(f) est un opérateur positif.
Par analogie avec le théoreme de représentation de Riesz, on peut espérer qu’il

existe une mesure F (a valeurs opérateurs) telle que

o) = [ sae.

Nous allons dans la suite prouver ceci. Pour cela, nous allons introduire la bonne
notion de mesures, puis définir I'intégrale d’une fonction a valeurs scalaires par

rapport a ces mesures.

5.4 Mesures spectrales
5.4.1 Définitions et exemples

Définition 5.4.1 Soit X un ensemble, M une tribu sur X et H un espace de
Hilbert. Une mesure spectrale sur (X, M, H) est une application E : M — L(H)

vérifiant les propriétés suivantes :
(a) E(A) est une projection orthogonale, pour tout A € 9.
(b) E(0) =0 et B(X) = Id.

(c) pour tous Ay, Ay € M, on a

(d) Si (An)n>1 est une suite d’ensembles mesurables, deuz o deuz disjoints,

alors on a
“+o00 +oo
E (U An> => E(A,).
n=1 n=1
Remarque 5.4.2 D’aprés (b) et (c), si Ay, D € M, A1 N Ay =0, alors
E(A)E(As) = E(A1NAy) = E(0) =0.

Autrement dit, E(Ay) et E(Ay) ont des images orthogonales. Donc si (Ay)n>1

est une suite d’ensembles mesurables, deur a deux disjoints, alors les projections
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orthogonales E(A,) ont des images deuz a deux orthogonales. On peut alors mon-

trer (exercice!) que, pour tout h € H, la série

iE(An)h

converge dans H vers Ph, ou P est la projection orthogonale de H sur [’enveloppe

linéaire fermée engendrée par les E(A,)h, n > 1. En revanche, attention la série

> E(A)

ne converge pas dans L(H) (pourquoi?).

Exemple 5.4.3 Soient X un espace topologique compact, MM la tribu des boréliens

sur X, u une mesure sur MM et H = L*(u). Pour A € M, on pose

E(A)f =xaf,  f€Lp).

On vérifie que E est une mesure spectrale sur (X, M, H).

Exemple 5.4.4 Soient X un ensemble, M la tribu formée par tous les sous-
ensembles de X et H un espace de Hilbert séparable. Fizons une suite (x,)n>1
dans X et (e,)n>1 une base orthonormale de H. Enfin pour A € M, définissons
E(A) comme la projection orthogonale sur l’enveloppe linéaire fermée engendrée

par{e, : x, € A}. Alors on vérifie que E est une mesure spectrale sur (X, 9, H).

Lemme 5.4.5 Soient X un ensemble, 9 une tribu sur X, H un espace de Hilbert

et E une mesure spectrale sur (X, 9, H). Pour g,h € H et A € 9, on pose
Egn(A) = (E(A)g, ).
Alors Ey ), est une mesure complexe sur I dont la variation totale vérifie

[Egnll = [Egn(X)] < llgll[[R]-
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Rappelons (voir [10]) qu’une mesure complexe sur un espace mesurable (X, 90t)

est une application p de 9t dans C telle que
+oo
i=1

pour tout ensemble mesurable £ € 91 et toute partition {F; : i > 1} de E. Si on

pose
+oo

ul(E) = sup > |u(E;)],
=1

ou le sup est pris sur 'ensemble des partitions {E; : ¢ > 1} de E, on peut montrer
que |p| est une mesure positive sur M, qu’on appelle mesure de variation totale
de p. De plus, on a |p|(X) < +oo. Autrement dit, |u| est une mesure positive et

finie sur 99t. On pose alors
[l = 1l (X,

et on appelle cette quantité la variation totale de la mesure pu.
En utilisant le théoréeme de Radon—Nykodym, on montre qu’il existe une fonc-
tion mesurable h telle que |h(x)| = 1, pour tout x € X, et du = hd|pu|. Pour

f € LY(|u|), intégrale de f par rapport a la mesure complexe yu est définie par

[ fau= [ suau,

Preuve du lemme 5.4.5 :  posons (pour simplifier) p = E, j,. Soit
+oo
A=JA, A eM et AyNA, =0, n#m
n=1

En utilisant la propriété (d) (dans la définition 5.4.1) et la continuité du produit

scalaire, on a

p(A) = (E (U An) 9.0y = (Y E(Dn)g,h) =) (E(A)g.h) = u(An),

ce qui prouve que g est une mesure complexe sur 1.



5.4. MESURES SPECTRALES 123

Montrons maintenant que |u|(X) < ||g||||h]]. Considérons une partition quel-
conque de X formée d’ensembles mesurables , disons (A,),>1, et soit a,, € C tel

que
an(E(An)g, h) = [(E(An)g, h)l.

Remarquons que |a,| = 1. On a alors
+oo +o0
DoluA) = Y HEA
n=1 n=1
“+oo
= Z an(E(An)g, h)
= Z E(A,)ang, h

171]-

n)ng

Remarquons maitenant que {E(A,)a,g : n > 1} est un systeme orthogonal et

donc d’apres la formule de Parseval, on a
)
2

= ZHE n)ngl|®
= ZIIE )9l
2
= ZE(A
n=1

Je(32):

= [EX)gll* = llgll*.

Oéng

2

D’ou
Z (AR < lgll[IRll,

ce qui prouve que ||u]| < [lgl[1A]l.
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5.4.2 Intégrale d’une fonction scalaire par rapport a une
mesure spectrale

Proposition 5.4.6 Soit E une mesure spectrale sur (X, 9, H) et p : X — C
une fonction mesurable et bornée sur X. Alors il exviste un unique opérateur
A € L(H) tel que, pour tout e > 0 et toute partition {Ay,..., A} de X, A; € M,
telle que

sup{|o(z) — p(2)] s z,2" € Ay} <&, pour 1 <k <n,

on a

<e,

A— Z o(zr)E(Ak)

pour tout x € Ag. De plus, on a [|A|| < ||¢]lco-

Remarque 5.4.7 Etant donnée ¢ : X — C une fonction mesurable et bornée
sur un ensemble mesurable (X, 9M). Alors, pour tout € > 0, il existe une partition

{A1,..., A} de X, A; € M, telle que
sup{|p(z) — o(@)] : z,2" € Ar} <e, pour 1 <k <n.

En effet, comme ¢ est bornée, il existe une constante M telle que |p(z)| < M,
pour tout © € X. On choisit alors un entier N tel que Ne > /2M et on pose

Dk,jCZ{ZGCI%SRe(z)<%’%S%m(2)<(j"i\;il)f}7

pour —N —1 < k,j < N. Il est clair que les Dy ; sont des boréliens de C, deux

a deuz disjoints et qui recouvrent le disque de centre 0 et de rayon M. On définit
alors

Agj =@ (Diy), —N—-1<kj<N.
Comme ¢ est mesurable, on a Ay ; € M. De plus,
Apy N Apy =0, si(k,j)##.j),

et
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Enfin, si x,2" € Ay, alors il est facile de vérifier que
o(z) — (') < e

Ainsi les ensembles {Ay; : —N —1 < k,j < N} donnent la partition de X

voulue !

Preuve (Proposition 5.4.6) :  Définissons B une application de H X

H — C par
Bloh) = [ pdBy  (g.he )
b's

On vérifie facilement que, pour tout o € C et g, g1, g2, h, h1,ho € H, on a
Eogivgoh =By n+Egn et Eyonish, = Qg p, + Egp,.

Ainsi B est une forme sesquilinéaire, c¢’est-a-dire que

B(agi+g2,h) = aB(g1,h)+B(g2,h) et B(g,ahi+hs) = aB(g,h1)+B(g, ha).

De plus, en utilisant le lemme 5.4.5, on obtient que

1B(g: W) < [l@lloll Egnll < llellcllglllIA]l-

Ainsi B est continue et le théoreme de Riesz implique qu’il existe un unique

opérateur linéaire continu A € L(H) tel que
B(ga h) = <Aga h’>a

avec ||All = ||B|| < ||¢]loo- Maintenant considérons ¢ > 0 et une partition

{Ay, ..., A} de X, A; € M, telle que

sup{|p(z) — p(a')| : 2,2 € Ay} < e, pour 1 <k <n.
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Sig,he Hetax, € Ag,ona

((A- wak (Ax))g; h)

en utilisant le lemme 5.4.5. D’ou

IN

IN

IN

n

A=Y el E(Ay)

k=1

(Ag, h) Zso (zx)(E(Ar)g, h)

/X p By — Z (k) (E(Ar)g, h)

2 (

Z/A (0 — (@) dEy
3 /A o — ()] dI Byl

8/ dlEng’
X

el Eganll

ellgllliAll,

Ay

[ o= eto B0 ) ‘

Ceci acheve la preuve de I'existence de 'opérateur A. L’unicité de A est quant a

elle évidente et laissée en exercice !

[l

Définition 5.4.8 Soient E une mesure spectrale sur (X,9M, H) et p: X — C

une fonction mesurable et bornée sur X. On appelle intégrale de ¢ par rapport a

la mesure spectrale E 'opérateur A € L(H) obtenu dans la proposition 5.4.6. On

le note

A:/ pdFE.
X

St g, h € H, alors la preuve de la proposition 5.4.6 montre que

<</x(pdE)g’h>:/XstEg’h'
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Avant de décrire les propriétés essentielles de cette intégrale, rappelons que si
X est un ensemble, 9t une tribu sur X, alors on note par B(X) I’ensemble des

fonctions ¢ : X — C mesurables et bornées sur X. On munit B(X) de la norme

[plloe = sup{le(z)] - 2 € X}

Alors B(X) est une C*-algebre de Banach unitaire et commutative, ot I'involution

est définie par

pr(r) = p(z), relX

La proposition suivante donne alors les propriétés de [ Y pdE.

Proposition 5.4.9 Soient E une mesure spectrale sur (X, 9, H) et soit

p: B(X) — L(H)
© — fXgodE.

Alors p est un x-morphisme de C*-algébre vérifiant :

(i) p(1) = Id.
(ii) p(y) est normal, pour tout p € B(X).

(iii) p(e) est positif, pour tout ¢ € B(X), ¢ > 0.

Preuve :  Soient A € C, ¢,1 € B(X) et g,h € H. On a

(p(Ap +1)g, h) = /X(Np + ) dEg

= )\\/QOdEgﬁ—*—/@deg’h
X X

= Mp(p)g, h) + (p(¥)g, h)
= ((An(p) +p(¥))g. h).

Ceci étant vrai pour tout g, h € H, on en déduit que p(Ap + 1) = Ap(p) + p(¥).
Montrons maitenant que p(py) = p(v)p(1). Soit € > 0 et choisissons une
partition {A1, As, ..., A,} de X telle que A; € 9 et

sup{|w(z) —w(@')| : z, 2" € Ay} <, (5.5)
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pour w € {p, 1,1} et 1 < k < n. Remarquons que pour chaque fonction
v, Y, 1, une telle partition existe d’apres la remarque 5.4.7. En effet, notons par
{A? 11 <i < Ny}, {AY 11 <5 < Nobet {AfY 1 1 < k < N3} les partitions

associées respectivement a ¢, 1 et pip. Alors, on vérifie aisément que
Apjr = AFNAYNAY,  1<i<N,1<j< N 1<k< N

réalise une partition d’ensembles mesurables de X vérifiant (5.5). Par conséquent,

d’apres la proposition 5.4.6, on a

n

/Xw dE =) w(z)E(Ay)

k=1

<eg, (5.6)

pour tout x € Ay et w € {p, ¥, pv}. En utilisant I'inégalité triangulaire et (5.6)

avec w = 1, on a donc

() = p@)pWIl < e+ |13 oo B(A) = | e(wi) B(A)
[ e | v Ea) —p<¢>p<w>H.
Remarquons que
| i ey B sii=
B(A)B(A;) = B8N A) {O )
Donc
> elan b B — |3 el B |3 v Ba,)| =0
D’ou, en utilisant (5.6) avec w = ¢ et w = 1), on obtient
l(ew) = p(@)p(@)| < e || | D (@) BA) | | (e E(Ay) —p(sa)p(w)H
< | [ em@)] | X v, - pw|| +
|3 eleB(a) - p(s@)] pw)H

+ Hp(w)H) :

< 5(1—1—

Z p(z:) E(A)

ZW%)E(AJ)

+
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D’apres la proposition 5.4.6, on a

lp()]

< )]l

De plus, pour g,h € H, on a

‘«2}@@M&Ogﬁ>

= Zs@(%ﬂE(Ai)g, h)

= Z o) Egn(Ai)

< Z |o(3)[| Egnl(As)

< lelloo D 1Egal(A9)
i=1

= lellccll Eganll < llselloollglHIA1]-

Donc
n

> el@)B(A)

=1

< llloo-

Finalement, on obtient que

o) = pl@)p(W) < e(1 + [[@lloo + [[¢]loo),

et comme ¢ est arbitraire, cela implique que p(vv) = p(p)p(¥). Ceci acheve de
prouver que p est un morphisme d’algebre.

Montrons maintenant que p(@) = p(¢)*. Soient g,h € H; on a

uwmmz/@ﬂmz/wﬁﬁ
X X

Egn(A) = Egn(A) = (E(A)g, h) = (b, E(A)g) = (E(A)h, g),
car E(A) est une projection orthogonale, donc en particulier on a E(A)* = E(A).
D’ou

Egn(A) = Epg(A).
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Ainsi

<MwMJO=ledEw=%Mwaﬁ=<%pwﬁw=<waﬁh)

Ceci étant vrai pour tout g, h € H, on en déduit que p(¢) = p(p)*. Ainsi p est
un *-morphisme de C*-algebre.

Montrons maintenant (i) : soient g,h € H. On a

(p(1)g. 1) = [ 1dBy = Bya(X) = (B(X)g.) = (0.1
Dol p(1) = Id.
Montrons (ii) : soit ¢ € B(X). On a

p(e@) = p(@)p(w) = p(e) p(e).

>
S
Y
&
*
||
=
S
S
§I/
||

Montrons (iii) : soit ¢ € B(X), ¢ > 0. On peut considérer alors ¢ = /2 €
B(X). On a alors

p(e) = p(¥?) = p(¥)* = p(¥)p(¥) = p(v)p(¥)*.

Or, pour tout opérateur T € L(H), I'opérateur TT* est positif. Ainsi p(p) est
positif. Ceci acheéve la preuve de la proposition.

OJ

Nous venons de voir que la donnée d’une mesure spectrale £ sur (X, 9, H)

donne lieu a un *-morphisme de C*-algebre entre B(X) et £(H). En particulier,

si X est un espace topologique compact, on obtient un s-morphisme entre C'(X)

et L(H). Le résultat suivant dit que la réciproque est vraie.

Théoreme 5.4.10 Soient X wun espace topologique compact, M la tribu des
boréliens de X et p : C(X) — L(H) un x-morphisme de C*-algébre tel que
p(1) = Id. Alors il existe une unique mesure spectrale E sur (X, M, H) telle que

) = [ wd,

pour tout u € C(X).
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Preuve : Soient g, h € H fixés. L’application
6w (p(u)g,h)
est une forme linéaire sur C'(X). De plus, d’apres la proposition 5.1.8, on a

o)l < flulloo,

pour tout u € C'(X). D’ou

O] < llp()l[llgllikll < llulloollgllIA]l,

ce qui prouve que O est continue et ||©] < ||g||||h]|. Le théoreme de représentation
de Riesz pour les formes linéaires continues sur C'(X) implique qu’il existe une

unique mesure complexe 1,5, telle que

Ou) = (plu)g. ) = [ wdys,  we CX), (5.7

X

De plus, on a ||pgs| = [|©]] < |lg]l|2]]. Nous allons utiliser cette mesure f1,), pour
étendre p a 'espace B(X).

Fait 1 : lapplication (g,h) — du, ), est une application sesquilinéaire de
H x H dans I’ensemble des mesures complexes sur X.

En effet, soient o € C et g1,92,h € H. On a

/X Udttagrgn = (p(u)(ags + g2), h) = a{p(w)gr, h) + {p(w)ga, h)

= 04/ Udﬂg1,h+/ Ud:ugmh:/ u (adugl,h—i_dug%h)'
X X X

Ceci étant vrai pour tout u € C'(X), on obtient par unicité de la mesure que

dﬂag1+92,h = adﬂgl,h + dﬂgg,h-

De méme, on montre que, pour tous a € C, g, hy,hy € H, on a

dﬂ97ah1+h2 = @d#g,hl + d:ug,hw
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ce qui acheve la preuve du fait 1.

Fixons maintenant ¢ € B(X) et définissons

[g7h] ::/ ‘Pdﬂg,h, (g,h) € HxH.
X

Fait 2 : I'application |-, -] est une forme sesquilinéaire continue sur H x H.
En effet, d’apres le fait 1, on vérifie facilement que [-, -] est une forme sesqui-

linéaire sur H x H. De plus, on a

g, Pl < llelloolldignll < ll@lloollgllIP]l-

Ceci prouve que [+, -] est continue de norme inférieure ou égale a ||¢l/~, ce qui
montre le fait 2.

Le théoréeme de Riesz implique alors qu’il existe un unique opérateur p(p) €

L(H) tel que

(p(p)g, h) = lg, hl = /X  dptg - (58)
De plus, on a [[5()[| < [lsle-

Fait 3 : p est un smorphisme de B(X) dans L(H), p(1) = Id et on a
p(u) = p(u), pour tout u € C(X).

En effet, tout d’abord, 1'égalité p(u) = p(u), pour tout u € C(X), découle
trivialement de (5.7) et (5.8). La linéarité de p découle de la linéarité de 'intégrale
et de (5.8). Montrons maintenant que p(¢v) = p(¢)p(w), pour tous ¢, € B(X).
Soient u,v € C(X) et g,h € H; on a

/X wwdpign = {pluv)g, ) = (p(w)p(v)g, h) = /X Wity

Comme cette égalité est vraie pour toute fonction v € C(X), on en déduit par
unicité que les mesures complexes vdfig, et dptpw)g,n sont égales. Soit ¢ € B(X)

et posons e := p(¢)*h. On a alors

/X vpdpgn = / @dpipygn = (P(@)p(v)g, h)
= (p(v)g, p()"h) = (p(v)g,e)

= vdflg.e.

>

b
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Cette égalité étant vraie pour toute fonction v € C'(X), on obtient que les mesures

complexes ¢ dpigp, et djig jp)+n sont égales. Maintenant si ¢, ¢ € B(X), on a
(p(e)g, h) = / v dptgn = / ¥ dpig,pp)n
b's b's
= (pW)g, () h) = (p()p(¥)g, h).

Comme ceci est vrai pour tout g, h € H, on en déduit que p(py) = plp)p(e).
I1 reste a montrer que p(¢)* = p(@). Soit u € C(X). On a

[ g = (ol = 9. p0) ) = (9. pla)t)

_ @wEEZA@mM

= / udfip g
X

Alinsi, cette égalité étant vraie pour tout u € C'(X), on en déduit que les mesures

complexes djigp, et dfiy 4 sont égales. On a donc

G = [ edun = [ edmi= [ v,
X X X
= (p(@)h,g) = (9. p(p)h)
= (ple)"g,h),
ce qui prouve que p(p)* = p(@). Comme 1 € C(X), on a bien stur p(1) = p(1) =

Id. Ceci achéve la preuve du fait 3.

Pour un borélien A de X, on définit alors

E(A) = p(xa);

ou ), est la fonction caractéristique de I’ensemble A.
Fait 4 : E est une mesure spectrale sur (X, 9, H).
Montrons d’abord que pour tout A € 9, Popérateur E(A) est une projection

orthogonale. On a

E(A)? =p(x,)* =p(x2) = p(x,) = E(A).
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De plus,
E(A)" = p(xa)" = p(X5) = plxa) = E(A).
Ainsi F(A) est un opérateur idempotent autoadjoint, c’est donc une projection

othogonale.

Montrons que E()) =0 et E(X) =1d. On a

et

Soient A, Ay deux boréliens de X. On a x, (a, = Xa, Xa,, 40U

E(A1 N A2) = p(Xa,0a,) = P(Xa, Xa,) = P(Xa, )0(Xa,) = E(A1)E(Ay).

Il reste & montrer que si (A,),>1 est une suite de boréliens de X, deux a deux
disjoints, alors
+oo +oo
E (U An> => E(A,).
n=1 n=1
Tout d’abord, on vérifie facilement que si (A;);cr est une famille finie d’ensembles
boréliens de X, deux a deux disjoints, alors
XUiEI Aj - Z XAz‘ ’
iel
et donc
E (U Az-) = B(Xy_, ) =P Xa) =D Axs) = D E(A),
iel iel iel iel

Posons alors

+o00
A= ] Ax
k=n+1

On a donc

E (DO Ak> =E\,)+E <O Ak> = E(A,) + Z E(Ag).
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D’oti, pour tout h € H, on obtient que

() - S

= [E@M)AI? = (BE(An)h, h) = (p(xa, )b, )

= /XA dpinn = pinn(A Z Hnh(Ar).

k=n-+1

Comme la série >, pnn(Ay) converge (vers gy, (U723 Ag)), on en déduit que

lim Z Mh,h(Ak) =0

n—-400
k=n+1

et done
n

nEToo E(A)h=E (U Ak)

k=1

Ceci acheve de montrer que E est une mesure spectrale sur (X, 9, H).

Fait 5 : on a

) = [ wa,

pour tout u € C'(X). Nous allons en fait montrer que

ply) = /X pdE,

pour tout ¢ € B(X) et comme pjc(x) = p, cela prouvera le fait 5. Soient ¢ €
B(X) et e > 0. Si {Ay,...,A,} est une partition de X, formée d’ensembles

boréliens et telle que
sup{[p(x) — p(a’)| 1 2,2" € Ay} < e, (1< k<),
alors, pour tout choix x, € Ay, on a

= elwr)xa,
k=1 o

Donc, en utilisant la proposition 5.1.8, on en déduit que

= > elw)plxs,)

<e.
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c’est-a-dire

<e.

plyp) — Z p(xk) E(Ay)

Par définition de l'intégrale d'une fonction scalaire par rapport a une mesure

spectrale, on obtient donc que

ply) = /XsodE-

Fait 6 : il reste a montrer I'unicité de la mesure E. Supposons qu’il existe

une autre mesure spectrale E* sur (X, 9, H) telle que

mm=AuMK

pour toute fonction u € C(X). On a donc, pour tout g,h € H,

(p(u)g,h>:/ udEg’h:/ udEy .
X X

Donc les mesures complexes dEg’h et dE,, coincident. Ainsi, pour tout borélien
A, on a

(B (A)g,h) = EL (D) = Egn(D) = (E(A)g, h),
et ceci étant vrai pour tout g,h € H, on en déduit que E*(A) = E(A). Donc
les mesures spectrales E* et E coincident. Ceci acheve finalement la preuve du

théoréeme.

O

5.5 Le théoreme spectral pour les opérateurs
normaux

Donnons maintenant le théoreme spectral pour les opérateurs normaux.

Théoreme 5.5.1 Soient H un espace de Hilbert et N un opérateur normal sur
H. Alors il existe une unique mesure spectrale E sur (o(N), 9, H), ou M est la

tribu des boréliens de o(N), telle que

ﬂMZ/me,
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pour toute fonction f € C(o(N)).

Preuve : D’apres le théoreme 5.3.6, il existe un x-morphisme isométrique ¢ de
C(o(N)) dans L(H) et tel que (1) = Id et ¢(z) = N. Alors le théoreme 5.4.10

implique qu’il existe une mesure spectrale E sur (o(N), M, H) telle que

ﬂM-®U%iﬂmﬂw, f € Clo(N)).

De plus, I'unicité de la mesure spectrale découle de I'unicité dans le théoreme 5.4.10.

O

Définition 5.5.2 La mesure E, donnée par le théoreme 5.5.1, s’appelle la me-

sure spectrale de l'opérateur N. Pour tout x,y € H, on a

ey = [

fdEqy,
a(N)

o

Euy(A) = (E(A)z,y),  Aem
Pour f € B(c(N)), on pose alors
f(N) = / fdE.
o(N)
D’apres la proposition 5.4.9, Uapplication
p:fr— f(N)

est un x-morphisme de C*-algebre telle que p(1) = Id. De plus si f est une

fonction bornée, positive, alors f(N) est un opérateur positif.
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Annexe A

Quelques rappels d’analyse
fonctionnelle

Dans cette annexe, nous rappelons (sans donner de démonstrations) les résultats

clés d’analyse fonctionnelle utilisés dans ce cours. On pourra consulter pour plus

de détails [11, 12, 2, 1].

A.1 Produit de Cauchy de séries

Dans cette section, nous allons donner un résultat important sur le produit de
deux séries. Avant nous rappelons la définition de convergence d’une série indexée

par Z.

Définition A.1.1 Soient E un espace vectoriel normé et (uy)nez une suite (in-

dexé par 7) d’éléments de E. On dit que la série Zun de terme général u,

nez
est :

(a) convergente si chacune des deuz séries usuelles g Uy, et E U_, est conver-

neN neN
gente. On pose alors

o0 (o ¢]
E un:E un+§ U_p,.
n=0 n=1

neL

(b) normalement convergente si Z ||un|| est convergente.
nez

139
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Si E est complet, alors la convergence normale implique la convergence.

Proposition A.1.2 Soient E U, et g v, deux séries a termes généraux u, et

nez neZ
v, dans une algebre de Banach E. Si les deuz séries sont normalement conver-

gentes, alors la série de terme général

Wy = § UkUn—k,

est bien définie et normalement convergente. De plus, on a

s () (2)

ne” ne”Z neZ

Pour une preuve de cette proposition, on pourra se reporter a [1].

A.2 Quelques grands principes d’analyse fonc-
tionnelle

A.2.1 Théorémes de Hahn-Banach

Soit (£, || -||) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). On désigne par E*
le dual (topologique) de E, i.e. 'espace des formes linéaires et continues sur F.

Rappelons que E* est muni de la norme duale :

ol g = sup ()]

e
fl=[|<1
Le théoreme de Hahn-Banach affirme que si G est un sous-espace vectoriel de F

et si g : G — K est linéaire et continue de norme

glle == sup |g(z)],
G

re
=<1

alors, il existe f € E* qui prolonge g et telle que

If]

5 = [lgller-

Ce théoreme admet deux corollaires importants.
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Corollaire A.2.1 Pour tout x € E, il existe p, € E* tel que ||@,|| = 1 et
pa(x) = [|l]-

Le deuxieme corollaire (qui se déduit aisément du premier) affirme que E*

sépare les points de E.

Corollaire A.2.2 Soit z,y € E et supposons que pour tout p € E*, on a p(x) =

o(y). Alors x = y.

A.2.2 Théoréeme de Banach-Steinhaus

Le théoreme de Banach-Steinhaus affirme qu’une famille d’opérateurs linéaires
et continues qui est ponctuellement bornée est en fait uniformément bornée. Plus

précisément :

Théoréme A.2.3 Soient E et F' deuz espaces de Banach. Soit (T});e; une fa-
mille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continues de E
dans F. On suppose que

sup || Tix|| < 400, Vo € E.
i€l

Alors
sup || T;|| < +o0.
iel

Autrement dit, il existe une constante c telle que
| Tix|| < cl|z]|, Ve e E,Vi € 1.

Ce résultat admet une conséquence intéressante qui affirme qu’un ensemble

d’un espace de Banach qui est faiblement borné est en fait borné (en norme).

Corollaire A.2.4 Soit EF un espace de Banach et soit M un sous-ensemble de

E. Supposons que, pour tout ¢ € E*, (M) est borné. Alors M est borné.
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A.2.3 Ciritere d’inversibilité a gauche

Rappelons tout d’abord la définition d’inversibilité a gauche.

Définition A.2.5 Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X — Y une
application linéaire et bornée. On dit que T est inversible a gauche s’il existe

V.Y — X linéaire et bornée telle que VI = Idx.

En utilisant le théoreme d’isomorphisme de Banach, on peut montrer le critere

suivant pour l'inversibilité d’un opérateur a gauche.

Théoreme A.2.6 Soient X,Y deux espaces de Banach et T : X — Y une

application linéaire et bornée. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est inversible a gauche.
(ii) T est injectif et a image fermée.

(iii) 1l eziste ¢ > 0 tel que

ITzlly = cllzllx, VzelX.

A.3 Supplémentaire topologique, sous-espaces de
dimension et de codimension finie

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel de E. Alors il
existe toujours un espace vectoriel N de E tel que £ = M & N. Mais en général,

I’application projection

p: E=M&N — M
r=xpy+ITN +—— Ty

n’est pas continue.
Définition A.3.1 Soit M un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel

normé . On dit que M admet un supplémentaire topologique s’il existe un sous-

espace vectoriel fermé N de E tel que E = M @& N.



A.3. SUPPLEMENTAIRE TOPLOGIQUE... 143

Nous allons voir que, dans le cadre d'un espace de Banach E, si M admet
un supplémentaire topologique dans F, alors la projection sur M est continue et
réciproquement. Tout d’abord, nous allons montrer le résultat suivant, basé sur

le théoreme de I'application ouverte.

Lemme A.3.2 Soit E un espace de Banach, M et N deux sous-espaces vectoriels
fermés de E et supposons que E = M + N (on ne suppose pas que la somme est
directe). Alors il existe v > 0 tel que, pour tout x € E, il existe (a,b) € M x N
tel que

r=a+b et |af + bl <~z

Preuve : Munissons M x N de la norme suivante
[(a, 0)[|asrxn = [lal| + o], (a,b) € M x N.

Il est facile de vérifier que M et N étant fermé, (M x N, || - ||axn) est un espace

de Banach. Maintenant considérons I’application

p: MxN — E
(a,b) +——a+0d.

L’application ¢ est clairement linéaire et surjective (car E = M + N). De plus,

elle est continue car
[p(a,b)|| = [|a + bl < |lal| + [[b]] = [[(a, b)[|rrxn-

Le théoreme de I’application ouverte permet alors de conclure a ’existence d'une

constante v > 0 tel que, pour tout = € E, il existe (a,b) € M x N tel que
z=p(a,b)=a+b et |a]+[o] = l(a,0)[[srxn <zl
O

Théoreme A.3.3 Soit E un espace de Banach et M un sous-espace vectoriel

fermé de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) M admet un supplémentaire topologique.

(ii) Il existe une projection P (P?*=P) continue dans L(E) telle que Im P = M.

Remarquons que si P € L(F) est une projection, alors Im P = ker(I/dg — P)
et en particulier Im P est automatiquement fermée (car Idg — P est continue!).

Preuve : (i) = (ii) : on suppose qu’il existe un sous-espace N fermé tel que

E = N @ M. Définissons

P. E=M&N — M
r+y — Z
On vérifie alors facilement que P est un projection et Im P = M. La continuité
de P découle du Lemme A.3.2.
(ii) = (i) : il suffit de considérer N = ker P qui est fermé car P est continue.

Comme P est une projection, on a toujours £ =ker P& Im P= M & N.
O

Remarque A.3.4 Si on regarde attentivement la preuve du théoreme A.3.3, on
voit que l'implication (ii) = (i) n'utilise pas la complétude de E. Autrement
dit, si E est un espace vectoriel normé, M un sous-espace vectoriel fermé de E
et s’il existe une projection P € L(E) telle que Im P = M, alors M admet un

supplémentaire topologique.

Nous allons voir un résultat qui donne des conditions suffisantes pour qu’il

existe un supplémentaire topologique.

Lemme A.3.5 Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel
fermé de E. Alors M admet un supplémentaire topologique dans les deux cas

suivants.
(a) L’espace M est de dimension finie.

(b) L’espace quotient E/M est de dimension finie.
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Preuve : (a) : supposons que n := dim M < oo et soit (e1,- - ,e,) une base

de M et (e}, - ,e’) la base duale. Autrement dit, e est défini par

k=1

Il est clair que e est une forme linéaire sur M et elle est nécessairement continue
car dim M < 4o0. Dot e € M*. Par le théoreme de Hahn-Banach, on peut
prolonger chaque forme linéaire e} en une forme linéaire continue z; € E*. Il
suffit alors de poser

n

P(z) = Zx;(x)ej, (x € E)

j=1
On vérifie alors que P est une projection continue et M = Im P. La remarque A.3.4

permet alors de conclure que M admet un supplémentaire topologique.

(b) : supposons maintenant que n := dim (E/M) < co. Notons
v E— E/M

la surjection canonique et soit (mys(e1), mar(€z), ..., ma(e,)) une base de /M.
Considérons

N :=Vect {e1,e9,...,€,}

et montrons que N est un supplémentaire topologique pour M. Tout d’abord,
remarquons que N est de dimension finie (au plus n) et donc N est un sous-
espace fermé de E. Vérifions maintenant que M N N = {0}. Soit z € M N N. 1l

existe alors Ay, Mg, ..., A\, € K tels que

n
=1

Comme x € M, on a my(x) = 0 et donc

0= Zn: )\mM(ez)
=1
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Mais (mas(e1), mar(ez2), - .., mar(en)) étant une base, cette derniere égalité implique
que \; = 0, pour tout i et donc = = 0. Ceci acheve de prouver que M NN = {0}.
Il reste a montrer que £ = M + N. Pour cela, considérons x € E quelconque.

Alors il existe A, Ag, ..., A\, € K tels que

WM(LE) = i Azel
i=1

On peut réécrire cette égalité sous la forme

n
T (x — Z /\iei> =0,
i=1
d’ol, en posant
n
a = Z )\iel-
i=1

on obtient que x — a € kermy; = M. Comme a € N, on obtient que x € M + N,
ce qui acheve la démonstration.

O

Remarque A.3.6 Dans le cas oun = dim (E/M) < 400, alors tout supplémentaire
topologique N est de dimension n. En effet, il suffit de remarquer que si E =

M @ N, alors l’espace quotient E /M est isomorphe a N.

Remarque A.3.7 Sin = dim (E/M) < 400, alors pour tout sous-espace G tel
que dim G > n, on a M NG # {0}. En effet, supposons par 'absurde qu’il existe
G un sous-espace vectoriel de E tel que dimG > n et M NG = {0}. Sim =7y

désigne la projection canonique de E sur E /M, alors mq est injective car
ker(mg) =kert NG = M NG = {0}.
Donc dim (7(G)) = dimG > dim (E/M), ce qui est absurde car n(G) est un

sous-espace vectoriel de E /M.

Définition A.3.8 Si M est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel
normé E, on appelle codimension de M la dimension du quotient E /M. On la

note codim M .
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Remarquons que d’apres le lemme A.3.5 et la remarque A.3.6 si M est un espace
de codimension finie dans un espace vectoriel normé E, alors codim M = dim N,
ou N est un supplémentaire topologique de M dans F.

Nous donnons maintenant deux lemmes simples mais utiles autour de cette

notion de codimension.

Lemme A.3.9 Soient E un espace vectoriel normé, G un sous-espace vectoriel
fermé strict de E et xo € E\ G. Notons M := G & Kxg. Supposons que M soit

de codimension finie. Alors G est aussi de codimension finie et on a
codim G = codim M + 1.

Preuve : D’apres le lemme A.3.5 et la remarque A.3.6, il existe un sous-espace

vectoriel fermé N de F tel que E = M & N et dim N = codim M. D’ou
E=M&N=G®Kzyd N.
On vérifie alors facilement que F/G est isomorphe a N & Kxy. Donc
codim G = dim (N & Kzp) = dim N + 1 = codim M + 1,

ce qui prouve le lemme.

O

Lemme A.3.10 Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espaces
vectoriels fermés de E tels que M NN = {0}. Si dim M = codim N < oo, alors
E=M@&N.

Preuve : soit 7 = 7y la projection canonique de E sur E/N. Comme MNN =

{0}, I'application 7|y est injective. D’ot1
dim (7(M)) = dim M = codim N = dim (E/N).

Ainsi 7(M) = E/N = w(E). Maintenant si x € E quelconque, alors 7(z) €

m(E) = w(M). Ainsi il existe xpy € M tel que 7(x) = w(zp). Dot @ — xp €
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kerm = N. On en déduit donc que x € M + N. Ceci prouve que £ = M + N et
donc finalement £ = M & N.
O

A.4 Ensembles compacts et relativement com-
pacts

On discute d’abord un peu de la notion de compact dans le cadre d’un espace

topologique quelconque.

Définition A.4.1 Soit E un espace topologique. On dit que E est séparé si pour
tous x,y € B, x # vy, il existe O, O, deux ouverts disjoints tels que v € O, et
y e O,

Définition A.4.2 Soit E un espace topologique séparé et A une partie de E. On
dit que A est compacte si de chaque recouvrement de A par des ouverts de E,
on peut extraire un recouvrement fini, soit en explicitant : quelque soit la famille
(U;)ier d’ensembles ouverts de E telle que
Acu,
iel
il existe une partie finie J de I telle que
Aclu
ieJ
Théoreme A.4.3 Soit E un espace topologique séparé et A une partie de E.

(a) Si A est compacte alors A est fermée.
(b) Si E est compact et A est fermée, alors A est compacte.
Preuve : Remarquons tout d’abord que dans un espace topologique séparé,

'intersection des voisinages fermés d’un point a se réduit a {a}. En effet, pour

tout x € E \ {a}, il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V'
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de x tels que UNV = (). Alors E\ V est un ensemble fermé qui contient U. Donc
E\ 'V est un voisinage fermé de a et comme = ¢ E \ V, on en déduit que
() Va={a},

Va€Va, s

ou V, ; désigne I'ensemble des voisinages fermés de a.
(a) : raisonnons par 'absurde et supposons que A soit compacte et non fermée.

Alors il existe a € A\ A. D’apres la remarque initiale, on en déduit que

(| (VanA)=0.

Va€Vq, s

Comme V, N A est fermé dans A, la compacité de A implique qu’il existe n € N

et V1, V5, ..., V, des voisinages fermés de a tels que

n

((Vin4) =9.

i=1
Or V =, Vi est un voisinage de a et comme a € A, on devrait avoir VNA # ().
On obtient ainsi une contradiction.
(b) : soit (O;)ier une famille d’ouverts de E qui recouvre A. Alors
E=Au‘Ac|]oiucA
il

Comme A est fermé, A est ouvert et donc la famille {O;,°A : ¢ € I} est un
recouvrement d’ouverts de E. Par compacité, il existe n € N et i1,29,...,7, € [
tels que

Ecl|Jo, ucA
k=1
On en déduit alors que

AC U Ol‘k,
k=1
ce qui prouve la compacité de A.

OJ
Continuons avec quelques résultats simples autour de la compacité dans un

espace topologique abstrait.
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Proposition A.4.4 Soient X,Y deuz espaces topologiques séparés et p : X —
Y continue. Soit A une partie compacte de X. Alors p(A) est une partie compacte

de Y.

Preuve :  Soit (V;);e; une famille d’ouverts de Y telle que
p(A) | JW
i€l
Alors A C U;e; ¢ (Vi) et comme ¢ est continue, ¢ '(V;) est un ouvert de X.

Par compacité de A, il existe N € N et i1,19,...,17, € I tels que
n
A C U goil(vij)'
j=1

D’ou
p(A) C U Vi,

j=1
et p(A) est compact.

O

Corollaire A.4.5 Soient X,Y deuz espaces topologiques séparés etT : X — Y
une bijection continue. Si X est compact alors T est un homéomorphisme, c’est-

a-dire que T~ est continue.

Preuve : Il s’agit de montrer que, pour tout fermé F de X, (T~1)"}(F) est
un fermé de Y. Comme F' est une partie fermé du compact X, le théoreme A.4.3
implique que F est compacte. Or (T!)"'(F) = T(F) et la proposition A.4.4
entraine alors que T'(F') est une partie compacte de Y. L’espace topologique Y
étant séparé, en appliquant une nouvelle fois le théoreme A.4.3, on obtient que

T(F) est fermé. Ainsi T~! est continue.

Le lemme suivant est un lemme de rigidité.

Lemme A.4.6 Soient 11 et 7o deux topologies sur un ensemble X. Supposons

que les deux topologies vérifient les conditions suivantes :
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(1) 7 est plus faible que T2, ¢’est-a-dire que Ty C To ;
(i) (X, 71) est séparé;
(iii) (X, 7) est compact.

Alors les deux topologies 11 et 7o coincident.

Preuve: Soit F un ferméde (X, 72). Comme (X, 73) est compact, le théoreme A.4.3
implique que F' est en fait une partie compacte pour la topologie 75. Puisque 71
est plus failble que 79, F' est aussi compact pour la topologie 7. Comme (X, )
est séparé, une nouvelle application du théoreme A.4.3 entraine que F' est fermé
dans (X, 7). Finalement on a prouvé que 7, C 71 et donc on obtient que les deux
topologies coincident.
O
Le résultat suivant donne une condition pour qu’un espace topologique com-

pact soit métrisable.

Théoréme A.4.7 Soit (X, T) un espace topologique compact et supposons que,
pour tout n > 1, il existe une fonction f, : (X,7) — K continue et telle que
la suite (fn)n>1 S€pare les points de X. Alors X est métrisable, c’est-a-dire qu’il

existe une distance sur X qui induit la méme topologie que T.

Preuve : D’apres la proposition A.4.4, f, est bornée sur X et donc, sans perte

de généralité, on peut supposer que |f,| < 1, pour tout n > 1. Posons alors

o0

Ao =3 3ol h@) — L), (my) e X x X.

n=1
Il est facile de vérifier que d est une métrique (on utilise ici le fait que la suite
(fn)n sépare les points). Comme chaque f, est continue pour 7 et que la série
converge uniformément sur X x X, on en déduit que d est une fonction continue
sur X x X, muni de la topologie produit induite par celle de 7. Ainsi les boules
B,(p) :={q € X : d(p,q) < r} sont ouvertes dans (X, 7). Si on note 7, la topologie

induite par la distance, on a donc démontré que 7, C 7. Comme par hypothese
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(X, 7) est compact et que (X, 74) est séparé, on obtient avec le lemme A.4.6 que

T = T(4-

On rappelle maintenant la définition suivante.

Définition A.4.8 Soit E un espace topologique, (x,,)n>0 une suite de points de
E. On dit que la suite (x,)n>0 admet le point a de E pour valeur d’adhérence

si, pour tout voisinage V de a, l’ensemble {n € N : z,, € V'} est infini.

On a alors le lemme suivant :

Lemme A.4.9 Soit E un espace topologique séparé et (x,,)n>0 une suite de points
de E. Si X = {z, : n € N}, alors son adhérence X est la réunion de X et de
Uensemble des valeurs d’adhérence de la suite (T,)n>0. En particulier, si (x,)n>0

n’a pas de valeurs d’adhérence, alors X est fermé.

Preuve :  Soit a une valeur d’adhérence de la suite (x,),>0. Par définition,
pour tout voisinage V' de a, l'ensemble {n € N : z,, € V} est infini. Donc en
particulier, V N X # (). Ceci montre donc que a € X.

Réciproquement, si a € X \ X et V est un voisinage de a. Comme a € X, on
aV NX # (0. Nous devons montrer que l'ensemble {n € N : z,, € V'} est infini.
Supposons le contraire et soit {x;,, x;,,...,z;, } =V N X. Comme FE est séparé,
pour chaque k = 1,...,n, il existe un voisinage ouvert Vj, de a tel que z;, # Vj.
Alors U = VNViN---NV, est un voisinage de a et X NU = (), ce qui est absurde
car a € X.

Enfin, si (z,),>0 n’a pas de valeurs d’adhérence, alors ce qui précede montre
que X = X et donc X est fermé!

O

Lemme A.4.10 Soit (E,d) un espace métrique et (T,)n>0 une suite de E. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) a est une valeur d’adhérence de (xy,)n>0-

(i) 4l existe une sous-suite (x,, )k>0 qui converge vers a.

Preuve : (i) = (ii) : par définition d’une valeur d’adhérence, ’ensemble
B(a,1) contient au moins un point de la suite disons z,,. Par récurrence, sup-
posons qu'il existe ny < ny < --- < ny construits tels que z,, € B(a,1/k).
L’ensemble B(a, 1/(k+ 1)) est un voisinage de a. Donc ’ensemble {n € N : z,, €
B(a,1/(k+1))} est infini. Donc il existe ng11 > ny, tel que ,,,,, € B(a,1/(k+1)).
On construit ainsi une sous-suite (x,, )x>1 telle que d(z,,,a) < 1/k. En faisant
tendre k — 00, on obtient alors que (z,,) converge vers a.

(ii) = (i) : soit V un voisinage de a. Alors par définition de la convergence
d’une suite, il existe kg € N tel que pour tout k& > kg, z,, € V. Ainsi on obtient
que l'ensemble {n € N : z,, € V} est infini, ce qui prouve que a est une valeur
d’adhérence.

O

Remarque A.4.11 Attention le lemme A.4.10 n’est pas vrai en général dans un
espace topologique quelconque. Par exemple, considérons la suite (8,)n>1 C (€°°)*

définie par
O : (> — C
(@p)p>1 — Ty

Alors (0,)n>1 posséde une valeur d’adhérence pour la topologie faible* mais n’ad-

met pas de sous-suite convergente pour cette topologie (pourquoi ?).

Théoreme A.4.12 Tout espace topologique compact E vérifie la propriété sui-
vante, appelée axiome de Bolzano—Weierstrass : toute suite de points de E admet

au moins une valeur d’adhérence.

Preuve : Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe une suite (z,)n>0
de points de F sans valeur d’adhérence. L’espace topologique E étant séparé, le

lemme A.4.9 implique que, pour tout p € N, les ensembles

X, ={z,:n>p}
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sont fermés.

Fait : ﬂpeN X, = 0. En effet, raisonnons par 1'absurde en supposant qu’il
existe a € ),y X, et montrons alors que a est une valeur d’adhérence de ()50
Soit V' un voisinage de a. Comme pour tout p € N, a € X,,, on obtient que pour
tout p €€ N, il existe n > p tel que a = x,,. En particulier, pour tout p € N, il
existe n > p tel que x, € V. On en déduit donc que I'ensemble {n € N: z,, € V'}
est infini et donc @ est une valeur d’adhérence de (x,)n>0, ce qui est absurde.
Ceci acheve la preuve du fait.

Comme FE est compact, il existe des entiers n et pi,pa, ..., p, tels que

()X, = 0.
=1

Or ﬂ?zl Xy, = Xpruws OU Pngy = max(p1, Do, ...,p,) et donc X

Pmax

= (0. On
obtient donc une contradiction.
O

Dans le cadre métrique, la réciproque de ce théoreme est vraie. Avant de

donner ce résultat, nous allons introduire deux définitions supplémentaires.

Définition A.4.13 Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X.

(a) On dit que X est séquentiellement compact si chaque suite dans X a

une sous-suite convergente vers un point dans X .

(b) On dit que A est précompacte si pour tout € > 0, il existe un entier N

et des points x1,--- ,xn € X tels que A soit contenu dans la réunion des

boules B(z;,e),i=1,...,N.

Théoréme A.4.14 Soit (X, d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
(i) X est compact.
(il) X est séquentiellement compact.

(iii) X est complet et précompact.



A.4. ENSEMBLES COMPACTS ET RELATIVEMENT COMPACTS 155

Preuve : Notre stratégie est de montrer que (i) entraine (ii), que (ii) entraine
(iii), que (iii) entraine (ii), et ensuite que (ii) et (iii) entrainent (i).

(i) = (ii) : découle du théoreme A.4.12 et du lemme A.4.10.

(i) = (iii) : soit (x,)n>o une suite de Cauchy dans X. Puisque X est
séquentiellement compact, (z,),>0 possede une sous-suite convergente dans X.
Il est alors facile de voir que (x,,),>0 est aussi convergente vers la méme limite.
Donc X est complet.

Supposons maintenant que X n’est pas précompact et cherchons une contra-
diction. Il existe donc € > tel que, pour chaque n > 1 et pour chaque x1, xs,...,x, €

X, nous avons
X # | JB(w:,e). (A1)
i=1

Prenons z; € X quelconque. D’apres (A.1), nous savons que X \ B(xy,e) # 0.
Choisissons donc xo € X \ B(z1,¢). Etant donné X1,T9, ..., Tk, Prenons Ty, €
X\ UL, B(z;,¢) (notez que, d’apres (A.1), X \ U, B(zs, ) # 0). Maintenant,

nous avons une suite (z,),>1 C X telle que
d(zp, m) > €,

pour chaque n # m. Cette suite n’a donc aucun sous-suite convergente, ce qui
contredit le fait que X soit séquentiellement compact.

(ili) = (ii) : soit (z,)n>1 C X. Il s’agit de montrer que (z,),>1 possede une
sous-suite convergente. En utilisant la précompacité de X, il existe un nombre
fini de boules de rayon 1 qui recouvre X. Il existe donc une boule, disons B, qui

contient x,, pour une infinité d’indices. Posons
M :={n>1:2, € Bi}.

De méme, il existe un nombre fini de boules de rayon 1/2 qui recouvre X. Il existe
donc une boule, disons Bs, qui contient z,, pour une infinité d’indices n € N;.

Posons

No:={neN :z, € By}
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Supposons avoir trouvé Ny, Na, ..., Ny et By, Bs, ..., By tels que
N, C---CNy,CN, CN,

N infini et B; est une boule de rayon 1/j telle que =, € B; pour n € Nj.
La précompacité de X implique une nouvelle fois qu’il existe un nombre fini de
boules de rayon 1/(k + 1) qui recouvre X. Donc il existe au moins une boule,

disons By.y1, qui contient z,, pour une infinité d’indices n € N}. Posons alors
Neyp i ={neNy:x, € Bpi1}

Choisissons alors par récurrence une suite strictement croissante d’entiers n; €
N.. Cela est possible car chaque ensemble N, est infini. Pour 7 > 4, on a alors

n; € Nj C N et donc z,, € B;. Dot

)

d(2p,, 2n,) < =,

~

et donc la suite (zy,,); est de Cauchy dans (X, d) complet. Donc elle converge vers
un élément x € X. Ceci acheve de prouver que X est séquentiellement compacte.

(iii) et (ii) = (i) : soit (U;);er un recouvrement d’ouverts de X.

Fait : il existe 0 > 0 tel que, pour chaque x € X, il existe un ¢ € I avec
B(z,6) C Ui.

Pour prouver ce fait, raisonnons par ’absurde en supposons que pour tout
d > 0, il existe z € X tel que pour chaque i € I, on a B(z,d) ¢ U;. En particulier,
on peut construire une suite (x,),>1 de points de X telle que B(z,,1/n) ¢
U;, pour tout ¢ € I. Comme X est séquentiellement compacte, il existe une
sous-suite, disons (x,,),>1, qui converge vers disons x € X. Puisque (U;);er est
un recouvrement de X, il existe ¢ € [ tel que x € U; et U; étant ouvert, il
existe r > 0 tel que B(z,r) C U;. Prenons alors p assez grand tel que 1/n, <
1/(2r) et d(xy,,x) < 1/(2r). Nous avons donc B(z,,,1/n,) C U;, ce qui est une

contradiction. Ainsi le fait est prouvé.
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Nous avons aussi supposé que X est précompact. Il existe donc y1, 4o, ...,y €
X tels que
k
X = U B(yp, 9).
p=1

Mais on sait que pour chaque y,, il existe i, € I tel que B(y,,d) C U;,. Ainsi
nous obtenons finalement que
k
xclJu,
p=1

ce qui acheve de prouver que X est compact.

O

Définition A.4.15 Soit X un espace topologique séparé et A une partie de X.
On dit que A est relativement compact dans X si son adhérence A dans X

est compacte.

Corollaire A.4.16 Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie de

E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est relativement compact.
(ii) A est précompact.
(iii) Pour toute suite (x,)n>1 de points de A, il existe une sous-suite (Tn, )r>1

qui converge (vers un élément x € A).

Preuve : On vérifie facilement que A précompact si et seulement si A est
précompact. De plus, remarquons que A est fermé dans (E, d) complet donc A
est aussi complet (muni de la topologie induite par la distance d). Finalement,

en utilisant le théoreme A.4.14, on obtient que
A compact <= A précompact <= A précompact,

ce qui prouve que (i) <= (ii).
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(i) = (iii) : soit (7,),>; une suite de points de A. Comme (A,d) est un
espace métrique compact, on peut appliquer le théoreme A.4.14 et en déduire
que A est séquentiellement compact. Ainsi il existe une sous-suite (r,, )r>1 qui
converge vers un élément x € A.

(iii) = (ii) : on raisonne par l'absurde en supposant que A ne soit pas
précompact. Il existe donc € > 0 tel que pour tout entier n > 1 et tous points

T1,%o, ..., L, € X,
A\UB(xi,e) # 0.
i=1

Comme dans la preuve du théoréeme A.4.14 ((ii) = (iii)), on construit alors une
suite (x,,),>1 de points de A telle que d(x,,, z,,) > €, n # m. Ainsi la suite (z,),>1
ne peut pas avoir de sous-suite convergente, ce qui contredit la condition (iii).

0

Notons une conséquence facile.

Corollaire A.4.17 Soit A une partie d’un espace métrique complet X. Suppo-

sons que pour tout € > 0, il existe une partie compacte K. de X telle que
Ve e A, d(z, K.) <e.
Alors A est relativement compacte.

Preuve : D’apresle corollaire A.4.16, il suffit de montrer que A est précompacte.
Soit € > 0. Par hypothese, il existe donc une partie compacte K. telle que
d(z, K.) < £/2. La compacité de K. implique alors qu'il existe 1, xs,...,zxy € X
tels que

N

K. C | JB(xi,¢/2).

i=1

On vérifie alors facilement que

Ac|JB(i,e/2),

=1

ce qui prouve que A est précompacte.
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O

Dans le cas d'un sous-ensemble A d’un espace de Banach E, il est agréable

de retenir un critere qui utilise le caractere vectoriel de 1’espace ambiant :

Proposition A.4.18 Pour que l'adhérence de A soit compacte dans [’espace de
Banach E, il faut et il suffit que A vérifie les deux conditions suivantes :
a . l’ensemble A est borné;
b . pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel L. C E de dimension finie
tel que pour tout x € A

dist(z, L.) < e.

Preuve : Sil’adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que le critere
est satisfait. Tout d’abord, A est borné parce que compact (la fonction continue
r — ||z|| atteint son maximum sur le compact A). La deuxieme condition est
impliquée par la précompacité. En effet, soit € > 0. Il existe alors 1, x,..., 2, €

E tels que

AcC O B(zj,¢).

i=1
Posons L. := Vect (x; : 1 < i < n). On vérifie alors que pour tout x € A, on a
d(z,L.) < e.

Réciproquement, supposons les deux conditions du critere vérifiées. Soit M
une borne pour les normes des éléments de A ; soient € > 0 et L. un sous-espace
vectoriel de dimension finie qui approche A a moins de . Désignons par K. le

sous-ensemble de E défini par
K.:={reL.:|z]| <M+e}=L[)B0,M+e).

On vérifie facilement que K. est un sous-ensemble fermé borné de L. qui est
un espace vectoriel normé de dimension finie. Donc K, est un compact de L, et
donc de E. De plus, si x € A, il existe y € L. tel que ||z — y|| < &; puisque

|z|| < M, on aura |ly|| < M + ¢, d’ou y € K.. Ainsi on obtient que pour tout
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x € A, d(z,K.) < e. Le corollaire A.4.17 permet alors d’en déduire que A est

relativement compacte.

Proposition A.4.19 Si K; et Ky sont compacts dans [’espace de Banach FE,
I’ensemble K1 + Ky est compact; st Ay et Ay sont relativement compacts dans

lespace de Banach E, l'ensemble A1 + Ay est relativement compact dans E.

Preuve : 1l est facile de vérifier que K; x K, est compact (pour la topologie
produit induite par celle de E' x E). De plus, Uapplication ¢ : (z,y) — z+y est
continue sur F X F & valeurs dans E. Donc K; + Ky = ¢(K; X K3) est compact.
La deuxieme assertion résulte facilement de la premiere, car I’adhérence de la

somme A; + Ay est contenue dans A; + As.

Signalons aussi un résultat élémentaire mais qui sera utile.

Proposition A.4.20 Soient E, F' deux espaces métriques, K une partie de E et

O : E — F une isométrie, c’est-a-dire une application vérifiant :
dr(O(z),0(y)) = dp(z,y),  V(z,y) € EXE.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) K est compact.
(ii) ©(K) est compact.
Preuve : Remarquons que si on note ©; := Ok la restriction de © a K, alors

©, est un homéomorphisme de K sur O(K) (en fait © ' est aussi une isométrie).

I1 suffit alors d’appliquer la proposition A.4.4.
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A.5 Topologie faible, faible* et théoreme de Banach-
Alaoglu

Tout d’abord commencons par un rappel de topologie générale. Soit X un
ensemble et soit (Y;);e; une famille d’espaces topologiques. Pour chaque ¢ € I,
on se donne une application ¢; : X — Y;. La question naturelle qui se pose est
de munir X de la topologie 7 la plus faible, i.e. avec le minimum d’ouverts, qui

rende continues toutes les applications ¢;, © € I. La réponse est la suivante :

Théoreme A.5.1 Soit 7 la topologie sur X dont les ouverts s’obtiennent en
considérant d’abord des intersections finies d’ensembles de la forme ¢~ (w;), w;
ouvert de'Y;, et ensuite des réunions quelconques. Alors T est la topologie la plus

faible qui rende continues toutes les applications p;, i € I.

Preuve : La preuve est simple et laissée au lecteur.

O

Définition A.5.2 FEtant donnée une topologie S sur E et x € E, on appelle
base de voisinage de = pour la topologie S toute collection B d’ouverts (pour

S ) contenant x et telle que chaque voisinage ouvert de x contient un élément de

B.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précede dans le contexte des espaces de
Banach pour définir la topologie faible*.
Soit E un K-espace de Banach (K = R ou C) et soit E* son dual topologique.

Pour chaque x € E, on considere I'application ¢, : E* — K définie par

@z(f) :f(:C), fer.

Définition A.5.3 Soit E un espace de Banach.

1. La topologie faible* est la topologie la plus faible sur E* rendant continues

toutes les applications ¢,, x € E. On la note o(E*, F).
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2. La topologie faible est la topologie la plus faible sur E rendant continues

toutes les applications ¢ € E*. On la note o(E, E¥).

Proposition A.5.4 Soit E un espace de Banach. Les topologies faible et faible*

sont séparées.

Preuve : Commencons par la topologie faible. Soient 1, x5 € E avec x1 # x5.
On cherche a construire deux ouverts Oy, Oy pour la topologie faible o(F, E*)
tels que 21 € O, 79 € Oy et O; N Oy = (. D’apreés un corollaire du théoréme
de Hahn-Banach, il existe f € E* tels que f(z1) # f(x2). On peut alors trouver
e > 0 tel que les boules By := B(f(x1),¢) et By := B(f(x2),¢) sont disjointes.

On pose alors

Or={z € E:|f(z) - f(z1)| <e} = f1(B1)

et
Oy ={z € E:|f(x) — f(z2)| <} = [T(Bo).
Il est clair alors que Oy et Oy sont deux ouverts de F pour o(E, E*) qui vérifient
X1 601,1‘2602 et OlﬂOQZQ.
Passons maintenant a la topologie faible*. Soient f; et fy dans E* avec f; # fs.

Il existe donc x € E tel que fi(x) # fa(z). On considere alors € > 0 tel que les
boules B := B(fi1(x),¢) et By := B(f2(z), ) sont disjointes. On pose alors

Or={f€E":|filz) - f(z)] <e} = ¢, (B1)

et
Oy ={f € E": |fo(z) — f(2)| < e} = 97" (Ba).
Il est clair alors que O; et Oy sont deux ouverts de E* pour o(E*, E') qui vérifient
fie 0, fo€0yet O1NOy =0
0]

On peut expliciter les bases de voisinage d’un point pour ces deux topologies.
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Proposition A.5.5 Soit E un espace de Banach, xo € E et fy € E*.

(a) Une base de voisinage de fo pour la topologie faible* est obtenue en considérant

tous les ensembles de la forme
Vio={p € E*:|p(x;) — folw;)| <e,Viel},

ou I est finie, x; € E et e > 0.

(b) Une base de voisinage de xo pour la topologie faible est obtenue en considérant

tous les ensembles de la forme
Vie={z € E:|(fi,xr —x0)| <e,Viel},

ou I est finie, f; € E* et ¢ > 0.

Preuve : (a) : il est clair que
Vie = [ ¢z (B(fo(a:), €))
iel

est un ouvert pour la topologie o(FE*, E) qui contient fy. Réciproquement soit
U un voisinage de fy pour o(E*, E). Par définition de la topologie faible* et en
utilisant le théoreme A.5.1, on sait qu’il existe un voisinage W de fo, W C U, de
la forme W = (,c; 3. (w;), I fini, w; voisinage ouvert dans K de fo(x;). Donc il
existe € > 0 tel que B(fy(x;),€) C w;, pour chaque ¢ € I (ici on utilise que I est
fini!). Si on définit V' par

Vie =1{p € E* : |p(z:) — folz:)| < e,Vie I},

on a alors fo € V.C W C U. Ceci acheve la preuve du cas (a).
(b) : le cas de la topologie faible se démontre de fagon similaire et est laissé
au lecteur a titre d’exercice.
OJ
La proposition suivante explicite la convergence séquentielle pour les topolo-

gies faible et faible*
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Proposition A.5.6 Soient E un espace de Banach, (x,),>1 une suite de E et

(@} )n>1 une suite de E*.

(a) La suite (x,)n>1 converge vers x € E pour la topologie o(E, E*) si et seule-

ment si (f(zn))n>1 converge vers f(x) pour toute f € E*.

(b) La suite (z})n,>1 converge vers z* € E* pour la topologie o(E*, E) si et

seulement si (x}(x))n>1 converge vers x*(x) pour toute v € E.

Preuve : Placons nous dans le cadre plus général : soient X un ensemble et
(Y;)ier une famille d’espaces topologiques. Pour chaque ¢ € I, on se donne une
application ¢; : X — Y;. On munit X de la topologie 7 la plus faible qui rende
continue toutes les applications ;, ¢ € I. En utilisant le théoreme A.5.1, il est
alors facile de montrer qu'une suite (z,,),>1 de X converge vers x pour la topologie
7 si et seulement si la suite (¢;(x,))n>1 converge vers ¢;(x) dans Y; pour chaque
1 € I. 1l suffit d’appliquer alors ce principe général a la topologie faible et faible*
pour obtenir (a) et (b).

O

En utilisant le théoreme d’'Hahn—Banach (version géométrique), on peut démontrer

le résultat suivant tres utile sur les ensembles convexes.

Corollaire A.5.7 Soit C un convexe d’un espace de Banach E. Alors C est
faiblement fermé pour la topologie faible o(E, E*) si et seulement si C' est fermé

pour la topologie de la norme.

Preuve : laissée en exercice. Voir [2, Théoreme II1.7., page 38].

O

Lemme A.5.8 Soient X,Y deuz espaces de Banach et T € (X,Y). Alors T est
continue de (X,o(X,X*)) dans (Y,o(Y,Y™)).

Preuve : Soit €2 un ouvert de Y pour la topologie faible. On doit montrer que

T71(Q) est un ouvert de X pour la topologie faible. On peut supposer que 2 est
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de la forme

Q=[¢'(01),

el
ou [ est fini, p; € Y™ et O; est un ouvert de K. Alors
THQ) =T, (0;) =i o T)"H(O1).
iel icl
Or ;0T : X — K est linéaire et continu donc ¢; o T € X* et T-1() est un
ouvert de X pour la topologie faible.
O

L’importance de la topologie faible* est sans aucun doute contenue dans le

théoreme de Banach-Alaoglu.

Théoréeme A.5.9 (Banach-Alaoglu) Soit E un espace de Banach, E* son

dual topologique et
Bp-={pe E": ¢ <1}

la boule unité fermée de E*. Alors Bg- est compacte pour la topologie faible*.

Preuve : Pour la preuve de ce résultat classique, on renvoie le lecteur a [2,

Théoreme I11.15., page 42].

A.6 Espaces séparables, espaces réflexifs

Nous introduisons dans cette section deux notions importantes dans le cadre

des espaces de Banach.

Définition A.6.1 Soit E' un espace topologique. On dit que E est séparable s’il

existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense dans E.

Commencons par deux lemmes utiles concernant cette notion de séparabilité.
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Lemme A.6.2 Soient E un K-espace vectoriel normé, (x,),>1 une suite de vec-
teurs de E et notons par F' le sous-espace vectoriel engendré par (z,)n>1. Suppo-

sons que F' soit dense dans E. Alors E est séparable.

Preuve : On désigne par Lg l'espace vectoriel sur Q engendré par la suite
(n)n>1. On montre alors que Ly est dénombrable et que Ly est un sous-ensemble

dense de F'. Donc Ly est dense dans E, ce qui prouve que FE est séparable.

Le résultat suivant donne le lien entre la séparabilité de F et de E*.

Théoreéme A.6.3 Soit E un espace de Banach tel que E* est séparable. Alors

E est séparable.

Preuve : Soit (y}),>1 une suite dénombrable dense dans E*. Pour chaque

n > 1, il existe x,, € E tel que ||z,|| =1 et

* 1 *
(s )| 2 Sllwnll

Soit L le K-espace vectoriel engendré par la suite (z,),>1. Montrons que L est
dense dans F. Soit y* € E* tel que y, = 0. Montrons que y* = 0. Etant donné

e > 0, il existe un entier n tel que |ly* — y|| < e. D’ou

%IIyZII <N Wnswn)| = [yn = y% zn) | < llyn — 'l <e.
Ainsi
1571 < Nly™ = ynll + llyall < 3e.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que y* = 0. Un corollaire du
théoreme d’Hahn-Banach implique alors que L est dense dans E. Le lemme A.6.2
permet de conclure que F est séparable.
OJ
Rappelons maintenant la notion d’espace réflexif. Si E est un espace de Ba-

nach, alors on peut plonger £ dans E** par l'injection

J: B — E* Avec J(x): B — K
z — J(), yo o (Y J (@) e e = (2,9 ) B e
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Il est clair que J est linéaire et d’apres le théoreme d’Hahn-Banach, J est une

isométrie, c’est-a-dire que ||J(2)| g+ = ||z|| g, pour tout x € E. En effet, on a

17 ()]

g = sup [y, J(x))| = sup [z, v")| = |z|E,

y*EBpx y*EBgx
la derniere égalité provenant d’un corollaire du théoreme d’Hahn-Banach. Ainsi

on peut identifier (via 'application J) E avec un sous-espace de E**.

Définition A.6.4 Etant donné E un espace de Banach, on dit que E est réflexif
si J(E) = E**.

Donnons un lemme sur les sous-espaces d’un espace réflexif.

Lemme A.6.5 Si E est un espace de Banach réflexif et M un sous-espace vec-

toriel fermé de E. Alors M est réfiexif.

Preuve: on utilise le théoreme de Kakutani (voir [2, Théoreme I11.16, page
44]) qui dit qu'un espace de Banach X est réflexif si et seulement si By est com-
pact pour la topologie faible o (X, X*). En utilisant une premiere fois ce résultat,
on en déduit que B est compact pour la topologie faible o(E, E*). Comme M
est fermé, le corollaire A.5.7 implique que M est faiblement fermé pour o(E, E*).
On en déduit donc que 'ensemble By, = Bp N M est fermé pour o(E, E*) et
contenu dans le compact (pour la topologie faible) Bg. Le théoreme A.4.3 im-
plique alors que Bj; est compact pour la topologie faible o(E, E*). Il reste alors
a remarquer que si O; est un ouvert de M pour o(M, M*), alors O; est un ouvert
de M pour o(E, E*); ceci implique alors que By, est compact pour la topologie
faible o(M, M*). Pour conclure, on applique une deuxiéme fois le théoréeme de
Kakutani pour en déduire que M est réflexif.

O

Dans le cas ou l'espace est séparable, on peut améliorer la conclusion du

théoreme de Banach—Alaoglu.
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Théoreme A.6.6 Soit E un espace de Banach séparable. Alors By~ est com-

pacte et métrisable pour la topologie faible*.

Preuve : Le théoreme A.5.9 de Banach-Alaoglu implique que Bg- est com-
pacte pour la topologie faible*. Comme E est séparable, il existe une suite (x,,),>1
dense dans FE. Posons f,,(A) = Az, pour A € E*. Par définition, f,, est continue
pour la topologie faible*. De plus, si A, A" € E* et si f,(A) = f.(A), pour tout
n > 1, alors on a A(z,) = A'(x,). Par densité, on a A = A’ et donc la suite (f,,)n>1
sépare les points de E*. Le théoreme A.4.7 implique que Bp- est métrisable pour
la topologie faible*.
O
En combinant le théoreme A.6.6 et le théoreme A.4.14, on obtient aisément

le résultat utile suivant.

Corollaire A.6.7 Soit E un espace de Banach séparable et (yr), une suite
bornée dans E*. Alors il existe une sous-suite (yn,)r qui converge pour la to-

pologie faible*.

On peut obtenir un résultat similaire pour la toplogie faible.

Théoréme A.6.8 Soit E un espace de Banach réflexif et séparable. Alors B

est compact et métrisable pour la topologie faible o(E, E*).

Preuve: Comme E est réflexif et séparable, 'espace E** = J(F) est séparable.
Le théoreme A.6.3 implique alors que E* est séparable. et en utilisant le théoreme A.6.6,
on obtient finalement que la boule B« est compacte et métrisable pour la to-
pologie o(E**, E*). Ceci implique que By est compacte et métrisable pour la
topologie o(E, E*).

O

Corollaire A.6.9 Soit E un espace de Banach réflezif et (x,,), une suite bornée

de E. Alors il existe une sous-suite (x,, ) qui converge faiblement.
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Preuve : Soit M, le sous-espace vectoriel engendré par les z,, et notons M :=
M. Le lemme A.6.5 implique que M est réflexif et le lemme A.6.2 implique lui
que M est séparable. D’apres le théoreme A.6.8, on peut en déduire que B, est
compact et métrisable pour la topologie faible (M, M*). Comme (x,), est une
suite bornée dans M, quitte a la normaliser, on peut supposer que x, € Bjy;. En
utilisant le théoréeme A.4.14, on en déduit qu’il existe une sous-suite (z,, ) qui
converge faiblement pour la topologie o(M, M*) et donc elle converge aussi pour

la topologie faible o(FE, E*).

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Corollaire A.6.10 Soit H un espace de Hilbert et (z,,), une suite bornée de H.

Alors il existe une sous-suite (T, )i qui converge faiblement.

Remarquons en fait que dans le cas hilbertien, on peut donner une preuve

plus directe...
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Annexe B

Quelques compléments d’analyse
complexe

L’objet de cet appendice est de développer la théorie classique de 1’analyse
complexe dans le contexte des fonctions a valeurs vectorielles.

Dans tout ce qui suit, (E, || -||) va désigner un espace de Banach, I = [a, b] un
intervalle compact de R et 2 un ouvert de C.

Rappelons que I'espace B(I, F), des fonctions bornées sur I a valeurs dans F,

muni de la norme du sup

IFlle = sup @ (F € BU.E),

est un espace de Banach.

B.1 Rappels d’analyse complexe

Dans ce premier paragraphe, nous rappelons deux résultats classiques (le
théoreme de Cauchy et les formules de Cauchy) pour des fonctions holomorphes
sur un ouvert {2 de C et a valeurs dans C. Pour donner un énoncé suffisamment
général, nous allons avoir besoin de la notion de systeme de courbes fermées
orientées entourant un compact dans un ouvert du plan complexe. Cette notion
est assez intuitive mais pour l'introduire proprement, cela nécessite un peu de
travail ! Commencons par rappeler quelques notions élémentaires sur les courbes

et fixons la terminologie utilisée dans ce cours.

171
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Définition B.1.1 (a) On appelle courbe (ou chemin) dans C toute application
continue 7y : [a,b] — C, o1 |a,b] est un intervalle compact de R. L’image
d’une courbe v sera notée v*, c’est un compact de C.

(b) On dit qu’une courbe v : [a,b] — C est fermée si y(a) = v(b).

(c) On dit qu'une courbe v : [a,b] — C est de classe C* par morceauz, k > 1,
s’il existe une subdivision s = (sg, $1,...,Sn) de Uintervalle [a,b] telle que
la restriction de v & chaque intervalle [s;, s;11] soit de classe C*.

(d) Une courbe v est dite simple si y(s) = ~(t) implique que soit s = t soit
s=aett="b.

(e) Etant donné une courbe v : [a,b] — C, la courbe opposée, notée 7, est

définie sur le méme intervalle par
) =a+b—1), te b

Enfin si 7 : [a,b] — C est une courbe de classe C'! par morceaux et f est
une fonction continue sur un ouvert {2 de C, contenant v*, on définit I'intégrale

curviligne de f le long de v comme :

/ﬂaw:/fmmwwm (B.1)

Nous allons maintenant rappeler la notion d’indice.

Définition B.1.2 Soit v : [a,b] — C une courbe fermée de classe C* par mor-
ceaur et soit z & v*. On appelle indice de v par rapport a z le nombre défini

par

! 1 1P A
n(y,z)—%lg_zdg—% ’ —'y(t)—zdt'

Donnons quelques propriétés clés de I'indice. Pour une démonstration de ce

résultat, on pourra se reporter a [10].

Proposition B.1.3 Soit v une courbe fermée de classe C' par morceauz. Alors

(a) n(v,z) € Z, pour tout z € C\ v*.
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(b) z +——n(v,z) est constante sur chaque composante conneze de C\ v*.

(c) n(v,z2) s’annule sur la composante connexe non bornée de C\ v*.

Finalement on a le résultat suivant tres intuitif mais dont la démonstration

n’est pas si facile...(voir par exemple [9]).

Théoréeme B.1.4 (Théoréme de Jordan) Soit v une courbe fermée, simple,
de classe C' par morceauz. Alors C\v* a exactement deuzx composantes connexes.

De plus, la frontiere de chacune d’elles est égale a v*.

Il suit de la proposition B.1.3 et du théoreme de Jordan que si v est une
courbe fermée, simple, de classe C'! par morceaux, alors n(v, z) prend seulement
deux valeurs : sur la composante connexe non bornée de C\ v*, n(vy,z) =0; sur
la composante connexe bornée de C\ v*, n(y, z) est soit identiquement égale a 1,
soit identiquement égale a -1.

Nous allons maintenant définir ’orientation d’une courbe ou d’un systeme de

courbes.

Définition B.1.5 Soit v = {71,...,%m} un systeme de courbes fermées, de

classe Ct par morceauz. On note
m
* *
v =U7
J=1

et pour z € C\ v*, on pose

n(77 Z) = Z n(f}/jv Z)‘

7j=1

On dit que 7y est positivement orientée si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) Af Oy =0, i £ .
(b) chaque courbe fermée y; est simple.

(c¢) n(y,2) =0 ou 1,Vz € C\ v
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Lintérieur de v, noté Ext(vy), est défini par

Int(y) ={2 € C\v" :n(v, 2) =1}.

L’extérieur de vy, noté Ext(vy), est défini par

Ezt(y) ={z € C\ v" : n(v, z) = 0}.

Si f est continue sur un voisinage de v*, on posera

/f(z)dz:z .f(z)dz.

Etant donné un compact K dans un ouvert {2 du plan complexe, le résultat
suivant affirme 'existence I'existence d’un systeme de courbes fermées, de classe
C! par morceaux et positivement orienté, qui “entoure” K dans €. Ce résultat
assez intuitif possede une preuve dont l'idée est simple mais dont les détails

techniques sont un peu fastidieux. On pourra se reporter a [3] ou [10].

Proposition B.1.6 Soit Q) un ouvert de C et K un compact contenu dans 2.
Alors il existe un systéme de courbes fermées dans Q\ K, v = {71,...,VYm}, de

classe C* par morceauz, positivement orienté, tel que
K C Int(y) et C\Q C Ezxt(7).

Définition B.1.7 On dit qu’un systéme de courbes fermées de classe C* par
morceauz vy = {Y1,...,Ym} entoure le compact K dans 2 si les conditions sui-

vantes sont réalisées :
(a) v* C Q\ K.
(b) v est positivement orienté.

(c) K C Int(y) et C\ Q C Ezt(7).

Exemple B.1.8 Considérons louvert Q = {z € C : 1/8 < |z| < 2} et le

compact K :={z € C:1/2 < |z| < 1}. Notons v1, 72,73 les trois courbes fermées
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définies, pourt € [0, 1], par

Alors on vérifie facilement que les deux systémes {1} et {v1,7v3} n’entourent pas

le compact K dans €. Par contre, le systéme {v1,v2} entoure le compact K dans

Q.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux résultats principaux que nous
allons chercher par la suite a généraliser dans le cadre vectoriel. Pour une preuve

de ces résultats classiques, on pourra se reporter a [6, 3, 10, 13].

Proposition B.1.9 (Théoréme de Cauchy scalaire) Soient 2 un ouvert du
plan complexe, V1 et v, deus systémes de courbes fermées, de classe C' par mor-
ceauz, et contenues dans l'ouvert 2. Si, pour tout z € C\ Q, Ind,, (2) = Ind,,(2),

alors pour toute fonction f holomorphe sur 2, on a

[ﬂf(z) iz — /Wf(z) dz.

Proposition B.1.10 (Formule de Cauchy scalaire) Soient K un compact contenu
dans un owvert ) du plan complexe. Si le systéme de courbes fermées v entoure
le compact K dans §2, alors pour toute fonction f holomorphe sur €2, on a
! A)
M) (o) — L d\ cKneN

/) 2w [Y (A —z)ntt 7 : e

B.2 Intégration des fonctions réglées a valeurs
vectorielles

Nous allons dans ce paragraphe développer la notion d’intégrale de Riemann
pour des fonctions (réglées) a valeurs vectorielles. Cela sera ensuite utilisé pour
intégrer des fonctions complexes a valeurs vectorielles et ainsi donner un sens aux

propositions B.1.9 et B.1.10 dans le cadre vectoriel.
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Définition B.2.1 Une fonction f : I = [a,b] — E est appelée fonction en

escalier s’il existe une partition
P:a:t0<t1<t2---<tn:b

telle que f est constante sur chacun des intervalles |t;_1,t;[. L’ensemble E(1, E)
de toutes les fonctions en escalier forme un sous-espace vectoriel de B(I, E).
Pour chaque fonction f en escalier (définie a partir de la partition P ci-

dessus), on appelle intégrale de f 1’élément de E défini par

b n
/ FEdt =3t — 1) F(G), (B.2)

avec (j €)t;,, t5].

Il est facile de montrer que la valeur du membre de droite de (B.2) ne dépend

pas de la partition P choisie et donc l'intégrale est bien définie.
Lemme B.2.2 L’application J : E(I, E) — E, définie par
b
af = [ f@a (feedp)),

est une application linéaire continue de (E(I,E),|| - ||l) dans E. De plus, pour

toute fonction f € E(I1,E), on a

b b
f(t>dtH < [ 170l < 6=l

Preuve : tout découle facilement de la définition et des calculs suivants (qui

utilisent I'inégalité triangulaire) :

/abf(t)dtH - Z LI

b
_ / ()] dt < Z(tj —t; )l F oo = (b= @)1 f 1.

> -t
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Définition B.2.3 L’ensemble des fonctions réglées R(I, E) est définie comme
Uadhérence de E(1, E) dans 'espace de Banach (B(I, E),|| - ||ls). Autrement dit,
une fonction bornée f : I — E est dite réglée si et seulement si il existe une

suite (fn)n de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur I.

Théoréme B.2.4 L’application J se prolonge (de fagon unique) en une appli-
cation linéaire continue de R(I,E) dans E. On désignera encore par J cette

extension et pour f € R(I, E), on écrira aussi

mﬁszww

Alors, pour toute fonction f € R(I, E) et toute forme linéaire continue ¢ sur F,

@) |[J2ryae| < 215l de < 60— o)l il
) o ([ £t dt) = [} o (2)) .

Preuve : L’unicité du prolongement découle de la densité de £(1, F) dans
R(I, E). Maintenant, soit f € R(I, E); alors il existe une suite f,, € £(I, ) telle
que || fo = flloc = 0, n — +o00. Or

I3Cfn) = Il = 13(fn = )l < (0= a)l[ o = folloo-

On en déduit que (Jf,)n est une suite de Cauchy dans E complet, donc elle

converge. Notons

Jf = lim Jf,.
n——+00
Il est clair que J définit une application linéaire continue sur R(I, F'). Le point
(a) vient immédiatement du lemme B.2.2.

Pour le point (b), remarquons que si f € £(I, F), alors on a

b n n b
. ( [ 1 dt) . (2(@ —tj_l)f(cj)> =S t)e (@) = [ elrwyar

= j=1
Le résultat découle alors d’un passage a la limite en utilisant la continuité de .

l
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Théoreme B.2.5 Toute fonction continue f : I — E est réglée.

Preuve : Comme f est continue sur le compact I = [a, b], il suit du théoreme
de Heine que f est uniformément continue. Autrement dit, pour tout ¢ > 0,
il existe 6 > 0 tel que pour tous z,y € [a,b] satisfaisant |x — y| < §, on a
I f(z) = f(y)]] <e. Soit P:a=1ty<t; <ty <---<t,=D>bune partition tel que

maxi <<, (t; — t;—1) < 6. Définissons

gla) = fla) et g(t)=f(t;), tj1<t<ty

Alors g € (1, E) et pour tout t € [a,b], on a ||g(t)— f(t)|| < e, ie [|g— flleo < e.
On en déduit donc que f € R(I, E).
U

Remarque B.2.6 Les fonctions réglées peuvent se caractériser comme les fonc-
tions qui admettent une limite a droite et une limite a gauche en tout point de
la,b] (voir [1]). Donc en particulier, les fonctions continues par morceauz sont

aussi réglées.

Définition B.2.7 Soit 7y : [a,b] — C une courbe de classe C* par morceauz et
soit f une fonction continue sur un voisinage de v* a valeurs dans E. Alors on

définit l'intégrale curviligne de f le long de v comme

[ ez = [ romm o (B.3)

En remarquant que la formule dite “de changement de variable” s’applique aussi
aux intégrales vectorielles (exercice!), il est facile de voir que le membre de droite
de (B.3) ne dépend que de f et de 7 et non de la paramétrisation choisie.

On déduit immédiatement du théoreme B.2.4 le résultat suivant.

Théoréme B.2.8 Soit 7y : [a,b] — C une courbe de classe C* par morceauz et

soit f une fonction continue sur un voisinage de v* a valeurs dans E. Alors,

(@) [[[, 12| < L7 = J7 1@ @) d
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(b) Pour toute forme linéaire ¢ continue sur E, on a ¢ (f7 f(2) dz) = f7 o(f(2))dz.

Nous terminons par une proposition utile dans le cadre des algebres de Banach.

Proposition B.2.9 Soit A une algebre de Banach, 7 : [a,b] — C une courbe
de classe C* par morceauz et soit f une fonction continue sur un voisinage de ~*

a valeurs dans A. Alors, pour tout x € A, on a

x ( L £(2) dz) - L of(2)dz, (B.4)
( /7 £(2) dz):r: l f(2)a dz. (B.5)

Preuve : Pour démontrer (B.4), soit M, 'opérateur de multiplication & gauche

et

par z et soit A une forme linéaire continue sur A. Alors AM, est une forme linéaire

continue sur A et on peut appliquer le théoreme B.2.8 (b) qui donne

A (xlf(z) dz) _AM, (Af@) dz) _ LAMZ(f(z))dz _ [A(xf(z))dz.

En réappliquant le théoreme B.2.8 (b) au membre & droite de cette derniere

égalité, on obtient que

A(x (Lf(z)dz)) :A(/fo(z)dz).

Le théoréeme de Hahn-Banach (voir corollaire A.2.2) permet alors d’en déduire
(B.4). Pour démontrer (B.5), il suffit d’utiliser le méme raisonnement avec I’opérateur

de multiplication a droite.

O

B.3 Fonctions holomorphes a valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, nous allons développer la théorie des fonctions holo-

morphes a valeurs vectorielles. Nous allons en fait donner un peu plus de détails



180 ANNEXE B. QUELQUES COMPLEMENTS D’ANALYSE COMPLEXE

et de résultats que ce qui est réellement utilisé dans ce cours. Notamment, dans
une premiere lecture, on pourra porter son attention uniquement sur les théoremes
B.3.5, B.3.7 et B.3.9.

Comme nous allons le voir, beaucoup de résultats de la théorie des fonctions
holomorphes a valeurs scalaires s’étend (sans aucun changement ou presque) au
cas vectoriel. L’idée étant la plupart du temps de scalariser le probleme (en ap-
pliquant une forme linéaire continue), d’utiliser les résultats du cas scalaire et de
revenir au cas vectoriel avec le corollaire du théoreme de Hahn-Banach (corol-
laire A.2.2). Méme si cette idée est assez simple, nous allons prendre le temps de

donner les détails....

Définition B.3.1 Soit 2 un ouvert du plan complexe, E un espace de Banach
et f:Q — FE. On dit que f est holomorphe sur € si elle est dérivable en tout

point zg € Q1 i.e. si la limite suivante

existe et est finie.
On dit que f est faiblement holomorphe sur 2 si pour tout élément ¢ du dual

de E, la fonction (a valeurs complezes) @ o f est holomorphe sur §).

Nous notons Hol(2, E') I'ensemble des fonctions holomorphes sur © a valeurs
dans E. Dans le cas ou E = C, on note plus simplement Hol(Q2) = Hol(2, C).

Il est évident que toute fonction holomorphe est faiblement holomorphe. En
fait, nous allons montrer que la réciproque est aussi vraie. Commencgons par un

lemme.

Lemme B.3.2 Soit f : QQ — E une fonction faiblement holomorphe. Alors f

est continue sur ).

Preuve :  Soit a € 2. Comme () est ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(a,r) C €.
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Considérons le sous-ensemble de E défini par

M:{M:O<|z—a\§r}.

Z—a

Montrons que M est faiblement borné. Pour cela considérons u € E*. Alors,
puisque la fonction u o f est holomorphe sur €2, la fonction g, définie par
u(f(z)) — u(f(a))

9(z) = z—a
(wo f)(a), siz=a

, si0<|z—a|<Tr

est une fonction continue du compact B(a,r), & valeurs dans C. Donc l'image
g(B(a,r)) est un compact de C. Clairement u(M) C g(B(a,r)) et donc u(M) est
bornée. Comme cela est vrai pour tout u € E*, cela signifie que M est faiblement
borné. D’apres le corollaire A.2.4, cela implique que M est borné. Autrement dit,

il existe une constante K = K(a,r, f) > 0 telle que pour tout z, 0 < |z —a| <,

on ait

zZ—a

Hf(Z) — f(a)

B

1f(2) = fla)ll < K[z —al.

Cette derniere inégalité entraine en particulier que f est continue en a.
O

Pour montrer qu'une fonction faiblement holomorphe est holomorphe, nous

allons montrer qu’elle vérifie la formule de Cauchy.

Théoreme B.3.3 Soit f: Q) — E une fonction faiblement holomorphe et a €

Q. Alors

1 [ f()
f(a)—% de?«’,

ot v est un systéme de courbes fermées dans €1, de classe C* par morceauz et qui

entoure {a}.
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Preuve : Pour chaque u € E*, la fonction u o f est holomorphe sur €2. La

formule de Cauchy scalaire (proposition B.1.10) donne alors

@) = g [ R ae - o [u( L) o

On applique alors le théoreme B.2.8 qui entraine que
1 [ f(z)
u(fla))=u|— | —=dz|.
) =u (5 = )
Cette derniere égalité etant vraie pour tout u € E*, le corollaire du théoreme de
Hahn-Banach (corollaire A.2.2) permet alors de conclure que

fo)= o [ 1)

20 yZ—a

dz.

O

Théoreme B.3.4 Toute fonction faiblement holomorphe f : Q0 — E est holo-

morphe. De plus, pour chaque a € €, on a

: 1 f(z)
r@=g ) wat

ot 7y, est n'importe quel cercle positivement orienté ~, : [0,1] — C, ~,.(t) =

a+ re?™ | satisfaisant D(a,r) C Q.

Preuve : D’apres le lemme B.3.2, la fonction f est continue sur €2 donc en
particulier sur le compact «;. D’ou :
K := sup ||f(2)] < +oo.
|z—al|=r
Considérons maintenant 0 < § < r/2 et choisissons b € €2 tel que 0 < |b—a| < 4.
Alors il est clair que 7, est une courbe fermée dans €, de classe C* et qui entoure
a la fois {a} et {b}. Le théoreme B.3.3 permet alors d’écrire

fO) = fla) 1 L/ [ﬂz) M} i

b—a Cb—a2irT 2—b z—a

e
2im ), (z—a)(z—b) dz.
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D’ou :

T e e

|b— al (Al
|dz|.
w17 = al?|z =]

Pour z € 4}, remarquons que |z —a| =7, ||f(2)|| < K et par I'inégalité triangu-

laire, on a aussi

|z—mzp—ﬂp4a—wzr—5zg
Ainsi on obtient
UESCRRNYC 266
_ dz|| < . B.
H b—a 2ir )., (2 —a)? A= (B-6)

Cette inégalité implique que la limite

T~ 1)

b—a b—a

existe et est finie. Ceci signifie donc que f est dérivable en tout point a de Q et

donc f est homomorphe sur €. De plus, d’apres (B.6), on a

f'(a) = i/% %dz.

O

Théoréme B.3.5 (Théoréeme de Cauchy) Soient Q@ un ouvert du plan com-
plexe, v, et Yo deuz systéemes de courbes fermées, de classe C* par morceauz, et
contenues dans Uouvert Q. Si, pour tout z € C\ Q, Ind,, (2) = Ind,,(2), alors
pour toute fonction f € Hol(Q, E), on a

Lﬁ@@:ﬂj@m

Preuve : Pour chaque u € E*, la fonction u o f est holomorphe sur 2. Le

théoreme de Cauchy scalaire (proposition B.1.9) donne alors

Aymmwzlﬂwmw.
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On applique alors le théoreme B.2.8 qui entraine que

Q(ijw):AMﬂwM:LfU@Mﬁw<Lﬂ@M)

Comme I’égalité est vraie pour tout élément u € E*, le corollaire du théoreme de

Hahn-Banach (corollaire A.2.2) permet alors de conclure que

Aﬂ@@:ﬁﬂ@@

O

Théoréme B.3.6 (Formule de Cauchy) Soit Q un ouvert du plan compleze.
Toute fonction f € Hol(Q), E) est indéfiniment dérivable (au sens compleze) sur

Q. De plus, pour tout point a € €2 et chaque entier n > 0, on a

F™(a) = n! /%d% (B.7)

T
) t téme d b Ses, de cl ct t qui ent
ou *y est un SyS €me ae couroes Jjermees, ae classe par morceauxr et qul enitoure

le compact {a} dans Q.

Preuve : Pour montrer que f est indéfiniment dérivable, nous allons raisonner
par récurrence. Tout d’abord, d’apres le lemme B.3.2, nous savons déja que f
est continue sur {2. Supposons maintenant que f est n-fois dérivable sur 2. Pour
tout élément u € E*, la fonction (complexe) u o f est holomorphe sur © donc
(n + 1)-fois dérivable sur . Mais comme u est linéaire, on a (uwo f)™ = wo f(.
Ceci implique que la fonction wo f® : Q — C est dérivable. Autrement dit,
la fonction f™ est faiblement holomorphe sur €, donc holomorphe sur Q (i.e.
dérivable sur ), d’apres le théoreme B.3.4. Ainsi f est (n + 1)-fois dérivable sur
Q). Par récurrence, on en déduit que f est indéfiniment dérivable sur 2.

Pour montrer la formule (B.7), considérons v € E*. Comme la fonction u o f
est holomorphe sur €2 on peut appliquer les formules de Cauchy scalaire (propo-

sition B.1.9) qui donnent alors

wo e = g [ D

2 ), (z —a)ntt



B.3. FONCTIONS HOLOMORPHES A VALEURS VECTORIELLES 185

pour tout n € N, oil v est un systéme de courbes fermées, de classe C! par mor-
ceaux et qui entoure le compact {a} dans 2. On applique alors le théoreme B.2.8

qui entraine que

o )00 = (5 [ Ao i)

Par linéarité de u, on a (uo f)™(a) = u(f™)(a) et donc

r)w) = (5 [ A i),

Comme I'égalité est vraie pour tout élément u € £*, le corollaire du théoreme de

Hahn-Banach (corollaire A.2.2) permet alors de conclure que

1@ = g [ A

C2im ) (z—a)ntt T

O

Théoréeme B.3.7 (Développement en série entiere) Soit ) un ouvert de C.

Pour toute fonction f € Hol(Q2, E) et tout point zy € §2, la série entiére :

) (2,
Zf (‘ )(Z—Zo)n

n
converge uniformément et normalement sur tout compact contenu dans le disque
ouvert D(z, dist(zq, Q) et sa somme est égale a f(z) en tout point de ce disque.

Cette série (appelée la série de Taylor de f en z) est l'unique série entiére de la
forme Zan(z —20)", a, € E, dont la somme est f dans le disque mentionné.

n=0
Le rayon de convergence est au moins dist(zg, 2°).

Remarque B.3.8 On a noté dist(zo, Q2°) la distance de zp a Q° si Q° # () et +00

SINon.

Preuve : Soient 0 < r < dist(29,9°), 2,{ € C tels que |z — 2| = r et

|C — 20| < r. Nous avons alors

! = 1 — 1 _OO (C—Zo)n
Z_C_ (Z_ZO)_(Q—ZO) _(Z—ZO)<1—C*Z0> _nz%(z_z())nﬂ’

zZ—20
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cette série étant normalement convergente sur tout compact de la forme K x
0B(zp,7) avec K compact contenu dans B(zg,r). Nous pouvons alors appliquer
la formule de Cauchy (théoreme B.3.6) et intervertir I'ordre de l'intégration et de

la sommation, ce qui donne

1 f(2) = ¢ —2)"
<) ﬂ[{rj 227r/ fz Z — 20) n+1

n=

= (5 [ L) o

n=0

& f(")(zo)

n!

(€ —20)"

0

n

Les autres propriétés découlent immédiatement des propriétés classiques sur les
séries entieres.

O

Pour plus de détails sur les séries entieres a valeurs vectorielles, on pourra

consulter [12] mais la théorie est la méme que pour les séries entieres a valeurs

scalaires.

Théoréme B.3.9 (Liouville) Toute fonction f holomorphe et bornée sur C, a

valeurs dans E, est constante.

Preuve : On peut déduire ce résultat du théoreme de Liouville pour les fonc-
tions a valeurs scalaires. On peut aussi donner une preuve directe. Soient zg € C,
n € N;n > 1. Comme f est holomorphe sur C tout entier, les formules de Cauchy
peuvent s’appliquer sur tout cercle v, de centre z; et de rayon r > 0 parcouru
une fois dans le sens positif. D’ou

f(")(zo) — "_'/ f(2) d.

2im [, (2 — zo)" 1
Notons M := || f|c. Le théoréme B.2.8 implique alors que

|
sl < S,
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et donc, en faisant tendre r vers +oo, on obtient que f(”)(zo) = 0, pour tout
n > 1. Le théoreme B.3.7 permet alors de conclure que pour tout z € C, on a

f(2) = f(z0)-
U

Proposition B.3.10 Soit Q = {z € C: 0 < |z—a| <71}, r > 0 et [ €
Hol(Q2, E). Si f est bornée sur 2, alors f se prolonge en une unique fonction f

holomorphe dans D(a,r).

Preuve : Considérons g : D(a,r) — E la fonction défnie par

(z—a)f(z) si0O<|z—a|<T
{0 sl z = a.

Il est clair que g est holomorphe sur Q et continue sur B(a,r). Maintenant si
u € E*, alors la fonction scalaire uo g a les mémes propriétés, elle est holomorphe
sur €2 et continue sur D(a,r). Il est alors bien connu (c’est une conséquence tres
simple du théoreme de Morera, voir [6] par exemple) que u o g est holomorphe
sur D(a,r). Ainsi g est faiblement holomorphe sur D(a, ) donc holomorphe. On

peut alors appliquer le théoréeme B.3.7 qui dit que pour z € D(a,r), on a

o (g
o) =3 Ty

ou la série converge normalement sur tout compact de D(a, ). Comme g(a) = 0,

on peut alors écrire g(z) = (z — a) f(z), avec

- o gntD)
9" () n
f(Z)_Z (n+1>' (Z—CL)
n=0
La théorie des séries entieres nous dit alors que ]?est holomorphe dans D(a, )
et de plus, on a bien f(z) = f(z), pour z € €. L'unicité est immédiate (par
continuité).
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Théoréme B.3.11 (Principe de prolongement analytique) Soient Q un ou-
vert connexe du plan complexe, E un sous-ensemble de £ possédant un point

d’accumulation dans Q. Si f,g € Hol(Q, E) et si f(z) = g(2) pour z € E, alors
f=g.

Preuve : On déduit ce résultat de ’analogue scalaire. Soit © € E*. Alors uo f
et uo g sont deux fonctions holomorphes sur €2, a valeurs scalaires, qui coincident
sur un sous-ensemble E. Comme FE possede un point d’accumulation dans 2,
alors uo f = wog. Le corolllaire du théoreme de Hahn-Banach (corollaire A.2.2)

permet alors de conclure que f = g.
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