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Important. Le programme est découpé en quatre chapitres. Le volume horaire total en
heures TD est de 28 heures, il est donc fortement conseillé aux enseignants de TD de

respecter, approximativement, le volume horaire suivant :

1. Primitives et intégrales. 10 heures
2. Développements limités. 8 heures
3. Courbes paramétrées. 5 heures
4

. Equations différentielles. 5 heures

Conseils aux étudiants. Pour acquérir les différentes notions abordées dans cette partie,
outre une bonne connaissance du cours, il est opportun de fournir un travail personnel en

traitant le maximum d’exercices.

e [’opération d’intégration est une opération inverse de celle de la dérivation. C’est
le théoreme fondamental de ’analyse. Ainsi, pour bien aborder le premier chapitre, le

formulaire des dérivées des fonctions usuelles devra étre parfaitement connu.

e L’intérét des développements limités est essentiellement pratique. Il faut savoir les calculer
rapidement et étudier leurs applications en analyse. Cela demande de pratiquer un assez
grand nombre d’exercices calculatoires. C’est avant tout un calcul sur les polyndémes ou
il faut apprendre a prévoir 'ordre d’'un développement limité et savoir I'utiliser pour

déterminer des équivalents ou des limites et faire une étude locale ou de branches infinies.

e Vous rencontrerez régulierement les équations différentielles du premier et du second
ordre en mathématiques, en physique, en chimie et en sciences de 'ingénieur. Il est donc
impératif de bien maitriser les techniques de résolution. Indirectement, vous allez revoir les
techniques de calcul des primitives. Il est conseillé a ce sujet de connaitre parfaitement les

primitives des fonctions usuelles.
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Primitives et intégrales

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur [0, 3] par

-1 si =0
1 st O<a<l1
flz) = 3 si x=1

-2 s 1<zx<2
4 si 2<ax<3.

1. Dessiner le graphe de f et calculer / f(z

2. On définit la fonction F sur [0, 3] par F(x / f(t)

(a) Donner une expression de F' ne faisant pas intervenir le symbole d’intégration.

(b) Montrer que F' est continue sur [0, 3]. La fonction F' est-elle dérivable sur [0, 3] ?

Exercice 2. Soit f(z) = E(z), ou E(x) désigne la partie entiere de z € R.

1. Montrer que f est une fonction croissante sur tout intervalle [a, b].

x
2. Soit F' la fonction définie sur [0, +-o00[ par F(x) = / E(t) dt. Montrer que F' est
0

bien définie, et puis calculer F'(z).

Exercice 3. Calculer les primitives suivantes :

2 d
/1i:n3 dz, /(%fl):,,, /\/ﬁdx, /Cosxsin3$dx,
1 d 1
/ dl’, / g ) /nxdx /;U\/ﬁdx,
zlnx x1n?x
/ - / /t d /t 22d
anz dx , an”zdz ,
T+a2¢ iz "
da sin(2x) rdz Cos T
— .4 — dz.
/005255’ /1+C082$ v /1+x4’ /1+Sin2m o

Exercice 4. A l'aide d’intégrations par parties, calculer les primitives suivantes :

/ Inzdex, / arcsinx dx , / rarctanx dx ,

/ln(l + 2% dx /(:1:2 —2x)e** dx | /(x2 + x)sinz dzx

/\/1—x2d:c, / v dzx | /xanxd:c.

cos? x




Exercice 5. Calculer les primitives suivantes :

/sin3 zcos’zdr ; / sin® x cos® x dz ; / cos(3z) sin(bx) dx

Exercice 6. Calculer les primitives suivantes :

z+1 dx dx
1 d . 2 . .
)/:1:2+2:1:+2 v )/x(1+:62)3’ 3)/5623m+27
z+3 dx z+1
4 ——dz; 5% —_— 6 dz ;
Wi 1a ) s [ een e

22 dz x5 2t dz
7 /(sc+1)(:v2—|—1); 2 /x2+2x—|—2dx; 2 /(x+1)2(x2+1)‘

Exercice 7. Calculer, a I'aide de changements de variables, les primitives suivantes :

CcoS T sin® z dx cos + cos®
———dz; ———dz; —_—; —————dz;
1+ cosx 2+ cosx 14+ 2sin“x sin“ x + sin* x
/ tanzx dz - / _ dx ; /l—tanxdx; / - sinx dr
1+ coszx sin® x cos? x 1+tanzx sin® & + cos® &
Exercice 8. P e N* Fo() / de
xercice 8. Pour n on pose z)= [ ———.

T

m + (277, — 1)Fn(.%')

1. Etablir la relation de récurrence : 2nF,, 1 (z) =

2. Donner Fi(z) et en déduire Fy(z).

/11— 2 /1-
3. A l'aide du changement de variables u = HJ’ calculer / Tt Y 4z sur
T

z+1V1i+z
I'intervalle | — 1, 1].

Exercice 9. Calculer les intégrales suivantes :

2 ln:p 2 1
/ In?zdz ; / V3 —zdr, / z?e® dx |
1 \f 1 0

27 1 T z
2 2 dz / /2 .92
cos”“ zdzx , / _ rcosxdr , rsin®zdzx .
/0 o vi—z 0 0
Exercice 10. Calculer, a I'aide de changements de variables, les intégrales suivantes :
/ 4 de ‘ / [arcsin T dx
RV 1- :c2 cos2 ry/tanz

In2 Inv3 e a dr
ver —1dx / dx | / ———,a€cR*
0 0

1+e2® a? 4 2%’

0

™ . ™ T
2 sindz 2 dzx 4 dx
9 d$, 3 ) 2
o 1l+cos“z  sin"x o Cos“x+2sin“z




Exercice 11. On considere les deux intégrales

I:/Wmdx et J:/WSinxdx.
o 1+cos?z o 1+ cos?z

1. A Taide du changement de variables u = m — x, exprimer [ en fonction de J.

2. Calculer J et en déduire la valeur de I.
Exercice 12. Soit a un réel strictement positif. A I’aide du changement de variables u = —,

x
I—/a zlnz da
s (14+22)2

a

calculer l'intégrale

Exercice 13. Pour z € R, on pose f(z et T = f(n/2).

)= / r dt

0 V2 —sin’t
1. Déterminer le domaine de définition et étudier la parité de f.
2. Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

3. Montrer que la fonction g telle que g(x) = f(x + m) — f(z) est une constante a
exprimer en fonction de T

1
Exercice 14. Pour n € N, on pose u, = / z"e " dx.
0

1. Etudier le signe et la monotonie de la suite (u,)nen, et en déduire qu’elle converge.
2. Etablir la relation de récurrence : upy1 = —e 4 (n+ Duy,.

3. Quelle est la limite de la suite (up)nen ?

Exercice 15. En exprimant les suites suivantes comme sommes de Riemann de fonction a
préciser, calculer leur limite :
n n n
n 1 n+k
LY —— 22— VE, 3y 3,

n—1 n
1 1 (n+ 2k — 1)(n + 2k)
4. —_ .= 1 .

Exercices supplémentaires

Exercice 16. Soit a et b deux réels non nuls. On considere les primitives suivantes :
F(z) = /e“x cos(br)dx et G(x)= /eaz sin(bz) dz.

1. En intégrant deux fois par parties, déterminer F' et G.

2. En utilisant qu’un sinus ou un cosinus s’exprime a 'aide des exponentielles imagi-
naires, déterminer F' et G.



Exercice 17. Calculer les primitives suivantes :
/ dx / tanz q /cosgc —sinx q
- ————dx ———dz
5+4sinz ’ 1+sin?z 1+ cos?z ’
/ dx / zdx / dx
4+ Ve -1’ (1+a4)2” 222 +x+1°

/ /x—1@ / T /2x2+3 e
z+1 2z’ (1—z)3 "’ (22 +1)2 77

2
Exercice 18. Calculer I'aire du domaine délimité par les courbes d’équtions y = % et
1
LA

2z —t
Exercice 19. Soit f la fonction définie par f(x) = / ert.

T

1. Montrer que f est définie sur R*.
2. Prouver que :
Ve €RY, e 2" In2 < f(zr) <e “In2.
Etablir une inégalité analogue sur R* .

3. En déduire que 'on peut prolonger f par continuité en 0. On note encore f la
fonction ainsi prolongée.

4. Etudier les limites de f a l'infini.
5. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.

6. Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer la position de son graphe par rapport
a la tangente en ce point.

7. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

1
dt
Exercice 20. On définit la suite (uy)n>0 par u, = /0 m

1. Etudier le signe et la monotonie de la suite (u,) et en déduire qu’elle converge.

@ dt Looae
2. A l'aide de la relation, u, = /0 A+ 2 +/a A+ @) vraie pour tout a € [0, 1],

1 1\ "
montrer que u, <n 4 14+ — .
q n S + ( + \/ﬁ)

3. En déduire la limite de la suite (uy,).

:L,’I’L

1+z
1. En majorant la fonction intégrande, montrer que lim I, = 0.
n—-+00

1
Exercice 21. Soit n € N. On pose I, = /
0

2. Calculer I, 41 + I, et exprimer I, en fonction de n.

noo k41
3. En déduire lim &

n—-+oo k



™

2
Exercice 22. Pour n € N, on pose I, = / sin" z dz.
0

1. Calculer Ij et I3.
2. Trouver une relation de récurrence entre I, et ;2.

3. En déduire la valeur de I,, (distinguer deux cas selon la parité de n).

Exercice 23. Soit f une fonction intégrable sur [a, b].

b b
1. Montrer que/ f(x)d:r:/ fla+b—2x)de.

COS3 X

2. Calculer /4 In(1 + tanx) dz et /2 57— dz.

0 o cosx +sin’x

Exercice 24. Soit f une fonction définie et continue sur R. On suppose qu’elle est
périodique de période T > 0.

a+T
1. Montrer que l'intégrale / f(z) dx est indépendante de a € R.
a

nT T
2. Montrer que / f(z)dz = n/ f(z)dz pour tout entier n > 0.
0 0

a+ 2nm 2{7\'

3. Application : calculer / sin(wz) dz et / ’ sin(6x) cos(15x) dx.

a

Exercice 25. Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b].

1. On suppose que f(z) > 0 pour tout x € [a,b] et qu’il existe z¢ € [a,b] tel que
b
f(zo) > 0. Montrer que / f(z)dz > 0.
a

b
2. En déduire que si f est positive sur [a,b] telle que / f(x)dz = 0, alors f est

identiquement nulle.

b
3. On suppose que / f(x)dx = 0. Montrer qu'il existe un ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.
a

1
1
4. Application : On suppose que a = 0, que b = 1 et que / f(z)dx = o Montrer
0
qu'’il existe d € [0, 1] tel que f(d) = d.
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Formules de Taylor - Développements Limités

Exercice 1.

1. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction exp, montrer que Vn € N

k ‘x|n+le|z\
< —.
— (n+1)

n

x

. T -

etV e R,ona: |e g X
k=0

n k
2. En déduire ngg—loo kgo o

Exercice 2. Montrer les inégalités suivantes :

2 $2 4

s X
1. R 1—-—XK <1l——+4+ —.
Vo € R, 2_cossc_ 2+24
o veeR 14+ Y e TTac14E T LT
. Vo - — — x - — — 4+ —.
’ 2 8 ™ - 2 8 16

Exercice 3. Former le développement limité en 0 a 'ordre n indiqué entre parentheses de
chacune des fonctions définies par :

1. sinzcos2z, (4); 2. e*\/1 + (3); 3. cos®z, (4) ;
4. tan? x, (6); 5. w, (4) ; 6. Hﬁ’ (3):
7. \/16:7&0, (3); 8. In(1 +sinx), (3) ; 9. In(cos ), (4);
10. V1 + sinz, (3); 11. arctan(1 + x), (3); 12. (arcsin x)Q, (6);
13. In <Sizx> (4 14. m 2) 15. (1+2)+, (3).

Exercice 4. Former le développement limité en a & ’ordre n de la fonction f dans les cas
suivants :

1. f(z)=vVr,a=2etn=2; 2.f(x):tanx,azgetn:3;

_ Inx

3. f(z) = a=letn=3; 4.f(x):/lntdt,azletn:4.
1

x2’

Exercice 5. Former le développement limité au voisinage de o0 a 'ordre n de la fonction
f dans les cas suivants :



r+1

= ———— avecn =3.
241

1. f()

2. f(z) = arctanz avec n = 3.

3. f(z) = arctan ] i _ avec n = 3.

4. f(z) = Va2 +x — 22—z avec n = 2.

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

L lim In(l +z) —sinz : 9 lim e - cosx ;
z—0 cosx — 1 z—0 xsinx
cosT — V1 — 2 etanx_esinx
3. lim —5 ; 4. lim ——
x—0 z2sin® x z—0 tanx — sinx
1 1 3 2
5. lim — — —5—; 6. Ii [ _ };
xl—r>r(l).7:2 sin? x xl—% 1—\/3? 1—\3/5
X
7. lim <1 + ) ; 8. lim (\/:T—I—l — x) ;
r—+00 €T Tr—+00
3— 3 5
9. lim z? (ei - el%z) ; 10. lim Vot \/ﬂf * .
r——+00 z—1 1 —tan vy

Exercice 7. Justifier que la fonction f est dérivable en a, donner ’équation de la tangente
en a et préciser la position du graphe par rapport a cette tangente dans les cas suivants :

1. f(z)=V1+2z—V4+2zaveca=0.

2. f(x)= x%\/av2 + 1 avec a = 0.

1

2zl
3. flx)= TR aveca =1 (on prolongera f par continuité en 1).
Tz —

Exercice 8. Etudier les branches infinies du graphe de la fonction f, lorsque |z| — o0,
dans les cas suivants :

L f(z) = Va3 + 1~ Vda? +1; 2.f(a:)=m21nx—;1;
3. f(x) = T 21 4. f(x) = (x_ 1) arctan z.
x—1 ! -

Exercices supplémentaires

Exercice 9.
1. Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre n + 1 & la fonction z — In(1 + x).

2. En déduire une valeur approchée de In(1,1) & 1075 pres.



Exercice 10.

4 6
1. Montrer que Vx € R, 30 €]0, 1] tel que : e =1-22+ % - :%e_(%’“"2

1
, . , —x2 .
2. En déduire une valeur approchée de / e~ * dz et donner un majorant de I'erreur
0

commise.

()

= —€ y €Tr) =

1+a22° 7 1+ 2z
1. Former les développements limités en 0 & I’ordre 3 de f, g et A

2 —x — 222 2+ x — 322
S R i - T o

Exercice 11. SOient f($) = m

2. Des fonctions g et h, laquelle réalise la meilleure approximation de f au voisinage
de 0.

Exercice 12. Déterminer les réels a, b, ¢, d de sorte qu’au voisinage de 0 la fonction f soit
un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible dans les cas suivants :

1 a b

1. ==-— - .
/(@) z In(l1+z) e*—1
1 2
2. f(x)zcosa:—%.
3. f(z) =e® —acosx — bsinx — ccos 2z — dsin 2z.
x
4. = In(1 ba?) — :
fla) = (L + az + ba?) -

Exercice 13. Former le développement limité en a a ’ordre n de la fonction f dans les
cas suivants :

1
1. f(m):arctaaniz avec a = +oo et n = 3.

2. f(x):/ cost®dt aveca =0et n=9.
0

avec a =0 et n =8.

@ g
0= [ A

1 1

Exercice 14. Soit f la fonction définie sur [—1,0[U]0, 1] par f(x) = . .
arcsinz  x

1. Former le développement limité de arcsin en 0 a I’ordre 5.
2. En déduire le développement limité de f en 0 a ’ordre 3.

3. Justifier que f admet un prolongement par continuité en 0. On notera f la fonction
ainsi prolongée.

4. Montrer que f est dérivable en 0 et préciser la position du graphe de f par rapport
a sa tangente en 0.
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Courbes paramétrées

Exercice 1. Déterminer les points stationnaires et ’allure de la courbe au voisinage de
ces points dans les cas suivants :

x(t) =t* 4 4t x(t) =t? + z(t) ="t —t
L { y(t) = t* — 212, { y(t) =2 — 3. { y(t) =t — 3t.

Exercice 2. Etudier et tracer les courbes paramétrées définies par

( 1 3t
— )= ——
x(t) ; x(t) 8
1 2.
3 +2 32
t) = . t) = .
y(t) ; y(t) e
1 t3
t) = t) =
W=1"p =G Dary
3 4.
t3 2 — 9t
y(t) = 13- y(t) = ——

Exercice 3. Etudier et tracer la courbe paramétrée définie par

t

"0 =1

t2
i1

y(t)

Déterminer ensuite les coordonnées du point double I et montrer que les tangentes en ce
point sont orthogonales.

Exercice 4. On considére la courbe paramétrée

1. Préciser le domaine de définition de f : t — (z(t), y(t)). Etudier ensuite les variations
de x et de y en fonction du parameétre t.

2. (a) Quelle est la nature des branches infinies de I' lorsque ¢ tend vers +oo.

1 1
(b) Montrer que lorsque t tend vers 3 (respectivement — =), I' posséde une asymptote

dont on précisera ’équation. Préciser la position de la courbe par rapport a cette
asymptote.

(c) Tracer le support de I'.



Exercice 5. On considere la courbe paramétrée

1
z(t) = 5(t2—21t)
T
1 1
t) = StP— -t
y(t) 3t 3

1. Etudier les variations de z et de y en fonction du parametre t.
2. Etudier les branches infinies de la courbe.

3. Prouver l'existence d’un point de rebroussement et déterminer la tangente a la
courbe en ce point.

4. Tracer le support de T'.

Exercice 6. Etudier et tracer les courbes paramétrées définies par

. sin? t .92
z(t) = sin2t z(t) = —— x(t) = cost(1l + 2sin” t)
1. 9. 2 +sint 3
y(t) = ein s y(t) = cost. y(t) = sint(1 + 2 cos”t).

Exercices supplémentaires

Exercice 7. On considere la courbe paramétrée

2 —1
®M = m
I
t2
t) =
y(t) 1

1. Tracer le support de I'.

2. Prouver l'existence d’'un point double et calculer les coordonnées de celui-ci.

Exercice 8. On considere la courbe paramétrée

<t+ 1) Int
y(t) = G—1>mt

1 1
1. Calculer z <t> et y <t> En déduire une réduction du domaine d’étude.

8
—

o~
S~—

2. Tracer le support de I'.

10
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Equations différentielles

Exercice 1. Intégrer sur R les équations différentielles suivantes :

1.y —2zy ==, 2.y +y=coszr+sinz,
3.9y 42y = e, 4.y +y =sin2x ,
5.y — 2zy = shx — 2zchx , 6.y — by = e |

7.(1+2Y)y +ay=vV1+22, 8 (1+22)y +2zy=2+e",

9.y + 2wy = 2we™"" 10. (1 +22)%y +22(1 +2%)y =1.

Exercice 2. Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes :

1.2y +y = sinz sur |0, +o00[ , 2. sinz.y’ + cosx.y = sin® x sur |0, 7|,
3.2y +y =e€" sur |0, +o0[, 4. V1 —22y +y=1sur]—1,1],
5. sinz.y —cosx.y =1sur 0,7, 6. (x+1)y+y=1—2zsur]|—1,400[.

Exercice 3. On considere I’équation différentielle (E) : zy’ — (1 + x)y = 2.
1. Intégrer I’équation (E) sur I; =]0,4o00| et sur Io =] — 00, 0].
2. Déterminer les solutions de (E) sur R.
3. Déterminer le lieu des points des courbes intégrales a tangente horizontale.

4. Déterminer le lieu des points d’inflexion des courbes intégrales.

Exercice 4. On considere 'équation différentielle (E) : z(1 —x)y +y = .
1. Intégrer (E) sur les intervalles | — 00,0, ]0, 1] et |1, +00].
2. Montrer que (E) admet une unique solution sur U'intervalle | — oo, 1].

3. Montrer que (E) n’admet pas de solutions sur l'intervalle |0, +o0].

Exercice 5. Intégrer sur R les équations différentielles suivantes :

Ly —y=a*+u, 2.y" =3y + 2y = we”,
3.y =2y +y=wxe® +2cosz, 4.y +2y +2y=rxe sinz,
59" +y =+ sin(x) , 6.y +1y — 2y = sinwze® ,

T.y" +2y + 5y = cos’x, 8.y"+y +y=13cos2z.

11



Exercices supplémentaires
Exercice 6. Soit f : R — R une fonction continue telle que
€T
(%) Vr e R, f(z) =sinx + Qex/ e tf(t)dt.
0
1. Montrer qu’'une telle fonction est une solution de I’équation différentielle :
(E) : v — 3y = cosz —sinz avec y(0) = 0.
2. En déduire ’ensemble des fonctions f : R — R continues vérifiant la condition ().

Exercice 7. Déterminer les solutions réelles de chacune des équations différentielles
suivantes :

L. my” — (1 +m?)y +my = ze*, o m € R.

T
oy hy =tz 1= ] 1T
Y +y anx sur 59
2 X
3.9 =2y +y= ﬁ. On cherchera une solution sous la forme y(z) = e*z(x).

Exercice 8. En introduisant la fonction z spécifiée, intégrer sur R chacune des équations
différentielles suivantes :

L (+22)y" + (1 —2z+2%)y — 22y =0et 2 =9 +y.
2.y +4xy + (11 4+ 42?)y =0 et 2(z) = eIQy(x).

3. (1+22)%" —dx(1+ 22y — (2* — 422 + 3)y =0 et 2(z) =

Exercice 9. Soit f :]0,00]— R une fonction deux fois dérivable sur |0, oco[ vérifiant
I’équation
(E) : 2f"(t) —tf'(t) + 2f(t) = tnt.
On définit la fonction g sur R par la relation g(z) = f(t), ou t = e*.
1. Monter que g est une solution de I’équation différentielle :

(E') : " — 2y + 2y = xe”.

2. Intégrer (E’) sur R et en déduire les solutions de (F) sur |0 + ool.

Exercice 10. En effectuant le changement de variables proposé, intégrer sur les intervalles
I spécifiés les équations différentielles suivantes :

1. 2%y + 32y +y =22t =Inz et I =]0, +o0].
2. (1+22)%" +22(1+22)y +4y =0, t = arctanzx et [ = R.
3. (1—a¥y’ —ay +9y =0,t=arcsinz et [ =] —1,1]

12



