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Espaces métriques.

Ouverts, fermés

Exercice 1. 1. Soient d et ¢ deux distances équivalentes sur £. Montrer que d et § donnent les mémes
ouverts.
2. Soit (F,d) un espace métrique non borné et § = T d On sait que d et § ne sont pas équivalentes

(cf exo 23). Montrer néanmoins que d et 6 donnent les mémes ouverts.
Exercice 2. Soit £ =C([0,1],R) et A={f € E; f(z) >0Vz € [0,1]}.
1. Montrer que A est ouvert pour || ||co-
2. Montrer que A n’est pas ouvert pour || [|1.
3. Soit B={f € FE; 3z €[0,1], f(x) =0}. Montrer que B est fermé pour || ||so-

Exercice 3. Soient F un espace vectoriel normé et A,B deux parties non vides de E, on pose A + B =
{a+b; a € A, b€ B}. Montrer que si B est un ouvert alors A + B est un ouvert.

Exercice 4. Soit (X, 7) un espace topologique. Etant donnée une famille non vide (A;);c; de parties de
X.

[e] o

o ,—/\ ° ,—/\
1. Comparer les ensembles U A;, U A;, U A; d’une part et ﬂ A;, ﬂ A;, ﬂ A; d’autre part. Examiner
icl icl icl icl il el
en particulier le cas ou I est fini.

2. Comparer les ensembles U A;, U A, U A; d’une part et ﬂ A;, ﬂ A, ﬂ A; d’autre part. Examiner
iel  iel el iel  iel i€l
en particulier le cas ou I est fini.

Exercice 5. Soient F un espace vectoriel normé, » un nombre réel, r > 0 et a € E.

1. Montrer que l'intérieur de la boule fermé B(a,r) est la boule ouverte B(a,r). Ce résultat est-il vrai
dans tous les espaces métriques?

2. Montre que I'adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermé B(a,r)

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel normé. Si C' est une partie non vide de E, on dit que C' est convexe
si pour tout z,y € C et tout ¢t € [0,1], tx + (1 —t)y € C.

1. Montrer que les boules de E sont convexes.

2. Montrer que si C' est un convexe d’intérieur non vide alors 'intérieur de C' est convexe.

3. Montrer que si C est un convexe alors C est convexe.

4. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de F alors F' est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 7. Trouver un exemple d’espace métrique X possédant une partie A telle que les ensembles
o

— o

o J— i ? o
suivants soient distincts : A, A, A, A, A, A, A.

Exercice 8. on considére un espace métrique (X,d), un ouvert A de X et une partie quelconque B de X.
Montrer que AN B C AN B et que cette inclusion peut ne pas étre vraie si A n’est pas un ouvert.

Exercice 9. Soient (X, d) un espace métrique, A un ouvert de X et B une partie de X tels que A=Xet
BX, montrer que AN B = X.
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Exercice 10. Soient U et V deux ouverts d’un espace métrique (X, d). Montrer que

o o

UNnvV=0 =0UnV=0.
Exercice 11. Soient (X, d) un espace métrique et A, B deux parties de X. On note Fr(A) la frontiere de

A. On rappelle que Fr(A) = AN Ac = A— ;1

1. Montrer que Fr( ;1) C Fr(A) et que Fr(A) C Fr(A). Montrer & P'aide d’exemples que ces inclusions
peuvent étres strictes.

2. Montrer que si A est une partie de X a la fois ouverte et fermée alors Fr(A4) = 0.
3. Montrer que Fr(A U B) C Fr(A) UFr(B).
4. Montrer que Fr(AnN B) C Fr(A) UFr(B).

Exercice 12. Soient (X,d) un espace métrique, A une partie non vide de X et z € X. On rappelle que
d(z, A) = inf{d(z,y); y € A}. Montrer que d(z,A) =0 < z € A.

Exercice 13. Soit A une partie non vide et bornée de R (muni de la distance usuelle). On pose a = sup(A4).
Montrer que a € A.

Exercice 14.

Normes

n n 1/2
Exercice 15. Pour z € R", on définit ||z]||; Z |zi], [|z]|2 = (Z xf) et ||z]|co = max{|z1], ..., |2n|}-
i=1 i=1

1. Vérifier que || |1, || ||2 et || ||cc sont des normes sur R™ et décrire, pour chacune d’elles, les boules
dans le cas n = 2.

2. Montrer que ces trois normes sont équivalentes.

n 1/p
Exercice 16. Pour 1 < p < co et 2 € R™ on définit ||z||, = (Z xi|p) . Le but de cet exercice est de
i=1

montrer que pour tout 1 < p < oo, || ||, est une norme sur R™.

1 1
Fixons 1 < p,q < oo tels que —+ — = 1.
p q

aP  bi
1. (Inégalité de Young) Si a,b > 0 alors ab < —+ —. (Indication : étudier le minimum de la fonction
q
P bl
définie par f(z) = —+ — — xb pour z > 0.)
p q
2. (Inégalité d’Hélder) Si a = (a1, ...,an), b = (b1,...,b,) € R", alors

n 1/1) n 1/‘1
< Yallllll, = (zw) (zw)
=1 =1

Indication: montrer d’abord l'inégalité pour la cas ||a||||b||q = 1.

n
E aib;
i=1

3. (Inégalité de Minkowski) Si a,b € R, alors

lla +bllp < llallp + [[0llp-
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Indication: montrer en utilisant 'inégalité d’Holder que
n
> laillai + b~ < lallp|la + b][5
i=1
et
n
> Ibilla; + bilP < [1bl[pla + bl[5"

=1

Conclure en sommant ces deux inégalités.

n
Exercice 17. Si P = ap + a1 X + ... + a, X" est un élément de R[X], on pose ||P||; = Z lag], ||Pllz =
k0

n 1/2
E a; et ||P||co = max{|ail,....,|an|}. On montre comme dans I’exercice 15 que ce sont trois normes
k=0
sur R[X]. Ces normes sont-elles équivalentes?

Exercice 18. Si A = (a; ;) est une matrice de M, (R), on pose ||A|| = max{|a; ;| : 1 <4,j < n}. Montrer
que l'on définit ainsi une norme sur M, (R) et que pour tout 4, B € M, (R), ||AB|| <nl||4]|-||B]|-

Exercice 19. Soit £ =C([0,1],R) = {f : [0,1] = R; f continue}.
1. Pour f € E, on pose ||f||oc = sup |f(z)|. Justifier que || ||oc est une norme sur E. Pour f € F et

z€[0,1]
e > 0, représenter graphiquement B(f,¢).

1
2. Pour f € E, on pose ||f||1 = / | f(z)|dz. Justifier que || ||; est une norme sur E.
0

3. Ces deux normes sont-elles équivalentes sur E7

Exercice 20. Soit F un espace vectoriel muni de deux normes || ||1 et || ||2. On note B;(x,r) la boule
ouverte de centre x et rayon r > 0 pour la norme || |;.

1. Montrer que || ||1 = || ||2 ssi B1(0,1) = B2(0,1).
2. Montrer que || || < || ||2 ssi B2(0,1) C By(0,1).

3. Pour tout C' > 0, montrer que || ||z < C|| ||2 ssi B2(0,1) C B1(0,C).

Distances

Z Y
T+ x| 1+|y]
qui n’est pas équivalente a la distance usuelle d(z,y) = |z — y|.

Exercice 21. Pour z,y € R, on pose d(z,y) = . Montrer que § est une distance sur R

Exercice 22. Soit (E,d) un espace métrique.
1. Montrer que, pour tout (z,y) € F X E tel que x # y, il existe r > 0 tel que B(z,r) N B(y,r) = 0.

2. Soit (ry,)nen une suite bornée dans R*. On pose r = ing rn, R =supr, et on fixe a € E. Expliciter
ne neN
alaidederet R :

U B(a,ry) et ﬂ Bla,ry).

neN neN

Exercice 23. Soit ¢ : RT — R™ une application croissante vérifiant pour tout u,v € RT, ¢(u) = 0 ssi
u=0et p(u+v) < d(u)+ ¢(v).
Soit (E,d) un espace métrique.
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Pour z,y € E, on pose 6(z,y) = ¢[d(x,y)]. Montrer que § est une distance sur E.

En déduire que 6 = est une distance bornée sur E. Les distances d et § sont-elles équivalentes? Méme

1+d
question si la distance d est bornée.

Exercice 24. Soient (X,d) et (Y,D) deux espaces métriques. Montrer que pour tout 1 < p < oo,
Sp((z,y), (', y")||(d(z,2"), D(y,y')||p définit une distance sur X x Y. Montrer que toutes ces distances
sont équivalentes.
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Exercice 1 Soient (E,d;), (F,d2) deux espaces métrigues et f: £ — F une application continue.
a) Montrer que VAC B, VB C F,ona

FA) C A FTU(B) 2 FUB), B c(FUB)”.
b) Montrer sur des exemples que les inclusions précédentes peuvent &tre strictes.

¢) Peut-on comparer f(;l) et (F(AN°7

d) On suppose que f est continue et surjective et A dense dans E. Montrer que F{A) est dense
dans F.

Exercice 2 Soient (F,d)} un espace métrique et 4 € £. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que la fonction indicatrice de A, y .4, soit continue. On rappelle que x4 est définie par

Xa: L —BR

' oy _ 4l o size A
T xale) = {D. sixz ¢ A
Exercice 3 Soient (£,d) un espace métrique et f: £ — B,
a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
{1} f est continue;
(1) Ya € B, les ensembles {2 € E: f(2) <a} et {z € E: f(x) > a} sont des ouverts de £ ;
(i) Va € R, les ensembles {z € E: f(z) < a} et {z € E: f(z) > o} sont des fermés de E.
b) Lorsque f est continue et A une partie quelconque de E, montrer que

inf f = inf f, sup f =sup f.
A A A A

On pourra considérer I'ensemble B = {z € E: f(z) > inf 4 f}.

¢) Une identité analogue esi-elle valable larsqu'on remplace A par 47

Exercice 4 Soit {£,d) un espace métrique. On rappelle que la distance & une partie 4 de £ est la
fonction

diz, A) ;= inf{d(z,y) : y € A} (r € E}.
a) Montrer que YA € P(E), la fonction

r o d{z, A)

est 1-lipschitzienne {i.e. qu'elle vérifie
ld(x, A) —d(y, A)] € d(z.y).  VYr,yeFE).
b) Soient A4, B € P(E). Montrer que l'ensemble {x € E : d(z, A) < d(z, B)} est ouvert.

¢) Montrer que z € 4 <= d(z, A) = 0. :

d) En déduire que si F et & sont deux fermés disjoints de E, il existe deux ouverts I/ et V tels
que

FcU GcV, UnV =@



Exercice 5 {Lemme d'Uryschn) Soient {E, d) un espace métrique et A et B deux fermés disjoints
de £. Montrer qu'il existe une fonction continue w : £ — R qui vérifie

w=lsurd, w=0surB, et0Ke<]lsur kb,
Indication_ : on pourra considérer

N d(z, B)
Y@ = G A) + dz, B

Exercice 6 Soit (£,d) un espace métrique. Montrer que :
) tout fermé de E est une intersection dénombrable d'ouverts de E;

b tout ouvert de E est une réunion dénombrable de fermés de E.

Exercice 7 Soit £ un espace vectoriel normé. On rappelle que £{£) désigne 'ensemble des applica-
tions lindaires continues de F dans E. Montrer que les applicaiions suivantes sont continues :

LE? — L(E)

L(E) — L(E)
8 (4,B) — AB

b} 4 . pA),

ol P est un polynome.

Exercice 8 Soit (E,| -])) un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que

+oa n
Z zi]l < +00 = Z T) converge.
k=1 k=1

Exercice 9 Soient X,Y deux espaces métriques et f une application de X dans Y. Supposons que
X=AUB.

a) Montrer que si f est continue, alors f|4 et fip sont continues.

b) Montrer que la réciproque n'est pas vrale.

¢) Montrer que si A et B sont ouverts (ou fermés) alors la réciproque est vraie, Le. st fi4 et fip
sont continues alors f est continue.

Exercice 10 Pour tout entier » 2 0, soit f, la fonction définie sur |0, +-00[ par fo(t) = ;5. Montrer

que {fn)n>o converge simplement vers la fonction identiquement nulle mais que la convergence n'est
pas uniforme.

Exercice 11 Soit (fi)nz: la suite de fonctions continues sur R+ définie par
1-EY sizgn
nm=$ WSS
0, six>n.

Ftudier la convergence simple et uniforme de la suite {f,,)n31 sur [0, +o0f.

Exercice 12 Soit n 2 1 et X = B™, muni de la norme || - ||lo. Pour @ = (ug)1¢rgn € R, on définig

T R — R
w o To(w) = 3 o e, ST = (TE)1gkgn.
a) Vérifier que T, est une application linéaire continue sur X.
b) Calculer sa norme.
400
Exercice 13 Soient {a,)nen © [0,1] et (tn)nen C R tel que Z jani < +oo. On considére £ =

n=0
C([0,1],®) muni de la norme de la convergence uniferme et T : & — R définit par

+co
T(f) =Y anflan).

n=0

b3



a) Montrer que T est bien définie.

b} Montrer que T est une forme lindaire continue sur F.
¢) Montrer que

-+ 00
ITI =" lal-

n=0

Exercice 14 Soit E = C([a,b,R), a < b. Pour f &€ E, on pose

b
Mn=flﬂﬂwm

a) Montrer que || - } définit une norme sur E.
b} Pour ¢ € [a,b], on considére

6o E — R
fo— flo).

Montrer que & est une forine linéaire sur £ mais qu’elle n'est pas continue,

Exercice 15 Pour f € E = C([0,1],R), on pose

1
Hﬂﬁ=£iﬂmﬁ.

a} Soit i : E — E définit par

P
W@ = [ s sl fek
o
(i) Montrer que y est bien définit et que i est une application lindaire continue de (E D
dans lui meme.
(ii) On considére la suite de fonctions (f,)n>1 définit par

fn(t):n(l_t)n_l’ 0
Caleuler || frllh et [|a{fa)]h.

(i) En déduire la norme de .

st=< L

b} Refaire 'exercice, en munissant E de la norme de la convergence uniforme.

Exercice 16 On définit sur C([0,1},R), muni de la norme de la convergence uniforme, la forme
linéaire

/2
Alu) == '/01 u(t) dt - fl/: u(t) dt, ue C(0, 1, B).

a) Montrer que A est une forme linéaire continue sur C([0, 1], B) et que ||A[| < 1.
b) Montrer que ||A]| = 1.

Indication : on pourra caleuler, pour n 2 3, A{u,), avec v, définit par

1 1
1 sur [0, 37— ;]
Uy = ¢ —1 sur [% + ,lj, 1]
affine et continue sur [1; - :—11 -1; + ,—11}

Exercice 17 On considére M, (R) 'ensemble des matrices n x n & coefficients réels, nuumi de la norme

NAl = sup{{[Azila = [l < 1}

1

oll ||-1|2 désigne la norme euclidienne sur B™. On note U/ 'ensemble des masrices inversibles de M, ().
a} Montrer que U est un ouvert de A, (R).

b) Si A e U, montrer gue

BAJATY Y o



Exercice 18 Soient E, F' deux espaces métriques et [,g: £ — F deux applications continues.
a) Montrer que & = {z € E: f(z) = g(z)} est un fermé de E.
b) Soit A € P(E). Montrer que si A est dense dans E et si f = g sur 4, alors f = g sur E.
¢) Montrer que Ty := {(z, f(z}) : © € E} est fermé dans E x F.
d)

Est ce que la réciproque est vraie? i.e., est-ce que
Ty fermé = f continue?

Indication : on pourra considérer f : B — R défnie par

Losig
f(r)x{z 1z 0

0 sia=0.

Exercice 19 (Dualité des espaces {7.) Pour 1 < p < +o0, on note £P Pensemble des suites réelles
T = [Tn)nzo telles que

oo L/p
Izl = (Z |~"~‘n§”) < oo,

n=0

1, sii=j
dij = L
0, sii# 4.
7
a) Solt = (Tn)azao et 2™ 1= Z z;e5. Montrer que Hm, .o fz" — |, = 0.
=0
b) Soit f € (£7). On pose o; = flgj), 7 = 0 et @ = (&;);20-
{i) Calculer f{z") et montrer que

On note e; = {8; j}iz0, oll

+ oo
fl@y=3 eyaj,  siz=(2:)j20 € .
—

(i) Supposons que, pour tout z = {x;)jz0 € £, on a

400 +oa
E Qe Ly = ﬁjl‘j.
i=0 F=0

Montrer que a; = 35, j 2 0

1 1
(iif} On suppose que & € £9, o1 g est 'exposant conjugué de p, i.e. =+ ~ = 1. Montrer que,
P q

pour tout 2 = (2;);30 € &%, la série Ej cejry est convergente et que

+00
3 agas| < lallplal,
j=0

{iv) En déduire que || f|| = [Jellq-

{(v) Onsupposequea ¢ £7, Montrer qu'il existe 2™ € £F telle que [jz™ |, = 1 et impogmo | f(z™)] =
+oa. Conclure 4 une absurdité.

(c) En déduire que (f7) est isométriquement isomorphe & (9.

Exercice 20 On rappelle que £}, resp. 7, est 'ensemble des suites réelles © = (Tu)nem telles que

+ac toc 1/2
Il o= " jzx| < 400 resp. ||zfja = (Z ;.1:k|2) < o0

=0 [0



On rappelle aussi que P'application signe, notée sgn, est définie sur R par

1, stz >0
sgn(z) = ¢ ~1, siz <O
q, siz={(
On définit Papplication
w: B — R

z o p(z) = sga(n) T,
On considere enfin application 7" : ¢! — (2 définie par T{(z,)nen) = (2(2n))nen.
a) Montrer que ¢ est une bijection telle que

lo(z) — (@) € 20z — 2], o™ (w) — o™ WO < ly = ¥ 1w + 1))

b) Maontrer que T est bien définie et qu'elle est bijective.

¢} Montrer que, pour tous z,z' € 1, on a
I17(x) ~ T < 20/ — 2]l
d) Montrer gue, pour tous v,y € % on a
T~y = Tk < 20y = 'l lyllz + ill)-
e) En déduire que ¢! et £ sont homéomorphes.

Exercice 21 a) Soit X un espace métrique et dy et dy deux distances sur X, Montrer que si d,
et dz sont équivalentes, alors "application identité

id : (X,d1) — (X, da)

est un homéomorphisme,

b) On considere X =R et dy(x,y) := |arctanz -~ arctany|, do(z, ¥y} := |z — 3|, ¥,y € B. Montrer
que (R, d,) est homéomorphe & (R, da), mais que d; et dy ne sont pas équivalentes.

Exercice 22 Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie et |} - |1, || - iz deux normes sur
E. Montrer que I'application ¢ : X — X défini par

x, Hin; siT#
0, stz =10

ofx) =

est un homéomorphisme de By, (0, 1) sur By, (0, 1).
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Espaces complets. Point fixe

Exercice 1. Etablir si les sous-espaces suivants de R sont complets : R\Q, ]0, 1], [0, +oc], Z.
Exercice 2. 1. Montrer que C1([0, 1]), muni de la norme uniforme, n’est pas complet.

2. Montrer que C*([0,1]), muni de la norme || f|| = || f|loo + ||f"[|oo, st complet.

3. Montrer que C([0,1]) muni de la norme || f||; = fol |f(t)] dt, n’est pas complet.
Exercice 3. Montrer que £' C £>°, mais que (£, ]| - ||so) n’est pas un sous-espace fermé de (£, - |0 )-

Exercice 4. On munit R™ de la norme euclidienne. Soit A = B(0,1). On considére deux distances sur A :
1 1

di(x,A°)  di(y, A) |

la distance dy induite par la norme euclidienne et do(z,y) = ||z — yll2 +

1. Vérifier que ds est une distance.
2. Montrer que id: (4, d;) — (A, d3) est un homéomorphisme.
3. Montrer que (A, d;) n’est pas complet.
4. Montrer que (A, ds) est complet. Conclusion ?
Exercice 5. Soit ¢y = {(mn) CR: limyyoo Tn, = 0}.
1. Montrer que ¢g C £°°.
2. Montrer que ¢ est un espace de Banach.

Exercice 6. Soit (X,d) un espace métrique complet. On construit une suite 4, = B(x,,r,) telle que
Aps1 C Ay et r, — 0.

1. Montrer que (z,) est une suite de Cauchy.
2. Siz = limy— 00 T, montrer que {z} =N, A,.

Exercice 7. Soit E = C(]0,1[). Pour n > 2 et f,g € E, soit

dn(f,9) = sup |f(x) - g(=)|.

w€lL,1-1]

1. Si D,(f,q9) = Trdu(fg) montrer que D,, vérifie 'inégalité triangulaire.
n k)

2. Soit d(f,9) =3 .52 % Montrer que d est une distance sur E.
3. Montrer que (E,d) est complet.

Exercice 8. Soient (X, d) un espace métrique complet, f: X — X et k € N. On suppose que f*¥ = fo---of
(k fois) est contractante. Montrer que f a exactement un point fixe.

Exercice 9. On munit C([0,1]) et C([0,1]?) de la norme uniforme. Si f € C([0,1]) et K € C([0,1]?), on
pose

15w = [ Kenfwdn  ae )
On admet que T'f € C([0,1]).
1. Montrer que T € £(C([0,1]).

1K

2. Montrer que, pour k > 1, on a |T*|| < 5



L3 — Topologie — Fiche 3 2

3. Montrer que, pour tout g € C([0,1]) 'équation T'f = f + g a exactement une solution.

Exercice 10. Montrer que I'équation #/(t) = § sin(z(t)) admet exactement une solution z € C*([-1,1])
telle que z(0) = 1.

2 _

2 —100 +sinn, n > 0. On veut montrer

Exercice 11. Pour z( € R, on définit la suite (z,)n>0 : Tpt1 =2
le résultat suivant : 4l ezxiste un unique xg € R tel que :

(5,) soit bornée et a valeurs positives. (P)
1. Montrer que, si 0 <z, < 10 et x,,41 > 0, alors x,+2 < 0.
2. Montrer que, si x,, > 11, alors x4 > 2, pour tout p > n + 1.
3. En déduire que (P) <= =z, € [10,11]Vn e N.

4. Montrer que X = { (z,) C [10,11] }, muni de la distance d((zn), (Yn)) = sup,, |Zn — yn| est complet.

5. Soit F(xn) = (yn), o0t yn = /100 + Z41 —sinn. Montrer que F est bien définie sur X et que
F: X — X est contractante.

6. Conclure.
Exercice 12. Soient A = {(x,y) eER?:z < 5}. Trouver un ensemble de parametres (a, ) tels que le

systeme

r=2+a(l+e* >+ cosy)
y =3+ [(e" " —siny)
ait exactement une solution dans A.

Exercice 13. Soit ¢: (E,|| - ||lg) — (F,] - ||r) un homémorphisme linéaire (ou “isomorphisme”) entre les
espaces vectoriels normés E et F. Montrer que F est un espace de Banach si et seulement si F' est un
espace de Banach.

Exercice 14. Soit 7 (p € R, p > 1) l'espace vectoriel des suites (z,,) C R telles que Y oo |z, [P converge.
On rappelle que 'on peut normer 7 par ||(z,,)|, = (300, |2n|?)/?. Montrer que (¢7, | - ||,) est complet.

Exercice 15. Soient E un espace de Banach et a € E. Soit B: E x E — E une application bilinéaire et
continue, non nulle. On note par || B|| la norme de B dans £(E x E, E). On considere I’équation

x=a+ B(z,z) (%)

1. Montrer que si ||a||g < ﬁ, alors

Ir>0: Jz|lg<r = Jla+ B(z,2)|g <r

2. Montrer que si ||a||g < ﬁ

B(0,7'), pour un certain 0 < r’ < r. En déduire que ’équation (x) a au moins une solution dans E.

alors I’application x +— a + B(z, ) est une contraction dans la boule

3. Application. On considére le systeme non-linéaire dans R™
n n
z; = a; + Z Zbi,h,k T, a=(a,...,a,) €ER", bipreR (i=1,...,n).
h=1k=1

Donner une condition sur les coefficients a; et b; telle que ce systeme possede une solution x =
(z1,...,2,) dans R™.
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Espaces compacts.

Exercice 1. Montrer que {1 : n € N*} U {0} est un compact de R.

Exercice 2. Soit X un ensemble muni de la distance triviale d (i.e. d(z,y) = 0siz =y et d(z,y) =1
sinon). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (X, d) soit compact.

Exercice 3. Soient K et L deux parties compactes d’un espace métrique (X, d). Montrer que K U L est
un compact.

Exercice 4. Soient n et m deux entiers strictement positifs, et soit f : R®™ — R™ une fonction continue
telle que limj|y)— o0 || f()]| = oo.

1. Montrer que pour tout compact K de R™, f~(K) est un compact de R".
2. Enoncer et montrer la réciproque de ce résultat.

Exercice 5. Soient K un compact et F' un fermé d’un espace métrique (X, d) tels que F' N K = . Soit
d(K,F) =inf{d(z,y): x € K,y € F}.

1. Montrer que d(K, F) > 0.

2. Montrer que si 'on suppose que F' est compact, alors il existe z € K et y € F tels que d(z,y) =
d(K, F).

Exercice 6. Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel normé (E, || ||).
1. Montrer que si A et B sont compacts, alors A + B est compact.
2. Montrer que si A est compact et B est fermé, alors A + B est fermé.
3. Montrer que si A et B sont fermés, cela n’implique pas que A 4+ B soit fermé.
Exercice 7. Soient K,, (n € N) et K des compacts d’un espace métrique (X, d) tels que
Npenk, = K et pour tout entier n € N, K,,11 C K,,.

Soit U un ouvert de (X,d) tel que K C U. Montrer qu’il existe un entier ng tel que K,, C U pour tout
n > ng.

Exercice 8. Soient U et V deux ouverts et K un compact d’un espace métrique (X, d). On suppose que
UnNnV=0et KCUUV. Montrer que U N K et V' N K sont compacts.

Exercice 9. Soit (K, d) un espace métrique compact et soit (f,, ), une suite décroissante de fonctions réelles
continues sur K telles que (f,), converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur K. Montrer
que (fn)n converge uniformément vers la fonction identiquement nulle sur K.

Exercice 10. Soient (K, d) un espace métrique compact et f : K — K une fonction telle que d(f(x), f(y)) <
d(z,y)siz,y € K etz #y.

1. Montrer que f a au plus un point fixe.

2. Montrer qu’il existe un élément a € K tel que d(a, f(a)) < d(z, f(x)) pour tout = € K.
3. Montrer que a est le point fixe de f.
4

. Pour 2y € X, on définit (z,,)n>0 par zp+1 = f(zn),n € N. Montrer que (d(zy,a))n>0 converge vers
une limite { > 0.

5. Montrer que [ = 0. Conclusion ?

Exercice 11. Soit f : R” — R une fonction continue telle que lim),—o f(x) = 0.
1. Montrer que f est bornée.
2. La fonction f atteint-elle ses bornes ?

3. Montrer que f atteint au moins 'une de ses bornes.
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Exercice 12. Montrer ’équivalence des propriétés suivantes :
(i) (K,d) est compact ;
(ii) (K, d) est complet et pour tout € > 0, K peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon .

Exercice 13. Soient A et B deux parties convexes de (E, || - ||).

1. Montrer que le plus petit ensemble convexe contenant a la fois A et B est C = {Aa + (1 — N\)b;a €
A be B, e [0,1]}.

2. Montrer que si A et B sont compacts alors C' est compact.

Exercice 14. Soit n un entier strictement positif et soit C' un ensemble convexe et compact de (R™, || - ||).
Pour € > 0, on pose Ce = {x € R";d(z,C) < €}.

1. Montrer que C, = C + B(0,¢).
2. En déduire que C¢ est encore un convexe compact de R™.

Exercice 15. Soit n un entier strictement positif et soit F' une partie fermée de (R™, || - ||). Montrer que
pour tout x € R™ il existe y € F tel que d(z, F) = d(z,y) ou d est la distance induite par || - ||.

Exercice 16. Soit n un entier strictement positif et soit R” muni de la norme euclidienne || - ||2. Soit C
un convexe fermé de R™

1. Vérifier I'identité du parallélogramme : pour tout (a,b) € R™ x R™,
lla+b]13 + [la — b3 = 2([lall3 + [[6]13)-
2. A T’'aide de l'identité du parallélogramme, montrer que pour tout x € R™ il existe un unique y € C'
tel que ||z — yll2 = d(z, C).
3. Notons p(z) 'unique élément de C tel que ||z — p(z)||2 = d(x, C).

(a) Montrer que (x—p(z),y—p(x)) < 0 pour tout y € C (considérer p(z)+t(y—p(x)) pour ¢ € [0, 1]).
(b) Montrer que pour tout z1,z2 € R, ||p(x1) — p(z2)|l2 < ||z1 — 22||2-

Exercice 17. Soient (K,d) un espace métrique compact et f : K — K telle que d(f(x), f(y)) = d(x,y)
pour tout x,y € K.

1. En considérant la suite (f"(x))n, montrer qu’il existe une sous-suite (ny ), de N vérifiant (ng+1 —ng)k
est une suite strictement croissante et limg_,o f™*(x) existe.

2. En déduire que limy_, o f"+17" () = .
3. En déduire que f est surjective

4. Montrer que f est bijective.
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Expaces connexes
Exercice 1. Soit (X,d) un espace métrique et (A,),>0 une suite de sous-espaces connexes de X. On
suppose que V1 > 0, A, N A,41 # 0. Montrer que |J,,~, An est connexe.

Exercice 2. Soit A une partie non vide, ouverte et fermée dans un espace métrique (X, d). Soit a € A et
C. la composante connexe de X contenant a. Montrer que C, C A. En déduire que tout ensemble A C X
qui non vide, ouvert, fermé et connexe est une composante connexe de X.

Exercice 3. Soit E = R®\{(z,y): 2% + y?> = R}, o R > 0. Montrer que E présente deux composantes
connexe, By = {(z,y): 22+ y* < R} et By = {(z,y): 22 +y* > R}.

Exercice 4. Soit f: R? — R une application continue et surjective. Montrer que pour tout a € R, f~1({a})
est non-borné.
(Indication : Utiliser que le complémentaire d’un disque de R? est connexe).

Exercice 5. Soit X la partie de R? constituée par les segments I,, = [0,1] x {1}, ot n =1,2,... et des
points Py = (0,0) et P, = (1,0).

1. Montrer que les composantes connexes de X sont les I, et {Py}, {P1}.

2. Soit A une parte ouverte et fermé de X, contenant Py. Montrer qu’il existe ng € N tel que A contient
I, pour tout n > ng.

Exercice 6. Soit (X, d) un espace métrique et (K, ),>0 une suite décroissante de compactes connexes non
vides. Montrer que K =(),,~, K» est non compact et non vide. Montrer que K est connexe (Indication :
utiliser que tout ouvert de X contenant K, contient aussi K, si n est suffisament grand).

Exercice 7. Soit F' un fermé de R avec la propriété suivante :
Va,beR, a<b implique dce F telque a<c<b. (%)

1. Montrer que F' un intervalle fermé. (Indication : utiliser que tout ouvert non vide de R est une
réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts. On appliquera cette propriété a un ouvert de la
forme ]a, b[NF*).

2. Soit f: [0,1] — R dérivable et telle que f(1 — f') = 0. Montrer que f~*({0}) possede la propriété
(). En déduire que f =0 ou f/ = 1.

Exercice 8. On dit qu’un espace métrique (X, d) vérifie la propriété du point fixe (PF), si toute fonction
f € C(X,X) aau moins un point fixe dans X.

1. Montrer que tout intervalle compact [a,b] de R vérifie (PF). Montrer que les autres intervalles de R
ne vérifient pas (PF).

2. Montrer que si X vérifie (PF), alors X est connexe.

3. Montrer que si X =Y N Z, et Y, Z sont deux fermés de X vérifiant (PF), et d’intersection réduite &
un seul point, alors X vérifie (PF).

Exercice 9. Montrer qu'un espace métrique connexe ayant au moins deux éléments est non-dénombrable.

Exercice 10. Soit R > 0. Montrer que dans un espace vectoriel normé E.,|| - ||) de dimension > 2, la
sphere S(0, R) est connexe par arcs. En déduire que B(0, R)¢ et E\{0} sont connexes par arcs.

Exercice 11. Soit K un compact d’un espace vectoriel normé E de dimension > 2.
1. Montrer que K¢ a une composante connexe C non bornée.
2. Soit a € C et S(a, R) une spflere de grand rayon contenue dans (K N C)¢. Montrer que I’application
p: K — S(a, R) définie par p(z) = a + 2=

[[z—all

est une surjection continue.
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3. Montrer que E est de dimension finie. En déduire que si K est un compact dans un espace vectoriel
normé de dimension infinie, alors K¢ est connexe.

Exercice 12. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et U un ouvert de E. Montrer que U est connexe
si et seulement si :

Ve,yeU 3Jx1,...,%,, avec T =21, Tn=Yp, et [zi—1,2;] CU.

Exercice 13. Dans R?, soit A = {(x,sin%): x > 0}. Montrer que A est connexe. En déduire que
AU{(0,0)} est connexe. Montrer que AU {(0,0)} n’est pas connexe par arcs.

(Indication : utiliser que si f: [a,0] — AU {(0,0)} est un arc tel que f = (f1,f2) et f(a) = (0,0),
F(b) # (0,0), alors il existe une suite ¢, — a telle que fi(t,) = —2

7'r+2n7r)'
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Question de cours

Soit E un espace topologique et A un sous-ensemble de E. Dmontrer que E\ /01: E\A.
Exercice 1

Soit f une fonction d’un espace mtrique (F,d) dans un espace mtrique (F,d’). Montrer
que les affirmations suivantes sont quivalentes :

1. La fonction f est continue.

2. Pour chaque sous-ensemble B de F, f~1 (é) cf~YB).

Exercice 2

Soit d la distance usuelle sur R et soit d; l'application de R x R dans R qui (z,y)
associe |e® — eY|.

1. Montrer que d; est une distance sur R.

2. La distance d; est-elle borne ?

3. Dcrire la boule B(0,1) relativement d;.

4

. Montrer que d; et d induisent la mme topologie (c’est—dire que toute boule ouverte
pour d est incluse dans une boule ouverte pour d; et inversement).

5. Les distances dy et d sont elles quivalentes ?
Exercice 3

Soit X ’espace vectoriel des fonctions f continues sur R telles que
sup{(1 + 2?)|f(x)| < 00 : = € R}

. Pour f € X, on pose
I£1l = sup{(1 + 2*)| ()| : = € R}.
1. Montrer que || - || est une norme sur X.
2. Soit L dfinie de X dans R par L(f) = _Jr;; f(z)dx.
(a) Montrer que L est bien dfinie.
(b) Montrer que L linaire et continue.

(c¢) Calculer la norme de L.
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Question de cours. Soient (K, d) un espace compact, (X, D) un espace métrique et
f: K — X.Si f est continue et bijective, montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 1. Soient || || une norme sur R” et f € C'(R",R) telle que lim f(z) = oc.

]| =00
a) Montrer qu’il existe R > 0 tel que f(z) > f(0) si ||z] > R.

b) En dédui inf = inf :
) En déduire que xleanf(x) H;ﬁlng(a:)

¢) Montrer qu’il existe un g tel que f(zg) < f(z), V z € R".

Exercice 2. Soient || || une norme sur R" et g : R" — R" telle que ||g(x) —g(y)|| <
1/2)|z —y||, ¥ =,y € R™. Soit f:R" = R”, f(z) =z — g(x), ¥V z € R".

a) Montrer que 1/2[|z —y|| < [[f(z) = f(y)| <3/2z —yll, V 2,y € R™.

b) Montrer que, pour tout z € R" il y a exactement un = € R" tel que f(z) = z.
¢) En déduire que f est un homéomorphisme.

Probléme 1. Soit P : R"™ — R une fonction de la forme

— a1 a
P(xy,...,z,) = E Cayoay Xyt oo T

1,04, €N 5 a1+...ap,=l

Ici, | € N* est fixé et la somme se fait sur tous les entiers ay, ..., a, tels que a1 +. ..+
a, = l. Unexempledetel Psin = 3,1 =4: P(x,y,2) = az*+Bzy*z+yy? 22 +0x2°.
a) Montrer que P est continue.

b) Calculer P(tx) en fonction de P(z), t € R, x € R",

Dans la suite, on suppose que n > 2.

¢) Montrer que R™ \ {0} est connexe.



d) Soit S = {x € R"; ||z||2 = 1}. Montrer que S est compact.

e) En considérant 'application h : R"\ {0} — S, h(z) = ﬁx, montrer que S est
connexe. ?

f) Déduire des questions d) et e) qu’il existe a,b € R tels que P(S) = [a, b].

g) Montrer que al|z||, < P(x) < b||z||5, V 2 € R™.

h) On suppose que P(z) # 0,V x € R"\ {0}. Montrer que P est de signe constant

sur R™\ {0}. En déduire que [ est pair.

Probléme 2. Soit n > 2. On se propose de montrer que B = {z € R" ; ||z||; < 1}
et C ={xr € R"; 1/2 < ||z]]2 < 2} ne sont pas homéomorphes. On suppose, par
I’absurde, qu’il existe un homéomorphisme f : B — C.

a) Soit g : R" — R, g(z) = ||z||2. Rappeler pourquoi g est continue.

b) Soit K C C' un ensemble compact. Montrer qu'il existe a,b €]1/2,2[ tels que
a<|zls <bVzeK.

c) Soit S = {z € R"; ||z]]a = 1}. Si K C C un ensemble compact et si S C K,
montrer que g(C'\ K) n’est pas un intervalle. En déduire que C'\ K n’est pas connexe.
d) Soit L = f~1(S). Montrer que L C B est un compact. En déduire qu’il existe
re0,1[tel que L C M ={z e R"; ||z]]2 <7}.

e) Montrer que B\ M est connexe. (Indication : B\ M = h(]r,1[xS), ot h(t,y) =
ty.)

f) Soit K = f(M). Montrer, a I'aide de la question ¢), que C'\ K n’est pas connexe.
g) Montrer que f(B\ M) = C\ K. Aboutir a une contradiction. Conclure.
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Question de cours. Soit (X, d) un espace métrique compact. Montrer que A C X
est compact si et seulement si A est fermé dans X.

Exercice 1. Soit [* = {(z,,) C R ; (x,) borné}, muni de la norme ||(x,)|| = sup |z,|.
- neN
. : D s 1
On considre I'application T : [* — R, T'(x,,) = Z o Tn:
n=0
[0}
a) Montrer que T est bien définie, c’est-a-dire que la série Z 2—nxn est convergente.

n=0
b) Montrer que T est linéaire.

c) Montrer que |T'(z,,)| < ||(z,)]|. Que peut-on dire alors de ||T]| ?
d) Montrer que ||| = 1.

Exercice 2. Soit f : R — R continue et telle que lim f(z) = 0.

x| =00
a) Montrer que, pour tout a > 0, 'ensemble K, :‘ {lx €R; f(x) > a} est compact.
b) Montrer que, s’il existe un y € R tel que f(y) > 0, alors f a un point de maximum,
c’est—dire il existe un xg tel que f(z) < f(xg) pour tout z € R.
c) Montrer que la conclusion du point b) reste valide si on suppose qu'il existe un
y € R tel que f(y) =0.

d) Donner un exemple de fonction f : R — R, continue, telle que | 1|im f(x) =0, mais
T|—00

n’ayant pas de point de maximum.

Exercice 3. Soient (X, d) un espace métrique et L C X un compact non vide.
a) Montrer que pour tout x € X il existe un y € L tel que dist(z, K) = d(z,y).



b) Pour € > 0, soit L. = {z € X ; dist(z, L) < £}. Montrer que L. est fermé.
c) En utilisant la question a), montrer que L. = U B(y,e).

yeL
d) En considérant le cas particulier ot X est un espace normé, montrer que L. n’est

pas forcément un compact.

e) On suppose (uniquement dans cette question) X compact. Montrer que L. est
compact.

f) Montrer que L. est borné. Que peut-on en déduire si X est un espace normé de
dimension finie ?

g) Montrer que m Ly, =L.

neN
Dans les questions suivantes, on suppose X espace normé.

h) Si L est connexe, montrer que L. est connexe.
i) Si L est connexe par arcs, montrer que L. est connexe par arcs.
j) (Bonus) Si L est convexe, montrer que L. est convexe.



