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TD1 - Normes et métriques

Espaces vectoriels normés

Dans la suite K désigne le corps R ou C.

Exercice 1
Soit 1 ď p ď 8 et q tel que 1

p ` 1
q “ 1 (on dit que p

et q sont conjugués avec la convention que 1 et 8 sont
conjugués). On rappelle que pour a “ pa1, a2, . . . , anq P
Kn, on note

}a}p “
˜

nÿ

i“1
|ai|p

¸1{p
, 1 ď p ă 8,

et
}a}8 “ max

1ďiďn
|ai|.

Le but de l’exercice est de montrer que pKn, } ¨ }pq est
un K-espace vectoriel normé.

a) Vérifier que pour p “ 1 et pour p “ 8, pKn, } ¨ }pq
est un K-espace vectoriel normé.

On supposera dans la suite que 1 ă p ă 8.

b) Montrer que pour tout a, b ě 0, on a

ab ď ap

p
` bq

q
(Inégalité de Young).

c) Montrer que pour tout a “ pa1, a2, . . . , anq, b “
pb1, b2, . . . , bnq P Kn, on a
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1
aibi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď }a}p}b}q (Inégalité de Hölder).

Indication: Soit A ą 0. Écrire |aibi| “ |Aai||bi{A|,
appliquer l’inégalité de Young, puis sommer. Choi-
sir alors A tel que Ap}a}pp “ }b}qq{Aq.

d) Montrer que pour 1 ă p ă 8, pKn, } ¨ }pq est un
K-espace vectoriel normé.
Indication: Appliquer l’inégalité de Hölder àřn

i“1 |ai||ai ` bi|p´1 et à
řn

i“1 |bi||ai ` bi|p´1, puis
sommer pour en déduire l’inégalité triangulaire pour
} ¨ }p.

Exercice 2
Pour 1 ď p ď `8, on définit `ppKq l’ensemble des suites
u “ punqnPN à valeurs dans K telles que

}u}p “
˜ 8ÿ

n“0
|un|p

¸1{p
ă `8, 1 ď p ă `8,

et
}u}8 “ sup

ně0
|un| ă `8.

Montrer que :

a) `ppKq est un K-espace vectoriel.

b) } ¨ }p est une norme sur `ppKq.

Exercice 3
Soit ´8 ă a ă b ă `8 et Cpra, bsq l’espace des fonc-
tions continues sur ra, bs à valeurs dans K. On définit
pour f P Cpra, bsq et 1 ď p ď `8,

}f}p “
˜ż b

a

|fptq|p
¸1{p

, 1 ď p ă `8,

et
}f}8 “ sup

tPra,bs
|fptq|.

Montrer que
`
Cpra, bsq , } ¨ }p

˘
est un espace vectoriel

normé.
Indication: On pourra s’inspirer du cas discret.

Exercice 4
Soit Rn munit de la norme } ¨ }p.
a) Dessiner pour n “ 2 et pour p “ 1, 2,8 la boule

unité de pRn, } ¨ }pq, c’est-à-dire
Bpp0, 1q “

 
x P R2 : }x}p ď 1

(
.

b) Montrer que pour x P Rn et p ą q ě 1, on a

}x}qn 1
p´ 1

q ď }x}p ď }x}q.

Que peut-on en déduire des normes } ¨ }p sur Rn ?



Exercice 5
Soient n ě 0 et | ¨ | une norme sur le K-espace vectoriel
Kn. Pour M P MnpKq, on note

}M} :“ sup
zPKn,|z|ď1

|Mz|.

a) Montrer que } ¨ } définit une norme sur MnpKq.
b) Montrer que } ¨ } est une norme matricielle, c’est-

à-dire, que pour M,N P MnpKq, on a }MN} ď
}M} }N}.

Exercice 6
Soit pE, 〈¨, ¨〉q un espace préhilbertien et } ¨ } la norme
associée. Montrer l’identité du parallélogramme :

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2.
En déduire que si }x} “ }y} “ 1 et x ‰ y alors } 1

2 px`
yq} ă 1.
Montrer que sur Kn les normes } ¨ }8 et } ¨ }1 ne sont
pas issues d’un produit scalaire.

Exercice 7
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. Pour tout x0 P
E et tout r ą 0, on note Spx0, rq la sphère de centre
x0 et de rayon r. Soient a, a1 P E, r, r1 ą 0 tels que
Spa, rq “ Spa1, r1q.
a) Montrer que si a ‰ a1 alors }a ´ a1} “ r ´ r1.

Indication: Considérer le point p P Spa, rq tel que
a1 P ra, ps.

b) De même, montrer que }a1 ´ a} “ r1 ´ r.
c) En déduire que a “ a1 et r “ r1.

Exercice 8
On note E l’espace vectoriel des fonctions f : r0, 1s Ñ R
de classe C1 telles que fp0q “ 0. Pour tout f P E on
pose

N1pfq “ ‖f 1ptq‖8 “ sup
tPr0,1s

|f 1ptq|,

N2pfq “ ‖fptq‖8 ` ‖f 1ptq‖8.
Montrer que N1 et N2 sont deux normes équivalentes
sur E.

Exercice 9
Dans l’espace vectoriel E “ RrXs des polynômes à co-
efficients réels, pour tout polynôme P pXq “ a0`a1X`
. . .` adX

d P RdrXs, on pose

NpP q “ |a0`P 1p1q|`
dÿ

k“1
|ak| et ÑpP q “ sup

xPr0,1s
|P pxq|.

a) Montrer que l’on a ainsi défini deux normes sur E.

b) Soit la suite pPnqnPN où PnpXq “ 1´ Xn

n . Montrer
que cette suite converge vers le polynôme nul pour
la norme N et vers le polynôme 1 pour la norme
Ñ .

c) Les normes N et Ñ sont-elles équivalentes ?

Espaces métriques

Exercice 10
Montrer que si f : X Ñ Y est une injection et pY, dq
est un espace métrique, alors δpx, yq “ d

`
fpxq, fpyq˘

est une métrique sur X.

Exercice 11
Vérifier que les espaces suivants sont des espaces mé-
triques :

a) R˚ avec dpx, yq “
ˇ̌
ˇ 1

x ´ 1
y

ˇ̌
ˇ,

b) R avec dpx, yq “ |arctan x´ arctan y|,
c) Cpr0, 1sq avec dpf, gq “ supr0,1s |f ´ g|,
d) Cpr0, 1sq avec dpf, gq “ ş1

0 |fpxq ´ gpxq|dx,
e) E “ t0, 1uN avec dpu, vq “ ř8

n“0
1

2n |un ´ vn|.

Exercice 12
Soit pX1, d1q, . . . , pXn, dnq des espaces métriques etX “
X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXn. Pour 1 ď p ď 8 et x “ px1, . . . , xnq, y “
py1, . . . , ynq P X, on pose

dppx, yq “ }pd1px1, y1q, . . . , dnpxn, ynqq}p,
où } ¨ }p est la norme sur Rn défini par

}pu1, . . . , unq}p “
$
&
%

max1ďiďn |ui| si p “ 8
přn

i“1 |ui|pq1{p si 1 ď p ă 8.
Montrer que dp définit une distance sur X.



Exercice 13
Soit pE, dq un espace métrique.

a) Montrer queBpa, rq Ă BF pa, rq et donner un exemple
d’inclusion stricte (on pourra considérer par exemple
t0u Y t1u).

b) Montrer qu’il y a égalité dans un K-espace vectoriel
normé.

Exercice 14
On munit R de la distance usuelle dpx, yq “ |x ´ y| et
on pose δpx, yq “ φ

`
dpx, yq˘ avec φptq “ t

1`t .

a) Vérifier que δ représente une distance dans R.
Indication: Montrer et utiliser que φ est croissante
et concave.

b) En précisant les ensembles tx P R : δpx, 0q ă ru
pour les r ą 0, démontrer que d et δ sont topolo-
giquement équivalentes.

c) Démontrer que d et δ ne sont pas deux distances
équivalentes.

d) Dire si les résultats des questions (a) et (b) ci-
dessus demeurent encore lorsque t

1`t est remplacée
par l’une des fonctions suivantes :

(i) t ÞÑ lnp1` tq, (ii) t ÞÑ arctan t, (iii) t ÞÑ t2.

Exercice 15
Soit pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques et soit
δ1, δ2 des distances de l’espace produit X1 ˆ X2 défi-
nies par : δ1px, yq “ d1px1, y1q ` d2px2, y2q, δ2px, yq “
max

`
d1px1, y1q, d2px2, y2q

˘
, où x “ px1, x2q, y “ py1, y2q.

Démontrer que δ1 et δ2 sont deux distances équiva-
lentes.

Exercice 16
Soit pXj , djqjě0 une suite d’espaces métriques, X “ś

jě0 Xj et notons d l’application définie de X ˆ X

dans R par :

p˚q dpx, yq “
ÿ

jě0
2´j djpxj , yjq

1` djpxj , yjq

si x “ pxjqjě0 , y “ pyjqjě0.

a) Expliquer pourquoi la série définissant d ci-dessus
est convergente.

b) Démontrer que d est une métrique de X.

c) Soit
`
xpkq

˘
kě0 une suite d’éléments deX, avec xpkq “

`
x
pkq
j

˘
jě0, x

pkq
j P Xj . Établir l’équivalence entre les

assertions suivantes :
(i) Chaque suite « composante »

`
x
pkq
j

˘
kě0 converge

dans pXj , djq.
(ii) La suite

`
xpkq

˘
kě0 converge dans pX, dq.

d) [généralisation] Démontrer qu’à toute série numé-
rique à termes strictement positifs et convergenteř

jě0 λj correspond une métrique δ obtenue en rem-
plaçant dans p˚q les coefficients 2´j par λj et que
la nouvelle distance est toujours topologiquement
équivalente à d. Sont-elles des distances équiva-
lentes ?

Exercice 17
Soit pX, dq un espace métrique. On dit que d est une
distance ultramétrique si elle vérifie l’inégalité triangu-
laire plus forte :

dpx, zq ď max
 
dpx, yq, dpy, zq(.

a) Vérifier que la distance discrète sur un ensemble E
quelconque est une distance ultramétrique.

b) Soit X un ensemble muni d’une distance ultramé-
trique. Vérifier les propriétés suivantes :
(i) si deux boules ouvertes (fermées) ont un point

commun, alors nécessairement l’une contient
l’autre ;

(ii) pour tout a P X, pour tout r ą 0 et pour tout
x P Bpa, rq, on a Bpx, rq “ Bpa, rq ;

(iii) toute boule fermée de rayon non nul est ou-
verte ;

(iv) toute boule ouverte est fermée ;
(v) tout triangle est isocèle (autrement dit, étant

donné trois points, les deux plus proches sont
à la même distance du troisième).

Exercice 18 Soit K un corps. Une valeur absolue sur K
est une application, notée | ¨ |, définie sur K à valeurs
dans r0,8r, et vérifiant les trois axiomes suivants : pour
tous x, y de K, on a
‚ |x| “ 0 ô x “ 0K.
‚ |x` y| ď |x| ` |y|.
‚ |xy| “ |x||y|.

Montrer que l’application px, yq ÝÑ |y ´ x| est une
distance sur K.



Exercice 19
Soit p un nombre premier. On appelle valuation p-adique
l’application vp : Q ÝÑ ZY t`8u définie comme :
— vpp0q “ `8 ;
— si n est un entier non nul, vppnq “ k si pk divise n

et pk`1 ne divise pas n ;
— si n “ a

b avec a et b des entiers non nuls, alors
vppnq “ vppaq ´ vppbq.

a) Soit n “ 315. Calculer, pour tout nombre premier
p, vppnq.

b) Calculer vp

` 12
25
˘
pour p “ 2, 3, 5.

c) Vérifier que pour tous x, y P Q, on a vppx ´ yq ě
minpvppxq, vppyqq, avec égalité si vppxq “ vppyq.

d) On définit maintenant la valeur absolue p-adique
comme l’application | ¨ |p : Q ÝÑ R vérifiant |0|p “
0 et

|n|p “ 1
pvppnq , n P Q˚,

puis la distance p-adique par dppn,mq “ |n´m|p.
(i) Calculer |250|5 et |13{1750|5 et en déduire que

|250|5 ă |13{1750|5.
(ii) Vérifier que | ¨ |p est une valeur absolue sur Q

et que dp est une distance ultramétrique sur
Q.
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TD2 - Notions de base dans les espaces topologiques

Ouverts et fermés

Exercice 1

a) On munit R de la distance usuelle dpx, yq “ |x´y|.
L’intervalle r0, 1r est-il ouvert ? Fermé ?

b) On munit R2 de la métrique euclidienne : d2pa, bq “apxa ´ xbq2 ` pya ´ ybq2 où a “ pxa, yaq et b “
pxb, ybq. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ?
Fermés ?

A “ tpx, yq | ´ 1 ă x ă 1,´1 ă y ă 1u,
B “ tpx, yq | ´ 1 ă x ă 1,´1 ď y ă 1u,
C “ s0, 1r ˆt0u,
D “ r0, 1s ˆ t0u.

Exercice 2
Parmi les sous-ensembles suivants, préciser ceux qui
sont ouverts, fermés (toujours en justifiant soigneuse-
ment)

a) Les sous-ensemble de R :
R, Q, r0, 1s, r0, 1r, s ´ 8, 1s, r1,`8r,
t 1
n | n P N˚u, t 1

n | n P N˚u Y t0u.
b) Les sous-ensemble de R2 :

s´2, 1rˆr0, 3s, r0, 1sˆt9u, tpx, yq P R2 | y “ x2u,
tpx, yq P R2 | y´x3 ą 0u, tpx, yq P R2 | yx ă 1u,
tpx, yq P R2 | a ă x ă bu, tpx, yq P R2 | |x|`|y| ă 1u,
tpx, yq P R2 | x2 ´ y2 ě 1 et x2 ` y2 ă 2u.

Exercice 3
Soit E “ Cpr0; 1s,Rq muni de la norme } ¨ }8 définie
par }f}8 “ supr0,1s |f |, et soit A “ tf P E | @t P
r0; 1s, fptq ą 0u.
Montrer que A est ouvert dans E.

Exercice 4
Soient pE, dq un espace métrique, a P E et F un fermé
de E tel que a n’appartienne pas à F . Montrer qu’il
existe deux ouverts disjoints U et V tels que a appar-
tienne à U et F soit inclus dans V .

Exercice 5
Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que les single-
tons sont fermés.

Exercice 6
Soient pE, dq un espace métrique, A, B, A1, . . . An des
parties non vides de E. Montrer que

a) A “ A, Å “ ˚̊
A,

b) Å Ă A, Å Ă Å,

c) ÅY B̊ Ă IntpAYBq,
d) AXB Ă AXB,

e) Int pŞn
i“1 Aiq “

Şn
i“1 Åi,

f)
Ťn
i“1 Ai “

Ťn
i“1 Ai.

Exercice 7
On munit Rn, n ě 1, de sa topologie usuelle.
1. Donner un exemple d’une partie A Ă R pour laquelle
les 7 ensembles suivants sont distincts :

A, Å,A, Å, Å,
˚̊
A, Å.

Généraliser à Rn, n ě 1.

2. Montrer que pour toute partie A de Rn,
˚̊
A “ Å et

Å “ ˚̊
A.

Exercice 8
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé.

a) Montrer que pour toute partie A de E, on a

VectpAq Ă VectpAq Ă VectpAq.
b) En déduire que pour tout sous-espace vectoriel F

de E, F est aussi un sous-espace vectoriel de E.



Exercice 9
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On dit qu’une
partie A de E est étoilée s’il existe a P A tel que pour
tout x P E et tout λ P r0, 1s, le point λa ` p1 ´ λqx
appartient encore à E. Montrer que si A est étoilé alors
A est encore étoilé.

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel normé et A et B
deux parties de E. On définit

A`B “ tz P E : Dx P A, Dy P B, z “ x` yu.
a) Démontrer que si A est ouvert alors A ` B est

ouvert.
b) Démontrer que les parties A “ tpx, yq P R2 : xy “

1u et B “ t0u ˆ R sont fermées mais que A ` B

n’est pas fermée.

Exercice 11 Soit E un espace vectoriel normé et F un
sous-espace vectoriel de E. On suppose que F est ou-
vert. Démontrer que F “ E.

Exercice 12 Montrer que tout ouvert de Rn peut s’écrire
comme une réunion dénombrable de boules ouvertes.

Adhérence, densité, points isolés

Exercice 13 Soit pE, } ¨ }q un K-espace vectoriel normé.
a) Montrer que A Ă E est d’intérieur non vide si et

seulement si A contient une boule ouverte.

b) En déduire que tout sous-espace vectoriel strict F
de E est d’intérieur vide (raisonner par l’absurde,
et montrer que F contient alors E).

c) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de
E, alors V est un sous-espace vectoriel de E.

d) Soit H un hyperplan de E. Démontrer que H est
ou bien fermé ou bien dense dans E.

Exercice 14
Soit pX, dq un espace métrique et D un sous-ensemble
de X. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
a) D est dense dans X.
b) Le complémentaire de D est d’intérieur vide.
c) Si F est un fermé contenant D, alors F “ X.

d) Si U est un ouvert non vide de X alors U XD est
non vide.

Exercice 15
Soit pX, dq un espace métrique. Soient E et G deux
ouverts denses dans X ; montrer que E XG est encore
dense dans X.

Exercice 16
Soit f une application de R dans R telle que pour tout
a ą 0, l’ensemble des x vérifiant |fpxq| ą a est fini.
Montrer que X “ tx | fpxq “ 0u est dense dans R
(On pourra raisonner par l’absurde, considérer x0 P R
et ε ą 0 tel que Bpx0, εq X X “ H et en déduire que
Bpx0, εq est dénombrable).

Exercice 17
On note X “ l8pRq l’espace des suites réelles bornées
munit de la norme } ¨ }8. Soient Y l’espace des suites
réelles tendant vers 0 et Z l’espace des suites réelles
nulles à partir d’un certain rang.

a) Vérifier que Z Ă Y Ă X.

b) Montrer que Z est dense dans Y .

c) Montrer que Y et Z ne sont pas denses dans X.

Exercice 18
Soit pX, dq un espace métrique. Montrer que A Ă X

rencontre toute partie dense dans X si et seulement si
Å ‰ H.

Exercice 19

a) Soit pG,`q un sous-groupe fermé de pR,`q. Mon-
trer que soit G “ R, soit G “ t0u, soit G “ aZ
où a “ infpG X R`˚q (on justifiera que a est bien
défini et on montrera que a appartient à G).

b) Soit maintenant pG,`q un sous-groupe de pR,`q
non nécessairement fermé.

(i) Montrer que G est un sous-groupe de R.

(ii) En déduire que soit G est dense dans R, soit
il existe a P R tel que G “ aZ.

c) Soient a, b P R etH “ aZ`bZ “ tak`bl | k, l P Zu.
(i) Vérifier que H est un sous-groupe de R.

(ii) A quelle condition existe-t-il c P R tel queH “
cZ ?



(iii) En déduire que H est dense dans R si et seule-
ment si ab R Q.

Exercice 20
Onmunit R de la distance usuelle. Déterminer les points
isolés et les points d’accumulation de Q.

Exercice 21
Soient pE, dq un espace métrique, A un sous-ensemble
de E. Montrer que l’ensemble points d’accumulation de
A est toujours fermé. Qu’en est-il de ses points isolés ?

Exercice 22
Soient pE, dq un espace métrique, A un sous-ensemble
de E.

a) Montrer que BA “ BpEzAq.
b) Soit x P AzA. Montrer que pour tout ouvert V

contenant x, V XA n’est jamais fini.

c) En déduire que, si A est ouvert, tout x P BA est un
point d’accumulation de A.

Exercice 23
Déterminer les valeurs d’adhérence de chacune des suites
pukqkě0 suivantes :

a) uk “ p´1qk,
b) uk “ sin kπ

3 ,

c) uk “ e
?

2ki,

d) uk “ p´1qk k.

Diamètre

Exercice 24
On munit Cpr0, 1sq de la métrique d définie par dpf, gq “ş1
0 |fpxq ´ gpxq| dx. Déterminer le diamètre de

a) tf P Cpr0, 1sq | 0 ď f ď 1u ;
b) tf P Cpr0, 1sq | 0 ď f ď 1, fp0q “ 0u.

Exercice 25
Soient pE, dq un espace métrique, et A et B des parties
de E.

a) Montrer que si A Ă B alors diamA ď diamB.

b) Montrer que diam Å ď diamA “ diamA.

c) Montrer par un exemple que l’inégalité diam Å ď
diamA peut être stricte.

d) Montrer que diampFrpAqq ď diamA.

e) On suppose dans cette question que E est un es-
pace vectoriel normé et que A est une partie non
vide et bornée de E.

(i) Soit x P A et u P E, u ‰ 0. On considère
X “ tt ě 0 : x ` tu P Au. Justifier que supX
existe dans R.

(ii) En déduire que tout demi-droite issue d’un
point x de A rencontre FrpAq (i.e. l’intersec-
tion entre la demi-droite et la frontière de A
est non vide).

(iii) En déduire que diampFrpAqq “ diamA.

Topologie induite, topologie produit

Exercice 26 Soient pXi, diq1ďiďn une famille finie d’es-
paces métriques, X “ śn

i“1 Xi le produit cartésien
muni de distance usuelle

d8px, yq “ max
1ďiďn dipxi, yiq,

pour x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq P X. Le but de
l’exercice est de démontrer les deux résultats suivants
énoncés en cours :

a) Montrer qu’une suite pxpkqqk “ ppxpkq1 , . . . x
pkq
n qqk

de X converge vers x “ px1, . . . , xnq dans pX, d8q
si et seulement si pour tout 1 ď i ď n, la suite
pxpkqi qk tend vers xi dans pXi, diq.

b) Soit x “ px1, . . . , xnq P X et r ą 0. Montrer que

BXpx, rq “
nź

i“1
BXipxi, rq, (1)

où BXpx, rq (respectivement BXipxi, rq) désigne la
boule ouverte de centre x et de rayon r dans X
(respectivement la boule ouverte de centre xi et de
rayon r dans Xi).

c) Est-ce que la formule (1) est vraie si on remplace
les boules ouvertes par les boules fermées ?

d) Est-ce que la formule (1) est vraie si on remplace
la distance d8 par une distance équivalente, par
exemple par d1px, yq “ řn

i“1 dipxi, yiq ?



Exercice 27 On rappelle (voir cours) que si pXi, diq1ďiďn
est une famille finie d’espaces métriques et si pour tout
1 ď i ď n, Oi est un ouvert de Xi, alors O “ O1ˆ¨ ¨ ¨ˆ
On est un ouvert de X “ śn

i“1 Xi (muni de la dis-
tance usuelle d8). Que pensez-vous de la réciproque ?
Autrement dit, est-ce qu’un ouvert deX s’écrit toujours
comme le produit cartésien d’ouverts de Xi ?

Exercice 28 Soit pX, dq un espace métrique et A Ă X.
On munit A de la topologie induite. Le but de l’exer-
cice est de démontrer les résultats suivants vus en cours
(mais dont la preuve a été laissée en exercice) :

a) Soit O Ă A. Montrer que O est un ouvert de A si
et seulement si il existe un ouvert Ω de X tel que
O “ ΩXA.

b) Soit F Ă A. Montrer que F est un fermé de A si
et seulement si il existe un ouvert G de X tel que
F “ GXA.

c) Soit B Ă A. Montrer que IntXpBq XA Ă IntApBq,
où IntXpBq (respectivement IntApBq) désigne l’in-
térieur deB dans pX, dq (respectivement dans pA, dAq
avec dA “ d|AˆA). Donner un exemple montrant
qu’il n’y a pas égalité en général.

d) Soit B Ă A. Montrer que BA “ B XA, où B (res-
pectivement BA) désigne l’adhérence de B dans X
(respectivement dans A).

Exercice 29 Montrer que l’intervalle s1, 2s est un fermé
de s1, 3r pour la topologie induite par R. Est-ce que
s1, 2s est un fermé de R ?

Exercice 30 Soit A un sous-ensemble d’un espace mé-
trique pX, dq.
a) Montrer que si A est un ouvert de X, alors les

ouverts de A sont les ouverts de X contenus dans
A.

b) Montrer que siA est un fermé deX, alors les fermés
de A sont les fermés de X contenus dans A.
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Propriétés générales de la continuité

Exercice 1
Exhiber deux espaces métrique pX, dq et pY, d1q et une
application continue f : pX, dq Ñ pY, d1q tels que U
ouvert de X n’implique pas que fpUq soit ouvert dans
Y .

Exercice 2
Soit f : pX, dq Ñ pY, d1q une application entre 2 espaces
métriques. Montrer que f est continue si et seulement
si pour toute partie A de X, fpAq est inclus dans fpAq.

Exercice 3
Soit E un espace métrique et f, g : E Ñ R deux ap-
plications continues. Que peut-on dire de A “ tx P
E | fpxq “ gpxqu, B “ tx P E | fpxq ą gpxqu et
C “ tx P E | fpxq ě gpxqu ?

Exercice 4
Soient f et g deux applications continues d’un espace
métrique E1 dans un espace métrique E2. Montrer que
A “ tx P E1 | fpxq “ gpxqu est fermé dans E1.

Exemples d’applications continues

Exercice 5
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé sur R. Montrer
que

a) Toute application constante sur E est continue.

b) Pour tout λ P R et tout a P E, l’application f :#
E ÝÑ E

x ÞÝÑ fpxq “ λx` a est lipschitzienne.

c) Montrer que x ÞÑ }x} est continue.

Exercice 6
Soit E “ Cpr0; 1sq muni de la norme } ¨ }1. Vérifier que
l’application E Q f ÞÑ ş1

0 |fptq|dt est 1-lipschitzienne de
E dans R.

Exercice 7
Soit E “ Cpr0, 1s,Rq. Les applications

A :
#
E ÝÑ R
f ÞÝÑ ş1

0 fptqdt
et B :

#
E ÝÑ R
f ÞÝÑ fp0q

sont-elles continues sur E si E est muni de la norme :

(a) } ¨ }8, définie par }f}8 “ supr0,1s |fptq| ?
(b) } ¨ }1, définie par }f}1 “

ş1
0 |fptq|dt ?

(c) } ¨ }2, définie par }f}2 “
´ş1

0 |fptq|2dt
¯ 1

2 ?

Exercice 8
Soit E “ RrXs. Pour P pXq “ řn

k“0 akX
k, on pose

}P } “ maxt|ak| | 0 ď k ď nu,

upP qpXq “
nÿ

k“1

1
k
akX

k et vpP qpXq “
nÿ

k“1
kakX

k.

Montrer que } ¨ } définit une norme sur E et que u et v
sont des applications linéaires sur E. Les applications
u et v sont-elles continues sur pE, } ¨ }q ?

Homéomorphismes

Exercice 9
Soit E un espace métrique, d et δ deux distances sur E

et f :
#
pE, dq ÝÑ pE, δq
x ÞÝÑ x

a) Montrer que d et δ sont topologiquement équiva-
lentes si et seulement si f est un homéomorphisme.

b) Montrer que d et δ sont équivalentes si et seulement
si f et f´1 sont lipschitziennes.



Exercice 10
Soit E un espace métrique, d1 et d2 deux métriques
sur E. Pour x “ px1, x2q et y “ py1, y2q P E ˆ E, on
pose δ1px, yq “ maxpd1px1, y1q, d1px2, y2qq et δ2px, yq “
maxpd2px1, y1q, d2px2, y2qq.
Montrer que d1 et d2 sont topologiquement équivalentes
si et seulement si d1 : pE ˆ E, δ2q Ñ pR, | ¨ |q et d2 :
pE ˆ E, δ1q Ñ pR, | ¨ |q sont continues.
En particulier, d1 est continue par rapport à δ1.

Exercice 11
Soient f et g deux applications continues d’un espace
métrique E1 dans un espace métrique E2. On suppose
que f “ g sur une partie A de E1, dense dans E1.
Montrer que f “ g sur E1.
En particulier, deux applications définies et continues
sur R, qui coïncident sur Q, sont égales.

Exercice 12
Soit f : pE, dEq Ñ pF, dF q une isométrie entre deux
espaces métriques, ie : @x, y P E on a dF pfpxq, fpyqq “
dEpx, yq. Montrer qu’alors f est un homéomorphisme
sur son image. Est-elle nécessairement surjective ?

Exercice 13
Montrer (sans appliquer le théorème de Heine !) que
l’application x ÞÑ ?

x est uniformément continue sur
r0; 1s (on pourra raisonner par l’absurde et construire
deux suites pxnq et pynq).

Espaces d’applications et continuité

Exercice 14
On munit MnpRq, l’ensemble des matrices carrées de
taille n, d’une norme } ¨ }.
a) Montrer que la trace est une application continue

de MnpRq dans R.
b) Montrer que le déterminant est une application

continue de MnpRq dans R. En déduire queGLnpRq,
l’ensemble des matrices de taille n inversibles, est
ouvert.

c) Montrer que Ap “ tM P MnpRq | rangpMq ď pu
est fermé. (On pourra considérer les mineurs de
taille q ą p.)

Exercice 15
Le but est de montrer que l’ensemble DnpCq des ma-
trices diagonalisables dans C est dense dans MnpCq
muni de N8 (par exemple).

a) Soit

T “

¨
˚̊
˝

λ1 ˚
. . .

p0q λn

˛
‹‹‚

et pour k P N˚

Tk “

¨
˚̊
˝

λ1 ` 1
k ˚

. . .
p0q λn ` n

k

˛
‹‹‚.

Montrer que Tk Ñ T et que les matrices Tk sont
diagonalisables pour k assez grand (rappelons qu’une
condition suffisante pour être dans DnpCq est d’avoir
n valeurs propres distinctes).

b) Soit A P MnpCq : expliquer pourquoi il existe P P
GLnpCq et T triangulaire supérieure telles que A “
PTP´1. Montrer que l’application linéaire M ÞÑ
PMP´1 est continue sur MnpCq. En déduire que
PTkP

´1 Ñ A.

c) Conclure.

Exercice 16
Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques. On note
FbpX,Y q (respectivement CbpX,Y q) l’espace des appli-
cations bornées (respectivement bornées et continues)
de X dans Y . On définit pour f, g P FbpX,Y q

δpf, gq “ sup
xPX

dY pfpxq, gpxqq.

a) Vérifier que δ est une distance sur FbpX,Y q.
b) Montrer que CbpX,Y q est fermé dans FbpX,Y q.

Calculs de normes
d’applications linéaires continues

Exercice 17
Soit E “ `8pRq muni de la norme } ¨ }8. Pour u “
punqně0 P `8pRq, on pose T : E ÝÑ E et ∆ : E ÝÑ E

définis par

T puq “ pun`1qně0 et ∆puq “ pun`1 ´ unqně0.

(a) Montrer que T et ∆ sont des applications linéaires
continues de E dans E.



(b) Calculer leur norme.

Exercice 18
Soit E “ Cpr0, 1s;Rq et F “ C1pr0, 1s;Rq. On pose pour
f P E et g P F

N1pfq “ }f}8, et N2pgq “ }g}8 ` }g1}8.
a) Vérifier que N2 est une norme sur F .

b) On pose

T pfqpxq “
ż x

0
fptq dt f P E, x P r0, 1s.

(i) Vérifier que si f P E, alors T pfq P F .
(ii) Montrer que T définit une application linéaire

et continue de pE,N1q dans pF,N2q.
(iii) Calculer la norme de T .

Exercice 19
On munit l’espace E “ Cpr0, 1s;Rq de la norme } ¨ }2.
Rappelons que

}f}22 “
ż 1

0
|fptq|2 dt f P E.

Pour f P E et ϕ P E, on pose

Tϕpfq “
ż 1

0
fptqϕptq dt.

(a) Montrer que Tϕ est une application linéaire conti-
nue de E dans R et calculer sa norme.

(b) Même question en remplaçant la norme } ¨ }2 par
la norme } ¨ }8.
Indication: Pour le calcul de la norme au (b), on

pourra introduire la fonction fε : t ÞÝÑ ϕptq
|ϕptq| ` ε ,

ε ą 0.

Exercice 20
Soit E “ Cpr´1, 1s;Rq muni de la norme } ¨ }8. On
définit pour f P E,

T pfq “
ż 1

0
fptq dt´

ż 0

´1
fptq dt.

a) Montrer que T est une forme linéaire continue sur
E et que }T } “ 2.
Indication: Pour le calcul de la norme, considérer
la suite pfnqn définie par

fnpxq “

$
’’&
’’%

´1 si ´ 1 ď x ď ´ 1
n

nx si ´ 1
n ď x ď 1

n

1 si 1
n ď x ď 1.

b) Existe-t-il f P E de norme 1 telle que |T pfq| “ 2 ?
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Exercice 1
Soit pE, dq un espace métrique et pxnqnPN une suite de
points de E. On pose An “ txn, xn`1, . . .u.
Montrer que pxnqnPN est une suite de Cauchy si et seule-
ment si limnÑ`8 diampAnq “ 0.

Exercice 2
Soit pE, dq un espace métrique et pxnqnPN est une suite
de Cauchy de E. Montrer que s’il existe une sous-suite
pxnk

q qui admet une limite l P E, alors pxnq converge
vers l.

Exercice 3
Décrire les suites de Cauchy dans un espace E muni
de la métrique discrète et montrer qu’un tel espace est
complet.

Exercice 4
Déterminer si les suites punqną0 suivantes sont de Cau-
chy :

a) un “ p´1qn dans pR, | ¨ |q ;
b) un “ pn sin 1

n , cos 1
n q dans pR2, } ¨ }2q ;

c) un dans pCpR;Rq , } ¨ }1q, avec unptq “ n´ n2|t| si
n|t| ď 1 et unptq “ 0 sinon.

Exercice 5
Soit Rmuni de la distance dpx, yq “ | arctan x´arctan y|.
a) Montrer que pour tous x, y P R, dpx, yq ď |x´ y|.
b) Mnotrer que d et | ¨ | sont topologiquement équipe-

mentes.

c) En considérant la suite punq définie pour tout n
par un “ n, montrer que pR, dq n’est pas complet.

Exercice 6

a) Montrer que pR`, | ¨ |q est complet et que f : x ÞÑ
x

1´x est un homéomorphisme de r0; 1r sur R`.
b) Vérifier que la suite punq, avec un “ tanhpnq, est de

Cauchy mais ne converge pas dans r0; 1r. La suite`
fpunq

˘
est-elle de Cauchy dans R` ?

Exercice 7
On munit R2 de la norme euclidienne } ¨ }2. Soit A “
Bp0, 1q. On considère deux distances sur A : d2px, yq “
}x´ y}2 induite par la norme euclidienne, et d1px, yq “
}x´ y}2 `

ˇ̌
ˇ̌ 1
d2px,Acq ´

1
d2py,Acq

ˇ̌
ˇ̌.

a) Vérifier que d1 est une distance.

b) Montrer que l’identité Id : pA, d1q Ñ pA, d2q est un
homéomorphisme.

c) Montrer que pA, d2q n’est pas complet, mais que
pA, d1q est complet.

Exercice 8
Soit f : RÑ R une fonction continue, Γ :“ tpx, fpxqq | x P
Ru son graphe dans R2 euclidien.

a) Montrer que Γ est complet.

b) Est-ce encore vrai si f n’est pas continue ?

c) Est-ce que la complétude de Γ implique la conti-
nuité de f ?

Exercice 9
Soit E l’ensemble des fonctions lipschitziennes de r0; 1s
dans R. Pour f P E, on pose

Npfq “ sup
xPr0;1s

|fpxq| ` sup
x“y

|fpxq ´ fpyq|
|x´ y| .

Montrer que N est une norme sur E, pour laquelle E
est complet.



Exercice 10
On note `8pRq l’ensemble des suites réelles bornées que
l’on munit de la norme }¨}8. Soit aussi c0pRq l’ensemble
des suites réelles qui tendent vers 0.

a) Montrer que p`8pRq, } ¨ }8q est complet.

b) En déduire que pc0pRq, } ¨ }8q est complet.

Exercice 11
Montrer que `ppKq est un espace de Banach, pour tout
1 ď p ď 8.

Exercice 12 (Théorème de Baire)
Soit pAnqn une suite d’ouverts denses dans un espace
métrique complet pE, dq.
a) Soit x0 P E et r0 ą 0.

(i) Montrer qu’il existe deux suites pxnqnPN P EN

et prnqnPN P RN telles que

(i) Pour tout n ě 0,Bpxn`1, rn`1q Ă Bpxn, rnqX
An,

(ii) Pour tout n ě 1, 0 ă rn ă 1
2n .

(ii) Montrer que pxnqn est une suite de Cauchy. En
déduire qu’elle converge. On note x˚ sa limite.

(iii) Montrer que quels que soient p, q P N, p ą q,
xp appartient à Bpxq, rqq. En déduire que x˚
appartient à Bpx0, r0q XŞ

ně1 An.

(iv) Montrer que
Ş

ně1 An est dense dans E

b) Soit X Ă R un fermé dénombrable non vide. Mon-
trer que X a au moins un point isolé (on pourra
raisonner par l’absurde et considérer les ouverts
ωx “ Xztxu de X).

c) Soit pFnqn une suite de fermés d’intérieur vide de
E. Montrer que

Ť
ně1 Fn est d’intérieur vide.

d) Montrer que pRrXs, } ¨ }q, quelle que soit la norme
} ¨ } considérée, n’est jamais complet (on pourra
regarder la suite de fermés

`
RnrXs

˘
n
de RrXs).

Exercice 13
Soit pE, dq un espace métrique complet, f une appli-
cation de E dans E. On suppose qu’il existe n P N˚

tel que la n-ième itérée fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f soit strictement
contractante. Montrer que f a un unique point fixe dans
E.

Exercice 14
Soit E “ C1pr0, 1s,Rq muni de la norme

}f} “ }f}8 ` }f 1}8, f P E.
a) Vérifier que pE, } ¨ }q est un espace de Banach.

b) Montrer qu’il existe une unique fonction f P E qui
est le point fixe de l’opórateur T défini par

T pfqpxq “ 1`
ż x

0
fp1´ t2q dt.

Indication: On pourra montrer que T 2 “ T ˝ T est
une application strictement contractante et appli-
quer le résultat de l’exercice 13.

c) En déduire qu’il existe une unique fonction f P E
telle que fp0q “ 1 et f 1pxq “ fp1´ x2q.

Exercice 15
Soit a P R et λ P C avec |λ| ă 1. Montrer que, pour
toute fonction bornée g P CpR;Cq, il existe une unique
fonction bornée f P CpR;Cq telle que @x P R, fpxq ´
λfpx` aq “ gpxq.

Exercice 16 (Caractérisation des espaces de Banach)
Soit pX, }¨}q un espace vectoriel normé. On a vu en cours
que si pX, } ¨ }q est un espace de Banach, alors toute
série absolument convergente est convergente. Le but
de l’exercice est de montrer la réciproque, à savoir que
si toute série normalement convergente est convergente,
alors pX, } ¨ }q est un espace de Banach.
On suppose que toute série normalement convergente
converge. Soit pxnqn Ă X une suite de Cauchy.

a) Construire une suite extraite pxnk
qk tel que pour

tout k, yk “ xnk`1 ´ xnk
satisfait }yk} ă 1

2k .

b) En déduire que
ř

kě0 yk, puis que pxnqn, convergent.

Exercice 17
Soit A une algèbre de Banach.

a) Pour a P A, montrer que la série
ÿ

n

an

n!

converge vers un élément qu’on note ea.

b) Vérifier que si a, b P A commutent (c.-à-d. ab “
ba), alors eaeb “ ebea “ ea`b.
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Exercice 1
Les espaces suivants sont-ils compacts ?
a) s0, 1s,
b) r0;`8r,
c) tpx, yq P R2 | 2x` 1 ď y ď 2x` 2u.
d) t 1

n | n P N˚u et t 1
n | n P N˚u Y t0u.

Exercice 2
Soit pE, dq un espace métrique. Soit punqně0 une suite
de E dont on suppose qu’elle converge vers ` P E. Mon-
trer que K “ tun | n ě 0u Y t`u est un compact de E.

Exercice 3
Montrer qu’un K-espace vectoriel normé non trivial E
n’est jamais compact. Indication: Que peut-on dire de
la suite pnxqně0 si E Q x “ 0 ?

Exercice 4
a) Soit X un espace topologique et C un espace com-

pact. On considère la première projection π : X ˆ
C Ñ X définie par fpx, yq “ x. Montrer que π est
fermée, c.-à-d. que pour tout F fermé de X ˆ C,
πpF q est fermé de X.

b) Soit A un fermé de R2. Pour i “ 1, 2 on note
pi : R2 Ñ R la i-ème projection pipx1, x2q “ xi.
Montrer que que si p2pAq est compact alors p1pAq
est fermé.

Exercice 5
Soit Opn;Rq “ tM P Mpn;Rq | MM t “ Idu l’en-
semble des matrices orthogonales de dimension n dans
R. Montrer que Opn;Rq est un sous-ensemble compact
de Mpn;Rq.

Exercice 6
Dans un K-espace vectoriel normé pE, } ¨ }q, on suppose
que la sphère unité Sp0, 1q “ BBp0, 1q est compacte.
Montrer que BF p0, 1q est compacte (on pourra associer
xn{}xn} à xn si xn “ 0 dans E).

Exercice 7
On suppose que E est un espace vectoriel de dimen-
sion finie, K et F des parties non vides de E et soit
dpK,F q “ infxPK,yPF dpx, yq. On suppose de plus que
K est compacte et F fermée.

a) Montrer qu’il existe a P K et b P F tels que dpK,F q “
dpa, bq.

b) On suppose en plus queKXF “ H. En déduire que
dpK,F q ą 0. Est-ce encore vrai si K est seulement
supposée fermée ?

Exercice 8
Soit pK, dq un espace métrique compact. Si x P K et
H “ F Ă K, la distance de x à F est définie par :
dpx, F q “ infyPF dpx, yq.
a) Justifier que pour tout r ą 0, il existe a1, . . . , an P

K tels que K Ă Ť
Bpaj , rq. En déduire que pour

tout k P N˚, il existe une partie finie F pkq de K
telle que dpx, F pkqq ă 1

k pour tout x P K.

b) Montrer que @x P K, @ε ą 0, Da P Ť
kPN˚ F pkq tel

que dpx, aq ă ε. En déduire que K possède une
partie dense dénombrable.

c) Donner un exemple d’une telle partie siK “ B2p0, 1q
est la boule unité fermée du plan euclidien R2.

Exercice 9
Soit K “ R ou C, n P N˚ et MnpKq l’ensemble des
matrices carrées de taille n à coefficients dans K. Pour
A “ paijq P MnpKq, on pose }A} :“ n supi,j |aij |.
a) Montrer que } ¨ } est une norme sur MnpKq.
b) Montrer que pour tout A,B P MnpKq, }A ¨ B} ď

}A} ¨ }B}.
c) Onmunit MnpKqˆMnpKq de la norme }pA,Bq}8 :“

maxp}A}, }B}q. Montrer que φ : MnpKqˆMnpKq Ñ
MnpKq définie par φpA,Bq “ A ¨B est continue.

d) Montrer que les applications f, g : MnpCq Ñ MnpCq
définies par fpAq “ At (la transposée de A) et
gpAq “ A où, si A “ paijq, A “ paijq, sont conti-
nues.



En déduire que UnpCq :“ tA P MnpCq | At ¨ A “
Inu est compact.

e) Montrer que le déterminant définit une application
continue de pMnpKq, }¨}q dans pK, | ¨ |q. En déduire
que GLnpKq, l’ensemble des matrices inversibles de
MnpKq est ouvert.

f) Montrer que M ÞÑM´1 est continue sur GLnpKq.

Exercice 10
Soient E1 un espace métrique compact, E2 un espace
métrique et f : E1 Ñ E2 une application continue et
injective. Montrer que f est un homéomorphisme de E1

sur fpE1q.

Exercice 11
Soit pE, dEq un espace métrique compact et pF, dF q un
espace métrique. Soit f : E ÝÑ F une application lo-
calement bornée, c’est-à-dire que pour tout x P E, il
existe un voisinage Vx de x sur lequel f est bornée.
Montrer que f est bornée sur E.

Exercice 12
Soit pX, dXq un espace métrique et f : Xˆr0, 1s ÝÑ R
continue. Montrer que l’application g : X ÝÑ R définie
par

gpxq “
ż 1

0
fpx, yq dy, x P X,

est continue sur X.

Exercice 13
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. Si A et B sont
deux parties de E, on note A`B “ ta` b | a P A, b P
Bu.
a) Montrer que si A est compact et B est fermé, alors

A`B est fermé.

b) Donner un exemple de deux fermés de R2 dont la
somme n’est pas fermée.

Exercice 14
Soit f : Rn ÝÑ Rn une application continue. Elle est
dite propre si pour tout compact K Ă Rn, l’image réci-
proque f´1pKq est compact.

a) Montrer que si f est propre, alors l’image par f de
tout fermé de Rn est un fermé.

b) Etablir l’équivalence suivante : l’application f est
propre si et seulement si elle a la propriété sui-
vante :

}fpxq} Ñ 8 quand }x} Ñ 8.

Exercice 15
Soit E “ Cpr0, 1s;Rq muni de la norme } ¨ }8. Montrer,
sans utiliser le théorème de Riesz, que la boule unitée
fermée de E n’est pas compacte.
Indication: On pourra pour cela considérer la suite de
fonctions pfnqně1 où fnptq “ 2n

şt

0 1r 1
2n , 1

n sptqdt.

Exercice 16
On se donne une métrique d sur X “ r0, 1s telle que
l’identité i : pX, | ¨ |q ÝÑ pX, dq soit continue.
a) Montrer que tout sous-ensemble deX compact pour

la topologie usuelle est aussi compacte pour la to-
pologie définie par d. Montrer cette propriété pour
les fermés.

b) En déduire que d et | ¨ | sont topologiquement équi-
valentes sur X.
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Exercice 1
Les espaces suivants sont-ils connexes ? Connexes par
arcs ?

a) un K-espace vectoriel normé ;

b) une boule dans un K-espace vectoriel normé ;

c) tpx, yq P R2 | x “ yu ;
d) la sphère unité Sp0, 1q dans un espace vectoriel

normé.

Exercice 2
Soit f : I Ñ R une fonction continue et injective sur
un intervalle I Ă R. Montrer que f est strictement
monotone. Indication: On pourra considérer l’image de
tpx, yq P I2 | x ă yu par l’application px, yq P I2 ÞÑ
fpyq ´ fpxq P R.

Exercice 3
Montrer que les espaces suivants ne sont pas homéo-
morphes :

a) R et Rztx0u ;
b) R2ztx0u, le cercle Cp0, 1q Ă R2, et un intervalle de

R.

Exercice 4
Soit f : ra, bs Ñ C une application continue. Supposons
que fptq2 “ 1 pour tout t P ra, bs. Montrer que f est
constante. Que peut-on dire si on suppose eifptq “ 1
pour tout t P ra, bs ?

Exercice 5
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension su-
périeure ou égale à 2. Montrer que pour toute applica-
tion continue f : Sp0, 1q Ñ R il existe w P Sp0, 1q tel
que fpwq “ fp´wq (on pourra introduire la fonction
t ÞÑ fptq ´ fp´tq).

Exercice 6
On note F “ t0u ˆ r´1; 1s Y r´1; 1s ˆ t0u, muni de la
topologie induite par R2.

a) Montrer que F est compact et connexe.

b) Montrer que si f : F Ñ R est continue, alors fpF q
est un segment.

c) Déterminer les points x P F pour lesquels F ztxu
est connexe.

d) Montrer que F n’est homéomorphe à aucune partie
de R.

Exercice 7 Partie connexe non connexe par arcs
Soit Γ Ă R2 le graphe de la fonction x Ps0, 1s ÞÑ sinp1{xq.
a) Montrer que Γ est connexe par arcs.

b) Montrer que son adhérence Γ (que l’on précisera)
est connexe.

c) On va montrer que Γ n’est pas connexe par arcs.
Pour cela on raisonne par l’absurde et on suppose
qu’il existe un chemin continu γ “ pγx, γyq tel que
γp0q “ p1, sinp1qq et γp1q “ p0, 0q.
(i) Soit B “ tt P r0, 1s | γxptq “ 0u. Justifier

l’existence de b :“ inf B. Montrer que b ą 0 et
que γxptq ‰ 0 pour tout t P r0, br.

(ii) Montrer que pour tout a P r0, br, l’ensemble
1
γx
psa, brq contient un intervalle de longueur

2π. En déduire qu’il existe s, t Psa, br tels que
γypsq “ 1 et γyptq “ ´1.

(iii) En déduire que Γ n’est pas connexe par arc.

Exercice 8
Montrer queGLnpRq n’est pas connexe, mais queGLnpCq
est connexe par arcs.



Exercice 9
Soit O un ouvert d’un K-espace vectoriel normé E.

a) Montrer que, pour tout x P O, ty P O | Dγ P
Cpr0; 1s, Oq, γp0q “ x, γp1q “ yu est un ouvert
de E. En déduire une partition de O en ouverts
disjoints.

b) Montrer que O est connexe si et seulement si O est
connexe par arcs.

Exercice 10
Si U est une partie ouverte de la droite réelle R, munie
de la métrique usuelle, montrer que

a) U est connexe si et seulement si U est un intervalle
ouvert ;

b) lorsque U n’est pas connexe, on peut trouver une
famille dénombrable ou finie d’intervalles ouverts
deux à deux disjoints Ik telle que U “ YkIk.

Que peut-on dire d’un fermé de R en rapport avec les
intervalles fermés ?

Exercice 11
Soit P une partie dénombrable de R2. Montrer que le
complémentaire de P est connexe par arcs.

Exercice 12
Soit K un compact dans un espace vectoriel normé de
dimension supérieure ou égale à 2.

a) Montrer que Kc admet une unique composante
connexe non bornée, notée C8.

b) Soit a R K Y C8. Montrer qu’il existe R tel que
Spa,Rq Ă C8, puis que l’application

p : x P K ÞÑ a`R x´ a
|x´ a| P E

définit une surjection continue de K sur Spa,Rq.
c) En déduire que si E est de dimension infinie, alors

le complémentaire d’un compact K est toujours
connexe. Ce résultat est-il vrai en dimension finie ?

Exercice 13
Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I Ñ R
une fonction dérivable. On note A le sous-ensemble de
R2 défini par A “ tpx, yq P I2 | x ă yu. Soit encore
g : AÑ R définie par gpx, yq “ fpyq´fpxq

y´x .

a) Montrer que A est une partie connexe de R2.

b) Montrer que gpAq est une partie connexe de R.

c) Montrer que f 1pIq Ă gpAq.
d) Montrer que gpAq Ă f 1pIq.
e) Montrer que f 1pIq est un intervalle.

f) Si I est ouvert, peut-on en conclure que f 1pIq est
ouvert ?

Exercice 14
Soit (X,d) un espace métrique non vide. On dit que X
est bien chainé si pour tout ε ą 0 et tous x, y P X, il
existe n P N, x0 “ x, x1, . . . , xn´1, xn “ y P X tels que

pour j P t0, ¨ ¨ ¨ , n´ 1u, dpxj , xj`1q ă ε.

a) Pour x P X et ε ą 0, on pose Cεpxq “ ty P X | Dn P
N, x0 “ x, x1, . . . , xn´1, xn “ y tels que pour tout j, dpxj , xj`1q ă
εu. Montrer que Cεpxq est ouvert et fermé dans X.
En déduire que si X est connexe, alors X est bien
chainé.

b) On suppose dans cette question que X est compact
et bien chainé.

(i) Soit A et B deux fermés disjoints de X. Mon-
trer qu’il existe ε ą 0 tel que pour tout a P A
et tout b P B, on ait dpa, bq ě ε.

(ii) Montrer que X est connexe.

c) Si X est seulement fermé et bien chainé, est-il tou-
jours connexe ? Justifier ou donner un contre-exemple.

Exercice 15 (Rattrapage, juin 2013)
Le plan R2 est muni de la norme euclidienne } ¨ }. On
note BF p0, rq la boule fermée dans R2 centrée à l’ori-
gine et de rayon r ą 0, et Ωr “ R2zBF p0, rq son com-
plémentaire dans R2.
Soit f : R2 Ñ R une fonction continue.

a) Vérifier que si x, y P BF p0, rq et t P r0; 1s, alors
pp1´tqx`tyq P BF p0, rq, et en déduire que fpBF p0, rqq
est connexe.

b) Montrer que Ωr est connexe par arcs (on pourra
s’aider d’un dessin, sans oublier de le justifier),
puis que fpΩrq est connexe.

c) Montrer que fpBF p0, rqq et fpΩrq sont des inter-
valles de R, puis qu’il existe des réels ar ď br tels
que

fpR2q “ rar; brs Y fpΩrq.



d) On suppose de plus que f est surjective. Montrer
que @r ą 0, fpΩrq “ R. En déduire que pour tout
c P R, on peut construire une suite pxnqn d’élé-
ments de R2 telle que }xn} Ñ `8 et @n, fpxnq “
c.
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Exercice 1
Soit pE, } ¨ }q un espace de Banach. On suppose qu’il
existe ε ą 0 et une partie non dénombrable A de E tel
que pour tous x, y P A avec x ‰ y, }x´y} ě ε. Montrer
que E n’est pas séparable. En déduire que `8pRq, l’en-
semble des suites réelles bornées, n’est pas séparable.

Exercice 2
Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que si E
est séparable et de dimension infinie, il existe une suite
dense pvnqn de vecteurs linéairement indépendants de
E (une famille de vecteurs infinie est dite linéairement
indépendante si toute sous-famille finie est linéairement
indépendante au sens usuel).

Exercice 3
Soit H “ `2pRq, l’ensemble des suites de nombres réels
de carré sommable, muni du produit scalaire défini pour
u “ punqnPN et v “ pvnqnPN par xu, vy “ ř

nPN unvn.
On note F “ tpunqnPN, DN P N, un “ 0 @n ě Nu.
Déterminer FK et montrer que H ‰ F ‘FK. Comparer
avec votre cours...

Exercice 4

a) Soient pH, x¨, ¨yq un espace de Hilbert, pxnqn P HN,
x P H tels que pour tout y P H, la suite pxxn, yyqn
converge vers xx, yy et la suite p}xn}qn converge
vers }x}. Montrer que pxnqn converge vers x. (Ap-
pliquer l’identité du parallèlogramme à }xn´ x}2.)

b) Soit `2pRq “ tu “ punqn P RN | řně0 u
2
n convergeu

munit du produit scalaire xu, vy “ ř
nPN unvn, soit

xpnq P `2pRq définie par xpnqk “ 0 si k ‰ n, xpnqn “ 1.

(i) Montrer que
`
xpnq

˘
n
est une base hilbertienne

de `2pRq.
(ii) Montrer que limnÑ`8xy, xpnqy “ 0 pour tout

y P `2pRq. En déduire que le résultat de la
question (??) est faux sans la seconde hypo-
thèse.

Exercice 5
Soit pH, x¨, ¨yq un espace de Hilbert réel, } ¨ } la norme
associée. On note H 1 le dual topologique de H : H 1 “
tϕ | H Ñ R, ϕ linéaire et continueu, muni de la norme
}¨}˚ définie pour ϕ P H 1 par }ϕ}˚ :“ supxPH,}x}“1 }ϕpxq}.
a) Soient a P H et ϕa : H Ñ R l’application définie

pour x P H par ϕapxq “ xx, ay.
(i) Montrer que ϕa appartient à H 1.

(ii) Calculer }ϕa}˚.
(iii) En déduire que pour tout x P H, x “ 0 si et

seulement si pour tout ϕ P H 1, ϕpxq “ 0.

b) Soit ϕ P H 1zt0u et a P pkerϕqKzt0u. Vérifier que
pour tout x P H, x´ ϕpxq

ϕpaqa appartient à kerϕ.

c) En déduire que Φ : H Ñ H 1, définie pour b P H par
Φpbq “ ϕb, est une isométrie bijective (théorème de
représentation de Riesz).

d) Application : Soit E :“ tpunqn P RN | DN P N, @n ě
N, un “ 0u. On munit E du produit scalaire xu, vy “ř`8

n“0 unvn.

(i) Montrer que ϕ : E Ñ R définie par ϕpuq “ř`8
n“1

un

n est linéaire et continue sur E.

(ii) Existe-t-il a P E tel que @u P E, ϕpuq “
xu, ay ? Que peut-on en déduire sur E ?

e) Soit F un sous espace fermé deH, F ‰ H. Montrer
qu’il existe ϕ P H 1 non nulle telle que ϕ|F “ 0. Cela
montre que tout sous-espace strict de H est inclus
dans le noyau d’un élément non nul de H 1.

f) Soit ψ une application linéaire continue de F à va-
leurs dans R. Montrer qu’il existe Ψ P H 1 tel que
(i) Ψ|F “ ψ,

(ii) }Ψ}˚ “ supxPF,}x}“1 }ψpxq}.
(On pourra essayer d’étendre ψ sur FK...)

g) Soit A Ă H et spanpAq “ třjPJ λjaj | J fini , λj P
R, aj P Au. Montrer que spanpAq est dense dans
H si et seulement si pour tout x P H, xx, ay “ 0
quel que soit a P A, implique x “ 0.



Exercice 6
Soit I “sa, br un intervalle de R avec éventuellement
a “ ´8 ou b “ `8, p :sa, brÑ R une fonction conti-
nue, strictement positive telle que pour tout n P N,şb

a
tnpptqdt soit finie. Soit encore H l’ensemble des fonc-

tions f à valeurs réelles continues sur I telles que
şb

a
f2ptqpptqdt

soit finie. On définit pour f, g P H

xf, gy “
ż b

a

fptqgptqpptqdt.

a) Montrer que pH, x¨, ¨yq est un espace préhilbertien.
On note } ¨ } la norme associée.

b) Montrer qu’il existe une unique suite de polynômes
pPnqn telle que

(i) Pour tout n, Pn est unitaire de degré n.

(ii) Pour tout n ‰ m, xPn, Pmy “ 0.

Cette suite est appelée suite de polynômes ortho-
gonaux pour le poids p sur sa, br.

c) On suppose dans cette question que I “s0, 1r et
que pptq “ 1 pour tout t Ps0, 1r. Pour n P N, on
pose Un “ Pn}Pn} . Déterminer U0, U1 et U2 et mon-
trer que pUnqn est une base hilbertienne de H (on
pourra utiliser le théorème de Weierstrass : toute
fonction continue sur un segment rα, βs à valeurs
rélles ou complexes est limite uniforme d’une suite
de fonctions polynomiales).

d) On revient au cas général. Montrer qu’il existe deux
suites pλqn et pµnqn telles que pour tout n P N,

Pn`2 “ pX ` λnqPn`1 ` µnPn.

Préciser le signe de µn.

e) On veut montrer que pour tout n ě 1, Pn possède
n racines simples dans sa, br. Soient α1, . . . αp les
racines de multiplicité impaire de Pn et QpXq “
pX ´ α1q . . . pX ´ αpq. Justifier que QPn est de
signe constant. Conclure.
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! Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte trois exercices qui pourront être traités
dans l’ordre de votre choix.

T.S.V.P.

Exercice 1 (Questions de cours) Les trois questions de cours sont indépendantes.

Soit pX, dq un espace métrique.

a) Montrer que pour tous px, y, zq P X3, on a

dpy, zq ě |dpx, yq ´ dpx, zq|.

b) Soit x P X et r ą 0. Montrer que Bpx, rq “ ty | dpx, yq ă ru est un ensemble ouvert de X.

c) Soit f : X ÝÑ X une application et x P X. Montrer que f est continue en x si et seulement si
pour toute suite pxnqnPN P XN qui converge vers x, alors la suite

`
fpxnq

˘
nPN converge vers fpxq.

Exercice 2 (Linéarité dans l’espace des suites)

Soit
c0 “

 punqnPN P RN ˇ̌
lim

nÑ`8un “ 0
(

et
`8 “  punqnPN P RN ˇ̌ punqnPN est bornée

(
.

On rappelle que le R-espace vectoriel `8 est muni de la norme

‖u‖8 :“ sup
ně0

|un|, pour u “ punqnPN P `8.

a) Justifier que c0 est un sous-espace vectoriel de `8.

b) Montrer que c0 est fermé dans `8.

c) Montrer que l’intérieur de c0 est vide.

d) Soit

ϕ :

$
’&
’%

c0 ÝÑ R

punqnPN ÞÝÑ
`8ÿ

n“1

un

2n

.

(i) Vérifier que ϕ est bien définie, linéaire et continue, et montrer que ‖ϕ‖Lpc0,Rq ď 1.

(ii) Montrer que ‖ϕ‖Lpc0,Rq “ 1.



Exercice 3 (Distance sncf)

Pour un nombre complexe z, on note argpzq son argument 1 dans l’intervalle r0, 2πr. Pour pz1, z2q P C2

on définit

dspz1, z2q “
$
&
%
|z1 ´ z2| si argpz1q “ argpz2q,
|z1| ` |z2| sinon.

0

.z1

.z2

argpz1q “ argpz2q
0

.z1 .z2

argpz1q ‰ argpz2q

a) Vérifier que ds est une distance sur C. (On appelle cette distance la distance sncf.)

b) Soit z0 “ 2.

(i) Déterminer Bdspz0, 1q, la boule ouverte de centre z0 et de rayon 1 pour la distance ds.

(ii) Soit du la distance usuelle sur C, c’est-à-dire dupz1, z2q “ |z1 ´ z2| pour pz1, z2q P C2.
Est-ce que Bdspz0, 1q est un ouvert pour pC, duq ? Justifier.

(iii) Est-ce que les distances du et ds sont équivalentes ?

c) On notera Xu l’ensemble C muni de la distance du, et Xs l’ensemble C muni de la distance ds.

(i) Montrer que l’application f :
#
Xs ÝÑ Xu

z ÞÝÑ z ` 1
est lipschitzienne.

(ii) Montrer que l’application f :
#
Xs ÝÑ Xs

z ÞÝÑ z ` 1
n’est pas continue.

Indication: on pourra considérer la suite zn “ i
n , n ě 1.

1. En fixant arbitrairement que argp0q “ 0.
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Exercice 1 (Questions de cours)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a) A “s ´ 1, 1r est un ouvert dans pC, | ¨ |q.
b) B “ r1, 2r est un fermé de pR, | ¨ |q.
c) C “ tpsinptq, cosptq, etq | t P r0, 1su est un compact de R3 (muni de la norme euclidienne).

d) La frontière d’une partie non vide d’un espace métrique est non vide.

e) Soit n ě 1. Sur RnrXs, les polynômes de degré au plus n, on considère les deux normes définies
pour p P RnrXs par

‖p‖8 “ sup
tPr0,1s

|pptq| et ‖p‖1 “
ż 1

0
|pptq| dt.

Alors il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que pour tout p P RnrXs, on a

c1 ‖p‖8 ď ‖p‖1 ď c2 ‖p‖8 .

Solution:

a) L’affirmation est fausse : A “s ´ 1, 1r n’est pas un ouvert dans pC, | ¨ |q. En effet, raisonnons par
l’absurde et supposons que A soit un ouvert de pC, | ¨ |q. Alors, comme 0 P A, il existe r ą 0 tel
que la boule ouverte Bp0, rq de centre 0 et de rayon r (dans C) est contenue dans A. Mais ceci
est absurde car par exemple ir

2 P Bp0, rq et ir
2 R A.

b) L’affirmation est fausse : B “ r1, 2r n’est pas un fermé de pR, | ¨ |q. En effet, raisonnons aussi par
l’absurde et supposons que B soit un fermé de pR, | ¨ |q. Considérons alors la suite punqně1 définie
par un “ 2´ 1

n , n ě 1. Alors pour tout n ě 1, on a un P B et un
nÑ`8ÝÝÝÝÑ 2. Mais si B était fermé

alors 2 appartiendrait à B, ce qui n’est pas.

c) L’affirmation est vraie : C est un compact de R3. En effet, remarquons que l’application

ϕ : r0, 1s ÝÑ R3

t ÞÝÑ ϕptq “ psinptq, cosptq, etq
est continue et r0, 1s est un compact. Or l’image d’un compact par une application continue est
un compact. Ainsi, l’image de ϕ est un compact de R3. Donc C “ ϕpr0, 1sq est un compact de
R3.



d) L’affirmation est fausse : la frontière d’une partie non vide d’un espace métrique n’est pas toujours
non vide. Par exemple la frontière de l’espace tout entier est vide.

e) L’affirmation est vraie. En effet, remarquons que le R-espace vectoriel RnrXs est de dimension
finie (de dimension n` 1). Or d’après le cours, on sait que si E est un R-espace vectoriel normé
de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes. On en déduit donc que les normes
} ¨ }8 et } ¨ }1 sont équivalentes sur RnrXs et donc il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que
pour tout p P RnrXs, on a

c1 ‖p‖8 ď ‖p‖1 ď c2 ‖p‖8 .

Exercice 2 (Normes fonctionnelles)

Soit E “ C1pr0, 1s,Rq le R-espace vectoriel des applications de r0, 1s dans R qui sont de classe C1

(c.-à-d. dérivables et à dérivée continue sur r0, 1s). On considère sur E les deux normes suivantes
(on ne demande pas de vérifier que ce sont bien des normes) :

N1pfq “ |fp0q| ` }f 1}8 et N2pfq “ }f}8 ` }f 1}8,
où }g}8 “ suptPr0,1s |gptq|.
a) Montrer que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Sont-elles équivalentes à la norme Npfq “ }f}8 ? Justifier.

Solution:

a) Soit f P E. Tout d’abord, il est clair que |fp0q| ď }f}8, ce qui donne immédiatement

N1pfq ď N2pfq.
D’autre part, pour t P r0, 1s, remarquons que

fptq “ fp0q `
ż t

0
f 1puq du,

ce qui donne

|fptq| ď |fp0q| `
ż t

0
|f 1puq| du ď |fp0q| ` t}f 1}8 ď |fp0q| ` }f 1}8 “ N1pfq

On a donc montré que pour tout t P r0, 1s, on a |fptq| ď N1pfq, ce qui implique que }f}8 ď N1pfq.
Comme d’autre part, on a clairement }f 1}8 ď N1pfq, on en déduit que N2pfq “ }f}8` }f 1}8 ď
2N1pfq. Ainsi, on a montré que pour tout f P E, on a

N1pfq ď N2pfq ď 2N1pfq,
ce qui montre que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Les deux normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes à la norme N . En effet, supposons par
l’absurde que N1 est équivalente à la norme N . Alors il existerait une constante c ą 0 telle que
pour toute fonction f P E, on aurait

N1pfq ď cNpfq.



En particulier, pour n ě 1, considérons fnptq “ tn, t P r0, 1s. Alors f 1nptq “ ntn´1. On remarque
alors que N1pfnq “ |fnp0q|`}f 1n}8 “ n et Npfnq “ }fn}8 “ 1 ce qui donnerait n ď c. On obtient
donc une contradiction en faisant tendre n vers l’infini. Ainsi N1 et N ne sont pas équivalentes.
Comme N2 est équivalente à N1, on en déduit que N2 n’est pas équivalente à N (par transitivité
de la relation d’équivalence des normes).

Exercice 3 (Complétude, compacité et homéomorphismes)

Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques et f : X ÝÑ Y une bijection.

a) Dans cette question, on suppose que pY, dY q est complet, que f est uniformément continue et
que f´1 est continue. Montrer alors que pX, dXq est complet.

b) On suppose maintenant que pX, dXq est compact et que f est continue.

(i) Soit A Ă X. On notera g “ f´1 : Y ÝÑ X. Justifier que g´1pAq “ fpAq où g´1pAq désigne
l’image réciproque de A par g.

(ii) Montrer que f´1 est continue.

(iii) Peut affirmer que pY, dY q est complet ? Justifier.

Solution:

a) Soit pxnqně1 une suite de Cauchy dans pX, dXq et ε ą 0. Comme f est uniformément continue,
il existe δ ą 0 tel que

dXpx, yq ă δ ùñ dY pfpxq, fpyqq ă ε. (1)

Comme pxnqně1 est une suite de Cauchy, il existe N P N˚ tel que

n,m ě N ùñ dXpxn, xmq ă δ.

Alors par (1), on en déduit que

n,m ě N ùñ dY pfpxnq, fpxmqq ă ε.

Ainsi, on obtient que la suite
`
fpxnq

˘
ně1 est une suite de Cauchy dans pY, dY q qui est complet.

On en déduit donc qu’il existe y P Y tel que fpxnq nÑ`8ÝÝÝÝÑ y dans pY, dY q. En utilisant maintenant
le fait que f´1 est continue, on obtient alors que xn “ f´1pfpxnqq nÑ`8ÝÝÝÝÑ f´1pyq dans pX, dXq.
On a donc montré que si pxnqně1 est une suite de Cauchy dans pX, dXq, alors elle converge. Ceci
montre donc que pX, dXq est complet.

b) (i) Par définition, on a g´1pAq “ ty P Y | gpyq P Au “ ty P Y | f´1pyq P Au. Comme f est
bijective, on a f´1pyq P A si et seulement si y P fpAq. Ainsi g´1pAq “ ty P Y | y P fpAqu “
fpAq.

(ii) D’après un résultat du cours, rappelons que g “ f´1 : Y ÝÑ X est continue si et seulement
si pour tout fermé F de X, alors g´1pF q est un fermé de Y . Soit donc F un fermé de X.
D’après (i), on a g´1pF q “ fpF q. Or F étant fermé dans X qui est compact, on en déduit que
F est compact. De plus, f est continue et l’image d’un compact par une application continue
est un compact. Ainsi, fpF q est un compact de Y , donc en particulier g´1pF q “ fpF q est un
fermé de Y . On conclut finalement que g “ f´1 est continue.



(iii) L’espace pY, dY q est complet. En effet, comme f est une bijection, on a Y “ fpXq et comme
l’image d’un compact par une application continue est un compact, on en déduit que Y est
compact. Or un compact est complet. Ainsi Y est complet.

Exercice 4 (Partie connexe non connexe par arcs) Dans le plan vectoriel euclidien R2 on considère
A “s0, 1s ˆ t0u YŤ

ně1
`t 1

nu ˆ r0, 1s
˘
et A1 “ tp0, 1qu. On pose B “ AYA1.

a) Représenter graphiquement A et A1.

b) Montrer que B Ă A.

c) Montrer que A est connexe par arcs et que B est connexe.

d) On souhaite montrer que B n’est pas connexe par arcs.
Soit γ : r0, 1s Ñ B une application continue telle que γp0q “ p0, 1q et γp1q “ p1, 1q. On note, pour
tout t P r0, 1s, γptq “ `

γxptq, γyptq
˘
.

(i) Montrer que t˚ :“ sup γ´1pA1q P r0, 1r.
(ii) Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout t Pst˚, t˚ ` δr, γxptq ą 0 et γyptq ą 0.

(iii) En déduire que γxptq P t 1
n | n P N˚u pour t Pst˚, t˚ ` δr, puis aboutir à une contradiction et

conclure.

Solution:

a) Voir l’image ci-contre.

b) Soit xn “ p 1
n , 1q P A pour n P N˚, nous avons xn

nÑ8ÝÝÝÑ p0, 1q et
donc A1 Ă A. Et comme de plus A Ă A par définition, nous avons
B Ă A.

c) Tout point pλ, 0q de s0, 1s ˆ t0u est connecté par un chemin recti-
ligne, dans A, à p1, 0q. Tout point p 1

n , λq de t 1
nuˆr0, 1s est connecté

par un chemin rectiligne, dans A, à p 1
n , 0q Ps0, 1s ˆ t0u. Ainsi tout

point de A est connecté par chemin dans A à p0, 1q P A. En conclu-
sion A est connexe par chemins, donc A est connexe et donc B est
connexe car il vérifie A Ă B Ă A.
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d) (i) Comme γ est continue et A1 est fermé on trouve que γ´1pA1q est un fermé de r0, 1s donc un
compact. Ainsi nous avons t˚ “ max γ´1pA1q P γ´1pA1q Ă r0, 1s et comme γp1q “ p1, 0q R A1
nous avons t˚ P r0, 1r.

(ii) Comme γy est continue et γypt˚q “ 1 nous avons qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout
t Pst˚, t˚ ` δr, γyptq ą 0. De plus pour tout t Pst˚, t˚ ` δr nous avons t ą t˚ “ max γ´1pA1q
ùñ γptq R A1 ùñ γptq P A ùñ γxptq Ps0, 1s.

(iii) D’après la question précédente γptq P Ť
ně1

`t 1
nu ˆ r0, 1s

˘
pour t Pst˚, t˚ ` δr car γxptq ą

0 ùñ γptq R A1 et γyptq ą 0 ùñ γptq Rs0, 1s ˆ t0u. Ainsi d’une part, γxpst˚, t˚ ` δrq Ă
t 1

n | n P N˚u est dénombrable, et d’autre part, l’image de intervalle st˚, t˚`δr par l’application
continue γx est un intervalle. Mais un intervalle non vide est dénombrable si et seulement s’il



est réduit à un point, par exemple t 1
nu. Ainsi on trouve que γx ” 1

n , pour un certain n P N˚
fixé, sur st˚, t˚ ` δr. Ce qui est en contradiction avec γxptq tÑt˚ÝÝÝÑ γxpt˚q “ 0. En conclusion
notre supposition est fausse : il n’existe pas de chemin dans B qui relie p0, 1q à p1, 1q, donc
B n’est pas connexe par chemins (même s’il est connexe).
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Exercice 1 (Questions de cours)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a) A =] ´ 1, 1[ est un ouvert dans (C, | ¨ |).
b) B = [1, 2[ est un fermé de (R, | ¨ |).
c) C = t(sin(t), cos(t), et) | t P [0, 1]u est un compact de R3 (muni de la norme euclidienne).

d) La frontière d’une partie non vide d’un espace métrique est non vide.

e) Soit n ě 1. Sur Rn[X], les polynômes de degré au plus n, on considère les deux normes définies
pour p P Rn[X] par

∥p∥8 = sup
tP[0,1]

|p(t)| et ∥p∥1 =
ż 1

0
|p(t)| dt.

Alors il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que pour tout p P Rn[X], on a

c1 ∥p∥8 ď ∥p∥1 ď c2 ∥p∥8 .

Solution :

a) L’affirmation est fausse : A =] ´ 1, 1[ n’est pas un ouvert dans (C, | ¨ |). En effet, raisonnons par
l’absurde et supposons que A soit un ouvert de (C, | ¨ |). Alors, comme 0 P A, il existe r ą 0 tel
que la boule ouverte B(0, r) de centre 0 et de rayon r (dans C) est contenue dans A. Mais ceci
est absurde car par exemple ir

2 P B(0, r) et ir
2 R A.

b) L’affirmation est fausse : B = [1, 2[ n’est pas un fermé de (R, | ¨ |). En effet, raisonnons aussi par
l’absurde et supposons que B soit un fermé de (R, | ¨ |). Considérons alors la suite (un)ně1 définie
par un = 2´ 1

n , n ě 1. Alors pour tout n ě 1, on a un P B et un nÑ+8ÝÝÝÝÑ 2. Mais si B était fermé
alors 2 appartiendrait à B, ce qui n’est pas.

c) L’affirmation est vraie : C est un compact de R3. En effet, remarquons que l’application

φ : [0, 1] ÝÑ R3

t ÞÝÑ φ(t) = (sin(t), cos(t), et)

est continue et [0, 1] est un compact. Or l’image d’un compact par une application continue est
un compact. Ainsi, l’image de φ est un compact de R3. Donc C = φ([0, 1]) est un compact de
R3.



d) L’affirmation est fausse : la frontière d’une partie non vide d’un espace métrique n’est pas toujours
non vide. Par exemple la frontière de l’espace tout entier est vide.

e) L’affirmation est vraie. En effet, remarquons que le R-espace vectoriel Rn[X] est de dimension
finie (de dimension n+ 1). Or d’après le cours, on sait que si E est un R-espace vectoriel normé
de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes. On en déduit donc que les normes
} ¨ }8 et } ¨ }1 sont équivalentes sur Rn[X] et donc il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que
pour tout p P Rn[X], on a

c1 ∥p∥8 ď ∥p∥1 ď c2 ∥p∥8 .

Exercice 2 (Normes fonctionnelles)

Soit E = C1([0, 1],R) le R-espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R qui sont de classe C1

(c.-à-d. dérivables et à dérivée continue sur [0, 1]). On considère sur E les deux normes suivantes (on
ne demande pas de vérifier que ce sont bien des normes) :

N1(f) = |f(0)| + }f 1}8 et N2(f) = }f}8 + }f 1}8,

où }g}8 = suptP[0,1] |g(t)|.
a) Montrer que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Sont-elles équivalentes à la norme N(f) = }f}8 ? Justifier.

Solution :

a) Soit f P E. Tout d’abord, il est clair que |f(0)| ď }f}8, ce qui donne immédiatement

N1(f) ď N2(f).

D’autre part, pour t P [0, 1], remarquons que

f(t) = f(0) +

ż t

0
f 1(u) du,

ce qui donne

|f(t)| ď |f(0)| +
ż t

0
|f 1(u)| du ď |f(0)| + t}f 1}8 ď |f(0)| + }f 1}8 = N1(f)

On a donc montré que pour tout t P [0, 1], on a |f(t)| ď N1(f), ce qui implique que }f}8 ď N1(f).
Comme d’autre part, on a clairement }f 1}8 ď N1(f), on en déduit que N2(f) = }f}8 + }f 1}8 ď
2N1(f). Ainsi, on a montré que pour tout f P E, on a

N1(f) ď N2(f) ď 2N1(f),

ce qui montre que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Les deux normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes à la norme N . En effet, supposons par
l’absurde que N1 est équivalente à la norme N . Alors il existerait une constante c ą 0 telle que
pour toute fonction f P E, on aurait

N1(f) ď cN(f).



En particulier, pour n ě 1, considérons fn(t) = tn, t P [0, 1]. Alors f 1
n(t) = ntn´1. On remarque

alors que N1(fn) = |fn(0)|+}f 1
n}8 = n et N(fn) = }fn}8 = 1 ce qui donnerait n ď c. On obtient

donc une contradiction en faisant tendre n vers l’infini. Ainsi N1 et N ne sont pas équivalentes.
Comme N2 est équivalente à N1, on en déduit que N2 n’est pas équivalente à N (par transitivité
de la relation d’équivalence des normes).

Exercice 3 (Complétude, compacité et homéomorphismes)

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques et f : X ÝÑ Y une bijection.

a) Dans cette question, on suppose que (Y, dY ) est complet, que f est uniformément continue et
que f´1 est continue. Montrer alors que (X, dX) est complet.

b) On suppose maintenant que (X, dX) est compact et que f est continue.

(i) Soit A Ă X. On notera g = f´1 : Y ÝÑ X. Justifier que g´1(A) = f(A) où g´1(A) désigne
l’image réciproque de A par g.

(ii) Montrer que f´1 est continue.

(iii) Peut affirmer que (Y, dY ) est complet ? Justifier.

Solution :

a) Soit (xn)ně1 une suite de Cauchy dans (X, dX) et ε ą 0. Comme f est uniformément continue,
il existe δ ą 0 tel que

dX(x, y) ă δ ùñ dY (f(x), f(y)) ă ε. (1)

Comme (xn)ně1 est une suite de Cauchy, il existe N P N˚ tel que

n,m ě N ùñ dX(xn, xm) ă δ.

Alors par (1), on en déduit que

n,m ě N ùñ dY (f(xn), f(xm)) ă ε.

Ainsi, on obtient que la suite
(
f(xn)

)
ně1

est une suite de Cauchy dans (Y, dY ) qui est complet.
On en déduit donc qu’il existe y P Y tel que f(xn) nÑ+8ÝÝÝÝÑ y dans (Y, dY ). En utilisant maintenant
le fait que f´1 est continue, on obtient alors que xn = f´1(f(xn))

nÑ+8ÝÝÝÝÑ f´1(y) dans (X, dX).
On a donc montré que si (xn)ně1 est une suite de Cauchy dans (X, dX), alors elle converge. Ceci
montre donc que (X, dX) est complet.

b) (i) Par définition, on a g´1(A) = ty P Y | g(y) P Au = ty P Y | f´1(y) P Au. Comme f est
bijective, on a f´1(y) P A si et seulement si y P f(A). Ainsi g´1(A) = ty P Y | y P f(A)u =

f(A).

(ii) D’après un résultat du cours, rappelons que g = f´1 : Y ÝÑ X est continue si et seulement
si pour tout fermé F de X, alors g´1(F ) est un fermé de Y . Soit donc F un fermé de X.
D’après (i), on a g´1(F ) = f(F ). Or F étant fermé dans X qui est compact, on en déduit que
F est compact. De plus, f est continue et l’image d’un compact par une application continue
est un compact. Ainsi, f(F ) est un compact de Y , donc en particulier g´1(F ) = f(F ) est un
fermé de Y . On conclut finalement que g = f´1 est continue.



(iii) L’espace (Y, dY ) est complet. En effet, comme f est une bijection, on a Y = f(X) et comme
l’image d’un compact par une application continue est un compact, on en déduit que Y est
compact. Or un compact est complet. Ainsi Y est complet.

Exercice 4 (Partie connexe non connexe par arcs) Dans le plan vectoriel euclidien R2 on considère
A =]0, 1] ˆ t0u Y Ť

ně1

(t 1
nu ˆ [0, 1]

)
et A1 = t(0, 1)u. On pose B = A Y A1.

a) Représenter graphiquement A et A1.

b) Montrer que B Ă A.

c) Montrer que A est connexe par arcs et que B est connexe.

d) On souhaite montrer que B n’est pas connexe par arcs.
Soit γ : [0, 1] Ñ B une application continue telle que γ(0) = (0, 1) et γ(1) = (1, 1). On note, pour
tout t P [0, 1], γ(t) =

(
γx(t), γy(t)

)
.

(i) Montrer que t˚ := sup γ´1(A1) P [0, 1[.

(ii) Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout t P]t˚, t˚ + δ[, γx(t) ą 0 et γy(t) ą 0.

(iii) En déduire que γx(t) P t 1
n | n P N˚u pour t P]t˚, t˚ + δ[, puis aboutir à une contradiction et

conclure.

Solution :

a) Voir l’image ci-contre.

b) Soit xn = ( 1n , 1) P A pour n P N˚, nous avons xn
nÑ8ÝÝÝÑ (0, 1) et

donc A1 Ă A. Et comme de plus A Ă A par définition, nous avons
B Ă A.

c) Tout point (λ, 0) de ]0, 1] ˆ t0u est connecter par un chemin recti-
ligne, dans A, à (1, 0). Tout point ( 1n , λ) de t 1

nuˆ[0, 1] est connecter
par un chemin rectiligne, dans A, à ( 1n , 0) P]0, 1] ˆ t0u. Ainsi tout
point de A est connecter par chemin dans A à (0, 1) P A. En conclu-
sion A est connexe par chemins, donc A est connexe et donc B est
connexe car il vérifie A Ă B Ă A.

1
1

1
2

1
3

1
4

1
n

A′ A

d) (i) Comme γ est continue et A1 est fermé on trouve que γ´1(A1) est un fermé de [0, 1] donc un
compact. Ainsi nous avons t˚ = max γ´1(A1) P γ´1(A1) Ă [0, 1] et comme γ(1) = (1, 0) R A1

nous avons t˚ P [0, 1[.

(ii) Comme γy est continue et γy(t˚) = 1 nous avons qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout
t P]t˚, t˚ + δ[, γy(t) ą 0. De plus pour tout t P]t˚, t˚ + δ[ nous avons t ą t˚ = max γ´1(A1)
ùñ γ(t) R A1 ùñ γ(t) P A ùñ γx(t) P]0, 1].

(iii) D’après la question précédente γ(t) P Ť
ně1

(t 1
nu ˆ [0, 1]

)
pour t P]t˚, t˚+δ[ car γx(t) ą 0 ùñ

γ(t) R A1 et γy(t) ą 0 ùñ γ(t) R]0, 1]ˆ t0u. Ainsi d’une part, γx(]t˚, t˚ + δ[) Ă t 1
n | n P N˚u

est dénombrable, et d’autre part, l’image de intervalle ]t˚, t˚ + δ[ par l’application continue
γx est un intervalle. Mais un intervalle non vide est dénombrable si et seulement s’il est



réduit à un point, par exemple t 1
nu. Ainsi on trouve que γx ” 1

n , pour un certain n P N˚

fixé, sur ]t˚, t˚ + δ[. Ce qui est en contradiction avec γx(t)
tÑt˚ÝÝÝÑ γx(t˚) = 0. En conclusion

notre supposition est fausse : il n’existe pas de chemin dans B qui relie (0, 1) à (1, 1), donc
B n’est pas connexe par chemins (même s’il est connexe).
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Exercice 1 (Questions de cours)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a) A “s ´ 1, 1r est un ouvert dans pC, | ¨ |q.
b) B “ r1, 2r est un fermé de pR, | ¨ |q.
c) C “ tpsinptq, cosptq, etq | t P r0, 1su est un compact de R3 (muni de la norme euclidienne).

d) La frontière d’une partie non vide d’un espace métrique est non vide.

e) Soit n ě 1. Sur RnrXs, les polynômes de degré au plus n, on considère les deux normes définies
pour p P RnrXs par

‖p‖8 “ sup
tPr0,1s

|pptq| et ‖p‖1 “
ż 1

0
|pptq| dt.

Alors il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que pour tout p P RnrXs, on a

c1 ‖p‖8 ď ‖p‖1 ď c2 ‖p‖8 .

Solution:

a) L’affirmation est fausse : A “s ´ 1, 1r n’est pas un ouvert dans pC, | ¨ |q. En effet, raisonnons par
l’absurde et supposons que A soit un ouvert de pC, | ¨ |q. Alors, comme 0 P A, il existe r ą 0 tel
que la boule ouverte Bp0, rq de centre 0 et de rayon r (dans C) est contenue dans A. Mais ceci
est absurde car par exemple ir

2 P Bp0, rq et ir
2 R A.

b) L’affirmation est fausse : B “ r1, 2r n’est pas un fermé de pR, | ¨ |q. En effet, raisonnons aussi par
l’absurde et supposons que B soit un fermé de pR, | ¨ |q. Considérons alors la suite punqně1 définie
par un “ 2´ 1

n , n ě 1. Alors pour tout n ě 1, on a un P B et un
nÑ`8ÝÝÝÝÑ 2. Mais si B était fermé

alors 2 appartiendrait à B, ce qui n’est pas.

c) L’affirmation est vraie : C est un compact de R3. En effet, remarquons que l’application

ϕ : r0, 1s ÝÑ R3

t ÞÝÑ ϕptq “ psinptq, cosptq, etq
est continue et r0, 1s est un compact. Or l’image d’un compact par une application continue est
un compact. Ainsi, l’image de ϕ est un compact de R3. Donc C “ ϕpr0, 1sq est un compact de
R3.



d) L’affirmation est fausse : la frontière d’une partie non vide d’un espace métrique n’est pas toujours
non vide. Par exemple la frontière de l’espace tout entier est vide.

e) L’affirmation est vraie. En effet, remarquons que le R-espace vectoriel RnrXs est de dimension
finie (de dimension n` 1). Or d’après le cours, on sait que si E est un R-espace vectoriel normé
de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes. On en déduit donc que les normes
} ¨ }8 et } ¨ }1 sont équivalentes sur RnrXs et donc il existe deux constantes c1, c2 ą 0 telles que
pour tout p P RnrXs, on a

c1 ‖p‖8 ď ‖p‖1 ď c2 ‖p‖8 .

Exercice 2 (Normes fonctionnelles)

Soit E “ C1pr0, 1s,Rq le R-espace vectoriel des applications de r0, 1s dans R qui sont de classe C1

(c.-à-d. dérivables et à dérivée continue sur r0, 1s). On considère sur E les deux normes suivantes
(on ne demande pas de vérifier que ce sont bien des normes) :

N1pfq “ |fp0q| ` }f 1}8 et N2pfq “ }f}8 ` }f 1}8,
où }g}8 “ suptPr0,1s |gptq|.
a) Montrer que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Sont-elles équivalentes à la norme Npfq “ }f}8 ? Justifier.

Solution:

a) Soit f P E. Tout d’abord, il est clair que |fp0q| ď }f}8, ce qui donne immédiatement

N1pfq ď N2pfq.
D’autre part, pour t P r0, 1s, remarquons que

fptq “ fp0q `
ż t

0
f 1puq du,

ce qui donne

|fptq| ď |fp0q| `
ż t

0
|f 1puq| du ď |fp0q| ` t}f 1}8 ď |fp0q| ` }f 1}8 “ N1pfq

On a donc montré que pour tout t P r0, 1s, on a |fptq| ď N1pfq, ce qui implique que }f}8 ď N1pfq.
Comme d’autre part, on a clairement }f 1}8 ď N1pfq, on en déduit que N2pfq “ }f}8` }f 1}8 ď
2N1pfq. Ainsi, on a montré que pour tout f P E, on a

N1pfq ď N2pfq ď 2N1pfq,
ce qui montre que N1 et N2 sont équivalentes.

b) Les deux normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes à la norme N . En effet, supposons par
l’absurde que N1 est équivalente à la norme N . Alors il existerait une constante c ą 0 telle que
pour toute fonction f P E, on aurait

N1pfq ď cNpfq.



En particulier, pour n ě 1, considérons fnptq “ tn, t P r0, 1s. Alors f 1nptq “ ntn´1. On remarque
alors que N1pfnq “ |fnp0q|`}f 1n}8 “ n et Npfnq “ }fn}8 “ 1 ce qui donnerait n ď c. On obtient
donc une contradiction en faisant tendre n vers l’infini. Ainsi N1 et N ne sont pas équivalentes.
Comme N2 est équivalente à N1, on en déduit que N2 n’est pas équivalente à N (par transitivité
de la relation d’équivalence des normes).

Exercice 3 (Complétude, compacité et homéomorphismes)

Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques et f : X ÝÑ Y une bijection.

a) Dans cette question, on suppose que pY, dY q est complet, que f est uniformément continue et
que f´1 est continue. Montrer alors que pX, dXq est complet.

b) On suppose maintenant que pX, dXq est compact et que f est continue.

(i) Soit A Ă X. On notera g “ f´1 : Y ÝÑ X. Justifier que g´1pAq “ fpAq où g´1pAq désigne
l’image réciproque de A par g.

(ii) Montrer que f´1 est continue.

(iii) Peut affirmer que pY, dY q est complet ? Justifier.

Solution:

a) Soit pxnqně1 une suite de Cauchy dans pX, dXq et ε ą 0. Comme f est uniformément continue,
il existe δ ą 0 tel que

dXpx, yq ă δ ùñ dY pfpxq, fpyqq ă ε. (1)

Comme pxnqně1 est une suite de Cauchy, il existe N P N˚ tel que

n,m ě N ùñ dXpxn, xmq ă δ.

Alors par (1), on en déduit que

n,m ě N ùñ dY pfpxnq, fpxmqq ă ε.

Ainsi, on obtient que la suite
`
fpxnq

˘
ně1 est une suite de Cauchy dans pY, dY q qui est complet.

On en déduit donc qu’il existe y P Y tel que fpxnq nÑ`8ÝÝÝÝÑ y dans pY, dY q. En utilisant maintenant
le fait que f´1 est continue, on obtient alors que xn “ f´1pfpxnqq nÑ`8ÝÝÝÝÑ f´1pyq dans pX, dXq.
On a donc montré que si pxnqně1 est une suite de Cauchy dans pX, dXq, alors elle converge. Ceci
montre donc que pX, dXq est complet.

b) (i) Par définition, on a g´1pAq “ ty P Y | gpyq P Au “ ty P Y | f´1pyq P Au. Comme f est
bijective, on a f´1pyq P A si et seulement si y P fpAq. Ainsi g´1pAq “ ty P Y | y P fpAqu “
fpAq.

(ii) D’après un résultat du cours, rappelons que g “ f´1 : Y ÝÑ X est continue si et seulement
si pour tout fermé F de X, alors g´1pF q est un fermé de Y . Soit donc F un fermé de X.
D’après (i), on a g´1pF q “ fpF q. Or F étant fermé dans X qui est compact, on en déduit que
F est compact. De plus, f est continue et l’image d’un compact par une application continue
est un compact. Ainsi, fpF q est un compact de Y , donc en particulier g´1pF q “ fpF q est un
fermé de Y . On conclut finalement que g “ f´1 est continue.



(iii) L’espace pY, dY q est complet. En effet, comme f est une bijection, on a Y “ fpXq et comme
l’image d’un compact par une application continue est un compact, on en déduit que Y est
compact. Or un compact est complet. Ainsi Y est complet.

Exercice 4 (Partie connexe non connexe par arcs) Dans le plan vectoriel euclidien R2 on considère
A “s0, 1s ˆ t0u YŤ

ně1
`t 1

nu ˆ r0, 1s
˘
et A1 “ tp0, 1qu. On pose B “ AYA1.

a) Représenter graphiquement A et A1.

b) Montrer que B Ă A.

c) Montrer que A est connexe par arcs et que B est connexe.

d) On souhaite montrer que B n’est pas connexe par arcs.
Soit γ : r0, 1s Ñ B une application continue telle que γp0q “ p0, 1q et γp1q “ p1, 1q. On note, pour
tout t P r0, 1s, γptq “ `

γxptq, γyptq
˘
.

(i) Montrer que t˚ :“ sup γ´1pA1q P r0, 1r.
(ii) Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout t Pst˚, t˚ ` δr, γxptq ą 0 et γyptq ą 0.

(iii) En déduire que γxptq P t 1
n | n P N˚u pour t Pst˚, t˚ ` δr, puis aboutir à une contradiction et

conclure.

Solution:

a) Voir l’image ci-contre.

b) Soit xn “ p 1
n , 1q P A pour n P N˚, nous avons xn

nÑ8ÝÝÝÑ p0, 1q et
donc A1 Ă A. Et comme de plus A Ă A par définition, nous avons
B Ă A.

c) Tout point pλ, 0q de s0, 1s ˆ t0u est connecté par un chemin recti-
ligne, dans A, à p1, 0q. Tout point p 1

n , λq de t 1
nuˆr0, 1s est connecté

par un chemin rectiligne, dans A, à p 1
n , 0q Ps0, 1s ˆ t0u. Ainsi tout

point de A est connecté par chemin dans A à p0, 1q P A. En conclu-
sion A est connexe par chemins, donc A est connexe et donc B est
connexe car il vérifie A Ă B Ă A.
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d) (i) Comme γ est continue et A1 est fermé on trouve que γ´1pA1q est un fermé de r0, 1s donc un
compact. Ainsi nous avons t˚ “ max γ´1pA1q P γ´1pA1q Ă r0, 1s et comme γp1q “ p1, 0q R A1
nous avons t˚ P r0, 1r.

(ii) Comme γy est continue et γypt˚q “ 1 nous avons qu’il existe δ ą 0 tel que, pour tout
t Pst˚, t˚ ` δr, γyptq ą 0. De plus pour tout t Pst˚, t˚ ` δr nous avons t ą t˚ “ max γ´1pA1q
ùñ γptq R A1 ùñ γptq P A ùñ γxptq Ps0, 1s.

(iii) D’après la question précédente γptq P Ť
ně1

`t 1
nu ˆ r0, 1s

˘
pour t Pst˚, t˚ ` δr car γxptq ą

0 ùñ γptq R A1 et γyptq ą 0 ùñ γptq Rs0, 1s ˆ t0u. Ainsi d’une part, γxpst˚, t˚ ` δrq Ă
t 1

n | n P N˚u est dénombrable, et d’autre part, l’image de intervalle st˚, t˚`δr par l’application
continue γx est un intervalle. Mais un intervalle non vide est dénombrable si et seulement s’il



est réduit à un point, par exemple t 1
nu. Ainsi on trouve que γx ” 1

n , pour un certain n P N˚
fixé, sur st˚, t˚ ` δr. Ce qui est en contradiction avec γxptq tÑt˚ÝÝÝÑ γxpt˚q “ 0. En conclusion
notre supposition est fausse : il n’existe pas de chemin dans B qui relie p0, 1q à p1, 1q, donc
B n’est pas connexe par chemins (même s’il est connexe).


