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Feuille 1 :
Fonctions Holomorphes—Fonctions classiques

Exercice 1 Soit f la fonction définie par f(z) = ||, z € C. Déterminer I’ensemble
des points de C ou

(a) f est différentiable.
(b) f est C—dérivable.

Exercice 2 Soit f: C — C la fonction définie par :

ay(e+iy)
fati)={ “arrye STTWHEO
0 six+iy=0.

Montrer que f n’est pas différentiable en 0, mais posséde des dérivées partielles
qui satisfont les équations de Cauchy-Riemann en 0.

Exercice 3 (a) Soit f : C — C définie par f(z + iy) = = + 2izy. La fonction f
est-elle holomorphe sur C?

(b) Soit g : C\ {0} — C définie par g(z + iy) =
est-elle holomorphe sur C\ {0} 7

_r sy :
17 — lzzygz- La fonction g

Exercice 4 Soit U un ouvert connexe de C. Soit f : U — C une fonction holo-
morphe. On note P = R(f) et Q = I(f) les parties réelle et imaginaire de f.

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est constante sur U.
(b) P est constante sur U.
(¢) Q est constante sur U.
2. En déduire que les assertions précédentes sont aussi équivalentes a :
(d) f holomorphe sur U.

(e) |f] est constante sur U.

Exercice 5 Soit U un ouvert connexe de C et f : U — C une fonction holomorphe
sur U.

(a) Montrer que si f(U) C R alors f est constante.
(b) Que peut-on dire de f si sa partie réelle est holomorphe sur U ?

(¢) Méme question si |f| est holomorphe.

Exercice 6 Soient 2, deux ouverts de C et f : Q — Q' une application holo-

morphe.

(a) On suppose dans cette question que f est un C!-difféomorphisme. Montrer que
f~1 est holomorphe sur €2'.



(b) On suppose dans cette question qu'il existe un point zy € Q tel que f'(zg) # 0.
Montrer alors que f admet un inverse local au voisinage de zg et que, de plus,
cet inverse est holomorphe au voisinage de f(zo).

On pourra utiliser le théoréme d’inversion locale qu’on rappellera au préalable.

Exercice 7 Trouver toutes les fonctions f : C — C holomorphes telles que
R(f(z)) =2 -y’ —z—y, z=z+iyeC.

Exercice 8 (Fonctions harmoniques) Soit U un ouvert de C. Une application
u U — R (ou C) est dite harmonique si elle est de classe C? et vérifie Au =
T3 a L =0 (Popérateur A = 88—;2 + 68722 s’appelle le laplacien).
82
0z 82
2. Soit f = w + iv une fonction holomorphe sur U. En admettant que f est de
classe C? sur U, montrer que sa partie réelle u et sa partie imaginaire v sont
harmoniques sur U (autrement dit f est harmonique sur U).

1. Montrer que pour toute fonction f: U — C deux fois dérivable, Af =4

3. Montrer que si u: U — R est harmonique, alors la fonction f = 2% — ;3% a est
holomorphe sur U.

4. Montrer que l'application u: z = x + iy — 2xy est harmonique sur C. Trouver
toutes les fonctions holomorphes sur C dont la partie réelle est égale & wu.

5. Montrer que l'application z = xz + iy — e *(xsiny — y cosy) est harmonique
sur C. Trouver toutes les fonctions holomorphes sur C dont la partie réelle est
égale & u.

6. Que dire d'une fonction holomorphe f sur un ouvert connexe telle que |f|?
est harmonique ?

7. Soit f holomorphe sur U. On suppose que f ne s’annule pas sur U. Montrer
que log | f| est harmonique.

Exercice 9 (Dérivation des séries entiéres) Soit f la fonction définie sur D(0, R)
par une série entiére > a,2" de rayon de convergence R > 0.

1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Y na, 2" ! est égal a
R.

2. Le but de cette question est de montrer que f est holomorphe sur D(0, R), et
que f'(2) =35, na,z" ! pour tout z € D(0, R).

(a) Soit |zg] < R et r tel que |z9| < r < R. Pour z € D(0,r), vérifier que

f(z) = f(z0) Zh

ol hyy(2) = ap NP znm 1ok b,
b) Montrer que la série h, est normalement convergente sur D(0,r).
n
(c) En déduire le résultat.

3. Montrer que f est indéfiniment C-dérivable et exprimer f(™(0) pour tout
n € N.

4. Montrer que f admet une primitive sur D(0, R).



Exercice 10 (Analyticité des séries entiéres)

1. Montrer qu’une fonction analytique sur un ouvert Y (autrement dit dévelop-
pable en série entiére au voisinage de tout point de U) est holomorphe sur
U.

Indication : on pourra utiliser I’exercice précédent.

2. Montrer que la somme f d’une série entiére de rayon de convergence R est
une fonction analytique sur D(0, R).

Exercice 11 Soit U = C\ R~ et Log la détermination principale du logarithme.

1. A t-on Log(e*) = z pour tout z € (exp)~!(U)? Sinon, déterminer un ouvert
V de C ou cette égalité est vraie.

2. Soit PT = {z € C: Re(z) > 0}. A t-on Log(zz') = Logz + Logz’ pour tous
2,2 € Pt?

3. Méme question en remplagant P* par 77 = {2z € C : Sm(z) > 0}.

Exercice 12 Soit U un ouvert de C et f : U — C holomorphe. On appelle déter-
mination holomorphe sur U du logarithme de f toute application F' holomorphe
sur U telle que

ef') = f(2) pour tout z € U.

1. On suppose qu’'une telle fonction F' existe. Calculer F'(z) pour z € U.

2. On suppose qu’une telle fonction F existe et on suppose aussi que U est
connexe. Expliciter toutes les déterminations holomorphes sur U du loga-
rithme de f.

3. Dans son disque de convergence, calculer la somme de la série entiere ) - -, %z”

Exercice 13 Soit U un ouvert de C. On appelle détermination holomorphe sur
U de la fonction arctangente toute fonction holomorphe f sur U, I valeurs dans
C\{% +km, k € Z} telle que tan(f(2)) = z, (z € U).
1. Montrer que s’il existe une détermination holomorphe sur U de la fonction
arctangente, alors —i € U et ¢ ¢ U.
2. Soit U un ouvert de C ne contenant ni i, ni —i. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :
(7) f est une détermination holomorphe de la fonction arctangente sur U,
1+iz
—iz
3. Soit U un ouvert connexe de C ne contenant ni ¢, ni —i. Supposons qu’il existe
sur U une détermination holomorphe de la fonction arctangente. Expliciter
toutes les déterminations holomorphes sur U de la fonction arctangente
4. Soit U :=C\ {iy : |y|=1}.
a) Construire sur U une détermination holomorphe f de la fonction arctan-
gente.
b) Déterminer f(U).

¢) Donner pour |z| < 1, le développement en série entiére de f.

(#9) 2if(z) est une détermination holomorphe sur U du logarithme de
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Feuille 2 :
Primitives, Indices et Formules de Cauchy.

Exercice 1 Soient U un domaine de C et f : U — C une fonction holomorphe
telle que f(z) # 0 pour tout z € U. Montrer que les assertions suivantes sont

équivalentes :
/

(i) T a une primitive dans U.

(ii) Il existe dans U une détermination holomorphe du logarithme de f.

Dans ce cas, quelles sont toutes les déterminations holomorphes sur U du loga-
rithme de f? Donner une condition géométrique sur U pour que f admette une
détermination holomorphe du logarithme.

Exercice 2 Soit U = D(0,1[\{0}. Montrer que dans U il n’existe aucune détermi-
nation holomorphe du logarithme.

Exercice 3 Soit v le cercle centré en 2 et de rayon 1 parcouru une fois dans le sens
z+1
direct. Calculer / idz.
N 2

Exercice 4 On fixe a €]0,1[ et r €]0,1 —a[. Soit v le cercle de centre a et de rayon
r (parcouru une fois dans le sens direct). Pour z € C\ {—1,1}, on définit g par
z—a
=2 .
9(2) =25~
(a) Montrer que I' est un circuit tracé dans C*.
d
(b) Calculer [, 4.

Soit I' = g o~.

Exercice 5 Soit 7 le cercle de centre 0 et de rayon 1 (parcouru une fois dans le
sens direct). Calculer :

a) [ e*dz.

Exercice 6 Calculer de deux maniéres différentes / dz ol 7y est le circuit

dont le support est le carré de sommets 144, 1 —4, —1 — i et —1 4+ ¢ parcouru une
fois dans le sens direct.

2
Exercice 7 Soit v lellipse d’équationi—i + ¥ = 1 avec a,b > 0. En calculant de
deux maniéres différentes fﬂ/ %, donner la valeur de

I /271' dt
o aZcos?t+ b2sin’t



1
1—2a cos t+a?

Exercice 8 (a) Soit a € C, |a| # 1. Montrer que I'application ¢t —
est intégrable sur [0, 27].
() Pour fal # 1, soit fle) = [ 15
our |a soit f(a) = .
’ o 1—2acost+ a2

curviligne d’une fonction bien choisie le long du cercle unité, calculer f(«). La
fonction f est-elle holomorphe sur C\ {z: |z| =1} 7

En considérant l'intégrale

Exercice 9 Soit V =C\ [-1,1].
(a) Montrer qu’il existe sur V une détermination holomorphe de (22 — 1)/2.

(b) Montrer que néanmoins, il n’existe pas de de détermination holomorphe de
log(2? —1).

Exercice 10 Soit U un domaine et f une fonction holomorphe sur U telle quef(z) #
0 pour tout z € U.

(a) Montrer que pour tout circuit y tracé dans U on a :

BN ENC)

dz € 7.
2ir [, f(2) €

(b) En déduire que si pour tout n > 2, il existe sur U une détermination holomorphe
de (f(2))'/™, alors il existe sur U une détermination holomorphe de log f.

Exercice 11 Soit U = C\ [—1,1].

(a) Soit v un circuit tracé dans U. Montrer que

d
/ 27'2 —0.
527 +1
(b) Montrer qu’il existe une unique fonction f holomorphe sur U telle que f'(z) =

ﬁ,zeUetf(%):%.

(c) Existe-t-il une primitive de z — Zg—lﬂ dans D(0,1[? dans C\ {—i,i}?

Exercice 12 Soit § : R™ — C une application continue, non bornée, prenant la
valeur 0 en 0. Notons U = C\ 6(R™), et soit v : [0,1] — U un circuit tracé dans U.
Notons ¢ : RT™ — C, ¢ — Ind(7y, d(t)).

a) Montrer que ¢ est continue.

b

) En déduire que ¢ est constante. Que vaut-elle ?
¢) Conclure : pour tout circuit «y tracé dans U, on a Ind(y,0) = 0.
)

d) En déduire qu'’il existe une détermination holomorphe du logarithme dans U.

Exercice 13 Soit U un ouvert de C et (f,)n>0 une suite de fonctions holomorphes
sur U telles que

() la suite (fn)n>0 converge simplement sur U vers une fonction f : U — C;
(71) il existe M > 0 telle que |f,(2)|<M, Vn>0,Vz € U.

a) Soit zgp € U et R > 0 tel que D(zp, R[C U. Montrer que, Ya € D(zo, R],
e,

e 2@

fla) =

)

ol 7, est le cercle de centre zp et de rayon r €]|zp — a|, R[. En déduire que f
est continue en a.



b) Montrer que, Ya € D(zo, R],
-y n 1 f(2)
f(a) - n>0(a ZO) 2T /yT (Z _ Zo)n+1 d27

et en déduire que f est holomorphe sur U.

Exercice 14 Soit R>1 et f : D(0, R[— C une fonction holomorphe sur D(0, R].
On suppose que, pour tout z € D(0, 1], on a

1

<=

Montrer que Vn>0 :
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Feuille 3 :
Principes des zéros isolés, principe du maximum.

Exercice 1 Etudier 'existence et 'unicité de fonctions holomorphes f sur un voi-
sinage connexe U de 0 telles que :

1 1 1
a) f <n> = ol Yn=l. b) f <n) = exp(—n), Vn=>1.

Exercice 2 Soient f et g deux fonctions entiéres telles que :

[f(2)I<lg(2)], VzeC.

a) Montrer que tout zéro zo de g est un zéro de f et que la multiplicité de f au
point zp est au moins aussi grande que celle de g.

b) En déduire que f et g sont proportionnelles.

Exercice 3 On fixe t € R\ Q. On pose a = €™ et on note

1 3
U—{ZE(C.2<|Z|<2}.

Soit f : U — C une fonction holomorphe sur U telle que :
flaz) = f(z), VzeU.

Enfin on définit g : U — C par g(z) = zf'(2) — f'(1), z € U.
a) Calculer g(a™), n € N.
b

)
¢) Montrer que f est constante.
)

d

Montrer que g est identiquement nulle sur U.

La conclusion subsiste-t-elle si on prend t € Q?

Exercice 4 Soient U un domaine de C, symétrique par rapport a l'axe réel (i.e.
z€U =7z e€U) et f une fonction holomorphe sur U.
a) Montrer que la fonction f* : U — C définie par f*(z) = f(z), z € U, est
holomorphe sur U.
b) Montrer que I = UNR est non vide et méme contient un segment non réduit
a un point.

¢) Montrer qu’il existe deux fonctions g et h holomorphes sur U, a valeurs réelles
sur I et telles que f = g+ ih. Y a-t-il unicité du couple (g, h)?

d) Montrer que pour tout z € U, on a g(z) = g(z) et h(Z) = h(z). Calculer f(z).

Exercice 5 Soient a,b € R, a < b et f :]a,b[— R une fonction analytique.

1. Montrer que Vx €]a,b[ il existe r, > 0 et g, une fonction holomorphe sur
D(z, 5[ telle que gu(jp_r, zir,[ = f-

2. En déduire qu’il existe 2 un domaine de C contenant ]a,b[ et une unique
fonction g holomorphe sur €2 telle que gjjq,5) = f-



Exercice 6  a) Soit € un ouvert connexe de C, zp € Q et L := {2z +tb:t € R}
ou b € C*. Soit f une fonction continue sur 2 et holomorphe sur Q\ L. Montrer
que f est holomorphe sur €.

b) Soit f une fonction holomorphe sur H; = {z € C : Sm(z) > 0}, continue et
bornée sur Hy et ne prenant que des valeurs réelles sur R. Montrer que f est
constante (On pourra chercher a prolonger f sur C).

Exercice 7 Soit f une fonction holomorphe sur un disque ouvert de centre 0 et de
rayon 7 > 1 et ne prenant que des valeurs réelles sur le cercle unité. Que peut-on
dire de f7

Exercice 8 (Application du lemme de Schwarz) Soient D = D(0,1[ et g ho-
lomorphe sur D. On suppose qu’il existe M > 0 tel que |g(z)] < M pour tout
z€D.

L. On pose f(2) = 42 et () = 20

(a) Montrer que ¢ est holomorphe sur D et que p(D) C D.

(b) En déduire que, pour tout z € D :

ORVIOIE

M2 —g(0)g(z) ~ M

2. On suppose de plus que |¢’(0)] = M. Montrer qu’il existe A € C, |A| = M tel
que g(z) = Az pour tout z € D.

Exercice 9 Soit R > 0 et f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R).
Pour r € [0, R[, on pose :
M(r) := sup |f(2)].

|z|=r
a) Montrer que M est une fonction croissante.
b) Montrer que s’il existe 11 # ro tels que M (r1) = M (rs), alors f est constante
sur D(0, R).
. . . M(r)
¢) Soit P un polynéme de degré n>1. Pour 7 > 0, on pose s(r) = ——.
T
(i) Montrer que s est décroissante et que si P n’est pas de la forme a, 2",
alors s est strictement décroissante. (Pour comparer s(r1) et s(r2), on
riT
pourra considérer f(z) = z"P (g) 2
z
(ii) Montrer que, pour tout r > 0, on a |a,|<s(r), puis que lm s(r) = |ay]|.
T

+oo
P(z)

Redémontrer le résultat du (i), en considérant la fonction f(z) = ——=.
z

(iii) En déduire que si P n’est pas de la forme a,,2", alors il existe z de module
1 tel que |P(2)] > |an]-

(iv) Montrer que si P est majoré par 1 sur le disque unité, alors |P(z)]| est
majoré par |z|™ hors du disque unité.

Exercice 10 Soit 0 <r < R et f: D(0,R) — C une fonction holomorphe tel que
f(z) #0,Vz e D(0,r).

a) Montrer qu’il existe p €]r, R[ tel que f(z) # 0, Yz € D(0, p).

b) En déduire que

1 2m )
ln\f(0)|:%/0 In|f(re|dt.

(On montrera qu'il existe une détermination holomorphe de log f sur D(0, p)).



Exercice 11 Soit f: D(0, R) — C une fonction holomorphe telle que f(0) = 0 et
|f(2)|<C, Vz € D(0, R).

a) Montrer que |f’(0)|<%.

b) Montrer que |f/(0)| = % si et seulement s’il existe A, |A| = 1, tel que f(z) =

%z, Vz € D(0, R).

Exercice 12 Soit €2 un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur 2,
f non constante. On suppose que |f| admet une minimum local dans 2. Montrer
alors que ce minimum est nécessairement nul. En particulier, f s’annule au moins
une fois.

Exercice 13 Soit 2 un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur (2,
f non constante. Soit a € €.

(a) Montrer qu'’il existe r > 0 tel que D(a,r) C Q et

= min |f(z) - f(a)] > 0.

|z—al=r

(b) Soit w € D(f(a),/2) et notons par f, la fonction définie sur Q par f,(z) =
f(z) —w.
(i) Justifier qu’il existe ¢, € D(a,r) tel que
[fo(C)l = inf [fu(2)].
z€D(a,r)
(ii) Mountrer que nécessairement ¢, € D(a,r).

(iii) En déduire que f,, s’annule au moins une fois dans D(a,r).

Indication : on pourra utiliser ’exercice 12.
(iv) En déduire que D(f(a), 1/2) C f(Q).

(c¢) Enoncez le théoréme obtenu.
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Feuille 4 :
Singularités, théoréeme des résidus, principe de variation de 'argument
et théoréme de Rouché.

Exercice 1 Déterminer les singularités des fonctions suivantes, leur nature et les
résidus correspondants :

1
sin z 1 exp ()
a) ) —22 d

pm— b) cotanz — > 1 ) 7 cotan(r z).

Exercice 2 On suppose que a et b sont tels que 0 < |a| < |b]. Trouver le dévelop-
pement en série de Laurent de la fonction

IS S
GC-a)z—b)

dans la couronne {z € C: |a| < |z| < |b]}.

fz) =

Exercice 3 Trouver le développement en série de Laurent de la fonction

2292245
(z—2)(22+1)’

dans la couronne {z € C: 1 < |z]| < 2}.

flz) =

Exercice 4 Si « désigne le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonomé-
trique, calculer :
1 e*—e’*?

I dz.

2m y z

Exercice 5 On note 7 le cercle de centre 0 et de rayon 3/2 parcouru une fois dans
le sens trigonométrique, calculer :

522 +1 / z
——dz et ————dz.
/vz(z—l) 4 (z2=1)2(2+2)
Exercice 6 Pour r # 1, on note +, le cercle de centre 0 et de rayon r parcouru une
fois dans le sens trigonométrique. Calculer :

1/z
/ ¢ dz.
21

Exercice 7 Considérons le contour suivant (R € RT*) :

R




a) On fixe a € RT. Calculer I'intégrale de
eiaz

Z—
1422

sur ce circuit. En faisant tendre R vers +oo, déduire

—+oo
/ cos(ax) .
0

1+ 22

b) En intégrant ze'* /(1 + 22) sur le méme contour, calculer

T psinx
2dﬂc.
0 1+

Exercice 8 Soit n € N, n>2. En considérant le contour suivant, puis en faisant
tendre R vers +o0o0, montrer que :

a=——

n ia

oo de T.T
= —sin —.
0 1+z" n n

1z
Exercice 9 En intégrant — sur le circuit suivant, puis en faisant tendre € vers 0
z

et R vers +o0, calculer f0+°° % dx

iR

ie

<

(VR R

Exercice 10 On fixe a €]0, 1[. On considére la détermination du logarithme définie
sur U = C\ R*, et on pose pour z € U :

f(Z) — a1 e(afl)log(z).

a—1
a) Montrer que la fonction x +—
1+

est intégrable sur R* .

Pour 0 < e <7 <1< R, on consideére le circuit v, , r ci-dessous et on pose

I(e,r,R) = / ij_z)l dz.
Ye,r,R




N
/_

b) Calculer I(g,r, R) par le théoréme des résidus.
¢) Déterminer I(r, R) = lim._,o I (e, r, R).

d) Déterminer lim I(r, R) et en déduire que
r—0

+oo a—1
T ™
dr = — .
0 1+ sin o

Exercice 11 On fize a € C, |a|>1 et n>2. Montrer que l’équation 1+ z+az™ =0
a toutes ses racines dans le disque D(0,2].

R—+o0

Exercice 12 Soit P(z) = z™ + a12™ ! + ...a,, un polynéme. On suppose que
|P(2)|<1, Yz € D(0,1]. Montrer qu’il existe zo, |z0| = 1, tel que |P(zo)| = 1.

Exercice 13 Soit r > 0 et U un ouvert de C contenant le disque fermé D(0,r].
Soit f holomorphe sur U. On suppose que

SO+ rAF O <mi= inf |7
Montrer que f posséde au moins deux zéros dans le disque ouvert D(0,r|.

Exercice 14 Considérons dans le plan complexe ’équation suivante :
ef+z—A=0 (1)
ol A est un paramétre complexe. On notera Ay le demi-plan R(z) > 0 et Ap le

demi-plan (=) > 1.

1. Fixons A € Ay et pour R > |A| 4 1, soit D le demi-disque de centre 0 et
de rayon R contenu dans le demi-plan Ag. Montrer que I’équation (1) a une
unique solution & U'intérieur de D g.

2. En déduire que pour tout A € Ay, I'équation (1) a une unique solution z(\)
dans Ag.

3. Montrer que l'application A — x(\) est analytique dans A;.
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Devoir Maison 1 :
Fonctions Holomorphes—Fonctions Harmoniques

Exercice 1 (Cauchy-Riemann en polaires) Soit Q un ouvert de C ne conte-
nant pas 0 et f : Q@ — C une fonction différentiable. On note P = Re(f) et
Q = Sm(f) les parties réelle et imaginaire de f. Pour zg = xo + iyo € Q, on
pose 2o = 19 exp(ify), (ro, V) € RT* x R.
a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i) f est dérivable en z.

(ZZ) %(Zo) = Z.TO(?)%(Z()) .

.., OP . 10 )
(i) W(TO cos(dg), rosin(dp)) = ag(ro cos(g), ro sin(dp)) et
OP . 0 .
5 (ro cos(¥o), o sin(dy)) = 77'08—(;2 (ro cos(¥o), o sin(dy))

Les équations (ii) et (iii) sont appelées les équations de Cauchy-Riemann en
coordonnées polaires.

b) Application : On note Q le plan complexe privé de la demi-droite {z
Re(z) < 0, Sm(z) = 0}. Pour z € , on choisit argument ¥ de z dans
| — m, 7w et on définit f : Q — C par

f(2) = Vpel?.

Montrer que f est holomorphe sur Q2. Calculer f(2)2.

Exercice 2 (Fonctions holomorphes et harmoniques) Soit Q un ouvert de C.
Une fonction u : Q — C est dite harmonique dans Q si elle est de classe C? et si
elle satisfait 1 ’Equation suivante :

ou P
ox2  oy?

a) Soit Q un ouwvert de C. Montrer que si une fonction complexe sur § est holo-
morphe, alors ses parties rEelle et imaginaire sont harmoniques. En dEduire
que la fonction elle-mIme est harmonique.

Inversement, on se demande si une fonction rEelle harmonique sur Q est la
partie rEelle d’une fonction holomorphe. C’est parfois possible (voir Ezercice
??, ¢)) mais en gEnEral la rEponse est difficile et dEpend de l'ouvert .

b) Soit O = C* et P(x +iy) = +In(z? + y?). VErifier que P est harmonique
sur Q0. Par Uabsurde, montrer que P ne peut pas Itre la partie rEelle d’une
fonction holomorphe sur Q. En dEduire qu’il n’existe pas de dEtermination
holomorphe du logarithme sur C*

c) Soit P : Q — R une fonction harmonique, soit zo € Q et r > 0 un rEel tel que
D(zp,r) C Q. Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f : D(zg,7) —
C telle que P = Re(f). (On pourra appliquer le lemme de PoincarE, voir
Ezercice 31 (—0P/0y,0P/0x).) La fonction f est-elle unique ?
On rEsume ceci en disant que “toute fonction harmonique est localement la
partie rEelle d’une fonction holomorphe”.



d) Lorsque Q = C, montrer que toute fonction rEelle harmonique est la partie
rEelle d’une fonction holomorphe.

Exercice 3 (ApartE : lemme de PoincarE) Soitr € R, 29 = zg+iyo € C et
(R, S) un couple de fonctions de classe C' du disque ouvert D = D(zg,r) 1 valeurs
dans R. Pour z =x + iy € D on pose :

Q) - | (<x —0) R(t(z — 20) + 20) + (4 — o) S(t(z — z0) + ZO>) dt.

0,1] — R

a) Rappeler lexpression de la dErivEe de la fonction . = Rt — 20) + 70, 1y — 0) + v0) -

OR oS o
b) On suppose que - 9r Montrer alors que les dErivEes partielles de Q
Y z
existent et que pour tout (x,y) € D(zo,7), on a :
oQ

Do) =Riaw) e Gw0) = S).
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Devoir Maison 2 :
Fonctions univalentes et théoréme de Bieberbach

Soit © un ouvert de C. On rappelle qu'une fonction f : Q@ — C est univa-
lente si elle est holomorphe et injective sur €2. On rappelle aussi le théoréme de
Green—Riemann qui dit que si I" est un lacet simple (c’est-a-dire sans point double),
positivement orienté et qui entoure un domaine D borné et si P et @ sont deux
applications C'' au voisinage de D, alors on a

/FPdaH—Qdy://D (gf-?;) dzdy.

Rappelons que si I'(t) = (z(t), y(t)) = «(t) + iy(t), t € [0,1], alors I'intégrale curvi-
ligne & gauche est définie par

/ Pdzr + Qdy = / (P(x(t),y(t)2'(t) + Qx(t),y(t))y'(t)) dt.
r 0

Enfin on notera D = {z € C: |2| < 1}.

(a) Soit © un ouvert convexe. Soit f € Hol(f2) telle que pour tout z € Q, on a
Re(f'(z)) > 0. Montrer que f est univalente.
Indication : on pourra considérer f(z1) — f(z2) et I’écrire comme une intégrale.

(b) Soit g une fonction univalente sur C \ D.

(1) Justifier Pexistence de deux suites (an)n>1 €t (by)n>0 telles que
+oo +oo
g(z) = Z anz" + Z bp2", |z| > 1.
n=1 n=0

(ii) On suppose dans la suite que a; = 1 et a, = 0, n > 2. Pour r > 1, on
note v, le lacet défini par 7, (t) = rexp(2int), t € [0,1]. Montrer que

1 +oo
- Zdz = 2 b 2..—2n .
5 gO%z 2= (r E n|bn|“r

n=0
(iii) Justifier que siI" est un lacet simple, positivement orienté, alors la quantité

1

21 r
représente un réel positif ou nul.
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Green—Riemann pour inter-
préter cette intégrale curviligne comme une aire.

(iv) En déduire que
“+oo

> nlbal* <1,

n=0

et finalement que |b;| < 1.



(c) Dans la suite, on notera S la classe des fonctions f univalentes sur D et qui
vérifient que

f(0)=0 et f'(0)=1.
(i) Montrer que f(z) = {i=z)z est un élément de S.

(ii) Soit f € S et notons

“+o0
f(z):erZanz”, zeD,
n=2

la série de Taylor de f a l'origine. Montrer qu’il existe f; € S telle que
f2(2) = f(2?), z € D. Justifier que f; est impaire.

(iii) Justifier qu’on peut écrire f; sous la forme
+oo
flz)= Z Cony122" T, z €D,
n=0

avec a1 € C,n>0et 2 =1 et 2¢c1c3 = as.

(iv) Soit g : z— ¢ fi(27")"!. Montrer que g est une fonction univalente sur
C\ D dont le développement en série de Laurent est de la forme

¢
g(z)=z— 2214
C1
(v) En déduire, en utilisant (b), que |e3| < |c1|, puis que |as| < 2.1

(d) Soit f € S. Notons r le plus grand rayon d’une boule ouverte centré en 0 et
contenue dans f(D).

(i) Justifier que r > 0.

) Vérifier que ¢ : z — f~1(rz) envoie 0 sur 0 et D dans D.
(iii) En déduire en calculant ¢’(0) que r < 1.

) Soit w € C\ f(D). Vérifier que I’application

,w2

ZH —

w— f(2)

est univalente sur D et que son développement de Taylor en 0 s’écrit
1 2
wHz+|—4ax )27+ ....
w
(v) En déduire que |+ + az| < 2 et que |w| > 1/4.

(vi) En déduire finalement que r > 1/4. Autrement dit, on a montré que si
f €S8, alors D(0,1/4) C f(D).

1. En 1916, Bieberbach a conjecturé qu’en fait pour toute fonction f € S, on a |an| < n,n > 1.
Il a prouvé le cas n = 2 mais en dépit de nombreux efforts, il a fallu attendre 1984 pour que L. de
Branges fournisse une preuve de cette conjecture.
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Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 3 exercices
indépendants qui pourront étre traités dans ’ordre de votre choix. Une
attention particuliére devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément
important d’appréciation.

Exercice 1.

Soit 2 = C\ {z € R: |z| > 1}. On veut construire une fonction f holomorphe
sur € telle que :

(1) cos(f(z)) = z pour tout z € §;

(2) f(x) = arccos(x) pour tout z €] — 1, 1].
(a) Représentez graphiquement ().
(b)

Montrer que f vérifie (1) si et seulement si f vérifie
(e — )2 =22 -1, z €.

(c) (i) Vérifier que si z € Q, alors 1 — 2% ¢ R_.

(ii) Construire une fonction g holomorphe sur €2 tel que g(z)* = 1 — 2% pour
tout z € Q et g(x) > 0 pour tout x €] — 1,1].

(d) Soit h(z) = z+1ig(z), z € Q.
(i) Vérifier que h(Q2) C C\ R_.
(i) Vérifier que pour tout = €] — 1,1[, on a

|h(z)] =1 et arg_. ((h(zx)) €]0, .

(iii) Construire une fonction f holomorphe sur € et qui vérifie (1) et (2).

(e) La fonction f vérifiant (1) et (2) est-elle unique ? On justifiera la réponse.
Exercice 2.

(a) Soit 2 un domaine de C et f : @ — C une fonction holomorphe telle
que f(z) # 0 pour tout z € 2. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :



(i) La fonction f’/f a une primitive dans €.
(i) Il existe dans €2 une détermination holomorphe du logarithme de f.

(b) Soit g(z) =1 —1/2% 2 € C*. Existe-t-il une détermination holomorphe du
logarithme de g dans C \ A, avec

(i) A=[-1,0]U[1,+o0[?
(i) A=]—o00,0]U[l,400[?

Exercice 3.

Soit f une fonction holomorphe sur D(0, R), R > 1 et notons v le cercle unité
parcouru une fois dans le sens positif.

(a) Calculer 'intégrale curviligne suivante

r- (e D)

en fonction de f(0) et f/(0).

(b) En déduire la valeur de
2w . t
/ f(e™) cos? (—) dt.
0 2
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Correction du partiel du 11 mars 2014

Exercice 1.

(a) La représentation graphique est immeédiate : il s’agit du plan complexe privé
des demi-droites | — oo, —1] et [1, +o0].

(b) Posons w = (). On a alors cos(f(z)) = (w +w™')/2. Donc f vérifie (1) si
et seulement si

()

w4 w !t =2z,

ce qui équivaut a

w? —2wz+1=0.

Cette équation est alors clairement équivalente a

(w—2)—22+1=0.

Ainsi f vérifie (1) si et seulement si

(i)

(i)

(@) — )2 =221, (2 € Q).

Supposons que 1 — z2 = t pour t € R_. Alors, 22 = 1 — t. Posons
2z =x +iy, v,y € R. On voit alors que z? = 22 — y? 4 2izy. Ainsi,

P=l-t= "—y’=1—t et zy=0).

Six =0 alors —y?> =1 —t > 0 ce qui est absurde. Donc nécessairement
x # 0. Ceci implique que y = 0 et 22 = 1 —¢. Ainsi 2% > 1, soit |z| > 1.
On a donc prouvé que

1-22eR_=2€C\Q.

Par contraposé, cela donne le résultat.

Considérons Log la détermination principale du logarithme, c¢’est a dire,
celle définie sur C \ R_ par

Log(z) = Log|z| + i arg_, (), (ze C\R_).

D’apreés le cours, on sait que Log est holomorphe sur C\R_. Considérons
alors la fonction g définie sur €2 par

9(2) = exp (%Log(l - 22)) L (e



D’aprés la question (¢)(i), et le théoréme de composition des fonctions
holomorphes, il est clair que g est holomorphe sur €2. De plus, on a

9(z)? = exp (Log(1 — 2%)) =1 — 2°, (z € Q).
Enfin, si z €] — 1, 1], remarquons que 0 < 1 — 2% < 1 et donc
arg)_, (1 — z%) = 0.
Ainsi on a Log(1 — #?) = Log|1 — 2?|, ce qui donne
g(x) = exp <%Log]1 - xQ\) > 0.

Soit z € 2. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe t > 0 tel
que h(z) = —t. Alors cela donne

g(z) —iz =it. (1)

D’autre part, comme g(z)* = 1 — 22, on a aussi

(9(2) —iz)(9(2) +iz) = 1.
D’ou (remarquons que cette équation exclut le cas t = 0)

o) iz = = 2

Finalement, avec (1) et (2), on en déduit que
1241t = —1z — 7

ce qui donne z = —1/2(¢t 4+ 1/t). On vérifie alors facilement avec une
étude de fonctions (par exemple) que sit > 0 alors z = —1/2(t+1/t) €
| — 00, —1], ce qui est absurde car z € Q.

Pour = €] — 1,1], on sait d’aprés la question (c)(ii) que g(x) est réel
(positif) et comme h(z) = x + ig(x), on a la décomposition de h(x) en
partie réelle et partie imaginaire et donc

[h(z)|* = 2* + g(x)*.

Le fait que g(2)? = 1 — 22 donne alors que |h(x)| = 1. D’autre part,
notons ¢ = arg_, .((h(x)). On a

O =@

Ainsi, on en déduit que 6 €]0, 7[.

2



(iii) Avec la premiére question, on est conduit & poser

f(2) = sLog(h(=) = sLog(= +ig(z). (2 € ),

Ce qui précéde montre que f est holomorphe sur 2 (composé de fonc-
tions holomorphes et le fait que h(2) C C\ R_). On a ¥ = h(z),
donc A

(1) = 2 = (h(z) = 2)* = —g(a = 2% — 1,
et donc d’aprés (b), f vérifie (1). Enfin, pour x €] — 1,1[, on a

() = <Log(h(x)) = argy_, 4 (h(a))

Avec le (d) (ii), on en déduit que f(z) €]0,n[. Comme d’autre part,
cos(f(x)) = z, on obtient que f(z) = arccos(z), z €] — 1,1][.

(e) La fonction f est unique d’aprés le principe du prolongement analytique :
si f1 est une autre fonction holomorphe sur ) satisfaisant (1) et (2), on en
déduit que les deux fonctions f et fi coincident sur 'intervalle ouvert | —1, 1[.
Cet ensemble ayant un point d’accumulation, on en déduit par le principe du

prolongement analytique que f et f; coincident finalement sur tout 'ouvert
connexe ).

Exercice 2.

(a) (i) = (di) : supposons que [’/ f a une primitive dans Q. Cela signifie qu’il
existe une fonction g holomorphe dans 2 telle que ¢'(2) = f'(2)/f(2),
z € (). Considérons la fonction h définie par

h(z) = f(z)e™9®), z €€
Elle est clairement holomorphe et pour tout z € €2, on a

W(z) = f'(2)e "™ — ' (2) f(2)e™ ") = e 9D(f'(2) — ¢'(2) f(2)) = 0.

Ainsi, €2 étant connexe, on en déduit que h est constante. Notons k cette
constante. Comme f ne s’annule pas, k est nécessairement non nulle et on
peut toujours ’écrire alors sous la forme k = e, pour un certain ¢ € C.
On a alors

f(2) = ked®) = e9@)Fe, (z € Q).

Ainsi g + ¢ est une détermination holomorphe du logarithme de f sur 2.
(1) = (i) : réciproquement, supposons qu'’il existe une fonction g holo-
morphe sur (2 telle que e9%) = f(z), z € Q. On a en dérivant

J'(2)e"™ = f'(2),

soit ¢’ = f'/f. Ainsi, g est une primitive de f'/f.

3



(b) D’apreés la question (a), il existe une détermination holomorphe du loga-
rithme de g dans 2 = C\ A si et seulement ¢’/g posséde une primitive.

Or 5
gl(z) = ;7
et donc
9 (2) 2

Un calcul simple montre que

gz 2 2 2
glz) 22z -1

Remarquons que z — 2/2? posséde une primitive sur C*. Ainsi, il existe
une détermination holomorphe du logarithme de g dans 2 = C\ A si et
seulement si la fonction

2 2
ZH— —— 4+
z z—1

posséde une primitive (remarquons que dans les deux cas 0 ¢ 2).

(i)

Dans cette question Q = C\ ([-1,0] U [1, +0o0]). Supposons qu’il
existe une détermination holomorphe du logarithme de g dans 2.
Alors d’aprés ce qui précéde, on aurait

/2+2 »
,Yzz—l_’

pour tout lacet ~y tracé dans (). Considérons alors pour v le cercle
de centre —1 et de rayon 3/2, parcouru une fois dans le sens trigo-
nométrique. Il est clair que 7 est un lacet tracé dans €2. De plus, on

2 2

/ (—— + ) = —4inInd, (0) + 4iwInd,(1).
. z z-—1

Or Ind,(0) = 1 et Ind,(1) = 0, ce qui contredit le fait que 'in-

tégrale doit étre nulle. Ainsi, on en conclut qu’il n’existe pas de

détermination holomorphe du logarithme de g dans €.

Pour le deuxiéme exemple, on a 2 = C\ (] — o0, 0]U[1, +0o0]). On re-
marque alors que 2 est un domaine étoilé (par rapport au point 1/2
par exemple). Donc toute fonction holomorphe dans 2 admet une
primitive. Ceci permet d’en déduire qu’il existe une détermination
holomorphe du logarithme de g dans (2.



(a)

Exercice 3.

On peut appliquer la formule de Cauchy a f sur I'ouvert étoilé D(0, R),

ce qui donne
1
£(0) = %/ f(;) dz

1

!
0) = —
F1(0) 2im ), 22

(2) dz.

De plus, comme D(0, R) est étoilé et la fonction f holomorphe, elle admet
une primitive sur D(0, R) et donc nécessairement

L F(z)dz =0,

Finalement, on déduit de tout cela que
I = 4im f(0) + 2im f'(0).

Le paramétrage de v est y(t) = e”, t € [0, 27]. On a alors

I= /027r (2 +(t) + %) mv'(t} dt

@) ()
Or
1 it =it _ _ _ 2

2+7(t)+wt) =2+e"+e " =2+42cos(t) = 2(1+cos(t)) = 4cos*(t/2),
et

7@ _.

(8
D’ou

2m
I= 4@'/ f(e") cos®(t/2) dt.
0
Finalement, on obtient que
2m

i fe™)cos?(t/2) dt = 4—12 =7 f(0) + 5]”(0).
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Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 4 exercices indépendants
qui pourront étre traités dans l’ordre de votre choix. Une attention particuliére
devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1 (4 points)

Déterminer toutes les fonctions f holomorphes sur C dont la partie réelle est la
fonction
u(z,y) =2zy,  (z,y) € R%

Exercice 2 (6 points)

On considére les deux ouverts suivants Uy et Us (parties grisées) :

z—1

z+1
déterminations holomorphes :

(a) du logarithme de f.

(b) de la racine carrée de f.

On pose alors f(z) = . Sur chacun des ouverts Uy et Us, étudier s’il existe des

Indication : pour étudier la situation sur 'ouvert Uy, on montrera qu’une condition
nécessaire de l’existence d’une racine carrée de f est que, pour tout lacet vy tracé



dans Uy, on ait :

Exercice 3 (6 points)

Soit H = {2z € C: Sm(z) > 0} et soit f une application continue et bornée sur
I’adhérence H de H et holomorphe sur H. On suppose que

If(t)] <1, teR.

On veut montrer que la méme inégalité est vraie sur le demi-plan H.

(a) On fixe € > 0 et pour 2z € H, on pose g(z) = ZJI?Z Montrer que g est continue
sur H et holomorphe sur H.
(b) Montrer que |g(t)| <1 pour tout ¢ € R et
lim |g(2)] =0.
|z|—+o0
z€H

(¢) Montrer que |g(z)| < 1, pour tout z € H. En déduire que |f(z)| < 1, pour tout
ze€ H.

(d) L’hypothése que f est bornée sur H est-elle vraiment nécessaire ?

Exercice 4 (4 points)

Soit €2 un ouvert connexe de C contenant Uintervalle [0, 1].

(a) Soit f: 2 — C une fonction holomorphe. On suppose que, pour n > 1, on a

Montrer que nécessairement, on a f(z) = 22 pour tout z € .

(b) Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe f: Q2 — C telle que
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Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 2 exercices indépendants
qui pourront étre traités dans l’ordre de votre choix. Une attention particuliére
devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1 ( points)

Soit (an)n>0 une suite de points de D = {z € C: |z| < 1} telle que

> (1= Jan]) < +oc.

n>0

Pour n > 0 et z # 1/a,, on pose

(a) Montrer que le produit infini

B(z) = an(z), z €D,

n>0
converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction holomorphe
sur D.
(b) Vérifier que, pour tout z € D, on a |B(z)| < 1.
(¢) Pour N >0, on pose

N
By =[] bn-
n=0

(i) Montrer que
1—|an)(1 = |2I)
1—a@n2>

1 pou(2)P = ¢

(ii) Mountrer que |By(r¢)| tend vers 1 uniformément sur T quand r — 1.

Indication : on pourra utiliser que, pour 0 < a,b < 1, on a1l —ab <
(1 —a)+ (1 — b) pour montrer

N
1= BN (r¢))> < (1= [ba(rQ)?),
n=0

puis utiliser (i).



(iii) En déduire I'inégalité
B
—(0)| < ||B
50 < 1B
ot || Blloo = sup.ep |B(2)]-
Indication : on pourra utiliser la formule de Cauchy.

(iv) Conclure que || Bloo = 1.

Exercice 2 ( points)

Soient w : [0, +oo[— [0, 400 une fonction continue et H,, 'espace des fonctions
mesurables f : [0, +oo[— C telles que

+oo
/0 |f(:l:)|2w(x) dx < +00

(qui identifie les fonctions qui coincident sur un ensemble F de w(x)dz-mesure
nulle). On suppose que pour tout n > 0, la fonction x,(z) = 2™ appartient a H,, et
on admet que H, est un espace de Hilbert.

(a) Soit 0 < 1 < 1. On suppose dans cette question que w(z) = exp(—z*).
(i) Justifier qu’on peut trouver une détermination holomorphe du logarithme

telle que la fonction F(z) = z"exp(—z"/cos(mu)) est holomorphe sur
C\R_.

(ii) Soient 0 < & < R, a €]m/2, 7| et v le contour représenté ci-dessous :

On note I l'intégrale curviligne définie par

I:/F(z)dz.

En calculant I, montrer que

N » n »
/ Y it agn g (ZHETHNN / it nagn g (TN
0 cos(p) 0 cos(pu)
(iii) En faisant tendre « vers 7, en déduire que
+oo +oo
/ t" exp(—t") exp(—it" tan(um)) dt = / t" exp(—t") exp(it" tan(um)) dt,
0 0
puis

/ t" exp(—tp) sin(t* tan(pm)) dt = 0.
0



(iv)

Conclure que les polynémes ne sont pas denses dans H,,,.

(b) On suppose maintenant que w : [0, +00[—> [0, 400[ est une fonction continue
telle qu’il existe € > 0 satisfaisant

+oo
/ eV3w(z) dr < +o0.
0

Le but de la question est de montrer qu’alors les polynémes sont denses dans

H,.

Soit f € H, telle que, pour tout n > 0, on a

+oo
/ f(z)z"w(z)dx = 0.
0

On pose
—+oo
F(z) = / eV f(2)w(x) dz.
0

Montrer que F' est holomorphe sur le demi-plan {z € C: Re(z) < 5}.

Montrer que, pour tout n > 0, on a F?™(0) = 0.

En déduire que F' est impaire dans un voisinage de 0.

Montrer que pour tout z € C, —¢/2 < Re(z) < /2, F(z) = —F(—=z).

En déduire qu’on peut prolonger F' en une fonction F holomorphe sur C
et impaire.

Montrer que F est bornée sur C puis en déduire que F' = 0.

En déduire que f = 0 et conclure.

Indication : on rappelle que si Fh désigne la transformée de Fourier d’une
fonction h € L'(R),

alors
((Fh)(y) =0, y € R) = h = 0 presque partout.
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indépendants qui pourront étre traités dans 'ordre de votre choix. Une

attention particuliére devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément

important d’appréciation.

Exercice 1

Soit  un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur €2, non constante.
On suppose que |f| admet un minimum local dans Q. Montrer que f s’annule au
moins une fois.

Exercice 2

Montrer que le produit infini

+oo

[T+2")

n=0
définit une fonction holomorphe f sur le disque unité ouvert D du plan com-
plexe.
Montrer que, pour tout z € D, on a (1 + 2)f(2%) = f(2).
En déduire que f(z) = 1/(1 — z), pour tout z € D.

Exercice 3

Calculer minj.|— [ze™7|.

Montrer que pour tout w € D(0,e™ '), il existe une et une seule solution z de
I'équation ze™* = w dans le disque D(0,1). On la note h(w).

Indication : on pourra utiliser le théoréme de Rouché.



(c) Pour w € D(0,e™!), calculer I'intégrale

1 1—2z2)e*
L / M=z)e
27T Jopoy) z€F—w

(d) Pour n > 1, on note

1
ap = — (1 —2)z" "™ dz.
2im dD(0,1)
Montrer que a,, = n""!/n!.

(e) En déduire que pour w € D(0,e7'), on a

Exercice 4

Soit © un ouvert du plan complexe, a € 2 et R > 0 tel que D(a, R) C Q.
(a) Soit g une fonction holomorphe sur €.

(i) Montrer que

1 o — i
g( ):ﬁ e ?g(a + Re) db,
0
et
1 21 ) )
0= IR e?g(a+ Re?) do.
0

(ii) En déduire que

1

Re(g'(a)) = ﬁ/o Trcos(@) Re(g(a + Re™)) db.

(b) Soit f une fonction holomorphe sur 2 telle que, pour tout z € D(a, R), on a

flz) #0.
(i) Montrer qu’il existe € > 0 tel que z € D(a, R+¢), on a f(z) # 0.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

(ii) En utilisant la question (a), montrer que

Re (?é;‘))) - % /0 " cos(0) log | f(a + Re™®)| db.




(¢) Soit h une fonction holomorphe sur Q telle que, pour tout z € dD(a, R), on
a h(z) # 0.

(i) Montrer que h n’a qu'un nombre fini de zéros dans D(a, R). Dans la
suite, on notera ces zéros z, = a + rpe. 1 < k < N, répétés avec
multiplicité.

(ii) Notons

B(z) = H R(z — z)

Pt R? —rpe= (2 —a)

Montrer qu’il existe g9 > 0 tel que B est holomorphe sur D(a, R + ).
(iii) Verifier que, pour tout § € R, on a |B(a + Re)| = 1.
(iv) En déduire que

Re (Z(f)) ) _ 713 /0 " cos(0) log | f(at Re®) d9+§;% (% _ FR,) cos(0).

Indication : on pourra appliquer la question (b) a la fonction f = h/B.
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Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 3 exercices indépendants
qui pourront étre traités dans l'ordre de votre choix. Une attention particuliére
devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1.

(a) Soit  un ouvert connexe borné de C, g une fonction holomorphe sur et
continue sur €2, 'adhérence de 2. Montrer que si |g| est constante sur 92, alors
g s’annule sur {2 ou g est constante.

(b) Soit f une fonction entiére qui envoie le cercle unité T dans lui méme, c¢’est-a-
dire que |f(z)| = 1 pour tout |z| = 1.

(i) Montrer que f n’a quun nombre fini de zéros dans le disque unité D.
Notons ses zéros aq, as, . ..,an, pris avec leur ordre de multiplicité.
(ii) On pose
1—a;z
z) = _
o) = 1) [[ =
=1
Montrer que g est une fonction holomorphe sur D et continue sur D.
(iii) En utilisant la question (a), en déduire que g est constante.

(iv) En utilisant le fait que f est une fonction entiére, montrer que pour tout
i=1,...,N, a; =0.

(v) Conclure qu'’il existe ¢ € C et n € N tel que f(z) = c¢z™ pour tout z € C.
Exercice 2.

On note A le disque ouvert de centre 0 et de rayon R, R > 1 et on considére une
fonction f holomorphe sur A.

(a) Soient a,b € C. Montrer que |a|? + [b|> = |a + ib|? + i(ab — ab).
(b) On suppose dans cette question que f(z) est réel si z est réel. En considérant
dans C les circuits suivants,



montrer I'inégalité
1 1 ™ .
[ 1swpass [ pa.
—1 -7

(c) On revient maintenant au cas d’une fonction quelconque f holomorphe sur A.
Pour z € A, on pose

o(z) = F(2), g(z) = "ZIE 0 p(z) =

(i) Montrer que les fonctions ¢, g et h sont holomorphes sur A.

(ii) Montrer que l'on a :

9(2) = g(z) et h(z)=h(2),
et que g(z) et h(z) sont réels si z est réel.

(iii) En déduire que 'on a encore :
1 1 U .
[ isopas g [ ez a.
-1 -7

Indication : on pourra utiliser les questions (a) et (b).

n
(d) Soient ag,ar,...,a, des nombres complexes. En considérant P(z) = Zakzk,
k=0

montrer que :
n

axa; ™ 2
Z = <= Zak.
0<hT<n k+j+1 2 =
k+j=0 (mod 2)

Exercice 3.

Soient D le disque unité ouvert du plan complexe et T = 9D le cercle unité. On
définit une suite (f,), de fonctions méromorphes sur C par :

P =2 16 =he) =022,
(a) Prouver que f(T) C T et que f(D) C D.

(b) En utilisant le théoréme de Rouché, montrer que si w € D, ’équation f(z) = w
a deux racines appartenant & ID. Prouver que, sauf pour une valeur de w que
I’on précisera, ces deux racines sont distinctes.

:|z|:r}.

Montrer que ¢(r) = (2r +1)/(r 4+ 2) et que ¢ est croissante sur (0, 1].
(d) En déduire que

fng1=f10 fn.

(¢) Pour 0 < r <1, posons

f(2)

z

o(r) = SUP{’

1+ 2|z] LD
24 |z2]”

[f () <

(e) Montrer que, pour tout z € D, on a

eI (5

Indication : on pourra raisonner par récurrence.



Montrer que pour tout z € D, on a

fz)

‘12 < 3.

En déduire que le produit infini
ﬁ 2fn
f n— 1
converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction holomorphe

sur D.

Montrer que la suite (2" f,), converge uniformément sur tout compact de D.
Soit g sa limite. Prouver que 2g o f = g. Calculer g(0) et ¢’(0).
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Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 4 exercices indépendants
qui pourront étre traités dans ’ordre de votre choix. Une attention particuliére
devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1.

(1) Enoncez les équations de Cauchy—Riemann.

(2) Soit Q un ouvert connexe de C, non vide, et f, g deux fonctions holomorphes
sur €.

(i) On suppose dans cette question que f() C R. Montrer alors que f est
constante.

(ii) On suppose maintenant que g ne s’annule pas dans Q et que f(2)g(z) € R
pour tout z € Q. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f(z) = cg(z) pour tout
z €.

Exercice 2.

(1) Enoncez le lemme de Schwarz.

{z € C: |z| < R} et supposons

(2) Soit ¢ une fonction holomorphe sur D(0, R) =
(0, R). Montrer que, pour 0 < r < R,

que p(0) =0 et |p(z)| < 1 pour tout z €
on a

S

sup |p(2)| <
|2l<r

(3) On considére maintenant une fonction holomorphe sur un ouvert €2 qui contient
le disque fermé D(0, R) et on note

A(r) = sup Rf(z), M(r)= sup |f(2)], 0<r<R.

|z|<r |z|<r

On suppose tout d’abord que f(0) =0 et soit ¢ > A(R).
(i) Montrer que ¢ > 0.

(ii) Considérons ¢(z) = QCJi('j”)(z)’ |z| < R. En utilisant la question (2), mon-
trer que
2cr
< .
‘il‘lgpr f < 57—
(iii) En déduire que
2r
sup |f(2)| < A(R).
sup 11(2) < 7 AGR)

On ne suppose plus maintenant que nécessairement f(0) = 0.

(iv) Montrer alors que

2r R+r
A
(R)+R—r

£ (0)]-



(v) Si A(R) > 0, montrer que, pour tout entier n > 0 et tout 0 < r < R, on a

n+2,,1
s |/()] < e (AGR) + 17O,

Indication : pour |z| < r, on pourra utiliser la formule de Cauchy sur le
cercle de centre z et de rayon 6 = (R —r)/2.

Exercice 3.

Soit f une fonction holomorphe sur D(0, R) telle que f(0) # 0. On fixe 0 < r < R.

(1) Justifier que f n’a qu’un nombre fini de zéros dans D(0, ), qu’on notera dans la
suite ag, @2, ...,aN, en convenant qu’ils sont comptés avec leurs multiplicités
et numérotés de telle facon que

la;l <r, 1<i<m et |aj|=r, m+1<j<N.
(Bien entendu, on peut avoir m = 0 ou m = N). Définissons alors

m T2—WZ N s
g(Z):f(Z)Hr<ai_;) H jiz'

. . (e
=1 Jj=m+1

(2) Montrer qu’il existe € > 0 tel que g est holomorphe sur le disque ouvert Dy =
D(0,r +¢).
(3) Montrer qu’il existe h holomorphe sur D; telle que

) = g(2), z € Dy.

(4) En appliquant la formule de Cauchy a h, montrer que

1 (" ;
log g(0)] = 5 [ loglg(re)]as.

5) En déduire! que
(5) q

™

N
% log | f(re®)|df = log | £(0)] +Zlog (r) )
n=1

—r |ovn|

(6) Soit f une fonction homorphe et bornée dans le disque unité, non identiquement
nulle. On note (o, )n>1 la suite des zéros de f comptés avec multiplicité. Montrer

que la série
Z(l - |O‘n‘)

n>1
converge.

Exercice 4.

Soit D={z€C:|z| <1} et C={z€C:1<|z] <2}. Notons Z ’ensemble des
zéros du polynome
P(X)=X"-5X3+12.

Déterminer
cardDNZ) et card(CnNZ).

1. On pourra utiliser sans démonstration que fUQW log|1 —e*|df =0




