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M53 Intégrales à paramètres et séries de Fourier

TD1 - Rappels

Uniforme continuité

Exercice 1

a) Montrer que si f : I ÝÑ R est une fonction k-
lipschitzienne sur un intervalle I (c’est-à-dire @x, y P
I, |fpxq ´ fpyq| ď k|x ´ y|), alors f est uniformé-
ment continue sur I.

b) En déduire que x ÞÝÑ sinpxq est uniformément
continue sur R.

c) Montrer que x ÞÝÑ 1
1` |x| est uniformément conti-

nue sur R.

d) Montrer que x ÞÝÑ ?
x est uniformément continue

sur R` mais n’est pas lipschtzienne sur R`.

Exercice 2
Montrer que x ÞÝÑ x2 est uniformément continue sur
tout compact de R mais n’est pas uniformément conti-
nue sur R.

Exercice 3
Soit f : R` ÝÑ R une fonction uniformément continue.
Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe a, b P R
tels que @x ě 0, fpxq ď ax ` b (autrement dit, une
fonction uniformément continue sur R` est majorée par
une fonction affine).

a) Justifier l’existence de η1 ą 0 tel que

|x´ y| ă η1 ùñ |fpxq ´ fpyq| ď 1.

b) Soit x0 P R` et n0 “
”
x0
η1

ı
` 1 (où r¨s désigne la

partie entière).

(i) Montrer que

|fpx0q ´ fp0q| ď
n0´1ÿ

k“0

ˇ̌
ˇ̌f
ˆ pk ` 1qx0

n0

˙
´ f

ˆ
kx0
n0

˙ˇ̌
ˇ̌ .

(ii) En déduire le résultat.

c) Application :

(i) Montrer que f : x ÞÝÑ ex n’est pas uniformé-
ment continue sur R`.

(ii) Soit P un polynôme à coefficients réels. Mon-
trer que P est uniformément continue sur R
si et seulement si P est un polynôme de degré
inférieur ou égal à 1.

Intégrales de Riemann

Exercice 4
Soit f : I ÝÑ R une fonction définie et continue sur un
intervalle (quelconque) I de R et soit a P I. On définit
alors pour x P I

F pxq “
ż x

a

fptq dt.
Montrer que F est dérivable sur I et que pour tout
x P I, on a F 1pxq “ fpxq.

Exercice 5
Soit f la fonction définie par

fpxq “
ż 2x

x

e´t

t
dt.

a) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur
R˚ et calculer sa dérivée.

b) Montrer que pour tout x ą 0, e´2x lnp2q ď fpxq ď
e´x lnp2q. Etablir une inégalité analogue sur R˚́ .

c) En déduire que f peut se prolonger par continuité
en 0.

d) Etudier les limites de f à l’infini.

Exercice 6
Pour n P N, on pose

In “
ż π

2

0
sinnpxq dx.

Montrer que limnÑ`8 In “ 0.
Indication: soit ε ą 0. On pourra découper l’intégrale
sur r0, π{2´ εs et rπ{2´ ε, π{2s.



Exercice 7
Le but de l’exercice est de montrer le résultat suivant
connu sous le nom de deuxième formule de la moyenne :
soient f, g deux fonctions définies et continues de ra, bs
dans R. On suppose de plus que g est positive et dé-
croissante. Alors il existe c P ra, bs tel que

ż b

a

fpxqgpxq dx “ gpaq
ż c

a

fpxq dx. (1)

Pour cela, considérons S “ px0, x1, . . . xnq une subdivi-
sion de ra, bs, c’est-à-dire x0 “ a ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn´1 ă
xn “ b, et notons δpSq “ max1ďiďnpxi´xi´1q le pas de
la subdivision. On notera aussi }f}8 “ supxPra,bs |fpxq|
et F pxq “ şx

a
fptq dt, x P ra, bs.

a) Montrer que
ˇ̌
ˇ
řn
i“1

şxi
xi´1

pgpxq ´ gpxi´1qqfpxq dx
ˇ̌
ˇ ď

}f}8
´řn

i“1pxi ´ xi´1qgpxi´1q ´
şb
a
gpxq dx

¯
.

b) En déduire que
ż b

a

fpxqgpxq dx “ lim
δpSqÑ0

nÿ

i“1
gpxi´1q

ż xi
xi´1

fpxq dx.

c) Justifier que F admet un minimum m et un maxi-
mum M sur ra, bs.

d) En utilisant une transformation d’Abel, montrer
que

mgpaq ď
nÿ

i“1
gpxi´1q

ż xi
xi´1

fpxq dx ďMgpaq.

e) En déduire le résultat.

Application : Soit f une application continue décrois-
sante de r0,`8r dans R qui tend vers zéro à l’infini.
Calculer

lim
nÑ`8

ż n2

n

fptqeit dt.

Intégrales généralisées

Exercice 8
Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1.
ż 1

0
ln tdt 2.

ż `8

0
e´t

2
dt 3.

ż `8

0
xpsin xqe´xdx

4.
ż `8

0
pln tqe´tdt 5.

ż 1

0

dt

p1´ tq?t .

Exercice 9
Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1.
ż `8

0

dt

et ´ 1 2.
ż `8

0

te´
?
t

1` t2 dt 3.
ż 1

0
cos2

ˆ
1
t

˙
dt.

Exercice 10
Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1.
ż `8

0

ln t
t2 ` 1dt 2.

ż `8

1

?
ln x

px´ 1q?xdx 3.
ż `8

1
e´
?

ln tdt.

Exercice 11
Discuter, suivant la valeur du paramètre α P R, la
convergence des intégrales impropres suivantes :

1.
ż `8

0

e´t ´ 1
tα

dt 2.
ż `8

0

t´ sin t
tα

dt 3.
ż `8

0

arctan t
tα

dt.

Exercice 12

a) Démontrer la convergence de l’intégrale
ş1
0

ln x
x3{4 dx.

b) Démontrer la convergence de
ş1
0

lnpx`?xq´lnpxq
x3{4 dx.

c) Etudier la nature de
ş`8
1

lnpx`?xq´lnpxq
x3{4 dx.

Exercice 13
Étudier la convergence des intégrales suivantes :

1.
ż `8

4

sin x?
x` sin xdx 2.

ż `8

1
ln
ˆ

1` sin x
xα

˙
dx, α ą 0.

Exercice 14
Justifier la convergence et calculer la valeur des inté-
grales suivantes :

1.
ż 1

0

ln t?
1´ tdt 2.

ż `8

0
te´

?
tdt 3.

ż `8

0
sinptqe´atdt, a ą 0.

Exercice 15

a) Soit f : r0,`8rÑ R une fonction continue. On
suppose que

ş`8
0 fptqdt converge, et soit pxnq et

pynq deux suites tendant vers `8. Démontrer queşyn
xn
fptqdt tend vers 0.

b) En déduire que l’intégrale
ş`8
0 e´t sin tdt diverge.



Exercice 16 Discuter suivant la valeur du paramètre
α, β P R la convergence de l’intégrale

ż `8

e

dt

tαpln tqβ .

Exercice 17

a) Soient f et g deux fonctions définies et continues
sur un intervalle ra,`8r vérifiant les conditions
suivantes :

(i) il existe un réelM tel que pour tout x ě a, on
a ˇ̌

ˇ̌
ż x

a

fptq dt
ˇ̌
ˇ̌ ďM ;

(ii) la fonction g est décroissante et lim
tÑ`8 gptq “ 0.

Montrer que l’intégrale
ş`8
a

fptqgptq dt est conver-
gente.

Indication : on pourra utiliser la deuxième for-
mule de la moyenne.

b) En déduire que l’intégrale
ş8
0

sinptq
t dt est conver-

gente.

c) Donner une autre preuve de la convergence de l’in-
tégrale précédente en utilisant une intégration par
partie.
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TD2 - Intégrales définies dépendant d’un paramètre

Exercice 1
Pour x P R, on pose F pxq “ ş1

0 cosptxq dt.
a) Montrer que F est bien définie, continue et paire

sur R.

b) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa
dérivée.

Exercice 2
Soit F pxq “ ş1

0 t
3ext dt, x P R. Montrer que F est de

classe C1 sur R et calculer F 1p0q.

Exercice 3

Pour x P R on pose F pxq “
ż 1

0

dt

p1` t2qp1` t2x2q .
a) Montrer que F est bien définie et continue sur R.

b) Par une décomposition en éléments simples, calcu-

ler F pxq et en déduire la valeur de
ż 1

0

dt

p1` t2q2 .

Exercice 4
Pour x P R, on pose

F pxq “
ż 1

0
e´xt

sinptq
t

dt.

Montrer que F est bien définie et dérivable sur R.

Exercice 5
Pour x ą 0, on pose

F pxq “
ż 1

0

dt

x2 ` t2 .

a) Montrer que F est bien définie, de classe C1 sur
s0,`8r, et pour x ą 0, exprimer F 1pxq sous la
forme d’une intégrale (qu’on ne cherchera pas à
calculer).

b) Calculer F pxq directement par un calcul de primi-
tive.

c) En déduire la valeur de
ż 1

0

dt

p1` t2q2 .

Exercice 6
Pour x Ps ´ 1, 1r, on pose

F pxq “
ż 2π

0
lnp1´ 2x cosptq ` x2q dt.

a) Montrer que F est bien définie sur s ´ 1, 1r et que
pour x Ps ´ 1, 1r, on a

F pxq “ 2
ż π

0
lnp1´ 2x cosptq ` x2q dt.

b) Montrer que F est dérivable sur s ´ 1, 1r.
c) En posant u “ tanpt{2q, montrer que pour tout

x Ps ´ 1, 1r, on a F 1pxq “ 0.

d) En déduire la valeur de F pxq pour x Ps ´ 1, 1r.

Exercice 7
Pour x P R, on pose

F pxq “
ż 1

0

e´tx

1` t2 dt.

a) Justifier que F est bien définie sur R.

b) Montrer que F est une fonction de classe C2 sur
R.

c) Calculer F p0q et F 1p0q.
d) Montrer que F est strictement décroissante sur R

et convexe.

e) Montrer que limxÑ`8 F pxq “ 0 et limxÑ´8 F pxq “
`8.

f) Donner l’allure du graphe de F .

Exercice 8

Soit F pxq “
ż π

2

0
lnp1` x sin2ptqq dt, x ą ´1.

a) Montrer que F est définie et dérivable sur s´1,`8r.
Calculer F 1p0q.

b) A l’aide du changement de variable u “ tanptq,
montrer que pour tout x ą ´1, on a

F 1pxq “ π

2
1?

1` xp?1` x` 1q .

c) En déduire finalement la valeur de F pxq.



Exercice 9
Pour x ą 0, on définit

fpxq “
ż π

2

0

cosptq
t` x dt.

a) Justifier que f est de classe C1 sur s0,`8r et étu-
dier les variations de f .

b) Déterminer limxÑ`8 fpxq.
c) En utilisant 1´ t2

2 ď cosptq ď 1, t P r0, π2 s, démon-
trer que fpxq „xÑ0` ´ ln x.

d) Déterminer un équivalent de f en `8. Indication:
on pourra calculer xfpxq ´ 1.

Exercice 10
Soit f : r0, 1s ÝÑ R une fonction continue. On définit

F pxq “
ż 1

0

xfptq
x2 ` t2 dt, x ą 0.

a) Montrer que F est continue sur s0,`8r.
b) Montrer que

lim
xÑ0`

ż 1

0

x

x2 ` t2 dt “
π

2 .

c) Montrer que

lim
xÑ0`

ˆ
F pxq ´ fp0q

ż 1

0

x

x2 ` t2 dt
˙
“ 0.

Indication: on pourra écrire que

F pxq ´ fp0q
ż 1

0

x

x2 ` t2 dt “
ż 1

0

x

x2 ` t2 pfptq ´ fp0qq dt
et découper l’intégrale en deux sur r0, δs puis rδ, 1s.
Pour la première intégrale, on pourra alors utiliser
la continuité de f en 0.

d) En déduire que limxÑ0` F pxq “ π

2 fp0q.
e) Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème de

continuité des intégrales à paramètres pour répondre
à la question précédente ?

Exercice 11

a) Soit ϕ une fonction définie sur un voisinage de
0, à valeurs strictement positive et dérivable en
0. Supposons en plus que ϕp0q “ 1. Déterminer
limxÑ0pϕpxqq1{x.

b) Soit f : r0, 1s ÝÑ R continue et supposons que
pour tout t P r0, 1s, fptq ą 0. Posons

Ipxq “
ż 1

0
fptqx dt.

Montrer que I est bien définie et dérivable sur R.

c) En déduire que

lim
xÑ0

ˆż 1

0
fptqx dt

˙1{x
“ exp

ˆż 1

0
logpfptqq dt

˙
.

Exercice 12
Soit f : R ÝÑ R une fonction de classe C8.

a) On suppose que fp0q “ 0 et on pose gpxq “ fpxq{x,
x ‰ 0. Justifier que pour x ‰ 0, on a

gpxq “
ż 1

0
f 1ptxq dt.

En déduire que g se prolonge en une fonction C8

sur R.

b) On suppose maintenant que fp0q “ f 1p0q “ ¨ ¨ ¨ “
f pn´1qp0q “ 0. On pose maintenant gpxq “ fpxq{xn,
x ‰ 0. Justifier que g se prolonge en une fonction
de classe C8 sur R. Indication: on pourra utiliser
la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 13
Soit f : R ÝÑ R une fonction continue. Posons

F pxq “
ż x

0
sinpx´ tq fptq dt, x P R.

a) En utilisant le théorème de dérivabilité des inté-
grales à paramètres, montrer que F est de classe
C2 et satisfait F 2pxq ` F pxq “ fpxq, x P R.

b) Comment peut-on retrouver ce résultat ?

Exercice 14
Pour x ą 0, on pose

F pxq “
ż x

1

lnpx` tq
t

dt et Gpxq “ 1
2 pln xq

2`
ż x

1

lnp1` tq
t

dt.

a) Montrer que F et G sont bien définies et dérivables
sur s0,8r et vérifier que F 1pxq “ G1pxq, x ą 0.

b) En déduire que pour tout x ą 0, on a
ż x

1

lnpx` tq
t

dt “ 1
2 pln xq

2 `
ż x

1

lnp1` tq
t

dt.



Exercice 15
Pour x P I “ r0,`8r, on pose

F pxq “
ż 1

0

e´x2pt2`1q

t2 ` 1 dt et Gpxq “
ˆż x

0
e´t

2
dt

˙2
.

a) Montrer que F est définie, continue et dérivable sur
I. Exprimer sa dérivée sous forme d’une intégrale
(qu’on ne cherchera pas à calculer).

b) Justifier que G est définie, continue et dérivable sur
I et montrer que

F 1pxq `G1pxq “ 0, @x P I.

c) En déduire que, @x P I, F pxq `Gpxq “ π

4 .

d) Montrer que limxÑ`8 F pxq “ 0.
Indication: on pourra remarquer que |F pxq| ď e´x2 ,
x P R.

e) En déduire que
ş`8
0 e´t2 dt “

?
π

2 .

Exercice 16

Soit F pxq “ 1
π

ż π

0

t sinptq
1´ x cosptq dt.

a) Montrer que F est continue et dérivable sur r0, 1r.
Exprimer F 1pxq sous forme d’une intégrale (qu’on
ne cherchera pas à calculer).

b) Montrer que

xF 1pxq “ ´F pxq ` 1
1` x `

1
π

ż π

0

cosptq
1´ x cosptq dt.

Indication: on effectuera une intégration par partie
dans l’intégrale donnant xF 1pxq.

c) Montrer que
1
π

ż π

0

cosptq
1´ x cosptq dt “ ´

1
x
` 1
x
?

1´ x2
,

et en déduire que F est solution sur s0, 1r de l’équa-
tion différentielle suivante :

pEq xy1 ` y “ ´ 1
x
` 1

1` x `
1

x
?

1´ x2
.

d) Calculer une primitive sur s0, 1r de x ÞÝÑ 1
x
?

1´ x2
.

Indication: on pourra effectuer le changement de
variable x “ sinptq, t Ps0, π2 r.

e) Résoudre pEq sur s0, 1r et montrer qu’il existe une
et seule solution qui se prolonge par continuité sur
r0, 1s.

f) Montrer que l’intégrale (généralisée)
ż π

0

t sinptq
1´ cosptq dt

converge. On notera I sa valeur.

g) Montrer que limxÑ1´ F pxq “ I

π
. Indication: On

pourra découper l’intégrale en deux, sur r0, εs puis
rε, πs.

h) En déduire la valeur de I.
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Exercice 1
Pour x P R, on pose

F pxq “
ż `8

0

sinpxtq
t

e´tdt.

a) Justifier que F est bien définie sur R.

b) Justifier que F est de classe C1 sur R et donner
une expression de F 1pxq pour tout x P R.

c) Calculer F 1pxq.
d) En déduire une expression simplifiée de F pxq.

Exercice 2
Soit f : x ÞÑ ş1

0
tx´1

1`t dt.

a) Montrer que f est définie sur s0,`8r.
b) Montrer que f est continue sur s0,`8r.
c) Calculer fpxq ` fpx` 1q pour tout x ą 0.

d) En déduire un équivalent de f en 0.

e) Déterminer la limite de f en `8.

Exercice 3
Soit f : x ÞÑ fpxq “ ş`8

0
1´e´xt2

t2 dt.

a) Montrer que f est définie et continue sur r0,`8r.
b) Montrer que f est de classe C1 sur s0,`8r.
c) Calculer f 1pxq pour tout x Ps0,`8r.
d) En déduire le calcul de fpxq pour tout x P r0,`8r.

Exercice 4
Soit l’application f : x ÞÑ fpxq “ ş`8

0
lnpx2`t2q

1`t2 dt.

a) Montrer que f est définie et continue sur R.

b) Montrer que f est de classe C1 sur s0,`8r.
c) Calculer f 1pxq pour tout x Ps0,`8r.
d) En déduire le calcul de fpxq pour tout x P R. Indi-

cation: on pourra calculer fp0q en faisant le chan-
gement de variable u “ 1{t.

Exercice 5
Étudier la continuité au point 0 de F définie par F p0q “
0 et

F pxq “
ż 1

0

lnp1` xt2q
t2

dt si x ą 0.

Exercice 6
Pour n P N˚ et x Ps0,`8r, on pose Inpxq “

ş`8
0

1
pt2`x2qn dt.

a) Montrer que In est dérivable sur s0,`8r et expri-
mer I 1npxq en fonction de In`1pxq, pour x ą 0 et
n ě 1.

b) Calculer I1pxq, x ą 0.

c) En déduire la valeur de I2pxq, puis I3pxq, x ą 0.

Exercice 7

a) Montrer que l’intégrale généralisée I “ ş`8
0

sinptq
t dt

est semi-convergente. Nous allons calculer la valeur
de I.

Pour tout x ě 0, on pose

F pxq “
ż `8

0

sin t
t
e´xtdt.

b) Montrer que F est de classe C1 sur s0,`8r et dé-
terminer sa dérivée.

c) Calculer F 1pxq puis F pxq pour x ą 0.

d) Pour n P N˚ et x ě 0, soit

Fnpxq “
ż n

0

sin t
t
e´xtdt.

(i) Montrer que pFnqn converge uniformément vers
F sur r0,`8r.
Indication : on pourra utiliser la seconde for-
mule de la moyenne.

(ii) Justifier que, pour tout n ě 1, la fonction Fn
est continue sur r0,`8r.

(iii) En déduire que limxÑ0` F pxq “ F p0q.
e) Calculer

ş`8
0

sin t
t dt.



Exercice 8
Soit Γ la fonction définie par

Γpxq “
ż `8

0
e´ttx´1dt.

Cette fonction s’appelle la fonction Gamma d’Euler.

a) Montrer que Γ est indéfiniment dérivable sur R`˚

et que pour tout n P N˚ et tout x P R`˚

Γpnqpxq “
ż `8

0
e´tpln tqntx´1dt.

b) Montrer que Γp1q “ 1, que pour tout x ą 0, Γpx`
1q “ xΓpxq.

c) En déduire que Γpnq “ pn´ 1q!, n ě 1.

d) Montrer que lnpΓq est bien définie et convexe.

Exercice 9
Pour tout x P R, on pose F pxq “ ş`8

0 cosptxqe´t2dt.
a) Montrer que l’on définit ainsi une fonction F conti-

nue sur R.

b) Montrer que F est dérivable sur R et exprimer F 1

sous a forme d’une intégrale.

c) Trouver une relation simple entre F 1pxq et F pxq.
d) Pour tout x P R, on poseGpxq “ e

x2
4 F pxq. Montrer

que la fonction G est constante sur R. En admet-
tant l’égalité F p0q “

?
π

2 , en déduire une expression
explicite de F pxq pour tout x P R.

Exercice 10
Pour x P R, on pose

F pxq “
ż `8

0

arctanpxtq
tp1` t2q dt.

a) Montrer que F est bien définie sur R et impaire.

b) Montrer que F est de classe C1 sur r0,`8r et cal-
culer F 1pxq pour x ě 0.

c) En déduire une expression de F pxq pour x ě 0,
puis pour x P R.

d) Déduire de ce qui précède la valeur de
ż `8

0

ˆ
arctan t

t

˙2
dt.

Exercice 11
On pose, pour tout x ą 0

F pxq “
ż `8

0

e´tx ´ e´t
t

dt.

a) Montrer que F est bien définie et de classe C1 sur
s0,`8r.

b) Calculer F 1 puis en déduire une expression de F .

c) En déduire pour tous a, b ą 0 la valeur de l’inté-
grale

Ipa, bq “
ż `8

0

e´ax ´ e´bx
x

dx.

Exercice 12
Calculer f̂ , la transformée de Fourier de f , dans les cas
suivants, après avoir vérifié son existence :

a) fptq “ 1 si t P r´1, 1s et fptq “ 0 sinon.

b) fptq “ e´α|t|, α ą 0.

Exercice 13
Soit fptq “ e´t2 .

a) Justifier que f̂ existe et est de classe C1 sur R.

b) Montrer que f̂ vérifie une équation différentielle
linéaire du premier ordre que l’on résoudra.

c) En déduire une expression de f̂ .

Exercice 14
Soit f : r0,`8rÝÑ R une fonction continue. La trans-
formée de Laplace de f est la fonction Lf définie
par

pLfqpsq “
ż `8

0
fptqe´st dt.

Supposons qu’il existe un entier n ě 0 tel que

lim
tÑ`8

fptq
tn

“ 0.

a) Montrer que Lf est définie et continue sur s0,`8r.
b) Montrer que limsÑ`8pLfqpsq “ 0.

c) Montrer que Lf est dérivable sur s0,`8r et que
pour tout s ą 0, on a

pLfq1psq “ ´
ż `8

0
tfptqe´st dt.

d) Calculer Lf dans les cas suivants :
paq fptq “ 1, t ě 0 bq fptq “ t, t ě 0.



Exercice 15
Soit f : r0,`8rÝÑ R une fonction continue et suppo-
sons que

ş`8
0 fptq dt converge.

a) En utilisant le critère de Cauchy et la seconde for-
mule de la moyenne, montrer que Lf est bien dé-
finie sur r0,`8r.

b) Pour X ě 0, on définit

IXpaq “
ż X

0
fptqe´at dt, a P R.

Justifier que IX est continue sur R.

c) Montrer que IX converge uniformément vers Lf
sur r0,`8r lorsque X Ñ `8.

d) En déduire que Lf est continue sur r0,`8r.

Exercice 16
Soit f : R ÝÑ R une fonction continue et bornée et
g : R ÝÑ R une fonction continue telle que l’intégraleş`8
´8 |gptq| dt converge. Le produit de convolution de f
par g est la fonction notée f ˚ g et définie par

pf ˚ gqpxq “
ż `8

´8
fpx´ tqgptq dt, x P R.

a) Montrer que f ˚g est bien définie, continue et borné
sur R.

b) Justifier que f ˚ g “ g ˚ f .
c) On suppose de plus que f est de classe C1 sur R

et que f 1 est bornée. Montrer alors que f ˚ g est
dérivable et que pf ˚ gq1 “ f 1 ˚ g.
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Exercice 1
Soit f la fonction paire, 2π-périodique et définie par
fpxq “ x, x P r0, πs.
a) Déterminer la série de Fourier de f .

b) Etudier la convergence de cette série de Fourier.

c) En déduire les valeurs des séries suivantes :
`8ÿ

n“0

1
p2n` 1q2 ,

`8ÿ

n“0

1
p2n` 1q4 ,

`8ÿ

n“1

1
n2 ,

`8ÿ

n“1

1
n4 .

Exercice 2
On considère la fonction 2π-périodique f : R ÝÑ R
définie par

fpxq “

$
’’&
’’%

´1 si x Ps ´ π, 0r
0 si x “ 0 ou x “ π

1 si x Ps0, πr.
a) Déterminer la série de Fourier de f .

b) Etudier la convergence de cette série de Fourier.

c) Ecrire l’identité de Parseval pour cette série de
Fourier.

Exercice 3
Reprendre l’exercice précédent avec les fonctions 2π-
périodiques définies par :

a) gpxq “ x
2 si x Ps ´ π, πr et gpπq “ 0.

b) hpxq “ | sinpxq| pour x P r´π, πr.
c) kpxq “ |x|pπ ´ |x|q pour x P r´π, πr.

Exercice 4
On considère la fonction f de période 2π, définie par
fpxq “ chpxq, x P r´π, πr.
a) Déterminer pour n P Z, cnpfq, puis pour n P N,

anpfq et bnpfq.
b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

c) En déduire les valeurs de
ř`8
n“1

p´1qn
n2`1 et

ř`8
n“1

1
n2`1 .

Exercice 5
Soit f la fonction 2π-périodique définie par fpxq “ π´x

2 ,
x P r0, 2πr.
a) Calculer les. coefficients de Fourier de f .

b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

c) Calculer
ř`8
n“0

p´1qn
2n`1 et

ř`8
n“1

1
n2 .

Exercice 6
Soit f : r´1, 1s ÝÑ R définie par fpxq “ xp1´ x2q.
a) Montrer qu’il existe une suite de réels pbnqně1 telle

que pour tout x P r´1, 1s, on a

fpxq “
`8ÿ

n“1
bn sinpnπxq.

b) Calculer les coefficients pbnqně1.

c) En déduire les valeurs de
`8ÿ

p“0

1
p2p` 1q4 et

`8ÿ

n“1

1
n6 .

Exercice 7
Soit g la fonction 2π-périodique, paire, égale à gpxq “ π

si 0 ď x ď 1 et gpxq “ 0 si 1 ă x ď π.

a) Déterminer la série de Fourier de g et discuter sa
convergence.

b) Montrer que
`8ÿ

n“1

sinpnq
n

“
`8ÿ

n“1

ˆ
sinpnq
n

˙2
.

Exercice 8 (Le développement eulérien du sinus)
Soit α P RzZ. On désigne par fα la fonction 2π-périodique
sur R telle que

@t Ps ´ π, πs, fαptq “ cospαtq.
a) Calculer la série de Fourier de fα. En déduire que

@t P RzπZ, cotanptq “ 1
t
` 2t

`8ÿ

n“1

1
t2 ´ n2π2 .



b) Fixons x Ps0, πr et soit f : r0, xs ÝÑ R définie par

fptq “
$
&
%

cotanptq ´ 1
t si 0 ă t ď x

0 si t “ 0.

Vérifier que f est continue sur r0, xs et montrer que
ż x

0
fptq dt “

`8ÿ

n“1
log

ˆ
1´ x2

n2π2

˙
.

c) En déduire que

@t Ps ´ π, πr, sinptq “ t
`8ź

n“1

ˆ
1´ t2

n2π2

˙
,

où l’égalité ci-dessus signifie que la suite t
śN
n“1

´
1´ t2

n2π2

¯

converge vers sinptq quand N Ñ `8.

Exercice 9
Soit f : R ÝÑ C définie par fptq “ ee

it , t P R.
a) Justifier que f est égale à la somme de sa série de

Fourier.

b) Montrer que pour tout t P R, on a

fptq “
`8ÿ

k“0

eikt

k! .

c) En déduire les coefficients de Fourier cn de f , pour
n P Z.

d) Montrer que
ż 2π

0
e2 cosptq dt “ 2π

`8ÿ

n“0

1
pn!q2 .

Exercice 10 (Inégalité de Wirtinger)

a) Soient pA,Bq P C2 et g : R ÝÑ C définie par
gptq “ Aeit `Be´it. Montrer que

ż 2π

0
|gptq|2 dt “

ż 2π

0
|g1ptq|2 dt.

b) Soit f : R ÝÑ C une fonction de classe C1, 2π-
périodique et telle que

ş2π
0 fptq dt “ 0. Montrer que

ż 2π

0
|fptq|2 dt ď

ż 2π

0
|f 1ptq|2 dt.

c) Dans quel cas y-a-t-il égalité ?

Exercice 11

a) Existe-t-il une suite réelle panqně0 telle que pour
tout x P r0, πs, sinpxq “ ř`8

n“0 an cospnxq ?
b) Existe-t-il une suite réelle pbnqně0 telle que pour

tout x P r0, πr, cospxq “ ř`8
n“0 bn sinpnxq ?

c) Existe-t-il une suite réelle pcnqně0 telle que pour
tout x P r0, 2πs, sinpxq “ ř`8

n“0 cn cospnxq ?

Exercice 12

a) La série trigonométrique
ř`8
n“1

sinpnxq?
n

est-elle la
série de Fourier d’une fonction continue par mor-
ceaux 2π-périodique ?

b) La série trigonométrique
ř`8
n“1

cospnxq
n est-elle la sé-

rie de Fourier d’une fonction C1 par morceaux 2π-
périodique ?

Exercice 13 (Equations différentielles et séries de
Fourier) On considère l’équation différentielle

pEq y2ptq ´ yptqeit “ 0.

a) (i) Montrer que la série trigonométrique
ÿ

ně0

p´1qn
pn!q2 e

int

converge pour tout t P R, et que sa somme f
est 2π-périodique.

(ii) Montrer que f est de classe C2 sur R et que f
est solution de l’équation différentielle pEq.

b) Soit g : R ÝÑ C une solution 2π-périodique de
classe C2 de l’équation pEq.
(i) Pour n P Z, en utilisant que g est solution de

pEq, exprimer cnpg2q en fonction de cn´1pgq.
(ii) En utilisant que g est de classe C2, exprimer

cnpg2q en fonction de cnpgq, pour n P Z. En
déduire, pour tout n P Z une relation entre
cnpgq et cn´1pgq.

(iii) Calculer, pour n P Z, cnpgq en fonction de
c0pgq.

(iv) En déduire l’espace vectoriel des solutions com-
plexes 2π-périodiques de l’équation différen-
tielle pEq.



Exercice 14 (Equations différentielles et séries de
Fourier) On considère l’équation différentielle

pEa,bq y2ptq ` pa` be2itqyptq “ 0,

avec a, b deux nombres complexes.

a) On suppose dans cette question que a est réel et
b “ 0. Résoudre pEa,0q. L’équation pEa,0q admet-
elle des solutions non nulles 2π-périodiques ?

b) Soit f une fonction indéfiniment dérivable et 2π-
périodique de R dans R. Montrer que, pour tout
entier k strictement positif, on a lorsque n tend
vers `8 :

cnpfq “ o

ˆ
1
nk

˙
et c´npfq “ o

ˆ
1
nk

˙
.

c) (i) Montrer que toute solution de pEa,bq, 2π-périodique,
est indéfiniment dérivable, développable en sé-
rie de Fourier ainsi que ses dérivées.

(ii) Soit g la fonction définie de R dans C par
gptq “ pa` be2itqfptq. Pour tout entier n, cal-
culer cnpgq en fonction de cnpfq.

d) Montrer que les coefficients de Fourier cnpfq d’une
solution 2π-périodique de l’équation pEa,bq véri-
fient la relation :

@n P Z, pn2 ´ aqcnpfq “ bcn´2pfq.
e) Soit pγnqnPN une suite de nombres complexes défi-

nie par :
$
&
%
γ0 “ 1
@n P N˚, γn “ bγn´1

4n2 ,

et ϕ la fonction définie sur R par ϕptq “ ř`8
n“0 γne

2int.
Montrer que la fonction ϕ est une solution 2π-
périodique de l’équation pE0,bq.

Exercice 15
Soient f, g : R ÝÑ C deux fonctions continues, 2π-
périodiques. On note f ˚ g la fonction définie par

pf ˚ gqpxq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqgpx´ tq dt, x P R.

a) Montrer que f ˚ g est une fonction 2π-périodique,
continue sur R.

b) Pour n P Z, calculer zf ˚ gpnq :“ cnpf ˚ gq en fonc-
tion de f̂pnq et ĝpnq.

c) Démontrer que la série de Fourier de f ˚g converge
normalement sur R et calculer sa somme.

Exercice 16
Soit f une fonction 2π-périodique et continue sur R.
Notons Snpfq la n-ème somme partielle de la série de
Fourier de f , c’est-à-dire Snpfqptq “ ř

|k|ďn ckpfqeikt,
t P R. Supposons que pour tout n P N, on a }Snpfq}8 ď
1. Montrer alors que }f}8 ď 1.

Exercice 17
Soit f une fonction 2π-périodique et continue de R dans
R. Montrer que f est de classe C8 sur R si et seulement
si pour tout k P N, on a cnpfq “ opn´kq, |n| Ñ `8.

Exercice 18
Soit f : R ÝÑ C une fonction 2π-périodique et sup-
posons qu’il existe α ą 0 et C ą 0 tel que pour tout
x, y P R, on a

|fpxq ´ fpyq| ď C|x´ y|α.
a) Montrer que f est uniformément continue sur R.

b) Pour a P R et n P Z, exprimer

1
2π

ż π

´π
fpt` aqe´int dt

en fonction du coefficient de Fourier cnpfq de f .
c) Soit gaptq “ fpt` aq ´ fpt´ aq, t P R. Pour n P Z,

exprimer le coefficient de Fourier cnpgaq en fonction
de cnpfq.

d) En déduire que
ÿ

nPZ
| sinpnaq|2|cnpfq|2 ď C24α´1a2α.

e) On suppose maintenant que α ą 1{2.
(i) Fixons p P N˚. Montrer que

ÿ

2p´1ď|n|ă2p

ˇ̌
ˇsin

´
n

π

2p`1

¯ˇ̌
ˇ
2 |cnpfq|2 ď C2 π2α

4αp`1 .

(ii) En déduire que
ÿ

2p´1ď|n|ă2p

|cnpfq| ď C?
2

πα

2ppα´1{2q .

(iii) Conclure que la série de Fourier de f converge
normalement vers f sur R.



Exercice 19

a) Soit punqně1 une suite réelle et ` P RYt`8,´8u.
Supposons que punqně1 tend vers `. Montrer alors
que si

cn “ 1
n

nÿ

k“1
uk, n ě 1,

alors la suite pcnqně1 tend aussi vers `.

b) Montrer que si punqně1 est une suite monotone,
alors la réciproque est aussi vraie.

c) En déduire que si f est une fonction continue et
2π périodique sur R et telle que pour tout n P Z,
cnpfq ě 0, alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f sur R.

Indication : On pourra considérer les sommes de
Féjer en 0.
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Les deux exercices sont indépendants et pourront être traités dans l’ordre de votre
choix. Une attention particulière sera portée à la qualité de la rédaction qui entrera

en ligne de compte dans la notation.

Exercice 1. Pour x > 1, on pose

F (x) =
∫ π

2

0
ln(x2 − cos2(t)) dt.

a) Montrer que F est bien définie, de classe C1 sur ]1,+∞[ et pour x > 1, exprimer
F ′(x) sous forme d’une intégrale.

b) Montrer que pour tout x > 1, on a

F ′(x) = π√
x2 − 1

.

Indication : dans la formule donnant F ′(x) sous forme d’une intégrale, on pourra
poser le changement de variable u = tan(t).

c) Montrer qu’il existe une constante réelle C telle que pour tout x > 1, on a

F (x) = π ln(x+
√
x2 − 1) + C.

d) Montrer que, pour tout x > 1, on a
∫ π

2

0
ln
(

1− cos2(t)
x2

)
dt = π ln

(
1 +

√
1− 1

x2

)
+ C. (1)

e) En déduire la valeur de C.
Indication : on pourra faire tendre x vers +∞ dans l’équation (1) et pour le
terme à gauche dans (1) utiliser un encadrement.

f) Montrer que l’intégrale

I =
∫ π

2

0
ln(sin(t)) dt.

converge et, en supposant que F est continue à droite en x = 1, calculer la valeur
de I.



Exercice 2. Pour x > 0, on pose

F (x) =
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

a) Montrer que F est bien définie sur ]0,+∞[.
b) Soit a > 0. Montrer que F est de classe C1 sur ]a,+∞[.
c) En déduire que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et, pour x > 0, exprimer F ′(x)

sous forme d’une intégrale.
d) Montrer que F vérifie l’équation :

∀x > 0, xF ′(x) = xF (x)− 1.

e) Montrer que pour tout x > 0, on a

0 ≤ F (x) ≤ 1
x
,

et en déduire que F a une limite en +∞ qu’on précisera.
f) Soit A > 0. Montrer que pour tout x > 0, on a

F (x) ≥ e−Ax ln(1 + A).

g) En déduire que limx→0+ F (x) = +∞.

2
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Correction

Exercice 1. Pour x > 1, on pose

F (x) =
∫ π

2

0
ln(x2 − cos2(t)) dt.

a) Montrer que F est bien définie, de classe C1 sur ]1,+∞[ et pour x > 1, exprimer
F ′(x) sous forme d’une intégrale.

On introduit la fonction f : ]1,+∞[×[0, π/2] −→ R définie par

f(x, t) = ln(x2 − cos2(t)), (x, t) ∈]1,+∞[×[0, π/2].

Remarquons que ∀x > 1 et ∀0 ≤ t ≤ π
2 , on a x2 − cos2(t) ≥ x2 − 1 > 0. Ainsi,

la fonction f est continue sur ]1,+∞[×[0, π/2] comme composée de fonctions
continues. De plus, pour tout 0 ≤ t ≤ π

2 , la fonction x 7−→ f(x, t) = ln(x2 −
cos2(t)) est dérivable sur ]1,+∞[ et on a

∂f

∂x
(x, t) = 2x

x2 − cos2(t) , ∀(x, t) ∈]1,+∞[×[0, π/2].

Ainsi ∂f
∂x

existe et est continue sur ]1,+∞[×[0, π/2]. Le théorème de dérivabilité
des intégrales définies à paramètres implique que F est bien définie et de classe
C1 sur ]1,+∞[. De plus, pour x > 1, on a

F ′(x) =
∫ π

2

0

∂f

∂x
(x, t) dt =

∫ π
2

0

2x
x2 − cos2(t) dt.

b) Montrer que pour tout x > 1, on a

F ′(x) = π√
x2 − 1

.

Effectuons le changement de variable u = tan(t) dans l’intégrale donnant F ′(x).
Rappelons que cos2(t) = 1

1+tan2(t) = 1
1+u2 et dt = du

1+u2 . D’où

F ′(x) =
∫ +∞

0

2x
x2 − 1

1+u2

1
1 + u2 du.



Ainsi, pour x > 1, on a

F ′(x) =
∫ +∞

0

2x
x2(1 + u2)− 1 du

=
∫ +∞

0

2x
x2u2 + x2 − 1 du

= 2x
x2 − 1

∫ +∞

0

1
1 + x2

x2−1u
2
du.

Effectuons alors le deuxième changement de variable v = x√
x2−1u. On obtient

alors que pour x > 1, on a

F ′(x) = 2x
x2 − 1

∫ +∞

0

1
1 + v2

√
x2 − 1
x

dv

= 2√
x2 − 1

[arctan(v)]+∞0

= π√
x2 − 1

.

c) Montrer qu’il existe une constante réelle C telle que pour tout x > 1, on a

F (x) = π ln(x+
√
x2 − 1) + C.

Considérons G : ]1,+∞[−→ R définie pour x > 1 par G(x) = π ln(x+
√
x2 − 1).

Il est clair que G est dérivable sur ]1,+∞[ et on a

G′(x) =π
1 + 2x

2
√
x2−1

x+
√
x2 − 1

=π
x+
√
x2−1√

x2−1

x+
√
x2 − 1

= π√
x2 − 1

=F ′(x).

Ainsi, il existe une constante réelle C telle que, pour tout x > 1, on a F (x) =
G(x) + C, c’est-à-dire

F (x) = π ln(x+
√
x2 − 1) + C, x > 1.

d) Montrer que, pour tout x > 1, on a
∫ π

2

0
ln
(

1− cos2(t)
x2

)
dt = π ln

(
1 +

√
1− 1

x2

)
+ C. (1)

D’après la question précédente, pour tout x > 1, on a
∫ π

2

0
ln(x2 − cos2(t)) dt = π ln(x+

√
x2 − 1) + C. (2)

2



Écrivons que ln(x2− cos2(t)) = ln(x2(1− cos2(t)
x2 )) = 2 ln(x) + ln(1− cos2(t)

x2 ). D’où
∫ π

2

0
ln(x2 − cos2(t)) dt =

∫ π
2

0
2 ln(x) dt+

∫ π
2

0
ln(1− cos2(t)

x2 ) dt

=π ln(x) +
∫ π

2

0
ln(1− cos2(t)

x2 ) dt.

En utilisant (2), on obtient alors que

π ln(x) +
∫ π

2

0
ln(1− cos2(t)

x2 ) dt = π ln(x+
√
x2 − 1) + C,

soit
∫ π

2

0
ln(1− cos2(t)

x2 ) dt =π ln(x+
√
x2 − 1)− π ln(x) + C

=π ln
(

1 +
√
x2 − 1
x

)
+ C

=π ln
(

1 +
√

1− 1
x2

)
+ C.

e) En déduire la valeur de C.

Remarquons que le terme à droite dans (1) tend vers π ln(2)+C quand x→ +∞.
D’autre part, pour tout 0 ≤ t ≤ π/2 et x > 1, on a

1− 1
x2 ≤ 1− cos2(t)

x2 ≤ 1,

et par croissance de la fonction logarithme sur ]0,+∞[, on obtient

ln
(

1− 1
x2

)
≤ ln

(
1− cos2(t)

x2

)
≤ 0.

Ainsi en intégrant par rapport à t ∈ [0, π/2], on en déduit que :

π

2 ln
(

1− 1
x2

)
≤
∫ π

2

0
ln
(

1− cos2(t)
x2

)
dt ≤ 0.

Le théorème des gendarmes permet alors d’affirmer que, lorsque x → +∞, le
terme à gauche dans (1) tend vers 0. Ainsi π ln(2) + C = 0, soit C = − ln(2).

f) Montrer que l’intégrale

I =
∫ π

2

0
ln(sin(t)) dt.

converge et, en supposant que F est continue à droite en x = 1, calculer la valeur
de I.

3



D’une part, la fonction t 7−→ ln(sin(t)) est continue sur ]0, π/2], donc localement
intégrable sur ]0, π/2]. De plus, pour tout t ∈]0, π/2], t 6= 1, écrivons que

ln(sin(t)) = ln
(

sin(t)
t

)
+ ln(t) = ln(t)


1 +

ln
(

sin(t)
t

)

ln(t)


 .

Ceci montre que ln(sin(t)) ∼ ln(t) lorsque t→ 0+. Comme pour 0 < t < 1, on a
ln(t) < 0, on peut utiliser la règle des équivalents et on obtient que

∫ 1
0 ln(sin(t)) dt

converge si et seulement si
∫ 1

0 ln(t) dt converge. La convergence de
∫ 1

0 ln(t) dt peut
alors se prouver de plusieurs manières. Par exemple, on peut remarquer que la
fonction t 7−→ ln(t) est continue sur ]0, π/2], donc localement intégrable sur
]0, π/2]. De plus, on a ln(t) = o(t−1/2), t→ 0+. Or l’intégrale

∫ π/2

0
t−1/2 dt

converge car 1/2 < 1 et donc par les théorèmes de comparaison l’intégrale
∫ π/2

0
ln(t) dt

converge absolument donc converge. Finalement, on en déduit que I converge.
D’après les questions c) et e), on a

F (x) = π ln(x+
√
x2 − 1)− π ln(2).

Comme F est supposée continue à droite en 1, on a
∫ π

2

0
ln(1− cos2(t)) dt = F (1) = lim

x→1+
F (x)

= lim
x→1+

π ln(x+
√
x2 − 1)− π ln(2)

=− π ln(2).

En utilisant que 1 − cos2(t) = sin2(t), on a, pour t ∈]0, π/2], ln(1 − cos2(t)) =
2 ln(sin(t)) et on en déduit que

I =
∫ π/2

0
ln(sin(t)) dt = −π ln(2)

2 .

Exercice 2. Pour x > 0, on pose

F (x) =
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

a) Montrer que F est bien définie sur ]0,+∞[.

Pour tout x > 0, la fonction t 7−→ e−xt
1+t est positive et continue sur [0,+∞[.

Donc elle est localement intégrable sur [0,+∞[. De plus, pour tout t > 0, on

0 ≤ e−xt

1 + t
≤ e−xt.
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L’intégrale
∫ +∞

0 e−xt dt converge (car par exemple
∫ A

0 e−xt dt = − 1
x
[e−xt]t=At=0 =

1
x
(1 − e−xA) → 1

x
lorsque A → +∞). Finalement, le théorème de comparaison

(pour les fonctions positives) permet de conclure que l’intégrale
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt

converge pour tout x > 0. Ainsi F est bien définie sur ]0,+∞[.
b) Soit a > 0. Montrer que F est de classe C1 sur ]a,+∞[.

Considérons la fonction f : ]a,+∞[×[0,+∞[−→ R définie par

f(x, t) = e−xt

1 + t
∀(x, t) ∈]a,+∞[×[0,+∞[.

La fonction f est continue sur ]a,+∞[×[0,+∞[ et par la question a), l’intégrale
∫ +∞

0
f(x, t) dt

converge pour tout x > a. De plus, pour tout t ≥ 0, la fonction x 7−→ f(x, t) =
e−xt
1+t est dérivable sur ]a,+∞[ et on a

∂f

∂x
(x, t) = −te

−xt

1 + t
, ∀(x, t) ∈]a,+∞[×[0,+∞[.

Ainsi ∂f
∂x

existe et est continue sur ]a,+∞[×[0,+∞[. Finalement, pour tout
(x, t) ∈]a,+∞[×[0,+∞[, on a

∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ = te−xt

1 + t
≤ e−at.

La dernière inégalité vient du fait que t/(1 + t) ≤ 1, du fait que −xt ≤ −at et de
la croissance de l’exponentielle. On a déjà remarqué que l’intégrale

∫ +∞
0 e−at dt

converge.
Le théorème de dérivabilité des intégrales généralisées à paramètres permet alors
d’affirmer que F est de classe C1 sur ]a,+∞[ et pour tout x > a, on a

F ′(x) =
∫ +∞

0

∂f

∂x
(x, t) dt = −

∫ +∞

0

te−xt

1 + t
dt.

c) En déduire que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et, pour x > 0, exprimer F ′(x)
sous forme d’une intégrale.

Soit x0 > 0. On peut alors choisir a > 0 tel que x0 ∈]a,+∞[ (on peut prendre
par exemple a = x0/2). La question b) permet d’affirmer que F est de classe C1

sur ]a,+∞[ donc au voisinage de x0 et on a

F ′(x0) = −
∫ +∞

0

te−x0t

1 + t
dt.
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Ceci est valable pour tout x0 > 0 et donc on en déduit que F est de classe C1

sur ]0,+∞[ et pour tout x > 0, on a

F ′(x) = −
∫ +∞

0

te−xt

1 + t
dt.

d) Montrer que F vérifie l’équation :

∀x > 0, xF ′(x) = xF (x)− 1.

Pour tout x > 0, on déduit de la question précédente que

F ′(x) =−
∫ +∞

0

te−xt

1 + t
dt

=−
∫ +∞

0

(t+ 1− 1)e−xt
1 + t

dt

=−
∫ +∞

0

(
e−xt − e−xt

1 + t

)
dt

=−
∫ +∞

0
e−xt dt+

∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

Remarquons qu’on peut séparer en deux intégrales dans la dernière égalité car on
sait que les deux intégrales convergent. On en déduit alors que

F ′(x) = −
∫ +∞

0
e−xt dt+ F (x),

et d’après le calcul effectué à la question a), on sait que
∫ +∞

0 e−xt dt = 1
x
. Ainsi,

on obtient
F ′(x) = −1

x
+ F (x),

et en multipliant par x, on en déduit le résultat.
e) Montrer que pour tout x > 0, on a

0 ≤ F (x) ≤ 1
x
,

et en déduire que F a une limite en +∞ qu’on précisera.

Remarquons que pour tout x > 0 et tout t > 0, on a

0 ≤ e−xt

1 + t
≤ e−xt.

En intégrant par rapport à t ∈ [0,+∞, on en déduit que

0 ≤ F (x) ≤
∫ +∞

0
e−xt dt,

6



et en utilisant une nouvelle fois que
∫ +∞

0 e−xt dt = 1
x
, on obtient que

0 ≤ F (x) ≤ 1
x
, x > 0.

Comme limx→+∞
1
x

= 0, le théorème des gendarmes permet d’affirmer que F a
une limite en +∞ et que

lim
x→+∞

F (x) = 0.

f) Soit A > 0. Montrer que pour tout x > 0, on a

F (x) ≥ e−Ax ln(1 + A).

Pour tout x > 0 et tout A > 0, on a

F (x) =
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt ≥

∫ A

0

e−xt

1 + t
dt.

De plus, pour tout t ∈ [0, A] et x > 0, on a −Ax ≤ −xt et par croissance de
l’exponentielle, on a e−Ax ≤ e−xt. Donc

e−Ax
1

1 + t
≤ e−xt

1 + t
.

En intégrant par rapport à t ∈ [0, A], on en déduit que

e−Ax
∫ A

0

1
1 + t

dt ≤
∫ A

0

e−xt

1 + t
dt ≤ F (x).

Par un calcul immédiat, on obtient finalement que

e−Ax ln(1 + A) ≤ F (x), x > 0, A > 0.

g) En déduire que limx→0+ F (x) = +∞.

On déduit de la question précédente que pour tout A > 0, on a

lim inf
x→0+

F (x) ≥ ln(1 + A).

On fait alors tendre A→ +∞, ce qui permet d’en déduire que

lim inf
x→0+

F (x) = +∞,

et donc comme lim supx→0+ F (x) ≥ lim infx→0+ F (x), on obtient que lim infx→0+ F (x) =
lim supx→0+ F (x) = +∞. Ceci permet finalement de conclure que F a une limite
à droite en 0 qui vaut

lim
x→0+

F (x) = +∞.

Remarquez qu’on est obligé a priori de passer par les limites sup et inf car on ne
sait pas si la limite existe...
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Exercice 1. On se donne f : [0, 1] −→ R une fonction continue sur [0, 1] et pour
x > 0, on pose

F (x) =
∫ 1

0
t1/xf(t) dt.

a) Montrer que F est bien définie et continue sur ]0,+∞[.
b) (i) Calculer

∫ 1
0 t

1/x dt pour x > 0.
(ii) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout x > 0, on a

|F (x)| ≤ Mx

x+ 1 .

(iii) En déduire que F se prolonge par continuité à droite en 0.
c) Soit ε > 0.

(i) Justifier qu’il existe 0 < δ < 1 tel que pour tout x > 0, on a
∣∣∣∣
∫ 1

δ

t1/x(f(t)− f(1)) dt
∣∣∣∣ ≤

ε x

2(x+ 1)

(ii) Justifier qu’il existe une constante K > 0 (indépendante de δ) tel que pour
tout x > 0, on a

∣∣∣∣
∫ δ

0
t1/x(f(t)− f(1)) dt

∣∣∣∣ ≤ K
x

x+ 1 δ
1+1/x.

(iii) En déduire que pour tout x > 0, on a
∣∣∣∣
x+ 1
x

∫ 1

0
t1/xf(t) dt− f(1)

∣∣∣∣ ≤
ε

2 +Kδ1+1/x,

puis que x+1
x
F (x)− f(1) tend vers 0 lorsque x tend vers 0+.

(iv) Montrer que F (x) = xf(1) + o(x), x→ 0+.
d) On suppose dans cette question que f satisfait en plus l’hypothèse que l’intégrale

∫ 1

0
| ln(t)f(t)| dt

converge.



(i) Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer pour x > 0, F ′(x)
sous forme d’une intégrale.

(ii) En utilisant la question c)(iv), montrer que F est dérivable à droite en 0 et
donner sa dérivée à droite en 0.

Exercice 2. a) Justifier que pour tout x ∈ [0, π], on a

x(π − x) = π2

6 −
∞∑

n=1

cos(2nx)
n2 .

On précisera bien les hypothèses du théorème employé et on dessinera le graphe
de la fonction étudiée sur l’intervalle [−2π, 2π].

b) En déduire la valeur de
+∞∑

n=1

(−1)n
n2 .

c) Justifier que pour tout x ∈ [0, π], on a

x(π − x) = 8
π

+∞∑

n=0

sin((2n+ 1)x)
(2n+ 1)3 .

On précisera bien les hypothèses du théorème employé et on dessinera le graphe
de la fonction étudiée sur l’intervalle [−2π, 2π].

d) En déduire la valeur de
+∞∑

n=0

(−1)n
(2n+ 1)3 .

2



T.S.V.P.

Licence de Mathématiques- Semestre 5 2021-2022
M53 - Intégrales à paramètres et séries de Fourier

Devoir surveillé 1
Samedi 13 novembre
Durée : 2 heures

Exercice 1. Pour x ∈ R, on pose

F (x) =
∫ π

0
cos(x sin(t)) dt.

a) Montrer que F est bien définie et continue sur R.
b) Montrer que F est de classe C1 sur R et pour x ∈ R, exprimer F ′(x) sous la

forme d’une intégrale.
c) En déduire que F est strictement décroissante sur [0, π].
d) Montrer que pour tout u ∈ R, on a

cos(u) ≤ 1− u2

2 + u4

24 .

Indication : on pourra soit utiliser une formule de Taylor soit étudier la fonction
ϕ(u) = 1− u2

2 + u4

24 − cos(u) en étudiant ses variations sur [0,+∞[.
e) En déduire que pour tout x ∈ R, on a

F (x) ≤ π

(
1− x2

4 + x4

64

)
.

Indication : on utilisera sans démonstration les formules suivantes :

sin2(t) = 1
2 (1− cos(2t)) et sin4(t) = 1

8 (3− 4 cos(2t) + cos(4t)) .

f) En utilisant c) et e), en déduire que l’équation
∫ π

0
cos(x sin(t)) dt = 0

a une unique solution x ∈ [0, π].
Indication : on pourra montrer que F (2

√
2) ≤ 0 et remarquer que 2

√
2 ≤ π.

Exercice 2. Pour 0 < x < 1, on pose

H(x) =
∫ +∞

0

(
1− e−t

)
tx−2 dt.

a) Montrer que H est bien définie sur ]0, 1[.



b) Montrer que H est de classe C1 sur ]0, 1[ et pour 0 < x < 1, exprimer H ′(x) sous
la forme d’une intégrale.
Indication : on pourra utiliser (sans les démontrer) les résultats de convergence
suivants sur les intégrales de Bertrand :

∫ +∞

e

1
tα(ln(t))β dt converge ⇐⇒ (α > 1) ou (α = 1 et β > 1);

∫ 1/e

0

1
tα(ln(t))β dt converge ⇐⇒ (α < 1) ou (α = 1 et β > 1);

c) Fixons α > 0.
(i) Montrer que pour tout 0 < x < 1, on a

0 ≤
∫ α

0

(
1− e−t

)
tx−2 dt ≤ αx

x
.

Indication : on pourra utiliser (sans la démontrer) l’inégalité suivante : pour
tout u ∈ R, 1− e−u ≤ u.

(ii) Montrer que pour tout 0 < x < 1, on a

(
1− e−α

) αx−1

1− x ≤
∫ +∞

α

(
1− e−t

)
tx−2 dt ≤ αx−1

1− x.

d) En déduire que pour tout α > 0 et tout 0 < x < 1, on a

(
1− e−α

)
αx−1 ≤ (1− x)H(x) ≤ αx

x
(1− x) + αx−1. (1)

e) Conclure que lorsque x→ 1−, H(x) est équivalent à 1
1− x .

Indication : on pourra utiliser :
- l’inégalité de gauche dans (1) pour minorer lim infx→1−(1− x)H(x)
- et l’inégalité de droite dans (1) pour majorer lim supx→1−(1− x)H(x).

2
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Exercice 1. Soit f : R −→ R la fonction 2π-périodique définie par f(x) = (x − π)2,
x ∈ [0, 2π[.

a) Dessiner le graphe de f sur [−2π, 2π] et préciser le domaine de continuité de f .
b) Calculer les coefficients de Fourier de f .
c) Etudier la convergence de la série de Fourier de f (on précisera bien le type de

convergence et la valeur de la somme de la série de Fourier).
d) En déduire la valeur des sommes suivantes :

(i)
+∞∑

n=1

(−1)n
n2 (ii)

+∞∑

n=1

1
n2 .

Exercice 2. Soit f : R −→ C une fonction 2π-périodique et supposons qu’il existe
α > 0 et C > 0 tel que pour tout x, y ∈ R, on a

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α.

a) Montrer que f est uniformément continue sur R.
b) Pour a ∈ R et n ∈ Z, exprimer

1
2π

∫ π

−π
f(t+ a)e−int dt

en fonction du coefficient de Fourier cn(f) de f .
Indication : on rappelle que pour n ∈ Z, on a cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t)e−int dt.

c) Soit ga(t) = f(t + a) − f(t − a), t ∈ R. Pour n ∈ Z, exprimer le coefficient de
Fourier cn(ga) en fonction de cn(f).

d) En déduire que ∑

n∈Z
| sin(na)|2|cn(f)|2 ≤ C24α−1a2α.

Remarque : on peut alors montrer (mais nous ne le ferons pas) que si α > 1/2,
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.

Exercice 3. a) Justifier que l’intégrale
∫ ∞

0

sin2(t)
t2

dt

converge.



b) Pour x ≥ 0, on pose

F (x) =
∫ +∞

0

sin2(t)
(t+ x)2 dt.

(i) Montrer que F est bien définie et continue sur [0,+∞[.
(ii) Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et pour x > 0, donner une

expression de F ′(x) sous forme d’une intégrale.
(iii) Montrer que F est décroissante sur [0,+∞[.
(iv) Montrer que, pour tout x > 0, on a

0 ≤ F (x) ≤ 1
x

et en déduire la limite de F en +∞.
Le but des questions suivantes est d’étudier la dérivabilité à droite de F en 0.
(v) Montrer que, pour tout x > 0, on a

F (x)− F (0)
x

≤ − 4
π2

∫ π/2

0

2t+ x

(t+ x)2 dt.

Indication : on pourra utiliser (sans la redémontrer) l’inégalité de convexité
suivante : sin(t) ≥ 2

π
t, t ∈ [0, π/2].

(vi) En déduire que, pour tout x > 0, on a

F (x)− F (0)
x

≤ − 4
π2 ln

(
1 + π

2x

)
.

Indication : dans l’intégrale du (vi), on pourra utiliser que, pour tout t ≥ 0,
on a 2t+ x ≥ t+ x.

(vii) Conclure.
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Exercice 1. Pour x > 1, on pose

F (x) =
∫ π

0
ln(x+ cos(t)) dt.

a) Justifier que F est bien définie sur ]1,+∞[.
b) Montrer que F est de classe C1 sur ]1,+∞[ et pour x > 1, exprimer F ′(x) sous

la forme d’une intégrale.
c) En utilisant le changement de variable u = tan(t/2), calculer F ′(x), x > 1.

Indication : on rappelle que cos(t) = 1−u2

1+u2 où u = tan(t/2).
d) Soit G(x) = ln(

√
x2 − 1 + x), x > 1. Montrer qu’il existe une constante k ∈ R

telle que pour tout x > 1, on a F (x) = πG(x) + k.
e) Montrer que pour tout v ∈]− 1, 1[, on a

|ln(1 + v)| ≤ |v|
1− |v| .

Indication : on pourra soit utiliser l’inégalité des accroissements finis, soit écrire
que pour v ∈]− 1, 1[, on a ln(1 + v) =

∫ v
0

1
1+t dt.

f) En déduire que pour x ≥ 2, on a

|F (x)− π ln(x)| ≤ 2π
x
,

et calculer la limite en +∞ de F (x)− π ln(x).
Indication : pour l’inégalité, on pourra remarquer que π ln(x) =

∫ π
0 ln(x) dt et

écrire F (x)−π ln(x) sous la forme d’une seule intégrale, puis utiliser la question
e).

g) En déduire la valeur de la constante k et finalement l’expression de F (x) pour
x > 1.
Indication : on remarquera que F (x)− π ln(x) = π ln

(
1 +

√
1− 1

x2

)
+ k.

Exercice 2. Pour x ∈ R, on pose

F (x) =
∫ +∞

0

arctan(xt)
1 + t2

dt.

a) Montrer que F est bien définie et continue sur R.



b) Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et pour x > 0, exprimer F ′(x) sous
la forme d’une intégrale.

c) Calculer F ′(x) pour x > 0, x 6= 1. En déduire la valeur de F ′(1).
Indication : pour le calcul de F ′(x), x 6= 1, on pourra utiliser (sans démonstra-
tion) la décomposition en éléments simples suivante :

t

(1 + t2)(1 + x2t2) = 1
1− x2

(
t

1 + t2
− x2t

1 + x2t2

)
.

d) Soit a > 0. Montrer que pour tout x > 0, on a

arctan(ax)
∫ +∞

a

1
1 + t2

dt ≤ F (x) ≤ π

2

∫ +∞

0

1
1 + t2

dt.

e) Montrer que F est croissante sur ]0,+∞[ et en déduire en utilisant la question
précédente que F a une limite finie ` en +∞.

f) Montrer que ` = π2

4 .

2
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Exercice 1.
Pour x ∈ R, on pose

G(x) =
∫ +∞

−∞

cos(xu)
1 + u2 du,

et pour x > 0, on pose

F (x) =
∫ +∞

−∞

x cos(t)
x2 + t2

dt.

a) Montrer que G est définie, continue et bornée sur R.
b) Montrer que F est bien définie et continue sur ]0,+∞[.
c) En utilisant le changement de variable t = xu, montrer que pour tout x > 0, on

a F (x) = G(x).
d) En déduire que F est bornée sur ]0,+∞[ et que F se prolonge par continuité en

0 en posant F (0) = π.
e) Montrer que F est de classe C2 sur ]0,+∞[.

Indication : on pourra remarquer que si f(x, t) = x cos(t)
x2+t2 , alors

∣∣∂f
∂x

(x, t)
∣∣ ≤ 1

x2+t2 .
f) Vérifier que

∂2

∂x2

(
x

x2 + t2

)
= − ∂2

∂t2

(
x

x2 + t2

)
.

g) En déduire que F est sur ]0,+∞[ une solution de l’équation différentielle :

(E) y′′(x)− y(x) = 0.

h) On admettra que les solutions de l’équation différentielle (E) sont données par
y(x) = k1e

x + k2e
−x, où k1, k2 ∈ R. En utilisant d) et g), en déduire l’expression

de F (x).

Exercice 2.
On considère la fonction 2π-périodique f : R −→ R définie par

f(t) =
{

sin(t), si t ∈ [0, π[,
0, si t ∈ [−π, 0[.

a) Tracer l’allure de la courbe de f sur l’intervalle [−2π, 2π], et préciser le domaine
de continuité de f .



b) Calculer les coefficients de Fourier de f . Indication : on pourra utiliser (sans
justification) les formules

sin(a) cos(b) = 1
2(sin(a+b)+sin(a−b)) et sin(a) sin(b) = 1

2(cos(a−b)−cos(a+b)).

c) Justifier que pour tout t ∈ R, on a

f(t) = 1
π

+ 1
2 sin(t) + 2

π

+∞∑

n=1

cos(2nt)
1− 4n2 .

d) En déduire que
π

4 = 1
2 +

+∞∑

n=1

(−1)n

1− 4n2 .

e) Calculer la somme
+∞∑

n=1

1
(4n2 − 1)2 .
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Exercice 1. Pour x ≥ 0, on pose

F (x) =
∫ π

2

0
ln(1 + x sin2(t)) dt.

(a) Justifier que F est bien définie et continue sur [0,+∞[.
(b) Etudier la dérivabilité de F sur [0,+∞[ et donner l’expression de sa dérivée sous

forme d’une intégrale.
(c) (i) Vérifier que pour tout t ∈ [0, π2 [, on a

sin2(t) = tan2(t)
1 + tan2(t) .

(ii) En utilisant le changement de variable u = tan(t), montrer que pour tout
x > 0, on a

F ′(x) = π

2
1√

1 + x(
√

1 + x+ 1)
.

Indication : on pourra utiliser (sans justification) que pour x 6= 0, on a

u2

(1 + (1 + x)u2)(1 + u2) = 1
x

(
1

1 + u2 −
1

1 + (1 + x)u2

)
.

(iii) En déduire que pour tout x ≥ 0, on a

F (x) = π
(
ln(1 +

√
1 + x)− ln(2)

)
.

Exercice 2. Pour x ∈ R, on pose

G(x) =
∫ +∞

0

cos(2tx)
cosh2(t)

dt,

où on rappelle que cosh(t) = et+e−t
2 , t ∈ R.

(a) Montrer que G est bien définie sur R.
(b) Montrer que G est continue sur R.
(c) Montrer que pour tout x ∈ R, on a

G(x) = 1− 4x
∫ +∞

0

sin(2xt)
1 + e2t dt.

Indication : on pourra effectuer une intégration par partie.



(d) En déduire la valeur de

I =
∫ +∞

0

1
cosh2(t)

dt.

Exercice 3. Soit f(x) = max(0, sin(x)), x ∈ R.
(a) Tracer le graphe de f sur [−2π, 2π].
(b) Préciser le domaine de continuité et de dérivabilité de f .
(c) Etudier la convergence simple et normale de la série de Fourier de f . On précisera

bien les hypothèses des théorèmes utilisés.
(d) Calculer les coefficients de Fourier de f .

Indication : on pourra utiliser (sans justification) que pour tous a, b ∈ R, on a

sin(a) cos(b) = 1
2 (sin(a+ b) + sin(a− b)) et sin(a) sin(b) = 1

2 (cos(a− b)− cos(a+ b)) .

(e) En déduire la valeur des sommes suivantes :

S1 =
+∞∑

n=1

1
4n2 − 1 , S2 =

+∞∑

n=1

(−1)n
4n2 − 1 , S3 =

+∞∑

n=1

1
16n2 − 1 .
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