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(i) Montrer que f : x —> e® n’est pas uniformé-
ment continue sur R, .
[ Uniforme continuité j (i) Soit P un polyndme a coefficients réels. Mon-

Exercice 1

a) Montrer que si f : I —> R est une fonction k-
lipschitzienne sur un intervalle I (c’est-a-dire Vz,y €
I, |f(z) = f(y)] < k|lz —y]), alors f est uniformé-
ment continue sur I.

b) En déduire que z —— sin(z) est uniformément

continue sur R.

c) Montrer que z — est uniformément conti-

1
1+ |z|
nue sur R.
d) Montrer que  —> 4/z est uniformément continue

sur R, mais n’est pas lipschtzienne sur R, .

Exercice 2

Montrer que z — 22 est uniformément continue sur
tout compact de R mais n’est pas uniformément conti-
nue sur R.

Exercice 3

Soit f : Ry — R une fonction uniformément continue.
Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe a,b e R
tels que Vo > 0, f(z) < ax + b (autrement dit, une
fonction uniformément continue sur R, est majorée par

une fonction affine).
a) Justifier l'existence de 7; > 0 tel que
le =yl <m = [f(z) - fly)l < 1.
b) Soit zg € R4 et ng = [%] + 1 (ou [-] désigne la
partie entiere).

(i) Montrer que

nog—1

[f(xo) = F(O)] < D]

k=0

()Gl

(ii) En déduire le résultat.

c) Application :

trer que P est uniformément continue sur R
si et seulement si P est un polyndéme de degré

inférieur ou égal a 1.

[ Intégrales de Riemann J

Exercice 4

Soit f : I — R une fonction définie et continue sur un
intervalle (quelconque) I de R et soit a € I. On définit
alors pour z € I

Fla) — f () dt.

Montrer que F' est dérivable sur I et que pour tout
xel,ona ' (z) = f(x).

Exercice 5
Soit f la fonction définie par

2¢ —t
f@):f cht.

x
a) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur
R* et calculer sa dérivée.
b) Montrer que pour tout # > 0, e~2*In(2) < f(z) <
e~ 1n(2). Etablir une inégalité analogue sur R*.
c) En déduire que f peut se prolonger par continuité
en 0.

d) Etudier les limites de f & l'infini.

Exercice 6

Pour n € N, on pose

z
I, = f sin™(z) dx.
0
Montrer que lim,,_, o I,, = 0.

Indication: soit € > 0. On pourra découper l’intégrale
sur [0,m/2 — €] et [1/2 —e,7/2].



Exercice 7
Le but de l'exercice est de montrer le résultat suivant
connu sous le nom de deuziéme formule de la moyenne :
solent f, g deux fonctions définies et continues de [a, b]

dans R. On suppose de plus que g est positive et dé-
croissante. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que

fmwmm=a%}mm. 1)

Pour cela, considérons S = (xq, 1, . .
sion de [a, b], c’est-a-dire g = a < 1 < ---
Zn = b, et notons 6(S)
la subdivision On notera aussi || f[oo = sup,epq,p) [f(2)]
et F(z) =] f(t)dt, z € [a,b].

a) Montrer que ‘ZZ 1 Sx _(g(x) —g(zi-1)) f(2) dac) <
£l (S (i = 2i1)g (i) = § g(@) der)
b) En déduire que
-Z'z 1 J f

c) Justifier que F' admet un minimum m et un maxi-
mum M sur [a,b].

. &) une subdivi-
< Tp-1 <
= maxi<i<n(T; —T;—1) le pas de

b
Jf(x)g(m)d:r: lim

a 6(8)—>0

d) En utilisant une transformation d’Abel, montrer
que

n
a) < Z
i=1

e) En déduire le résultat.

o) f " fw) do < Mg(a).

Application : Soit f une application continue décrois-
sante de [0, +oo[ dans R qui tend vers zéro & linfini.

Calculer
1 'Lt
Jhif
[ Intégrales généralisées J

Exercice 8

Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1 +00 R +o0
1. f Intdt 2. J e~ tdt 3. J x(sinz)e Tdx
0 0 0
+00 1 dt
4. j Int)e tdt 5. j —_—
0 () o (L—t)Vt

| Exercice 9

Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes 7

+o0 dt +o0 t —\t 1 1
1.J 2.J X a 3.f cos? (=) at.
0 6t — 1 0 1 + t2 0 t

| Exercice 10

Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes 7

+o0 Int +o0 1
LJ i 2.J =7 J e Vg,
0 t?+1 1 (SC - 1
| Exercice 11

Discuter, suivant la valeur du parametre a € R, la

convergence des intégrales impropres suivantes :

+0 —t +0 : 40
e " —1 t—sint arctant
1.J ot 2.f L 3.J L
0

0 te 0 te
Exercice 12

Inx
sardz.

In(z++/z)—In(z
1 Ine+va) -n(z) 13/1 )dx.

a) Démontrer la convergence de l'intégrale S(l)

b) Démontrer la convergence de

+00 ln(ac+f) ln(m)d

c) Etudier la nature de §; S
Exercice 13
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

TO ging

+o0
1. —d 2. In{1
4 AT +sinz * L " ( *

sinx

)da:, a > 0.
{63

| Exercice 14

Justifier la convergence et calculer la valeur des inté-
grales suivantes :

1 Int +00 Vi +0o0 ( ) .
1. dt 2. f te”Vidt S.J sin(t)e”**dt, a > 0.
v1— 0 0
| Exercice 15
a) Soit f : [0,+o0[— R une fonction continue. On

suppose que SJ “ f(t)dt converge, et soit (z,) et

(yn) deux suites tendant vers +0o0. Démontrer que
Sy" t)dt tend vers 0.

b) En déduire que 'intégrale S(;roo e~tsintdt diverge.



| Exercice 16 Discuter suivant la valeur du parametre

a, B € R la convergence de 'intégrale

a)

b)

te gt
L ta(Int)s”

Exercice 17

Soient f et g deux fonctions définies et continues
sur un intervalle [a, +oo[ vérifiant les conditions

suivantes :

(i) il existe un réel M tel que pour tout & > a, on

< M,

f F(t)dt

(ii) la fonction g est décroissante et . lir+n g(t) = 0.
—+00

Montrer que l'intégrale S:OC f(t)g(t) dt est conver-
gente.
Indication : on pourra utiliser la deuxiéme for-

mule de la moyenne.

o0 sin(t)

En déduire que l'intégrale |,” =~ dt est conver-

gente.
Donner une autre preuve de la convergence de 'in-
tégrale précédente en utilisant une intégration par
partie.
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Exercice 1
Pour z € R, on pose F(x) = S(l) cos(tx) dt.

a) Montrer que F' est bien définie, continue et paire
sur R.

b) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa
dérivée.

Exercice 2

Soit F(z) = Sé t3e® dt, x € R. Montrer que F est de
classe C! sur R et calculer F'(0).

Exercice 3

1
dt
P R Fa)=| ———5 5
our z & R on pose F(x) L(1+t2)(1+t212)

a) Montrer que F' est bien définie et continue sur R.

b) Par une décomposition en éléments simples, calcu-
1
dt
ler F'(z) et en déduire la valeur de f —_—.
o (1+1¢2)?
| Exercice 4

Pour z € R, on pose

_ ! —xt Sln(t)
F(z) = L e — dt.

Montrer que F' est bien définie et dérivable sur R.

| Exercice 5

Pour z > 0, on pose

Fla) = Jl dt

0 :L'2+t2.

a) Montrer que F est bien définie, de classe C! sur
10, +[, et pour z > 0, exprimer F'(z) sous la
forme d’une intégrale (qu’on ne cherchera pas a
calculer).

b) Calculer F(z) directement par un calcul de primi-

tive.

c) En déduire la valeur de

fl dt
o (1+12)2°

Exercice 6
Pour z €] — 1, 1], on pose

27
J In(1 — 22 cos(t) + %) dt.
0

a) Montrer que F' est bien définie sur | — 1, 1] et que
pour z €] —1,1[, on a
F(z) = QJ In(1 — 2z cos(t) + x?) dt.
0
b) Montrer que F est dérivable sur | —1,1].

c) En posant u = tan(¢/2), montrer que pour tout
z€]—1,1[, ona F'(z) = 0.

d) En déduire la valeur de F(z) pour x €] — 1, 1].

Exercice 7

Pour z € R, on pose

1 e—tz
Flz)= | S—at.
() L 142

a) Justifier que F est bien définie sur R.

b) Montrer que F est une fonction de classe C? sur
R.

c) Calculer F(0) et F'(0).

d) Montrer que F est strictement décroissante sur R

et convexe.

e) Montrer que lim,_, o, F'(z) = 0et lim, ,_o F(z) =
0.

f) Donner l’allure du graphe de F'.

Exercice 8

jus

Soit F(x) = Jz In(1 + zsin?(t)) dt, x > —1.
0

a) Montrer que F est définie et dérivable sur |—1, +oof.
Calculer F'(0).

b) A laide du changement de variable v = tan(t),
montrer que pour tout x > —1, on a

us 1
T2 ita(Vita+l)

c) En déduire finalement la valeur de F(x).

F'(x)



Exercice 9

Pour z > 0, on définit

0 t+x
a) Justifier que f est de classe C! sur ]0, +oo[ et étu-
dier les variations de f.

b) Déterminer lim,_, o f(2).
c) En utilisant 1 — g < cos(t) < 1,te [0, %], démon-
trer que f(z) ~, 0+ —Inz.

d) Déterminer un équivalent de f en +oo. Indication:
on pourra calculer xf(z) — 1.

Exercice 10

F(z) = J-l zf(t) dt, x> 0.

a) Montrer que F est continue sur |0, +00[.

b) Montrer que

1
€T m
lim ——dt = —.
I—>0+J;] 332 + t2 2

c) Montrer que

1
. x
JE&(F@f‘ﬂ”L;IIE“>=O
Indication: on pourra écrire que
1 1
T T
F — f(0 ———dt = — (f(
@=10) | Frgit= | auw

et découper Uintégrale en deuz sur [0, 6] puis [,1].

— f(0))dt

Pour la premiére intégrale, on pourra alors utiliser
la continuité de f en 0.

d) En déduire que lim,_,q+ F(z) = gf(O)
e) Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de

continuité des intégrales a parametres pour répondre
a la question précédente ?

Exercice 11

a) Soit ¢ une fonction définie sur un voisinage de
0, a valeurs strictement positive et dérivable en
0. Supposons en plus que ¢(0) = 1. Déterminer
lim o (i2(2)) /%

b) Soit f : [0,1] — R continue et supposons que
pour tout t € [0,1], f(¢) > 0. Posons

1
I(z) :L £ dt.

Montrer que I est bien définie et dérivable sur R.

c) En déduire que
1 Ve 1
lim (L f(t)””dt) ~ exp (L log(f(t))dt>.

Exercice 12

Soit f : R — R une fonction de classe C™.

a) On suppose que f(0) = 0 et on pose g(z) = f(x)/x,
x # 0. Justifier que pour x # 0, on a

1
ofa) = | (e

En déduire que g se prolonge en une fonction C'*
sur R.

b) On suppose maintenant que f(0) = f/(0) = --- =
f=1(0) = 0. On pose maintenant g(z) = f(z)/z",
x # 0. Justifier que g se prolonge en une fonction
de classe C® sur R. Indication: on pourra utiliser

la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 13

Soit f : R — R une fonction continue. Posons

F(z) = fm sin(z —t) f(t) dt, zeR.

0

a) En utilisant le théoréme de dérivabilité des inté-
grales a parametres, montrer que F' est de classe
C? et satisfait F”(x) + F(z) = f(z), v e R.

b) Comment peut-on retrouver ce résultat ?

Exercice 14
Pour z > 0, on pose
“1 t 1 “In(l+¢
F(z) = f DE+D 4y o Ga) = f(lnm)%f 1 +t)
Lt 2 Lt
a) Montrer que F et G sont bien définies et dérivables
sur |0, o[ et vérifier que F'(z) = G'(z), = > 0.
b) En déduire que pour tout = > 0, on a

f In(x +t) g — l(lnx)2+f In(1 +¢) b
Lt 2 Lt



Exercice 15
Pour z € I = [0, 40o0[, on pose

16—12(t2+1)
Flay= | & _
(@) L o et Gl) (

T ) 2
J et dt) .
0

a) Montrer que F est définie, continue et dérivable sur
1. Exprimer sa dérivée sous forme d’une intégrale
(qu’on ne cherchera pas & calculer).

b) Justifier que G est définie, continue et dérivable sur

I et montrer que
F'(z)+G'(z) =0, Vxel.

c) En déduire que, Vz € I, F(z) + G(x) = T

~

d) Montrer que lim,_, o F(z) = 0.

Lo 2
Indication: on pourra remarquer que |F(z)] < e ™,

z € R.

e) En déduire que S;oo et dt = vr

5

Exercice 16

. 1 (T tsin(t)
%mﬂ@*;LIfﬂE@

a) Montrer que F est continue et dérivable sur [0, 1].

Exprimer F'(z) sous forme d’une intégrale (qu’on
ne cherchera pas a calculer).

b) Montrer que

o L 17 _eos(®)
oF'(z) = F(m)+1+$+ﬂf0 1~ cos(t)

Indication: on effectuera une intégration par partie
dans Uintégrale donnant xF'(x).

c) Montrer que

1 J’T cos(t) gt = 1 1

U

t=——+

o 1—xcos(t) r x/1—22
et en déduire que F est solution sur ]0, 1] de I'équa-
tion différentielle suivante :
, 11 1
(E) =y ty=—_+ 1+:r+gg T
1
/1 — 22

Indication: on pourra effectuer le changement de
variable x = sin(t), t €]0, 5.

d) Calculer une primitive sur |0, 1[ de z —

e) Résoudre (E) sur |0, 1[ et montrer qu’il existe une
et seule solution qui se prolonge par continuité sur
[0,1].

T tsin(t

f) Montrer que I'intégrale (généralisée) J ®)

o 1—cos(t)
converge. On notera I sa valeur.

dt

I
g) Montrer que lim,_,,- F(z) = —. Indication: On
T
pourra découper lintégrale en deuzx, sur [0,e] puis
[e,7].

h) En déduire la valeur de I.
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Exercice 1

Pour x € R, on pose
+00
t
Flz) - f met) o,

a) Justifier que F est bien définie sur R.

b) Justifier que F est de classe C* sur R et donner
une expression de F’(z) pour tout = € R.

c) Calculer F'(x).

d) En déduire une expression simplifiée de F'(z).

Exercice 2
Soit f:x+— S; t;:
a) Montrer que f est définie sur |0, +0o[.
b) Montrer que f est continue sur ]0, +00][.
c) Calculer f(z) + f(x + 1) pour tout = > 0.
d) En déduire un équivalent de f en 0.

e) Déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 3
—zt2
Soit f:a > f(z) = {1* 1= dt.

a) Montrer que f est définie et continue sur [0, +of.
b) Montrer que f est de classe C! sur ]0, +-oof.

c) Calculer f'(x) pour tout x €]0, +o0].

d) En déduire le calcul de f(z) pour tout z € [0, + 0.

Exercice 4

0 In(z?+t )dt

Soit I'application f : z — f(z SJ S

a) Montrer que f est définie et continue sur R.

b) Montrer que f est de classe C! sur ]0, +of.

c) Calculer f'(z) pour tout z €]0, +00[.

d) En déduire le calcul de f(x) pour tout z € R. Indi-

cation: on pourra calculer f(0) en faisant le chan-

gement de variable u = 1/t.

| Exercice 5

Etudier la continuité au point 0 de F définie par F(0) =
0et

1 2
F(T)=f ln(lt%t)dtsim>0.
0

| Exercice 6

Pour n € N* et z €]0, +00[, on pose I,,(z) = ;OO m

a) Montrer que I,, est dérivable sur |0, +o0[ et expri-
mer I/ (z) en fonction de I,+1(x), pour > 0 et
n =1

b) Calculer I;(x), z > 0.

c) En déduire la valeur de Iy(z), puis I3(x), z > 0.

Exercice 7

a) Montrer que l'intégrale généralisée I = S+°° sin(t) 7

est semi-convergente. Nous allons calculer la Valeur
de I.

Pour tout x > 0, on pose

400 ;

t

Flz) = j Sl et
0

b) Montrer que F est de classe C* sur ]0, +oo[ et dé-
terminer sa dérivée.

c) Calculer F'(z) puis F(x) pour z > 0.
d) Pour ne N* et z >

int
Fn(a:)=f e
0

0, soit

(i) Montrer que (F},),, converge uniformément vers
F sur [0, +ool.
Indication : on pourra utiliser la seconde for-

mule de la moyenne.

(ii) Justifier que, pour tout n > 1, la fonction F,

est continue sur [0, +o0].
(iii) En déduire que lim, g+ F(z) = F(0).

e) Calculer S;OO sint g,



Exercice 8
Soit I' la fonction définie par

+a0
I(x) = f et 1dt.
0

Cette fonction s’appelle la fonction Gamma d’Euler.

a) Montrer que I est indéfiniment dérivable sur Rt*
et que pour tout n € N* et tout x € R**

+00
r™(z) = f e~ t(Int)" "1 dt.
0

b) Montrer que I'(1) = 1, que pour tout « > 0, I'(x +
1) = z2'(z).

c) En déduire que T'(n) = (n — 1)\, n > 1.

d) Montrer que In(I") est bien définie et convexe.

Exercice 9

Pour tout x € R, on pose F(z) = ;w cog(tx)eftzdt.

a) Montrer que ’on définit ainsi une fonction F' conti-
nue sur R.

b) Montrer que F' est dérivable sur R et exprimer F’
sous a forme d’une intégrale.

c) Trouver une relation simple entre F’(x) et F(x).

d) Pour tout z € R, on pose G(z) = e F(z). Montrer
que la fonction G est constante sur R. En admet-
tant 1’égalité F'(0) = @, en déduire une expression
explicite de F(z) pour tout x € R.

Exercice 10

Pour x € R, on pose

("™ arctan(at)
F(@) 7L t(1+¢2)

a) Montrer que F est bien définie sur R et impaire.

b) Montrer que F est de classe C* sur [0, +o0[ et cal-

culer F’(z) pour = > 0.

c) En déduire une expression de F(z) pour z > 0,
puis pour z € R.

d) Déduire de ce qui précede la valeur de

400 2
arctant

| ( ) dt.

0 t

Exercice 11
On pose, pour tout > 0
S
0 t
a) Montrer que F' est bien définie et de classe C! sur
10, +o0f.
b) Calculer F’ puis en déduire une expression de F.

c) En déduire pour tous a,b > 0 la valeur de I'inté-
grale

+00 —azx _ _—bx
I(a,b) = f £ "°
0 X

| Exercice 12

Calculer f, la transformée de Fourier de f, dans les cas

suivants, apres avoir vérifié son existence :
a) f(t)y=1site[-1,1] et f(¢t) = 0 sinon.
b) f(t) =e ! a>o0.

| Exercice 13

Soit f(t) = e~t".
a) Justifier que f existe et est de classe C' sur R.

b) Montrer que f vérifie une équation différentielle
linéaire du premier ordre que ’on résoudra.

c) En déduire une expression de f.

Exercice 14

Soit f : [0, +o0[— R une fonction continue. La trans-
formée de Laplace de f est la fonction L£f définie

par
+0
(Lf)(s) = f(t)e " dt.
Supposons qu'il existe un entier n = 0 tel que
lim & =0.
t—+o0 "

a) Montrer que Lf est définie et continue sur ]0, +oo[.
b) Montrer que lims_, 1o (Lf)(s) = 0.

c) Montrer que L£f est dérivable sur |0, +o0[ et que
pour tout s > 0, on a
+00

(Lf)(s) = —f tf(t)e=*" dt.
0
d) Calculer £f dans les cas suivants :

(@ fi)=1,t>0 b) f{t)=t t=0.



Exercice 15

Soit f : [0, +00[—> R une fonction continue et suppo-
sons que So+ * f(t) dt converge.

a) En utilisant le critére de Cauchy et la seconde for-
mule de la moyenne, montrer que Lf est bien dé-
finie sur [0, +oof.

b) Pour X > 0, on définit

X
Ix(a) J FBe=dt,  aeR.
0
Justifier que Ix est continue sur R.

c) Montrer que Ix converge uniformément vers Lf
sur [0, +oo[ lorsque X — +c0.

d) En déduire que Lf est continue sur [0, +0[.

Exercice 16

Soit f : R — R une fonction continue et bornée et

g : R — R une fonction continue telle que I'intégrale
+o0 . :

§7 lg(t)| dt converge. Le produit de convolution de f

par g est la fonction notée f * g et définie par

+00

(fxg)(@)=| [fle—tgt)dt, zeR

a) Montrer que fxg est bien définie, continue et borné
sur R.
b) Justifier que fxg =g =* f.

c) On suppose de plus que f est de classe C! sur R
et que f’ est bornée. Montrer alors que f * g est
dérivable et que (f = g) = f' = g.



Université
u delile "

LICENCE 3% ANNEE
Mb53

r FACULTE
DES SCIENCES ET
dl TECHNOLOGIES

Département de Mathématiques

2022-2023
INTEGRALES A PARAMETRES ET SERIES DE FOURIER

TD4 - SERIES DE FOURIER

Exercice 1

Soit f la fonction paire, 2m-périodique et définie par
f(z) =z, ze[0,n].

a) Déterminer la série de Fourier de f.

b) Etudier la convergence de cette série de Fourier.

c) En déduire les valeurs des séries suivantes :

+00 1 +o0 1 o o 4
;U(2n+1)2’ 7;0(2714-1)4’ ;1ﬁ’ ;1H'

Exercice 2

On considere la fonction 27-périodique f : R — R
définie par

-1 size]—m0f
flx) =40

1 sizel0,n.

siz=0ouzxz=mw

a) Déterminer la série de Fourier de f.
b) Etudier la convergence de cette série de Fourier.

c) Ecrire l'identité de Parseval pour cette série de

Fourier.

Exercice 3

Reprendre l'exercice précédent avec les fonctions 27-
périodiques définies par :

a) g(xz) = §size] —m, 7| et g(m) = 0.
b) h(z) = |sin(x)| pour x € [—m, 7.

¢) k(z) = |z|(7m — |z|) pour z € [—m, .

Exercice 4
On considere la fonction f de période 27, définie par
f(z) =ch(x), z € [-m, [

a) Déterminer pour n € Z, ¢,(f), puis pour n € N,

an(f) et by (f).

b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

+oo (=" +o0o 1
n=1 n2+1 CtZ

c) En déduire les valeurs de Y

n=1n2+1"

Exercice 5
m™—I

Soit f la fonction 27-périodique définie par f(z) = 75=,
x € [0,2n].

a) Calculer les. coefficients de Fourier de f.
b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

c) Calculer szo (2;2: et 307 -

Exercice 6

Soit f:[~1,1] — R définie par f(z) = (1 — 22).

a) Montrer qu'il existe une suite de réels (b, )n>1 telle
que pour tout z € [—1,1], on a

+00
flz) = Z by, sin(nmx).

b) Calculer les coefficients (b,)n>1.

c) En déduire les valeurs de

+0 1
pZ:O(2p+1)4 I

Exercice 7
Soit g la fonction 27-périodique, paire, égale & g(z) = 7
si0<z<letg(zx)=0sil<z<m.

a) Déterminer la série de Fourier de g et discuter sa

convergence.

b) Montrer que

*ﬁ sin(n) _ f (sin(n)>2

n=1 n=1

Exercice 8 (Le développement eulérien du sinus)
Soit o € R\Z. On désigne par f, la fonction 27-périodique
sur R telle que

vt €] — m, 7], Ja(t) = cos(at).

a) Calculer la série de Fourier de f,. En déduire que

1

vt e R\rZ, P

1 +©
cotan(t) = n + 2t Z

n=1



b) Fixons z €]0, 7| et soit f : [0,2] —> R définie par

cotan(t) — 1 si0<t<ux

f(t) = o
0 sit=0.

Vérifier que f est continue sur [0, z] et montrer que
T +0 1‘2
f@t)dt = log <1 — —) .
L 7;1 TL27T2
c) En déduire que

0 t2
vVt — T, 7 in(t) =t | | 1-——
E] ’ [7 Sln( ) o ( TL27T2) ’

ou I’égalité ci-dessus signifie que la suite ¢ Hfl\]:l (1 —

converge vers sin(t) quand N — +o0.

Exercice 9
Soit f : R — C définie par f(t) = e, teR.

a) Justifier que f est égale & la somme de sa série de

Fourier.

b) Montrer que pour tout t € R, on a

ikt
!

=3¢

c) En déduire les coefficients de Fourier ¢,, de f, pour
nez.

d) Montrer que

27 2 cos(t) +o 1
cos(t _

n=0

Exercice 10 (Inégalité de Wirtinger)

a) Soient (A4,B) € C? et g : R — C définie par
g(t) = Ae® + Be~*. Montrer que

fo lg(0) 2 dt = f o (O de.

b) Soit f : R — C une fonction de classe C*, 27-
périodique et telle que Siﬂ f(t)dt = 0. Montrer que

| P < | TP

0 0

c) Dans quel cas y-a-t-il égalité ?

n2772)

Exercice 11

a) Existe-t-il une suite réelle (a,)n>0 telle que pour
tout = € [0, 7], sin(z) = 377 a, cos(nx) ?

b) Existe-t-il une suite réelle (b,)n>o telle que pour
tout = € [0, 7[, cos(z) = 3T by, sin(na) ?

c) Existe-t-il une suite réelle (c,)n>0 telle que pour
tout = € [0,27], sin(z) = 375 ¢, cos(na) ?

Exercice 12

+00 sin(nx)

1 est-elle la

a) La série trigonométrique Y,
série de Fourier d’une fonction continue par mor-
ceaux 2m-périodique ?

+00 cos(nzx)
n=1 n

b) La série trigonométrique Y est-elle la sé-
rie de Fourier d’une fonction C'' par morceaux 27-

périodique ?

Exercice 13 (Equations différentielles et séries de

Fourier) On considére ’équation différentielle

(E) y'(t) —y(t)e" = 0.
a) (i) Montrer que la série trigonométrique
Z (7'1): eint
n=0 (n)
converge pour tout ¢ € R, et que sa somme f
est 2m-périodique.
(i) Montrer que f est de classe C? sur R et que f
est solution de I’équation différentielle (E).
b) Soit g : R —> C une solution 27-périodique de
classe C? de I’équation (E).
(i) Pour n € Z, en utilisant que ¢ est solution de
(E), exprimer ¢, (g”) en fonction de ¢,,—1(g).
(ii) En utilisant que g est de classe C2, exprimer
¢n(g”) en fonction de ¢, (g), pour n € Z. En
déduire, pour tout n € Z une relation entre

cn(9) et cn—1(9).

(iii) Calculer, pour n € Z, ¢,(g) en fonction de
co(9)-

(iv) En déduire I’espace vectoriel des solutions com-
plexes 2m-périodiques de I'équation différen-
tielle (E).



Exercice 14 (Equations différentielles et séries de

Fourier) On consideére ’équation différentielle
(Ea,b) y"(t) + (a +be*)y(t) = 0,
avec a, b deux nombres complexes.

a) On suppose dans cette question que a est réel et
b = 0. Résoudre (E, ). L’équation (E, ) admet-
elle des solutions non nulles 27-périodiques ?

b) Soit f une fonction indéfiniment dérivable et 27-
périodique de R dans R. Montrer que, pour tout
entier k strictement positif, on a lorsque n tend

vers +00 :

)=o) et et =o(5)-

c) (i) Montrer que toute solution de (E, ), 2m-périodique,

est indéfiniment dérivable, développable en sé-
rie de Fourier ainsi que ses dérivées.

(if) Soit g la fonction définie de R dans C par
g(t) = (a + be?™) f(t). Pour tout entier n, cal-
culer ¢,(g) en fonction de ¢, (f).

d) Montrer que les coefficients de Fourier ¢, (f) d'une
solution 27m-périodique de I’équation (E,p) véri-
fient la relation :

Vn € Z, (n? — a)en(f) = ben_o(f).

€) Soit (7 )nen une suite de nombres complexes défi-
nie par :

Yo =1

byn—
* Yn—1
VneN*, oy, =5

et ¢ la fonction définie sur R par (t) = Z:ioo Yne
Montrer que la fonction ¢ est une solution 27-
périodique de I'équation (Eyy).

Exercice 15

Soient f,g : R — C deux fonctions continues, 27-
périodiques. On note f * g la fonction définie par

(f *9)(@) = —

=27T0

27

f®)glx —1t)dt, zeR.
a) Montrer que f = g est une fonction 27-périodique,
continue sur R.

b) Pour n € Z, calculer f * g(n) := ¢, (f * g) en fonc-
tion de f(n) et §(n).

c) Démontrer que la série de Fourier de f * g converge
normalement sur R et calculer sa somme.

2int

Exercice 16

Soit f une fonction 27-périodique et continue sur R.
Notons S, (f) la n-eme somme partielle de la série de
Fourier de f, cest-a-dire S,,(f)(t) = X4 <, e (f)e™,
t € R. Supposons que pour tout n € N, on a Sy, ()] <
1. Montrer alors que | f|o < 1.

| Exercice 17

Soit f une fonction 27-périodique et continue de R dans
R. Montrer que f est de classe C® sur R si et seulement
si pour tout k € N, on a ¢, (f) = o(n™%), |n| — +o0.

| Exercice 18

Soit f : R — C une fonction 27-périodique et sup-
posons qu'il existe « > 0 et C > 0 tel que pour tout
z,y € R, on a

|f(z) = fW)l < Clo —y|*.
a) Montrer que f est uniformément continue sur R.
b) Pour a € R et n € Z, exprimer

1 (™ :
) ft+a)e ™ dt

en fonction du coefficient de Fourier ¢, (f) de f.
c) Soit go(t) = f(t+a)— f(t—a), t e R. Pour n € Z,
exprimer le coefficient de Fourier ¢, (g,) en fonction
de ¢, (f).
d) En déduire que
> Isin(na)?len (£)]* < C*4°7 1.

nez
e) On suppose maintenant que o > 1/2.

(i) Fixons p € N*. Montrer que

7T2a

5 (gt et <o

2r=1g|n|<2P

(if) En déduire que

(o7

C T
D eI < V3 201

2p—1<|n|<2P

(iii) Conclure que la série de Fourier de f converge

normalement vers f sur R.



Exercice 19

a)

Soit (un)n>1 une suite réelle et £ € R U {400, —00}.
Supposons que (u,)n>1 tend vers £. Montrer alors

que si
1 n
Cn = ﬁ Z Uk, n =1,
k=1

alors la suite (¢, )n>1 tend aussi vers /.

Montrer que si (un)n>1 est une suite monotone,

alors la réciproque est aussi vraie.

En déduire que si f est une fonction continue et
27 périodique sur R et telle que pour tout n € Z,
cn(f) = 0, alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f sur R.

Indication : On pourra considérer les sommes de
Féjer en 0.
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Les deux exercices sont indépendants et pourront étre traités dans 'ordre de votre
choix. Une attention particuliere sera portée a la qualité de la rédaction qui entrera
en ligne de compte dans la notation.

Exercice 1. Pour x > 1, on pose

Flz) = /O * n(2® — cos*(t)) dt.

a) Montrer que F est bien définie, de classe C' sur |1, +o00[ et pour = > 1, exprimer
F'(x) sous forme d’une intégrale.

b) Montrer que pour tout > 1, on a

Indication : dans la formule donnant F'(x) sous forme d’une intégrale, on pourra
poser le changement de variable u = tan(t).

¢) Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout > 1, on a
F(z)=mnIn(z+ Va2 -1)+C.

d) Montrer que, pour tout > 1, on a

/0§1n<1_mi22(t)> dt:wln<1+m>+c- (1)

e) En déduire la valeur de C.
Indication : on pourra faire tendre x vers +oo dans l’équation (1) et pour le
terme a gauche dans (1) utiliser un encadrement.

f) Montrer que l'intégrale

I= /’5 In(sin(t)) dt.

converge et, en supposant que F' est continue a droite en x = 1, calculer la valeur
de I.



Exercice 2. Pour x > 0, on pose

+oo  —at
F(x) = / ° .
0

14t

a) Montrer que F' est bien définie sur |0, +ool.
b) Soit a > 0. Montrer que F' est de classe C* sur ]a, +o0].

c¢) En déduire que F est de classe C*! sur |0, +oo[ et, pour z > 0, exprimer F’(z)
sous forme d’une intégrale.

d) Montrer que F vérifie ’équation :
Ve >0, xF'(z) = aF(x) — 1.
e) Montrer que pour tout > 0, on a

0< F(x) <

8=

et en déduire que F' a une limite en +00 qu’on précisera.

f) Soit A > 0. Montrer que pour tout = > 0, on a
F(z) > e ™ In(1+ A).

g) En déduire que lim, o+ F(z) = +00.
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Exercice 1. Pour x > 1, on pose

s

F(x) = /02 In(x? — cos®(t)) dt.

a) Montrer que F est bien définie, de classe C' sur |1, +o00[ et pour x > 1, exprimer
F'(z) sous forme d’une intégrale.

On introduit la fonction f :]1,400[x[0,7/2] — R définie par
fla,t) =In(a® —cos®(t)),  (x,t) €]1,+00[x[0,7/2].

Remarquons que Vo > 1 et V0 <t < I, on a 2® — cos®(t) > a* — 1 > 0. Ainsi,
la fonction f est continue sur |1,4+00[x[0,7/2] comme composée de fonctions
continues. De plus, pour tout 0 < t < I, la fonction x — f(x,t) = In(a? —

cos®(t)) est dérivable sur |1, +oo| et on a

of 2x

FriR e p——T

o V(z,t) €]1,400[x[0,7/2].

Ainsi % existe et est continue sur |1,4+00[x[0,7/2]. Le théoréme de dérivabilité

des intégrales définies a paramétres implique que F' est bien définie et de classe
C' sur |1, 4o0[. De plus, pour x > 1, on a

29f 3 2x
/ p— —_— = —_—
F(x)—/o o (@, t) dt /0 peR—TTy dt.

b) Montrer que pour tout > 1, on a

Effectuons le changement de variable u = tan(t) dans l'intégrale donnant F'(x).

Rappelons que cos?(t) = ﬁn%) = ﬁ et dt = 11722. Do

too 9 1
F'(z) = 5 ‘ - du
0 X

e L




Ainsi, pour x > 1, on a
+o00
2
P
o 2*(1+wu?)—1
+o0
2
:/ 2,2 xz du
0o ruf+at—1

2x oo 1
=27 S du.
= 0 1+ z2—1u

Effectuons alors le deuxieme changement de variable v = \/%u On obtient
alors que pour x > 1, on a

2 o g 2-1
F'(z) = ’ / ’ dv
0 1+ v? X

:L[arctan(v)]aroo

Va2 —1
2 —1
Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout x > 1, on a

F(z)=nln(z + Va2 —-1)+C.

Considérons G :]1, +oo[— R définie pour x > 1 par G(z) = wln(z + va? — 1).
Il est clair que G est dérivable sur|1,+o0[ et on a
2z
((a) = BT
T+ Va?—1

z+Va?—1
Va2-1

=N
x+vaz—1
m

2 -1
=F'(z).

Ainsi, il existe une constante réelle C telle que, pour tout x > 1, on a F(x) =
G(z) + C, c’est-a-dire

F(x)=nln(z+ Va2 -1)+C, x> 1.

Montrer que, pour tout x > 1, on a

us

/02111 <1_ Coiz(t>> dt = 7ln <1+ 1—;2> +C. ()

D’apres la question précédente, pour tout x > 1, on a

/g In(2? — cos*(t))dt = wIn(x + Va2 — 1) + C. (2)



e)

Ecrivons que In(z? — cos?(t)) = In(z2(1 — <58)) = 2In(z) +In(1 — %22(0) D’ou

1/’2
z 3 2 2(t
/ In(2? — cos®(t)) dt —/ 21In(z)dt +/ In(1 — o8 2< ))dt
0 0 0 v
ke 2
=mln(z) + /2 In(1 - o 2(t>)dt'
0 x

En utilisant (2), on obtient alors que

cos®(t)

xr2

wln(az)+/zln(1— )dt =rmln(z + Va2 —1)+C,
0

soit
s

/2 In(1 — cosi(t)) dt =nln(z + Va2 —1) —rwln(z) + C

x
2 _
—W1n<1+M>+C

X

=7ln <1+ 1—12> + C.
V T

En déduire la valeur de C.

Remarquons que le terme a droite dans (1) tend vers wln(2)4+C' quand x — +00.
D’autre part, pour tout 0 <t <w/2 etx>1, ona
1 cos®(t)

1-—5<1 .

<1
X

et par croissance de la fonction logarithme sur |0, +o00[, on obtient

2
In (1 - 12> <In (1 - COS;”) <0.
X T

Ainsi en intégrant par rapport a t € [0,7/2], on en déduit que :

5 2
"m(1-L g/ m(1- <@ dt < 0.
2 x? 0 x?

Le théoréeme des gendarmes permet alors d’affirmer que, lorsque x — 400, le
terme a gauche dans (1) tend vers 0. Ainsi wln(2) + C = 0, soit C' = —1n(2).

Montrer que lintégrale

I = /g In(sin(t)) dt.

converge et, en supposant que I’ est continue a droite en x = 1, calculer la valeur
de I.



D’une part, la fonction t — In(sin(t)) est continue sur]0,7/2], donc localement
intégrable sur |0, /2]. De plus, pour tout t €]0,7/2], t # 1, écrivons que

. NEC
In(sin(¢)) = In (Smt(t)> +In(t) =In(t) [ 1+ lﬁlé)

Ceci montre que In(sin(t)) ~ In(t) lorsque t — 0F. Comme pour 0 <t <1, on a
In(t) < 0, on peut utiliser la régle des équivalents et on obtient que fol In(sin(t)) dt

converge si et seulement si fol In(t) dt converge. La convergence de fol In(t) dt peut
alors se prouver de plusieurs maniéres. Par exemple, on peut remarquer que la
fonction t — In(t) est continue sur |0,7/2], donc localement intégrable sur
10,7/2]. De plus, on a In(t) = o(t~1/2), t — 0F. Or lintégrale

w/2
/ Y2 qt
0

converge car 1/2 < 1 et donc par les théorémes de comparaison lintégrale

/2
/ In(t) dt
0

converge absolument donc converge. Finalement, on en déduit que I converge.
D’aprés les questions c¢) et €), on a

F(z) =7nln(z + Va2 —1) — nIn(2).

Comme F est supposée continue d droite en 1, on a

™

/2 In(1 — cos®(t)) dt = F(1) = lim F(x)

z—1+

= lim+ mln(z + Va2 — 1) — 7ln(2)
z—1

= —7ln(2).

En utilisant que 1 — cos?(t) = sin®(t), on a, pour t €]0,7/2], In(1 — cos®(t)) =
21In(sin(t)) et on en déduit que

7n(2)

w/2
I —/0 In(sin(t)) dt = — 5

Exercice 2. Pour x > 0, on pose

400 —at
F(z) = / °ar.
0

1+¢

a) Montrer que [’ est bien définie sur |0, 4+o00].

Pour tout x > 0, la fonction t —> % est positive et continue sur [0, 400].

Donc elle est localement intégrable sur [0, +oo[. De plus, pour tout t > 0, on

e—xt

0<
1+t

< e*ﬂ}t




L'intégrale [ e~ dt converge (car par ezemple fOA etdt = —Lem™I=8 =
11 —e ™) — L lorsque A — +00). Finalement, le théoréme de comparaison

(pour les fonctions positives) permet de conclure que l'intégrale

+oo —xat
/ c dt
o 1+t

converge pour tout x > 0. Ainsi F' est bien définie sur ]0,+ool.

Soit @ > 0. Montrer que F' est de classe C* sur ]a, +o0].

Considérons la fonction f :]a,+o00[x[0, +oo[— R définie par

—xt

Fla,t) = fH V(z,t) €]a, +00[x[0, +00].
La fonction f est continue sur |a, +0o[Xx [0, +o0[ et par la question a), l'intégrale
+o0
flz,t)dt
0

converge pour tout x > a. De plus, pour tout t > 0, la fonction x — f(z,t) =

61::: est dérivable sur ]a,+oo] et on a
of te—ot
%(x,t) =117 V(z,t) €]a, +oo[x[0, +o0].

Ainsi % existe et est continue sur |a,+0oo[Xx[0,4o0c[. Finalement, pour tout
(x,t) €]a, +00[x][0,+00[, on a

of te=
a7 — <
‘5x(x’t)‘ 1+t_e

—at

La derniére inégalité vient du fait que t/(1+1t) <1, du fait que —xt < —at et de
la croissance de [’exponentielle. On a déja remarqué que l’intégrale f0+°° e~ dt
converge.

Le théoreme de dérivabilité des intégrales généralisées a paramétres permet alors
d’affirmer que F est de classe C* sur |a,+oo| et pour tout x > a, on a

+o0o af 400 te—xt
Flo)= [ % __ .
(z) /O oty /0 i

En déduire que F est de classe C! sur ]0, +o0] et, pour # > 0, exprimer F'(x)
sous forme d’une intégrale.

Soit xy > 0. On peut alors choisir a > 0 tel que xy €la,+oo[ (on peut prendre
par exemple a = x¢/2). La question b) permet d’affirmer que F est de classe C*
sur |a,+oo| donc au voisinage de xq et on a

+oo tef:cot
F’ = — dt.
(o) ‘é 1+t

5



Ceci est valable pour tout xg > 0 et donc on en déduit que F est de classe C*
sur |0, 4+o00[ et pour tout x > 0, on a

“+o00 t —xt
Fl(z) = — / °_at.
o 1+t

d) Montrer que F vérifie I'équation :

Vo >0, oF'(z) = xF(x) — 1.

Pour tout x > 0, on déduit de la question précédente que

+o0 —at
F'(z) = —/0 te dt

1+t
B /*O" (t+1—1)e U
0

1+1¢

+oc0 —xt
=— / (e‘“’t _ ) dt
) 1+t
+o0 +o00 e—zt
=— / et dt + / dt.

Remarquons qu’on peut séparer en deux intégrales dans la derniére égalité car on
sait que les deux intégrales convergent. On en déduit alors que

+oo
F'(z) = —/0 e "t dt + F(z),

et d’apres le calcul effectué a la question a), on sait que f0+°° e~ dt = % Ainsi,
on obtient

F'(z) = —é + F(x),

et en multipliant par x, on en déduit le résultat.

Montrer que pour tout z > 0, on a

0< F(x) <

SHE

et en déduire que F' a une limite en +00 qu’on précisera.

Remarquons que pour tout x > 0 et tout t > 0, on a

efwt

14+t

0< <e ™
En intégrant par rapport a t € 0,400, on en déduit que

+o00
0< F(z) < / et dt.
0

6



et en utilisant une nouvelle fois que f0+oo e~ dt = %, on obtient que

0< F(x)

(AN
SHE

, x> 0.

Comme limx_wroo% = 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que F' o
une limite en +00 et que
lim F(z)=0.

T—+00

Soit A > 0. Montrer que pour tout x > 0, on a

F(z) > e In(1 + A).

Pour tout x > 0 et tout A >0, on a

+00 et A et
Fz) = / dt > / dt.
o 1+t L 1+t

De plus, pour tout t € [0,A] et x > 0, on a —Ax < —xt et par croissance de
Pexponentielle, on a e=4* < e~*. Donc

—xt
a1 e

1+t~ 14+t

En intégrant par rapport a t € [0, A], on en déduit que

A 1 Aefxt
e—A"”/ dtg/ dt < F(x).
o 1+t o 1+t

Par un calcul immédiat, on obtient finalement que

e In(1 4+ A) < F(x), x>0, A4>0.

En déduire que lim, o+ F(z) = +o0.

On déduit de la question précédente que pour tout A >0, on a

liminf F(z) > In(1 4 A).

z—0t

On fait alors tendre A — +00, ce qui permet d’en déduire que

liminf F(z) = 400,
z—0t
et donc comme limsup,_,o+ F(x) > liminf, ,o+ F(x), on obtient que liminf, o+ F(x) =
limsup,_,g+ F'(z) = +00. Ceci permet finalement de conclure que F' a une limite
a droite en 0 qui vaut
lim F(x) = +o0.

z—0t

Remarquez qu’on est obligé a priori de passer par les limites sup et inf car on ne
sait pas st la limite existe...



Université T oscienceser
de Lille ” JI TECHNOLOGIES

Département de Mathématiques

LICENCE DE MATHEMATIQUES- SEMESTRE 5 2021-2022
M53 - INTEGRALES A PARAMETRES ET SERIES DE FOURIER
RATTRAPAGE
7 juin 2022

Durée : 3 heures

Exercice 1. On se donne f : [0,1] — R une fonction continue sur [0,1] et pour
x > 0, on pose

F(x) = /01 Y £(t) dt.

a) Montrer que F' est bien définie et continue sur |0, 4+o00].

b) (i) Calculer f01 /= dt pour x > 0.
(ii) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout x > 0, on a

(iii) En déduire que F' se prolonge par continuité & droite en 0.

c) Soit € > 0.
(i) Justifier qu'il existe 0 < § < 1 tel que pour tout = > 0, on a

EXT

[ oo - swya] < 5

(ii) Justifier qu’il existe une constante K > 0 (indépendante de 0) tel que pour
tout x > 0, on a

° €z 141/
/0 117 (f(t) — f(l))dt' T

(iii) En déduire que pour tout z > 0, on a

1 1
2L [y an - f(l)‘ < £ K,
x 0

puis que 2= F(z) — f(1) tend vers 0 lorsque x tend vers 0F.
(iv) Montrer que F(z) = zf(1) 4+ o(x), = — 0.
d) On suppose dans cette question que f satisfait en plus I'hypothese que l'intégrale

1
/ | In0) ()] dt
0
converge. T.S.V.P.



(i) Montrer que F est de classe C' sur |0, +o0] et exprimer pour z > 0, F'(x)
sous forme d’une intégrale.

(ii) En utilisant la question c¢)(iv), montrer que F est dérivable a droite en 0 et
donner sa dérivée a droite en 0.

Exercice 2. a) Justifier que pour tout = € [0, 7], on a

2 o
T cos(2nx)
r(r—x)=— — —.
(r— ) = ; e
On précisera bien les hypotheses du théoreme employé et on dessinera le graphe
de la fonction étudiée sur 'intervalle [—27, 27].

b) En déduire la valeur de

On précisera bien les hypotheses du théoreme employé et on dessinera le graphe
de la fonction étudiée sur 'intervalle [—27, 27].

d) En déduire la valeur de

&y
2

n=0
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Exercice 1. Pour x € R, on pose

F(z) = /07r cos(x sin(t)) dt.

a) Montrer que F' est bien définie et continue sur R.

b) Montrer que F est de classe C! sur R et pour z € R, exprimer F'(x) sous la
forme d’une intégrale.

c) En déduire que F est strictement décroissante sur [0, 7].

d) Montrer que pour tout u € R, on a

u?  ut

<1- -4
cos(u) < 2+24

Indication : on pourra soit utiliser une formule de Taylor soit étudier la fonction
2 4
o(u) =1 — % 4 5 — cos(u) en étudiant ses variations sur [0, +ool.

e) En déduire que pour tout z € R, on a
2 2t
F(z) < 1——+—.
(x) <m ( 175 4>
Indication : on utilisera sans démonstration les formules suivantes :

sin?(t) = ﬂ%ﬂ%)dsﬁ@:;%ﬂwm+mW»

DO | —

f) En utilisant c) et e), en déduire que I'équation

/07r cos(zsin(t))dt =0

a une unique solution z € [0, 7].
Indication : on pourra montrer que F(2v/2) < 0 et remarquer que 2v/2 < .

Exercice 2. Pour 0 < z < 1, on pose
+oo
H(x) :/ (1—e ")yt 2dt.
0
a) Montrer que H est bien définie sur |0, 1. TSVP.



b) Montrer que H est de classe C! sur ]0, 1] et pour 0 < z < 1, exprimer H'(z) sous
la forme d’une intégrale.

Indication : on pourra utiliser (sans les démontrer) les résultats de convergence
suivants sur les intégrales de Bertrand :

+o0 1
/e Wdt converge <= (a>1) ou (a=1¢et [ >1);

1/e 1
/0 Wdt converge <= (a<1)ou(a=1cetf>1);
c¢) Fixons a > 0.

(i) Montrer que pour tout 0 < x < 1, on a

0 g/ (1—e ")t 2dt < o
0 Z'

Indication : on pourra utiliser (sans la démontrer) l'inégalité suivante : pour
toutueR, 1 —e™ < u.

(ii) Montrer que pour tout 0 < z < 1, on a

az—l +o0 az—l
l—e™ < 1—e ")t 2adt < :
(—e)f—< [ -eeas i
d) En déduire que pour tout a« > 0 et tout 0 <z < 1, on a
(1-e*)a"'<(1-2)H(z) < Cy—(l —z)+a"h (1)
x

e) Conclure que lorsque © — 17, H(z) est équivalent a

—x
Indication : on pourra utiliser :

- linégalité de gauche dans (1) pour minorer liminf, ;- (1 — z)H(x)
- et l'inégalité de droite dans (1) pour majorer limsup,_,,- (1 —z)H(x).
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Mercredi 12 janvier
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Exercice 1. Soit f : R — R la fonction 2r-périodique définie par f(z) = (z — 7)?,
z € 0, 2n].
a) Dessiner le graphe de f sur [—27, 27| et préciser le domaine de continuité de f.
b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

c¢) Etudier la convergence de la série de Fourier de f (on précisera bien le type de
convergence et la valeur de la somme de la série de Fourier).

d) En déduire la valeur des sommes suivantes :

UND =S TIN Dt

Exercice 2. Soit f : R — C une fonction 27-périodique et supposons qu’il existe
a>0et C >0 tel que pour tout =,y € R, on a

[f(z) = f(y) < Cle —y|*.

a) Montrer que f est uniformément continue sur R.

b) Pour a € R et n € Z, exprimer

1 4 -
27T/—7r ft+a)e " dt

en fonction du coefficient de Fourier ¢, (f) de f.
Indication : on rappelle que pour n € Z, on a c,(f) = 5= [ f(t)e™ dt.

c) Soit gu(t) = f(t+a) — f(t —a), t € R. Pour n € Z, exprimer le coefficient de
Fourier ¢,(g,) en fonction de ¢, (f).

d) En déduire que
Z |sin(na)?|c,(f)|* < C%4*ta?.

nez

Remarque : on peut alors montrer (mais nous ne le ferons pas) que si a« > 1/2,
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.

Exercice 3. a) Justifier que l'intégrale

00 (i1a2 t
/ 81112( ) gt
. 1
converge. T.S.V.P.




b) Pour z > 0, on pose

o= [

(t+x)?
(i) Montrer que F' est bien définie et continue sur [0, 4o0].

(i) Montrer que F est de classe C! sur |0, +oo[ et pour z > 0, donner une
expression de F’(x) sous forme d’une intégrale.

(iii) Montrer que F' est décroissante sur [0, +o0l.

(iv) Montrer que, pour tout = > 0, on a

0< F(x) <

S

et en déduire la limite de F' en 4o00.

Le but des questions suivantes est d’étudier la dérivabilité & droite de F' en 0.
(v) Montrer que, pour tout x > 0, on a

F(z) - F(0) _ 4 ™2 ot 4

- — dt.
x w2 Jo  (t+z)?

Indication : on pourra utiliser (sans la redémontrer) l'inégalité de convexité
suivante : sin(t) > 2t, t € [0,7/2].

(vi) En déduire que, pour tout x > 0, on a
F(z)— F(0 4
MS‘QID(HU‘
T s 2x

Indication : dans l'intégrale du (vi), on pourra utiliser que, pour tout ¢ > 0,
onalt+zxz>t+x.

(vii) Conclure.
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Vendredi 13 novembre
Durée : 2 heures

Exercice 1. Pour x > 1, on pose

Fla) = /0 " In(z + cos(t) dt.

a) Justifier que F' est bien définie sur |1, +oo.

b) Montrer que F' est de classe C! sur |1, +o0[ et pour z > 1, exprimer F'(x) sous
la forme d’une intégrale.

c) En utilisant le changement de variable u = tan(t/2), calculer F'(z), z > 1.

Indication : on rappelle que cos(t) = i;gi ot u = tan(t/2).

d) Soit G(z) = In(v2? — 1+ z), x > 1. Montrer qu'il existe une constante k € R
telle que pour tout z > 1, on a F(x) = 7G(x) + k.

e) Montrer que pour tout v €] — 1,1[, on a

[0]

In(1 < .
Iin(1 40| <

Indication : on pourra soit utiliser l’inégalité des accroissements finis, soit écrire

que pour v €] — 1,1[, on a In(1 +v) = [ o dt.

f) En déduire que pour = > 2, on a

2
[P(2) - n(2)] < =,

x
et calculer la limite en +o00 de F/(z) — 7 ln(x).
Indication : pour linégalité, on pourra remarquer que mln(z) = foﬁ In(x) dt et
écrire F(x) —min(x) sous la forme d’une seule intégrale, puis utiliser la question
e).

g) En déduire la valeur de la constante k et finalement 1'expression de F'(z) pour

x> 1.

2

Indication : on remarquera que F(x) — wln(z) = wln (1 +4/1— i) + k.

Exercice 2. Pour x € R, on pose

o arctan(xt)
0

a) Montrer que F' est bien définie et continue sur R. TSV.P.



e)
f)

Montrer que F est de classe C'*! sur ]0, 400 et pour & > 0, exprimer F'(z) sous
la forme d’une intégrale.
Calculer F'(x) pour x > 0, x # 1. En déduire la valeur de F'(1).

Indication : pour le calcul de F'(x), x # 1, on pourra utiliser (sans démonstra-
tion) la décomposition en éléments simples suivante :

t 1 t xt
(1+t2)(1+222)  1—2a2 \1+2 142%2)°
Soit a > 0. Montrer que pour tout z > 0, on a
tee T [t 1
arctan(ax)/a T dt < F(x) < 2/0 e dt.

Montrer que F' est croissante sur |0, +o00[ et en déduire en utilisant la question
précédente que F' a une limite finie £ en +oo0.

Montrer que ¢ = 7;—2.
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Exercice 1.
Pour x € R, on pose

Glz) = /+°° cos(zu) du,

oo 1 4w?

et pour x > 0, on pose

Fle) = /+°° x cos(t) it

o TZA41t?
a) Montrer que G est définie, continue et bornée sur R.
b) Montrer que F est bien définie et continue sur ]0, +o0].

¢) En utilisant le changement de variable ¢ = zu, montrer que pour tout > 0, on
a F(x) = G(x).

d) En déduire que F' est bornée sur |0, +o0o] et que F' se prolonge par continuité en
0 en posant F'(0) = 7.

e) Montrer que F est de classe C? sur |0, +oo].

Indication : on pourra remarquer que si f(x,t) = “;‘;fg), alors ‘%(:p, t)‘ < IQ—LQ

O W
or2 \z2+1¢2) o2 \x2+41¢2)°

g) En déduire que F' est sur |0, +oo[ une solution de ’équation différentielle :

(E)  y'(z) —y(z) =0.

f) Vérifier que

h) On admettra que les solutions de 1’équation différentielle (E) sont données par
y(x) = k1€® + kee™™ o ky, ko € R. En utilisant d) et g), en déduire I'expression
de F(x).

Exercice 2.
On considére la fonction 27-périodique f : R — R définie par

f(t) = {sin(t), site 0,7,

0, site[—m0l.

a) Tracer 'allure de la courbe de f sur l'intervalle [—2m, 27], et préciser le domaine

de continuité de f.
T.S.V.P.



b) Calculer les coefficients de Fourier de f. Indication : on pourra utiliser (sans
justification) les formules

sin(a) cos(b):%(sin(aer)Jrsin(a—b)) et sin(a) sin(b):%(cos(a—b)—cos(aﬂa)).

¢) Justifier que pour tout ¢ € R, on a

1 1. 2 <X cos(2nt)
ft) = w+25m(t)+7rnz_; —

d) En déduire que

+o00
o1 (1)
IR Sk

e) Calculer la somme
400 1

2 i

n=1
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Exercice 1. Pour x > 0, on pose

us

F(x) = /2 In(1+ zsin®(t)) dt.

0

(a) Justifier que F' est bien définie et continue sur [0, 4+o00].

(b) Etudier la dérivabilité de F sur [0, +oo] et donner I'expression de sa dérivée sous
forme d’une intégrale.

(c) (i) Vérifier que pour tout ¢ € [0, 5[, on a

tan?(t)

in’(t) = ———5—.
sin“(t) 1 + tan?(t)

(ii) En utilisant le changement de variable u = tan(¢), montrer que pour tout

x>0, o0na
T 1

o= i

Indication : on pourra utiliser (sans justification) que pour x # 0, on a

u? 11 1
1+ (1 +2)u)14+u?) z\1+u2 1+(1+z)u2/)’
(iii) En déduire que pour tout > 0, on a
F(z)=m(In(1+v1+2z)—1In(2)).

Exercice 2. Pour z € R, on pose

[T cos(2tx)
Gla) = /0 cosh?(t) d,

ou on rappelle que cosh(t) = %, t€R.
(a) Montrer que G est bien définie sur R.
(b) Montrer que G est continue sur R.
(c) Montrer que pour tout € R, on a

T sin(2xt)

Indication : on pourra effectuer une intégration par partie. T.SV.P.



(d) En déduire la valeur de

+o0 1
e
o cosh”(t)

Exercice 3. Soit f(x) = max(0,sin(z)), x € R.
(a) Tracer le graphe de f sur [—2m, 27].
(b) Préciser le domaine de continuité et de dérivabilité de f.

(c¢) Etudier la convergence simple et normale de la série de Fourier de f. On précisera
bien les hypothéses des théoremes utilisés.

(d) Calculer les coefficients de Fourier de f.

Indication : on pourra utiliser (sans justification) que pour tous a,b € R, on a
1 1
sin(a) cos(b) = 5 (sin(a + b) +sin(a — b)) et sin(a)sin(b) = 5 (cos(a — b) — cos(a + b)) .

(e) En déduire la valeur des sommes suivantes :

1_n:14n2—1’ 2_n214n2—1’ 3_n:116n2—1'



