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[ Rappels j

Exercice 1 (Fonction non Riemann intégrable)
a) Soit h la fonction définie sur [0, 1] par
h(z) = { 1 size€lo,1],
0 sizx=0,
Vérifier que h est Riemann intégrable.
b) Considérons f(z) = 1,1]~g(x). Montrer que f n’est pas Riemann intégrable sur [0,1].

¢) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par

0 sizel0,1\Q,
gle)=4 § siz =1, avecpged(p,q) = 1,0 <p<q,
1 siz=0.

Montrer que g est Riemann intégrable et que f = h o g. Que peut-on en déduire ?

d) On rappelle que [0,1] N Q est dénombrable et on note (r,)nen+ une numérotation de cet ensemble. On
pose pour tout n € N*| f, (z) = 1{7,1,_“,%}(:5).

Montrer que f,, est Riemann intégrable sur [0, 1].

e) Montrer que (f,), converge simplement vers f. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2 (Limites supérieures et inférieures d’ensemble)

Soit (A, )nen une suite de parties d’un ensemble .
a) Rappeler la définition de limsup 4,, et liminf A,,.
n—+w n—+0

b) Justifier que limsup A,, est Pensemble des éléments de 2 appartenant a une infinité de A,, et liminf A4,
o0

n—-+a0 n—+

est ’ensemble des éléments de € appartenant & tous les A,, sauf & un nombre fini.

c) Montrer que si (A,,)nen est croissante pour l'inclusion, alors limsup 4,, = liminf A,, = U A,.

n—+00
n—+0o - neN
d) Montrer que si (A, )nen est décroissante pour 'inclusion, alors lim sup A,, = liminf 4,, = ﬂ A,.
n—-+00 n—+w neN

e) Calculer 1., 4., 1n,cedns Liimsup A, €t Limint 4, €n fonction des 14,,.

f) Montrer que
(i) (limsup A,)¢ = liminf AS.
(ii) liminf A,, < limsup 4,,.
(iii) limsup A, = {3,y 14, = +0}.
)

(iv) liminf A, = {3, oy 1ac < +o0}.



(v) limsup(A, u B,) = limsup 4,, u limsup B,,.
(vi) limsup(4,, n By) < limsup A,, n limsup B,,.

g) Calculer limsup A,, et liminf A,, dans les cas suivants :

1

(i) Ap =] — 0, a,] avec agp = 1+ ﬁ et agpr1 = —1— 557

(11) Agp :]0,3 + %[ et A2p+1 :] —1- %,2]

(iii) Ag = peN ol (pk)ken est la suite des nombres premiers.

Exercice 3 (Limites supérieures et inférieures de suites)

N

Préambule : rappel Soit (u,).cy une suite & valeurs dans R. On considére U, = {u,, : m > n}.
On définit alors les suites (u,,)neny €t (TUn)nen pPar w,, = inf{u,; m =n} 7w, = sup{um; m = n}. Des
inclusions U, 1 < U,, on déduit facilement que la suite (u,)ncy est croissante et que la suite

(Tn)nen est décroissante. Ces deux suites admettent donc des limites dans R. On pose alors

liminfu, = lim w, limsupu, = lim %u,.
n—+00 n—+00

On a donc liminf u,, = sup inf ug et limsup u,, = inf sup uy.
neN k=n neN p>p

a) Soit (uy,)nen une suite réelle et majorée et soit L € R. Montrer que L = lim sup u,, si et seulement si pour
n—+0o0

tout & > 0, il existe ng € N tel que n > ng = u,, < L + ¢ et I'ensemble {n € N: L — e < u,} est infini.

b) Soit (un)nen une suite réelle et majorée et soit £ € R. Montrer que ¢ = lim Jirnf u, si et seulement si pour
n——+0o0

tout £ > 0, il existe ng € N tel que n = ng => ¢ — ¢ < u,, et ensemble {n € N: u,, < £+ ¢} est infini.

c) Soit (uy)nen une suite réelle et soit L = limsup u,, et £ = lim Jirnf Uuy,. Montrer que L et £ sont des valeurs
n——+00 n—+w

d’adhérences et que si d est une valeur d’adhérence de (uy)nen, alors £ < d < L.

d) Montrer qu’une suite réelle (u,)nen converge dans R si et seulement si lim sup u,, = liminf u,, et dans ce
n—+00 n—+00
cas,ona lim wu, =limsupu,. *
n—+0w n—+0o0

e) Soient (tn)nen €t (Un)neny deux suites réelles. Montrer que

(i) linli'f(_u”) = —liminfu,.
(i) lrlbril}rr;of(fun) = fliirgilg) U,

(iii) liminf(u,) + hmi&f(vn) < Er_f,lfg(“n + vy,).

n—+0o0 n—

(iv) limsup(un + v,) < limsup(uy,) + lim sup(vy,).
n——+o n—-+aoo n—+0o0

(v) On suppose que (uy,)nen converge dans R. Montrer alors que :

liminf(u, + v,) = lim w, + liminf v, et imsup(u, +v,) = lm wu, + limsup v,.
n—+0o0 n—+00 n—+00 n——+00 n—+00 n— 4o

f) Soit (A;,)nen une suite de parties d’'un ensemble . Montrer que pour tout x € )

(z) =limsup 1y, (z)

n—+o0

1im sup A,

n—+0o00

Liminf A, (z) =liminf 14, (2)

n—> 00 n—-+a0



( Tribus )

| Exercice 4 (Quizz) Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier briévement ou donner un

contre-exemple.
a) Soient A et B deux tribus sur Q. Alors A U B est une tribu sur Q.

b) Si A est un ensemble inclus dans un ensemble B mesurable, alors A est mesurable.

| Exercice 5 (Tribu engendrée par une partition) Soit X un ensemble et {X7, X»,..., X, } une partition de

X, c’est-a-dire

Xi, XZﬁXJ:®,17é]

b
I
-

i=1

Montrer que

c({X1, X, ..., Xn}) = {Uxi; Ic {1,2,...,n}}.

el

Exercice 6 (Ensemble engendrant la tribu borélienne sur un intervalle)

Soit B(]0,1[) la tribu Borélienne sur ]0, 1[.

a) Montrer que tout ouvert de ]0,1[ peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles de ]0, 1[ de la

forme [r — d,7 + &] ol r et § sont des rationnels de ]0, 1[.

b) Montrer que B(]0, 1[) est engendrée par chacune des familles suivantes :

(i) €1 ={[a,b], a <b, a,b€]0,1[}.

(i) C2 = {[a,b], a <b, a,b€]0,1[NQ}.

(iii) C3 = {]0,¢], t €]0, 1}

(iv) Ca={]0, 5[, [£. 5[, neN, ke{l,...2" — 1}}.

c) Considérons pour tout n € N la famille suivante d’ensembles de ]0, 1] :

1,  k k+1 .
Bn:U(](),?[, [577[, ]{JE{172 —1})

Montrer que la suite des (B, )nen est croissante au sens de I'inclusion mais que | J
tribu.

nen Bn nest pas une

Indication : on pourra vérifier que

kn knp+1
/2= 0 |55
n=1
pour une certaine suite d’entiers k,, € {1,...,2" —1} et raisonner par 'absurde en montrant que si | J,,cyy Bn

est une tribu, alors {1/2} € B,,, pour un certain n. On conclura & une absurdité en utilisant 1’exercice 5.



Exercice 7 (Tribu produit) Soient (X,.A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On note, pour toutes familles
CcAetDc B,CRD := U({A xB, AeC, Be D}) En particulier, pour C = A et D = B, on appelle AQ B
la tribu produit sur X x Y.

Supposons que A = o(C), B=0(D) et X xY € C x D. Le but de Iexercice est de montrer que CQD = AQB.

a) Vérifier que C® D c AR B.

b) Soit B € D et notons
Ap={Ae A: Ax BeC®D}.

Montrer que Ap est une tribu sur X qui contient A.

c) Soit A € A et notons
Ay ={BeB:AxBeC®D}.

Montrer que A4 est une tribu sur Y qui contient B.

d) Conclure.

Exercice 8 (Tribu engendrée par les singletons) Soit  un ensemble non vide et A = {4 € P(Q) :
A dénombrable ou Q\A dénombrable}.

a) Vérifier que A est une tribu sur Q.
b) Montrer que la tribu engendrée par les singletons de € est A.

c) Quelle est la tribu engendrée par I’ensemble des parties finies de Q7

Exercice 9 (Une autre tribu sur R). On munit R de la tribu borélienne B(R). On définit ’ensemble

C ={Ae B(R) tel que A = —A},
ou —A = {—uz;x € A} désigne 'ensemble des opposés des éléments de A.
a) Montrer que C est une tribu.
b) Décrire les intervalles [a, b] qui appartiennent a C.

c) Décrire les ensembles {a, b} qui appartiennent a C.

Exercice 10 (Ensemble des points de convergence d’une suite d’applications) Soit (f,), une suite

d’applications continues de R dans lui-méme.

a) Soit z € R. Montrer que (f,(z)), converge vers [ si et seulement si pour tout n € N*| il existe k € N tel
que pour tout I =k, |fi(z) — 1| < L.
. _ . N _ —17_ , . 3
b) Soit A={zxeR: f,(z) S 0}. Montrer que A ﬂ U ﬂ i 1-1/n,1/n[. En déduire que A est un

neN* keN >k
borélien de R.

c) Montrer que B = {z € R: (f,(z)), admet 0 com- me valeur d’adhérence} est un borélien de R.

d) Soit C = {z € R: (fn(x))n>1 converge simplement} En procédant comme dans les questions (a) et (b)

avec le critere de Cauchy, montrer que C' est un borélien de R.

Exercice 11 (Les boréliens de Q) Montrer que B(Q) = P(Q).



[ Applications mesurables }

| Exercice 12 (Applications mesurables pour la tribu grossiére, triviale) Quelles sont les applications

mesurables h de (X, .A) dans (R, B(R)) lorsque A est la tribu grossiére ? lorsque A est la tribu triviale ?

| Exercice 13 (Quizz) Soient f et g des applications d’un espace mesurable (X, .A) & valeurs dans R muni de
sa tribu borélienne. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier brievement ou donner un

contre-exemple.

a) Si f est (A, B(R))-mesurable, alors |f]| est aussi (A, B(R))-mesurable.

b) Si f et g sont (A, B(R))-mesurables, alors les fonctions max(f,g) et min(f,g) sont aussi (A, B(R))-
mesurables.

c) Si|f] est (A, B(R))-mesurable, alors f est aussi (A, B(R))-mesurable.

| Exercice 14 (Partitions et fonctions mesurables) Soit (A4, ),er une partition d'un ensemble X ou I < N.
a) Caractériser les éléments de la tribu A := o({4,, : n € I}) lorsque I = {0}, I = {0,1}, I = {0,1,2}, I = N.

b) Soit f une fonction mesurable de (X,.A) dans (R, B(R)). Montrer que f est constante sur chaque 4,,. En

déduire la forme générale des applications mesurables pour I comme dans la question a).

| Exercice 15 (Résultats essentiels a retenir!) Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables d'un espace

mesurable (X,.A) & valeurs dans R muni de la tribu borélienne. Montrer que 1'on a les propriétés suivantes :

a) En considérant les images réciproques de | — o0, a] pour a € R, montrer que sup,,(f,) est mesurable.

b) Montrer que inf,(f,) est mesurable.
c) Si la suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f, montrer que pour tout a € R,

-wea) = () U N A (]‘OOU%D

peN* neN k>=n

En déduire que f est mesurable.
d) limsup,_,, fn et liminf,_,, o f, sont mesurables.

e) Reprendre Pexercice avec R muni de la tribu borélienne.

| Exercice 16 (Une fonction mesurable non continue) Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = zz;yz si

(x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0. Montrer que f est mesurable mais n’est pas continue en (0, 0).

| Exercice 17 (Une dérivée est toujours mesurable!) Soit f : R — R dérivable. Montrer que f’ est

mesurable.

| Exercice 18 (Une fonction monotone est mesurable) Soit f : R — R une fonction monotone.

a) Montrer que, pour tout c € R, f~1(] — o0, ¢[) est convexe.

b) En déduire que f est mesurable.



Exercice 19 (Retour sur I’exercice 9) On reprend la tribu C sur R défini dans Pexercice 9.

a) Les fonctions suivantes sont-elles mesurables de (R,C) dans lui méme ?

fiiz—e®, forxe—a®  fy:xes cos(z)
s x sixze[-1,1]
4 T —>
3z sinon

b) Méme question avec la (C, B(R))-mesurabilité.

| Exercice 20 (Ensemble ot deux fonctions mesurables coincident) Soient f,g deux applications mesu-
rables d’un espace mesurable (X,.A) & valeurs dans R (muni de la tribu borélienne). Montrer que

{xreX: f(x)=g(x)}e A

Indication : on prendra garde au fait que les fonctions f et g peuvent prendre des valeurs infinies....
| Exercice 21 (Une fonction en escalier est étagée) Montrer qu'une fonction en escalier est étagée.

| Exercice 22 (Une généralisation sur la mesurabilité d’une limite simple de fonctions mesurables)
Soit (F,d) un espace métrique et (X,.4) un espace mesurable. Soit (f,,)nen une suite d’applications de X dans
E qui sont (A, B(E))-mesurables.

a) Supposons dans cette question que (fy,), converge simplement vers une application f. Montrer que f est
(A, B(E))-mesurable.

b) Supposons que F soit complet. Montrer que

{x e X : (fu(z)), converge simplement} € A.
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Exemples et propriétés des mesures J

| Exercice 1 (La mesure de comptage) Soit X un en-
semble non vide. Pour A € P(X), on pose

¢(A) = card(A).

Montrer que ¢ est une mesure sur (X,P(X)). Cette
mesure s’appelle la mesure de comptage sur X.

| Exercice 2 (Non continuité & droite) Soit (A, )n>1
une suite décroissante d’éléments d’une tribu A sur X
et soit p une mesure (positive) sur (X,.A). Supposons
qu’il existe ng = 1 tel que p(A,,) < +oo. Alors une

propriété du cours affirme que

p([) An) = lim p(Ay).

n—+0o0
n=1

En considérant la mesure de comptage ¢ sur N et les
ensembles A, = {k € N: k > n}, n = 1, montrer que
I’hypothése "il existe ng = 1 tel que p(A,,) < +00" est
essentielle.

Exercice 3 (La mesure image) Soient (X1, .41, 1) un

espace mesuré et (Xs,As) un espace mesurable. On
considére f : X; —> X, une application (A, As)-
mesurable. Montrer que 'application
pa: Ay — [0,+0]
A pp(A) = (f1(A4)
est une mesure sur (X, 4s). Cette mesure s’appelle la
mesure image de 1 par f.

Exercice 4 (Montrer qu’une application est une

mesure) Soit (X,.A) un espace mesurable. Dans cha-
cun des cas suivants, montrer que ’application donnée

est une mesure et décrire les ensembles de mesure nulle.

a) pour a € X fixé, 0, est 'application définie par
VAe A, 0,(A) = 14(a).

b) X =R, A={Ae P(R), A ou A est dénombrable}
et u(A) = 0si A est dénombrable, 11(A) = 1 sinon.

c) (X, A) = (N,P(N)), (un)nen € RY, et p est définie
pour tout A € P(N) par u(A) = >,c4 Un-

Exercice 5 (Lemme de Borel Cantelli) Soit A une
tribu sur X et (A, )nen une suite de sous-ensembles de
A. On se donne une mesure p sur (X, .A) et on suppose

que

Z w(Ay) < +oo.

Montrer que p(limsup,, ., A,) = 0.
Exercice 6 (Propriétés valables sur des ensembles

de mesure positive) Soit f : (X, A) — (R,B(R))
une fonction mesurable. Soit g une mesure sur (X, .A4).

a) Montrer que si p(X) # 0, alors il existe A € A,
1(A) # 0 tel que f soit bornée sur A.

b) Justifier que {f # 0} € A.

c) Montrer que si u({f # 0}) # 0, alors il existe A €
A, u(A) # 0 tel que | f| est minorée sur A par une

constante strictement positive.

[ Autour de la mesure de Lebesgue J

| Exercice 7 (Un ensemble topologiquement gros

mais petit pour la mesure de Lebesgue)

Soit € > 0. Construire un ensemble ouvert et dense dans
R dont la mesure de Lebesgue est inférieure a e.

| Exercice 8 (Un calcul avec la mesure de Lebesgue)

On considére R muni de la tribu borélienne B(R) et de
la mesure de Lebesgue A. Pour n > 0, on pose A, =
In,n+27".

a) Justifier que pour tout n > 1, on a A, € B(R).
b) Soit A = J,,>¢ An. Justifier que A € B(R). Calcu-
ler A(A).

c) Un borélien de R de mesure (de Lebesgue) finie

est-il nécessairement borné ?



Exercice 9 (Un deuxiéme calcul avec la mesure de

Lebesgue) Soit (ay,)n>1 une suite de nombre réels. On
pose
A={zeR:IneN* |z —aqa,| <27}
a) Justifier que A € B(R).
b) Montrer que 1 < A(A) < 2 (ici comme d’habitude

A désigne la mesure de Lebesgue sur R).
c) Calculer A\(A°) ot A désigne le complémentaire de

A dans R.

d) Calculer A\(A) lorsque a,, = 0 pour tout n > 1.
e) Calculer A\(A) lorsque a,, = n pour tout n > 1.

Exercice 10 (Un ensemble non borélien : I’ensemble

de Vitali) Nous allons exhiber dans cet exercice une
partie de R qui n’est pas dans la tribu des boréliens.

a) Pour z,y € R, on définit la relation suivante : Ry
si x—y € Q. Montrer que R est une relation d’équi-
valence.

b) En déduire qu’il existe E < [0, 1] tel que pour tout
réel x, on peut trouver un réel unique y € E avec
x—yeQ.

c) On pose

G= | E+n.
reQn[—1,1]
Montrer que [0,1] € G < [—1,2] et montrer que si
r,s€Q,alorsr #s<= (E+7)n(E+3s)=¢.

d) En utilisant la mesure de Lebesgue, en déduire que
E ¢ B(R) (on raisonnera par I'absurde).

Exercice 11 (Lebesgue nulle et intérieur) Montrer

que tout sous-ensemble mesurable £ c R? de mesure
de Lebesgue nulle est d’intérieur vide.

[ Ensembles négligeables ]

Exercice 12 (Continuité et notion de presque par-

tout) Soit A la mesure de Lebesgue sur [0,1] (i.e. la
restriction & [0,1] de la mesure de Lebesgue). Soit f :
[0,1] — R une fonction continue et supposons que
f est nulle presque partout sur [0, 1] par rapport a A.
Montrer alors que f est identiquement nulle. Le résultat
subsiste-t-il si on remplace continue par mesurable ?

| Exercice 13 (Fonction monotone et continuité)
Montrer que toute fonction monotone de R dans R est
continue presque partout (par rapport & la mesure de
Lebesgue).

| Exercice 14 (Completé d’une tribu et d’une me-
sure.) Soit (X, A, ) un espace mesuré. On note N
I’ensemble des parties u-négligeables et

A, ={AUN: (A4 N)e AxN}.

a) Montrer que C' € A, si et seulement si il existe
A,Be Atels que Ac C c Bet uy(B\A) =0.

b) Montrer que A, est une tribu, qui contient .A.

c) On pose pour C e A, i(C) = p(A)siAcCc B
et u(B\A) = 0. Montrer que & définit bien une
application.

d) Montrer que fi une mesure sur A, qui coincide avec
usur A.

e) Montrer que la mesure jz est compléte, i.e. A, con-
tient toutes les parties f-négligeables.

La tribu A, s’appelle la tribu complétée de A par rap-
port a la mesure pu et i s’appelle la mesure complétée

de p.

[ Autour de la caractérisation des mesures j

Exercice 15 (Mesures de Stieltjes) Sur (R, B(R)), on
considére une mesure (positive) finie p et on définit la
fonction F : R — R, par F(z) = p([z, +o0[).

a) Montrer que p est uniquement déterminée par la
donnée de F'.

b) Montrer que F' est décroissante, continue & gauche
sur R et calculer ses limites en +o0.

c) Calculer p{x} pour z € R et montrer que F est
continue en z si et seulement si p{z} = 0. Que
peut-on en déduire sur D = {z € R, u{z} + 0}?

Exercice 16 (Caractérisation des mesures sur R)

Soient p et v deux mesures sur (R, B(R)) vérifiant pour
tout £ >0 :

([0, 2]) = v([0,2]) < +o0
et pour tout x <0 :
1([2,0]) = v([,0]) < +o0

Montrer alors que p = v.



Pour aller plus loin.....

[ Mesures extérieures j

Exercice 17 (Mesure de Hausdorff) Soit (X,d) un
espace métrique séparable (c’est-a-dire qu’il existe une

partie dénombrable et dense dans X) et «, & > 0. Pour
toute partie A de X, on désigne par R.(A) 'ensemble
des recouvrements dénombrables (By)r>1 de A par des
boules B;, de diameétres < ¢.

a) Montrer que R.(A) # &.

On pose alors :

1S, (A) :== inf (Z (diam Bk)a).

Re(A) N =)
b) Montrer que la fonction e — p(A) est décrois-
sante sur R .
c) Montrer que g, est une mesure extérieure.
d) En déduire que Papplication pq := lim._,q & est
une mesure extérieure appelée mesure de Hausdorff
de dimension a.

e) Montrer que pour toute partie A de X, a — i (A)
est décroissante sur R¥ ainsi que la fonction o —
e g, (A).
f) Soit Ac X et 0 < s <t < +oo. Montrer que
1y(A) < 450 — py(A) = 0.
On définit alors la dimension de Hausdorff de A

comme
dimp (A) = sup{t > 0: pu(A) > 0}
=inf{t > 0: i (A) = 0}.

Exercice 18 (Le Cantor tri-adique) Dans cet exer-

cice, on souhaiterait notamment calculer la dimension
de Hausdorff du Cantor triadique. On rappelle que cet
ensemble est définit de la facon suivante : On pose
Fy = [0,1], Fy = [0,1/3] u [2/3;1], F» = [0;1/9] u
[2/9;1/3] U [2/3;7/9] U[8/9,1], et ainsi de suite. Autre-
ment dit, si on a construit F),, pour construire Fj 1,
on découpe chaque intervalle de F), en trois intervalles
de longueur égale et on enleve le milieu. On pose alors
K =) F..
n=0

Cet ensemble K ainsi construit s’appelle ’ensemble tria-
dique de Cantor.

a) Montrer que K est un compact non vide.

b)

<)

d)

Montrer que A(K) = 0, ol A est la mesure de Le-
besgue sur K.

Montrer que pour tout s = 0, on a

1

ps(K) =2 <3>sus(K),

ou jis est la mesure de Hausdorff de dimension s.
considérer K1 = K n [0;1/3] et
Ky, = K n[2/3;1] et remarquer que ps(K) =
ps (K1) + ps(K2) et K = 3Ky = 3(Kz — 2).

Indication :

Soit s = dimy (K) et supposons que 0 < ps(K) <
+00. En déduire alors que s = In(2)/1n(3).
On suppose maintenant que s = In(2)/In(3). On
va montrer que 1 < p,(K) < 1.
(i) Soit (I}) les intervalles de longueur 37* qui
forment Fj. Montrer que

13" (K) < 2k3hs
En déduire que us(K) < 1.

(ii) Soit (U;); un recouvrement de K par des in-
tervalles. Comme K est compact, on peut sup-
poser qu’il en existe un nombre fini, disons p.
Pour 1 < i < p, soit k tel que 3= *+1) < |U;| <
37k (ici |U;| désigne la longueur de 'intervalle
U;). Justifier que U; rencontre au plus un des
intervalles (If) qui forment Fj.

(iii) Si j > k, montrer que U; rencontre au plus
27-F intervalles (I}) formant F;.

(iv) En choisissant j suffisamment grand pour que
3-U+D) < |U;|, en déduire que

2 < ) 293%|U;|*.
i=1

Indication : on pourra remarquer que 27~F <
273%|U;|* et remarquer que U; : 1 < i < p in-
tersecte tous les intervalles de Fj.

(v) En déduire que Y| |U;]* = 37% =
que us(K) = 1/2.

%, puis

(vi) En déduire la dimension de Hausdorff du Can-
tor K.



[ Bl }

Exercice 19 (Régularité et mesure finie) Soit (X, d)

un espace métrique et y une mesure finie sur (X, B(X)).
L’objectif de D’exercice est de montrer que pour tout
AeB(X),ona
w(A) = sup{u(F) : F fermé ,F c A}
et
u(A) = inf{u(O) : O ouvert ,A < O}.
a) Montrer qu'il suffit de prouver que tout borélien A
de X vérifie la propriété suivante :
(P) Ve >0 il existe un ouvert O et un fermé F
de X tels que F < Ac O et u(O\F) <e.
b) Introduisons A = {A € B(X) : A vérifie (P)}.
(i) Montrer que A contient O(X), I'ensemble des
ouverts de X.
Indication : soit A € O(X); on pourra consi-
dérer F, = {x € X : d(z,A°) = 1/p},p=>1, et
remarquer que A = Up21 F,.
(if) Montrer que A est stable par union dénom-
brable.
Indication : soit A, € A, n > 1, et € > 0.
Considérer alors F;, fermé de X et O,, ouvert
de X tels que F,, ¢ 4, < O, et u(O,\Fy,) <
snrr- Remarquer qu'il existe n > 1 tel que
Uit Fr) < Uiy Fr) + 5-
(iii) Montrer que A est stable par passage au com-

plémentaire.
(iv) Conclure.

c) Supposons en plus que (X, d) soit o-compact, c’est-
a-dire qu’il existe une suite de compacts (K, ), telle
que K, ¢ Kpy1 et X =
est réguliere.

n>1 K,,. Montrer que p

Indication : remarquer que si F' est un fermé de
X, alors les ensembles F' n K,, sont compacts et
w(E) = limy,— 1o p(F N Kp).
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[ Questions d'intégrabilité J

Exercice 1

Les fonctions suivantes définies sur R sont-elles inté-
grables par rapport & la mesure de Lebesgue 7

(a) z— f(x) = xj0,1)(z) sin(1/x).
sin?(z) .
b) org@y={ = 70
1 six=0.

(¢) & —> h(z) = 2y 1 (2).

xT

| Exercice 2

Soit 4 une mesure finie sur un espace mesurable (X, .A)
et f: X — R une fonction mesurable. Montrer que la

fonction est intégrable sur (X, A, u).

f
1+f]

| Exercice 3

Montrer que les fonctions suivantes sont Lebesgue-intégrables

et calculer leur intégrale :
(a) z+— f(z) = ﬁX]OJ](I)-
(b) @ — g(x) = 20e” X (RQ)~10.1] (2)-

| Exercice 4 Soit f une fonction mesurable positive telle

que pour tout n € N, on a f(n) = +00. Peut-on affirmer
que SR fdX\ = 4007 Dans cette feuille, conformément au
cours, on note par A la mesure de Lebesgue sur R.

| Exercice 5 Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que p

est finie et soit f : X — R une fonction mesurable.
Pour n > 1, on pose A, = {zx € X : |f(z)] = n} et
B, ={zre X :n <|f(x)] <n+1}. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est intégrable;
(ii) la série >, nu(By) est convergente;

(iii) la série )., 1(A,) est convergente.

Exercice 6 Soit (€2, .4, ;1) un espace mesuré tel que p(Q2) =

1 (1 est une mesure de probabilité sur Q). Soit I inter-
valle de R. Soit § une fonction convexe sur I et soit f
une fonction p-intégrable et & valeurs dans 1.

a) Montrer que {, fdu appartient a I.

b) Lorsque 6 est dérivable, montrer que

Q(deu) < J-(G o f)du.
Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Jensen.

c) Montrer que I'inégalité de Jensen est encore vraie
si 0 n’est plus supposée dérivable. On rappelle que
comme toute fonction convexe, 6 satisfait 1'inéga-
lité des trois pentes : pour tout r < y < z dans
1

@) = 6ly) _ 6(a) = 6(2) _ 6(y) — 0(2)

< <
T—y T—z y—z

et 0 est dérivable a droite et a gauche en tout point

intérieur de I.
d) Dans quel cas y a-t-il égalité pour tout f?

e) Soit 6 une fonction de R dans R telle que pour
toute fonction mesurable bornée f de (R,B(R))
dans (R, B(R)) on ait :

9(L1 fdX) < Ll(()of)d)\,

ol A est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). Mon-
trer que 0 est convexe.

[ Crllenll APmideeles ]

Exercice 7 Soient A la mesure de Lebesgue et p =
anl 6. On pose f = A + p. Calculer, si c’est possible
les quantités suivantes :
| sdn@). | xppa@) dute),
et
| Xt apia).



[ Théoremes de convergence J

Exercice 8

Soit h une fonction intégrable sur R, et soit (A,)n>1
une suite de boréliens telle que A(A,) — 0, lorsque
n — +o0.

a) Soit N € N*. Montrer que pour tout entier n, on a
| m@lare) < va@) + [ @) ae)
A By
ou By :={zeR:|h(x)] > N}.
b) Montrer que SBN |h(z)|dX(z) — 0, lorsque N —
+00.

c) En déduire alors que SA" |h(z)|dA(z) — 0, lorsque
n — +0o.

Exercice 9 Soit f : R — R une application mesurable

et positive. Déterminer

. 1
Jm fm T+ @) D@
en fonction des quantités A(A4), A(B) et A\(C), ot A =
{xel0,1]:0< f(z) <1}, B={z € [0,1]: f(z) =1}
et C ={zel0,1]: f(zx) > 1}.

| Exercice 10

+00 T +00 "
Calculer J- ———dzet J ————dx, pour
o exp(z)—1 o exp(z)—1
tout entier n € N (on fera attention au cas n = 0).

| Exercice 11
Calculer
+o0 +oo —x?/n?
e cos(z/n
lim e sin"(x)dz, lim %
nstw J, n—+o J_ 1+2x
et

+0o0
S
n>3 91 (l-l—m)"

Exercice 12

Montrer les inégalités suivantes :
2

In(t) <t —1 pour ¢t > 0 et sin(t) = —t pour ¢ € [0, g]
™

Calculer alors
n n2
lim Cos (E) dx.
0

n— 400 n

Exercice 13

a) Donner un exemple de fonction positive, continue
et intégrable qur R qui ne tend pas vers zéro en
+00.

b) Soit f une fonction définie sur R & valeurs posi-
tives continue et intégrable. Soit aussi ()\,) une
suite de réels strictement positifs tels que ano )%n
converge. Montrer que la fonction z — Y% f(\,z)

est intégrable sur R.

c) En déduire que pour presque tout réel x on a

lim, 4o f(Anz) = 0.

Exercice 14

a) Soit (f)n>0 une suite de fonctions mesurables po-
sitives de (X,.A) dans (R4, B(R;)). Redémontrer

que
L Dofndp =] L Fu dpe.

n=0 n=0
En application, montrer que pour toute famille de

réels positifs (ap,q)p,qen,

Z Z p,q = Z Z Qp,q

p=0¢=0 q=0p=0

b) Montrer que, pour tout a et b dans R¥,
J te=at g — io 1
R, 1 —e7b = (a+nb)?

c) Montrer que pour p et ¢ deux entiers > 1,

J\l .fl:'p_l d +00 (71)1@

T = —_—
o 1+ a9 Pt ng

En déduire une expression de In(2) et de 7 /4.

Exercice 15 Soit f : R — R une application mesurable

et positive.
a) Montrer que

1 +00

L ( Z f(m—i—n))dac = fR f(x)dz.

n=—0w

b) En déduire que si f est intégrable par rapport a la
e flx+n) est

n=-—au
convergente pour presque tout z € R.

mesure de Lebesgue, la série >,



Exercice 16

Calculer les limites suivantes :
n

(1) lim In(z)(1 — %)ndaz

n—+w Jq

et en déduire lim In(n) — Z

n—+00
- k=1

1
1
(2) lim j ﬂdw
o (T+a)"

T

+o0 5
(3) lim e @) f(Yde,  avec fe LY(RL)

n—+o 0
n

@) tim | (1-5)"e"2da.

n—-+0o0 0 n
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Exercice 1

Pour f € L£4(\), on définit la transformée de Fourier
de f par :

ﬂm=wamww.

a) Montrer que f est bien définie, continue et bornée
sur R.

b) Montrer que si  — xf(z) est intégrable, alors f

est dérivable sur R.

c) Calculer la transformée de Fourier de f(z) = e,

Indication : on pourra montrer que dans ce cas
f est dérivable, montrer que f est solution d’une
équation différentielle du premier ordre qu’on ré-

solvera pour en déduire f.

Exercice 2

Pour f € £L4()\) et ¢ une fonction continue et bornée
de R dans R, on définit la convolée de f et ¢ par

Lh¢mw=L¢w—wﬂwwu»

a) Montrer que f * @ est bien définie, continue et bor-
née.

b) Si de plus, ¢ est de classe C!, bornée et & dérivée
bornée, montrer alors que f*p est dérivable et que

VueR, (f @) (u) = (f x¢')(w).

| Exercice 3

En considérant une intégrale a parametre, montrer que
pour tout entier n > 1let y >0, 0on a

to dx 71-3---(2n—3) 1
L (22 +y%)"  22-4---(2n—2) 2L

| Exercice 4

On pose, pour z € R,
oo
t
F(z) = f we_t dt.
O t
a) Justifier que F est bien définie sur R.

b) Montrer que F est de classe C! et donner une ex-
pression de F’(x) pour tout x € R.

c) Calculer simplement F’(z) pour z € R.

d) En déduire une expression simple pour F(z).

Exercice 5

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que
pour tout t € [0,1], f(t) > 0. Pour a > 0, on pose

1
F(a) = J fe(t) de.
0
a) Justifier que F est dérivable sur R, et calculer
F'(0).

b) En déduire la valeur de

lim < L " dt) "

lim

Indication : on pourra effectuer un DL a I'ordre 1
en 0 de In(F(«)).

Exercice 6

Soit ¢ une fonction intégrable sur [0,1] (par rapport
a la mesure de Lebesgue) et a valeurs réelles. On pose
pour t = 0,

F(t) = J;) Veo(z)? + tde.

a) Montrer que F est définie et continue sur R, .

b) Montrer que F est dérivable sur R* et calculer sa
dérivée.

c) Montrer que F est dérivable (& droite) en 0 si

et seulement si la fonction 1/¢ est intégrable sur
[0,1].

Exercice 7

La fonction I' est définie sur R par

+00
I'(t) = j i le " da, t>0.

a) Montrer que I est de classe C* sur R%.

b) Montrer que pour tout n € N* T'(n + 1) = n!

¢) Montrer que pour tout t > 0,

T(t+1) =Vttt e*th

+0o0 .
(1 + i) eV dy.

NG



d)

)

Exercice 8

Montrer que pour tout ¢ > 1 et tout y €] — +/%,0],

tIn(1 + y/v/t) — yv/t < —y2%/2.

Montrer que pour tout ¢ = 1 et tout y > 0, tIn(1+

y/Vt) —yVvt <In(y +1) +y.

Déduire des questions précédentes et de 1’égalité

to e 71'

L eV Pdy = 5

la formule de Stirling :

T(t+1) ~tyo0 V2rtte™,

qui donne pour ¢t = n entier, n! ~ v/2wn(n/e)".

On définit la fonction f: R, — R par

a)

b)

d)

5)

+o0 (i
f(z) = f exp(fxt)suzﬁ dt.

Montrer que f est de classe C* sur R% et calculer

sa dérivée.

Montrer que lim,_, o f(x) = 0 et en déduire f(z)

pour x > 0.

Soit ¢ : t — S; st jt. Montrer que

+o0

@)~ (0) = f e (p(t) — £(0))dt.

0
En déduire que f est continue en 0.

En déduire la valeur de 'intégrale de

+o0 s
I f L“ﬁ“’ dt.

0

Variante : on considére l'intégrale double

La L“ exp(—zy) sin(z) dz dy.

En utilisant le théoreme de Fubini, calculer cette
intégrale de deux manieres et en déduire la valeur
de I.
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Exercice 1  Soit f : R?> — R définie par

F@s) = oy @) # 00 et F(0,0)=0.

a) Justifier la mesurabilité de f.

Ll (Llf(fﬁyy) dy) dzx, Ll <L1f(x,y) dm) dy et J[o,uz fz,y) dha(z,y).

Soit f : [0,1]> — R définie par

2?2 — g2

b) Calculer

Exercice 2

f(z,y) = 5,81 (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

(x2 +y?)

Ll (folf(x’y) dy) do et fol <J01 flz,y) dm) dy.

b) En déduire que f ¢ £1([0,1]2, d\2).

a) Calculer

Exercice 3

a) Calculer de deux maniéres différentes I'intégrale

1
fRa T+ ) +azy) 2V

et en déduire la valeur de

J“O In(x) .

o x2-1

b) Déduire du a) et d’un développement en série entiére I’égalité

*f R
= (2n+1) 8

Exercice 4 Soit A = {(z,z) : = € R} la diagonale de R?.
a) Montrer que A est un ensemble mesurable.
b) Montrer que si p est une mesure o-finie sur R, alors D = {x, p{z} + 0} est dénombrable.

c) Soient p et v deux mesures o-finies sur R. Montrer que

(n@v)(a) = Y ulajvia).

zeR



Exercice 5 Soit X =Y = R. On munit X de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A et Y de la tribu
P(Y) et de la mesure de comptage v (rappelons que v(B) = card (B), Be P(Y)). Soit A = {(z,z) : =€ R}.

a) Justifier que A € B(X) Q@ P(Y).
b) Pour tout z,y € R, calculer A, et AY.
c) Calculer

f W(Ay) dA(z) et f MAY) du(y).
R R

d) Comparer avec le théoréme sur la mesure produit. Pourquoi ne s’applique t’il pas?

| Exercice 6  On considere Ay la mesure de Lebesgue sur R2, et 0 <a < b.
a) Montrer que I'application f définie par f(z,y) = exp(—2y)X]o,+oo[x]a,b[(Z,¥) est dans LY(N2).

b) Calculer

+00 _—ax —bx

e — e

— dx.
0 x

| Exercice 7 Soit & une mesure o-finie sur un espace mesuré (X, A) et f : X — R une fonction mesurable

positive.

a) Soit Dy = {(z,t) e X x Ry : f(z) > t}. Montrer que Dy € A® B(R).

b) En considérant la mesure produit p®A (ol A est la mesure de Lebesgue sur R ), et en calculant p®A(Djy)

de deux manieres, montrer que

f fdu= J-Jroou({meX  fx) > t}) dt.
b'e 0

¢) Soit p €]0, +00[. En déduire que

+o0
f fPdp = J ptPtu({z e X : f(x) > t})dt.
b'e 0

Exercice 8 Pour n > 0, on note )\, la mesure de Lebesgue sur R"*1. Soit f : R® — R, une fonction

mesurable positive. On note G5 le graphe de f, c’est-a-dire
Gy ={(z,t) e R" xRy : f(x) =t}.
Justifier que Gy € B(R"*!) et montrer que A\,41(Gy) = 0.

Indication : on pourra considérer Dy = {(z,t) € X x Ry : f(z) > t}, montrer que A\y11(D}) = §p. fd\, et

utiliser ’exercice 7.
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Exercice 1

a) Montrer que

d)\2(:1‘7y) = 5
f[m]z 1—zy ;1 n?

b) En faisant le changement de variables z = “j;, Y= “\7;, montrer que
1 w2
n2 6

\
—

n

Exercice 2 Pour n € N* on note b, = A, (B,,) le volume de la boule unité euclidienne B,, = {(z1,...2,) €

R”, 22 + .- 4+ 22 < 1} de R”™ mesuré avec la mesure de Lebesgue A, dans R™.

a) Calculer b et bs.

b) Etablir une relation de récurrence entre b,, et b,,_o pour tout n > 3.

c) En déduire l'expression de b,, pour n > 2.

Exercice 3 Calculer

I= f e d\(z).
[0,+00[

Indication : aprés avoir justifié que 0 < I < 400, on calculera I? avec un changement de variable.

| Exercice 4  Soient )3 la mesure de Lebesgue sur R3 et Qq, Q5 les deux domaines de R3 définis par
O = {(u,v,w) €10, +o0[*: uwv,uw,vw < 1} et Qy = {(u,v,w) € ]0, +0[>: uv + uw + vw < 1}.

a) Justifier que Q;, € sont des boréliens de R3.

b) Calculer A3(€2;) et A3(Qa).
Indication : on pourra effectuer le changement de variable : z = Jow, y = Juw et z = /uwv.

| Exercice 5 Soient A € M4,4(R) une matrice symétrique positive et ¢ > 0. Calculer
J exp(—t(Az, 2)) dAn ()
]Rd,
Indication : on effectuera le changement de variable x = Py ou P est une matrice de passage par rapport a

une base orthogonale de vecteurs propres de A.

| Exercice 6  Soient A =]0,1[?x] — 7, 7[ et ¢ : R — R3 I'application définie par
o(u, v, w) = (u, uv cos(w), vsin(w)).

a) Montrer que ¢ est un C!-difféomorphisme de A sur son image.

b) Calculer A3(p(A)).



Exercice 7
a) Déterminer les ouverts connexes maximaux A et D de (Rj)2 tels que lapplication ¢ définie sur R? par
o(u,v) = (u? + 02, 2uv) définisse un C*-difféomorphisme de A sur D.
b) En déduire la valeur de 'intégrale suivante

f lu* — v4\e_(“+”)2 dAa(u,v).
R

2
+

Exercice 8  Soit f une fonction de classe C? sur R* , convexe (c’est-a-dire que f” > 0) et I la fonction définie

sur R?, pour d > 3, par

0 e .
Ity) = f o= gla] @2 Pal@) ek,

oil | - | désigne la norme euclidienne sur R.
a) Montrer, en justifiant existence des limites, que ¢ = lim;_,g+ f(t) > —o0 et £/ = limy_, o, f'(t) > —o0.

b) Soit p = 0. Calculer
+o0

. fiir+p) = f'(Ir = pl)dr
a laide de ¢, ¢ et f(p).
¢) Montrer que I(y) ne dépend que de |y|.
Indication : on pourra effectuer un changement de variables linéaire orthogonal.
d) En déduire la valeur de I(y).
Indication : on pourra effectuer le changement de variables en coordonnées sphériques

x1 =rsin(fy), xo = rcos(fy)sin(hs), ..., x4-1 = rcos(6y)...cos(0g_2)sin(0g_1), xg = rcos(6y)...cos(0g_2) cos(fg_1)

dans lintégrale I(z), ou z = (0,...,0,|ly[,0,0), et montrer par récurrence sur d, que son Jacobien vérifie

| Ja| = 797 (cos(01))?2 ... (cos(84_3))? cos(fg_2)-

Exercice 9  On définit, pour tout @ > 0, 'ensemble B, = {(z,y) €]0, +oo[?: z* + y* < 1}.

a) Calculer la limite quand o — +00 de A2(By).
Indication : Montrer que lim,,_, o (2 —I—yo‘)l/ ® = max(z,y) et en déduire que x g, converge simplement
Vers XJo,1[2-
b) Ecrire A\y(B,) sous la forme d’une intégrale simple.
Indication : Effectuer le changement de variable (r,0) — ((cos(#))¥®, r(sin(6))%/®).
c) En déduire la valeur de

lim L f (sin(6))= " do.

a—+00 0



Mesure et Intégration - DS1 - 14 mars 2019

Viet Chi Tran, chi.tran@math.univ-1lillel.fr

14h-16h, calculatrices autorisées, formulaire manuscrit autorisé (copie double).

Exercice 1 (Sommes doubles)
On considére N2, I’ensemble des couples d’entiers naturels, que 1’on munit de la tribu P(N?).

1. Pour un entier ¢ € N*, on note ¢; 'entier tel que
qi qi+1
D isi<) i
j=1 j=1
et on pose gp = 0. Soit ’application suivante :

f+ N — N2
i (niymg) = (0= 0 G 00— ).

Montrer que cette fonction est une bijection de N sur N? et en déduire que N? est dénombrable.

2. On considére sur N2 la mesure suivante : u(dz) = > (n,m)en2 O(n,m)(dz). Quelle est la valeur
de p(A) pour une partie A de N2?

3. Soit f une fonction positive de N dans R . Montrer que
fdp= ) fnm).
N (n,m)eN2

Rque : on n’est pas obligé d’utiliser ici le théoréme de Beppo-Lévi qui n’est pas au programme
de ce DS. On pourra utiliser des résultats sur les séries sommables de nombres positifs.

Exercice 2 (Théoréme de Borel-Cantelli)
On considére un espace mesurable (€, A). Soit (A, )nen une suite de parties mesurables de €.
On rappelle :

limsup 4,, = ﬂ U A, et liminf A, = U ﬂ A

neNm>n neNm>n

1. Ecrire les définitions de limsup A,, et liminf A,, 4 'aide de quantificateurs, puis expliquer
avec une courte phrase ce que représentent ces ensembles.

2. Justifier que limsup 4,, et liminf A,, sont des ensembles mesurables.

3. Dans le cas ou A, =] — 00, a,] avec az, = 1+ i et agpr1 = —1 — ﬁ, écrire ce que valent
limsup A,, et liminf A4,,.

4. On revient au cas d’ensembles (A,,) génériques. Que dire de la suite d’ensembles

B, = U A?

m>n

1



5. On se donne une mesure de probabilité p sur (€2, 4) (ce qui signifie que p est une mesure
telle que p4(€2) = 1). Déduire de la question 4. que si )y p(An) < +00, alors

p(limsup 4,,) = 0.

Exercice 3 (Principe de transport de masse)
On considére R?2? = R? x R? muni de sa tribu Borélienne B(R??). On dit qu’une mesure u est
diagonalement invariante si pour tous ensembles A et B € B(Rd), et pour tout = € R,

(A x B) = pu(T, A x T, B), (1)

ot T,A={zx+a, ac A} est le translaté de A par z € R% Le but de cet exercice est de prouver
que pour toute mesure diagonalement invariante p sur R? x R? et pour tout ensemble A € B(R?)
d’intérieur non vide, on a

H(A x RY) = p(RY x A), 2)

ou les deux termes de 1'égalité peuvent étre infinis.

Rque : pour donner une intuition, on pourra penser a pu(A X B) comme mesurant un flux de A
vers B. Ainsi, l'interprétation de (2) est que si p est diagonalement invariante, le flux entrant
dans A doit étre égal au flux sortant de A.

Pour la suite, on a également besoin de la translation fs suivante sur R2? définie pour s € R?
par : Vz, y € RY, Ty(z,y) = (z + s,y + 5).

Hypothése : Pour simplifier, nous supposons dans toute cet exercice que p est une mesure finie.

1. Montrer que
£={BeB®R xRY): wE)=u(T(E))}

est une classe monotone.

2. Montrer que
C={AxB : A BecBRY}

est une famille stable pour les intersections finies, qui contient R?? et qui est incluse dans €.

3. En utilisant le théoréme des classes monotones, montrer que & = B(Rd x R%), c’est-a-dire que
pour tout E € B(R? x RY) et pour tout s € RY, u(E) = u(Ts(E)).

4. On introduit pour tout A € B(R?),
v1(A) = u(A x RY) et vo(A) = u(R4 x A).
Montrer que v; et v sont invariantes dans le sens oil pour tout 2 € R? et pour tout A € B(R?),

Vl(TxA) = Vl(A) et VQ(TZA) = I/Q(A).

5. En déduire que vq(dz) = u([0,1]? x RHN(dx) et vo(dr) = u(R? x [0, 1]4)\(dx) ot A(dz) est
la mesure de Lebesgue sur R%.

6. Soit A un ensemble d’intérieur non vide. En admettant le théoréme de Fubini d’inversion des
intégrales (vrai lorsque U'intégrant est mesurable positif), montrer que

/R (A X A)N(dz) = A A (A).

De méme montrer que
/ WA X T_,A)\(dx) = MA)ra(A).
R4
7. En déduire (2).
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A Deux formulaires sur copie double sont autorisés. Le sujet comporte 8 exercices qui pourront

étre traités dans ’ordre de votre choix.

Exercice 1 Soit (z,,)pen+ une suite de [0, 1]. On considere la fonction f définie pour z € [0, 1] par

=Y o

nel(x)

ou I(x) est I'ensemble des entiers n € N* tels que z, < z. On pose f(x) = 0 lorsque I(x) = &.

a) Montrer que f est une fonction & valeurs dans [0, 1].

b) Montrer que f est une fonction mesurable de ([0, 1], B([0,1])) dans ([0, 1], B([0,1])) ot B([0,1])

est la tribu Borélienne sur [0, 1].

c) Montrer que

+00 1— 2
fdXx= =,
f[o,ll 2, 2"

n=1

ol A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Exercice 2 On pose

[

x

a) Justifier que la fonction ¢(z) = e~ 2 est une fonction intégrable sur R (par rapport & la mesure

de Lebesgue).

b) Calculer I? en utilisant le théoréme de Fubini puis un changement de variable en coordonnées

polaires, et en déduire que I = 4/7/2.

¢) On pose pour n € N* et x € R,

2 n+1
22\ —
fu(z) = (1 + 7) 2 et an = J fu(z)dz.
n R
Montrer que pour tout u € Ry, et tout « € [1, +oo[, (1 + u)* = 1 + au, puis en déduire que
1
VZUER,VWEN*, fn(ﬂf) < Hiﬁ
2

d) En déduire que, pour tout n € N* la fonction f, est intégrable sur R et calculer lim, 4o Gy,



e) Montrer qu'il existe une fonction intégrable f, qu’on déterminera, telle que

lim JR‘JL};(:)]”(:E) dx = 0.

n—+00

Exercice 3

a) Soient (X, A, p) un espace mesuré, I = [c¢,d] un intervalle de R et supposons que pu(X) = 1.
Soient g : X — I une fonction intégrable a valeurs dans I et ¢ une fonction convexe de I dans

R. Montrer que m := {, gdu e I et

@(J gdu) <f pogdu.
X X

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Jensen.
Indication: On pourra montrer d’abord l'inégalité pour les fonctions affines puis utiliser (sans le

démontrer) le fait que @ étant convexe, on a

p(z) =supy(z),  wel,
heE
ot E est l’ensemble des fonctions affines 1 sur I telles que ¥(t) < p(t), Ve 1.
b) Soient (X, A, 1) un espace mesuré. Supposons que pu(X) < o0. Soit @ €]0,1[ et 1 < p < +o0.

(i) Montrer que si h : X —> R est mesurable, alors

f I dp < |2 (u(X))' 5.
X

S

Indication: On pourra utiliser 'inégalité de Holder.
(i) En déduire que si h € LP alors |h|* € L.

c¢) Dans la suite, on considére X = [a,b], a < b, A = B(X) la tribu des boréliens sur [a,b] et = A
la mesure de Lebesgue sur [a, b]. Soit « €]0,1[ et f € L' telle que pour tout ¢ € [a,b], f(t) # 0.

i) Montrer que Vt > 0, on a In(t) <t —1et t* — 1 < at.
(i)

(ii) Justifier que |f|* € L'([a,b]), et montrer qu'on a

1 1
In J FledA <—f £l — 1) dA.
(b—a [a,b]| | ) b-a [a,b](l oy

a J In|f|d\ < In LJ % | -
b—a [mb] b—(l [a,b]

Indication: On pourra utiliser l'inégalité de Jensen.

(iii) Montrer que

(iv) En déduire que

! f 1n\f|d,\<11n 1] | %X <Lf <|f| _1>d)\.
b—a [a,b] (07 b—a [a,b] b—a [a,b] (07

(v) Pour t € [a, ] fixé, calculer



(vi) Montrer que

1 1 1
lim —In| —— N | = —— 1 dA
a0t (baf[a,b]“f| ) baJ[a,b] vl

Indication: on pourra utiliser (i) et (iv).

(vii) En déduire
1
I ! f Flean ) = exp [ — J In | fld
im =exp| —— n .
o=0t \ b= a Jlay) b=a iy
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A Aucun document n’est autorisé. Le sujet comporte 4 exercices qui pourront étre traités dans

l’ordre de votre choix.

Exercice 1

Soit f : R — R une fonction et D un sous-ensemble dénombrable de R. On suppose que f est

continue sur R\D. Montrer que f est mesurable (relativement & la tribu borélienne).

Indication: On pourra considérer F la restriction de f a R\D et exprimer f~1(V) au moyen de
F~YV) ou V est un borélien de R.

Exercice 2

Dans cet exercice, (X,.A) désigne un espace mesurable tel que pour tout = € X, on a {z} € A. Si u

est une mesure sur (X,.A), on dira que

(i) la mesure p est diffuse si pour tout x € X, u({z}) = 0.

(ii) la mesure p est purement atomique 8’il existe A € A tel que u(X\A) = 0 et pour tout = € A,
p{z}) > 0.

a) Montrer que si p est diffuse et purement atomique, alors pour tout B € A, u(B) = 0.

b) Donner un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)).

c) Donner un exemple de mesure purement atomique sur (R, B(R)).

d) Soit v une mesure diffuse sur (X,.4) et D un ensemble fini ou dénombrable. Justifier que D € A

et calculer v(D).

e) Soit p une mesure o—finie sur (X, A) et soit (Ey)n>1 < A tel que X = J,>; En, En © Enqq et
u(Ey) < oo, n > 1.
(i) Pour (n,k) € N* x N*, on pose A, = {z € E, : p({z}) > %} Montrer que si A, est non
vide et contient (au moins) p éléments distincts, alors p < ku(FE,).
(ii) En déduire que A = {x € X : u({x}) > 0} est fini ou dénombrable.
(iii) Montrer qu’il existe une mesure diffuse uy et une mesure purement atomique p, sur (X,.A)
telle que p = pq + -

Indication: On pourra considérer A = {x € X : u({z}) > 0} et poser pour B € A, pq(B) =
p(B n A) et pa(B) = p(B n (X\A)).



Exercice 3
Soit (X, A, ) un espace mesuré, et f : X — R une fonction intégrable.
a) Pour chaque entier n > 1, on définit
An={xeX:%< |f(x)| < n}.
Montrer que pour tout entier n > 1, A, € A et u(A4,) < +oo0.
b) Pour chaque entier n > 1, on pose f, = fxa, . Justifier que f,, est mesurable.

c) Montrer que

Jdim [ 1= | 171w
d) En déduire que pour tout ¢ > 0, il existe B. € A tel que u(B:) < 40 et

f |fldu <e.
X\B.

Exercice 4

Soit (tn)n=2 définie par

00
sin(mz)

= dr.

Un, Jo T o O°

Déterminer la limite de la suite (uy)n>2.
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La durée de I'épreuve est de 2h et vous avez 30 minutes en plus pour scanner et déposer votre sujet.

Aucune copie ne sera acceptée au dela de 11h30.

A Le sujet comporte 3 exercices qui pourront étre traités dans l’ordre de votre choiz.

Exercice 1 Soit (X, .A, 1) un espace mesuré, (A, )nen une suite d’éléments de A tels que

+o0

D Ay <+,

n=0

et on note

F=) (U Ak> :
neN \k=n

a) Justifier que F' € A.

b) Montrer que p(F) = 0.

c) Application : soit (fy)n et f des fonctions définies sur X & valeurs réelles et (A, B(R))-mesurables.

On suppose que pour tout a > 0, on a

> nfe e X2 [ fule) — £(2)] > a)) < 4.

n=0
(i) Soit p e N* et soit
1
A= (U{xex o) - S > }) .
neN \k=n p
Montrer que p({J,enx £p) = 0.
(ii) Montrer que (fy), converge simplement vers f sur X privé de la réunion des F,.

(iii) En déduire que (f,), converge u presque partout sur X vers f.

Exercice 2 Calculer les limites suivantes lorsque n — 40

+00
_— 3 2 N . . 7
a) v, = (2)e™™¥™ * dx, on f est une fonction intégrable sur R..
0

1
b) U"ZJ Mdm



Exercice 3 Soit f :]0,+00[—> R une fonction mesurable telle que pour tout ¢ > 0, 0 < f(¢) < +o0.

On pose

B arctan(z f(t))
F(z) = J]O’Jroc] R d\(t), x eR,

ou on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

a)
b)

c)

d)

)

Montrer que F est définie et continue sur R.
Exprimer la limite de F' en 400 sous la forme d’une intégrale. Quelle est la valeur de cette limite
lorsqu’on suppose en plus que pour presque tout ¢t > 0, on a f(¢) > 07

Vérifier que pour tous a,u > 0, on a
2au
—s5 <1
1+ a?u?
Montrer que F est de classe C! sur ]0, +co[, et exprimer F’(x) pour x > 0.

On suppose dans cette question que la conditions suivante est satisfaite

(@) J] ) dt < 4o0.

0,+00[ 1+12
Montrer alors que F est de classe C! sur R.
On suppose maintenant que F' admet au point = 0 une dérivée a droite finie.

(i) Calculer pour ¢ > 0,
im arctan(z f(t)) .
z—0 x
(ii) Montrer que la condition (C) est satisfaite.

Indication : on pourra considérer n(F(1/n) — F(0)) et utiliser le lemme de Fatou.
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A Deux formulaires sur copie double sont autorisés. Le sujet comporte 3 exercices qui pourront étre
traités dans ordre de votre choiz. Un baréme (susceptible d’étre modifié légérement a la correction)

est donné a la fin du sujet.

Exercice 1

Soit (X, .4) un espace mesurable et soit (ug)r>1 une suite de mesures sur (X,.A) telles que
(H) VAe A lasuite (urp(A))r=1 est croissante.

Pour A € A, on note p(A) := limg_, 400 i (A).

a) Montrer que p est une mesure sur (X,.A).

b) Montrer que pour toute fonction f : X — [0, +00] mesurable positive, et pour tout k € N*,

ffduk ffdukﬂ ffdu

Indication: on commencera par le cas o f est une fonction étagée positive, puis on utilisera le
lemme d’approximation pour écrire une fonction mesurable positive f comme limite simple d’une

suite de fonctions bien choisies, (fn)n>1-

¢) Montrer que pour toute fonction f : X — [0, +o0] mesurable, on a

lim f fduk—f fdp.

k—-+00

d) En utilisant (b), vérifier que si f € L'(u), alors pour tout k& > 1, on a f € L'(u) et en déduire

que

lim fX fdu, = J;( fdu.

k—+00

Exercice 2

Soit p une mesure sur (Ry, B(Ry)) telle que p(Ry) = 1.

a) Montrer que pour tout x € R, la fonction ¢t — cos(at) est intégrable par rapport & p sur R;.

On pose alors
F(z) = f cos(xt) du(t), zeR.
Ry
b) Montrer que F est continue sur R.

¢) Soit G définie par G(x) = 1_52(35), x # 0. Montrer que, pour tout = # 0, on a

G(z) = 1 JR (1 — cos(xt))du(t).

2




d) On suppose dans cette question que SR+ t2du(t) < +oo. Montrer que la limite suivante
. 1—F(x)
t - 0

existe et la calculer.

. . K3 \ . . . 7 . 7 ey 7 2
Indication: on pourra utiliser apres lavoir justifié I’inégalité 1 — cos(u) < %-.

e) On ne suppose plus que t —> t2 est intégrable mais on suppose que la limite (1) existe et vaut
leR.

(i) Montrer que t — t2 est intégrable par rapport & u sur R

Indication: on pourra utiliser le lemme de Fatou.

(ii) En déduire qu’il existe C' > 0 telle que pour tout A > 0, on a u([A4, +o0[) < %.

Exercice 3

Soit (X, A, 1) un espace mesuré et supposons que p(X) < +00. Soit ¢ € L® = L*(X, A, ), ¢ # 0.
On définit, pour f e L' = LY(X, A, p),

T, (f) = L Fodp,

On supposera ici que toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles et que les espaces L

considérés sont vus comme des espaces vectoriels réels.

a) Montrer que T, définit une forme linéaire et continue sur L' et vérifier que ||T,| < [¢]sw. On

rappelle ici que ||T,| désigne la norme de T}, en tant qu’application linéaire de L' dans R, i.e.

T,(f

1T, = sup LDl
e A yTm
[flli<1

b) Soit € > 0, € < ||« et définissons A = {z € X : [p(z)| = |p|wo — }-
(i) Justifier que u(A) > 0.
(ii) Soit f = ﬁlA. Vérifier que f € L' en calculant || f|; et montrer que
T () = (lelleo — €)u(A).
(iii) On note (L')* I'espace des formes linéaires et continues sur L'. En déduire que application
0: L* — (LY*
¥ = T,
est une application linéaire et isométrique (donc en particulier injective).

c) Soit T e (L')*. Supposons que T est positive dans le sens suivant : si f € L' et f > 0 presque
partout, alors T'(f) = 0. Le but de cette question est de montrer qu’il existe ¢ € L® telle que
T=T,.

(i) Pour A € A, posons v(A) = T(14). En utilisant la linéarité et la continuité de 7', montrer

que v est une mesure finie sur (X,.A).



(ii) Montrer qu'il existe une fonction g mesurable positive telle, pour tout A € A, on a

T(1a) = J gladp.
X

Indication: on pourra utiliser (sans le démontrer) le théoréme de Radon-Nikodym vu en TD
dont on rappelle l'énoncé : si p et v sont deuz mesures finies sur (X, A) telles que si, pour
tout A e A, u(A) = 0 impliqgue v(A) = 0, alors il existe une fonction g mesurable positive

telle, pour tout A€ A, on a v(A) = { gladp.
(iii) Montrer que nécessairement, g € L* avec |glloc < |-

(iv) Conclure finalement que 7' = Ty, i.e. pour tout f € L', T(f) = S fg du.

Baréme indicatif :

Exercice 1 (6 pts) : (a) 2 pt (b) 2 pts (c) 1 pt (d) 1 pt.

Exercice 2 (8 pts) : (a) 1 pt (b) 1 pt (c) 0,5 pt d) 2,5 pts (e) (i) 2 pts (ii) 1 pt.

Exercice 3 (9 pts) : (a) 1 pt (b) (i) 1 pt (ii) 1 pt (iii) 1,5 pts (c¢) (i) 1,5 pts (ii) 1 pt (iii) 1 pt
(iv) 1 pt.
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A Deux formulaires sur copie double sont autorisés. Le sujet comporte 3 exercices qui pourront étre
traités dans 'ordre de votre choiz. Un baréme (susceptible d’étre modifié légérement a la correction)

est donné a la fin du sujet.

Exercice 1

Soit (X, A) un espace mesurable et soit (up)r=1 une suite de mesures sur (X, A) telles que
(H) VYAe A, la suite (ug(A))k=1 est croissante.

Pour A e A, on note p(A) :=limp_, 4o pr(4).
a) Montrer que p est une mesure sur (X, .A).

Remarquons que d’apres (H), pour tout élément A € A, la suite (ux(A))g est croissante, ainsi
limy, 4o 1 (A) existe dans [0, +o0] et donc p: A — [0, +00] est bien définie. De plus, on a les
propriétés suivantes : tout d’abord, comme les u; sont des mesures, on a pi () = 0, pour tout
k = 1 et donc p(F) = 0. D’autre part, si (Ay), est une suite d’ensembles mesurables, deux a

deux disjoints, et si A = | J,,>( An, on a, pour tout k > 1,

(A) = Y pr(An).
n=0
D’ou
p(A) = lim pp(A) = lim > u(4y).
=0

k—+o0 k—+00 fou
Pour permuter, limite et somme, nous allons utiliser le théoréeme de Beppo-Levi. Considérons v la
mesure de dénombrement (de comptage) sur I’espace mesurable (N, P(N)), i.e. v(C) = card(C),
C € P(N). On a vu en cours que si f : N — [0, +00], alors f est automatiquement mesurable et
on a

JNfdy = +Zo‘jf(n).

n=0
Définissons alors pour k > 1, fi : N — [0, +0] par fi(n) = ug(4,) et f: N — [0, +00]
par f(n) = p(A,). Alors (fx)x est une suite croissante (d’apreés (H)) de fonctions mesurables

positives qui converge simplement vers f. Le théoreme de Beppo—Levi s’applique et entraine que

lim J fkdu=f fdv,
k——+o0 N N

ce qui se traduit par

400 400
Jim > fu(n) = ), f(n),
n=0 n=0



b)

soit encore

+00 +00
im0 n(An) = D) p(An).
n=0 n=0
Finalement, on en déduit que
+00
p(A) = > n(An)
n=0

Tout ceci prouve que p est une mesure sur (X,.A).

Montrer que pour toute fonction f: X — [0, +o0] mesurable positive, et pour tout k € N*,

L( fdu, < fX fdpgsr < JX fdu.

Indication: on commencera par le cas ou f est une fonction étagée positive, puis on utilisera le
lemme d’approximation pour écrire une fonction mesurable positive f comme limite simple d’une
suite de fonctions bien choisies, (fn)n>1-

Supposons d’abord que f : X — [0, 4+0] est une fonction étagée positive. Autrement dit, f

est de la forme f = Zﬁl a;ly,, ou a; =0et A; € A Alors, on a

N N
JX fdpr, = ;aiﬂk(/li) et L( fdp = ;lotm(Ai)~

D’apres (H), pour tout 1 <14 < N, la suite (up(A;)) est croissante et converge vers p(A;). Ainsi,
pour tout k = 1 et pour tout 1 < i < N, on a pug(4;) < pp1(A4;:) < p(4;), et comme a; = 0, on
en déduit que a;pup(A4;) < aipp+1(A;) < aip(4;). En sommant ces inégalités sur 1 < ¢ < N, on

en déduit que
| fam< | sdme< | ran 1)
X X X

Soit f : X — [0, +00] une fonction mesurable positive quelconque. D’aprés un lemme d’ap-
proximation du cours, on sait qu’il existe une suite croissante (f,,), de fonctions étagées positives
telles que (fy)n converge simplement vers f. D’apres le théoréme de Beppo—Levi, on sait alors

que pour toute mesure A sur (X,.A), on a

lim L Fod) = JX fdA. (2)

n—+0o0

D’apres (1), pour tout n,k > 1, on a

f fnduksj Fo dptrss <f fudp.
X X X

En faisant tendre n — 400 et en utilisant (2) appliquée (trois fois) avec A = ug, A = pg+1 et

A = p, on en déduit que

fX f duk < fX fdpin < JX fn.

c) Montrer que pour toute fonction f: X — [0, +00] mesurable, on a

lim j fduk:f fdu.
k—+00 X X



d)

On raisonne comme dans la question précédente. On suppose d’abord que f : X — [0, +0]
est une fonction étagée positive. Autrement dit, f est de la forme f = ZZ]\L 10514, 00 a; =0 et
A; € A. Alors, on a

N
f fpr =Y cipr(As)
X i=1

D’ou, par définition de u, on a

kgrfgof fduy = hm Z a;ipu (A Z a; (A J fdp. (3)

Soit maintenant f : X — [0, +-00] une fonction mesurable positive quelconque. En utilisant une
nouvelle fois le lemme d’approximation vu en cours, on considére une suite croissante (fy,), de
fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. On a donc nécessairement, pour tout

n =1, f, < f et d’apres le théoreme de Beppo—Levi

lim JX Fodp = L £ dp.

n——+ao0

Soit € > 0. Alors, il existe un entier N tel que

‘ f fv dpi fdu‘ (4)

En utilisant b), pour tout & > 1, on a

< [ fan=| ram
<foduJX deu> " (L fidn= | fzvduk) ¥ (L v dpi foduk> .

D’apres (4), le premier terme est inférieur ou égal a € et comme fy < f, le troisiéme terme est

négatif ou nul. Ainsi, on en déduit que

0 < fodu—foduk <e+foNdu—foNduk.

En utilisant (3), il existe un entier kg tel que, pour tout k > kg, on a

J deM—f Indug < e
X X

osf fdu—J fdu < 2e
X X

En utilisant (b), vérifier que si f € L'(u), alors pour tout k =1, on a f € L'(uy) et en déduire

ce qui implique que

Ceci donne le résultat.

que

lim L{ fdug = fX fdpu.

k—+400
Soit f € L(u). Alors bien évidemment f est mesurable et on a § |f|du < +00. La question b)

implique alors que, pour tout £ > 1, on a

[ 11 < [ 171 < 0
X X



Ceci prouve que f € L'(uz). Considérons maintenant f = max(f,0) et f_ = max(—f,0). Alors

on sait que f,, f_ sont dans L'(x) et dans L!(ju). De plus, pour tout k > 1, on a

L fdpy, = JX fo dy— L f-dp.

D’aprés la question précédente (appliquée a f4, f— : X —> [0, +00]), on en déduit que

kETwJdeuk _ L fdy— JX fody= Lfdu-

Exercice 2

Soit 1 une mesure sur (R4, B(Ry)) telle que p(Ry) = 1.

a) Montrer que pour tout x € R, la fonction t —> cos(xt) est intégrable par rapport a p sur R..
Pour tout = € R, la fonction ¢t — cos(xt) est continue, donc mesurable (par rapport a la tribu

borélienne). D’autre part, on a

J | cos(et)] du(t) < J du(t) = p(R.) = 1.
Ry Ry

Ainsi, la fonction ¢ — cos(zt) est intégrable par rapport & p sur R.

On pose alors
F(z) = J cos(xt) du(t), zeR.
Ry
b) Montrer que F est continue sur R. Remarquons que
# pour tout ¢ € Ry, la fonction 2 — cos(at) est continue sur R;
% pour tout x € R, la fonction ¢t — cos(xt) est continue donc mesurable sur R ;

* pour tout x € R et tout t e Ry, on a
| cos(zt)] < 1,

et la fonction ¢ — 1 est dans L'(u) car u(R;) = 1. Le théoréme de continuité des intégrales

a parametres, vu en cours, s’applique et donne que F' est continue sur R.

c) Soit G définie par G(z) = 1_;;,(76), x # 0. Montrer que, pour tout x # 0, on a
1
G(z) = —ZJ (1 — cos(at))du(t).
Ry

T

En utilisant que u(R4) = 1, on a, pour tout x # 0,
uRy) = F(z) 1 f
Glz) = ——————=— du(t) — cos(zt) du(t)
) .%'2 $2 Ry Ry
1
= — 1 — cos(at))du(t).
= [ (o)
d) On suppose dans cette question que SR+ t2du(t) < +oo. Montrer que la limite suivante
1-F
lim — ()
z—0 €T

existe et la calculer.



. . 2K \ . . . Ve . 7 oy 7 2
Indication: on pourra utiliser apres lavoir justifié I'inégalité 1 — cos(u) < %-.

Montrons d’abord 'inégalité 1 — cos(u) < “—22 Par parité, on peut supposer que u > 0. Re-
marquons que la fonction ¢t — cos(t) est de classe C? sur [0,u]. Ainsi d’aprés la formule de
Taylor-Lagrange, il existe ¢ €]0, u[ tel que

2

cos(u) = cos(0) + cos’(0)u + u? cos”(c).
Or cos(0) = 1, cos’(0) = —sin(0) = 0 et | cos”(c)| = | cos(c)| < 1. Ainsi, on obtient que
u2 u2
0<1—cos(u)=|1—cos(u)| = ?|COS”(C)| < =

ce qui prouve l'inégalité désirée. Maintenant, d’apres (c) on a

1= F(z) 1 — cos(xt)
ti =ty |

On va appliquer le théoréme de convergence dominée. Remarquons que pour ¢t > 0 fixé, on a

242
t
cos(zt) =1— % + o(z?), x — 0,
ainsi
1 —cos(zt) ¢

On en déduit que pour tout ¢t > 0, on a

1— 2
lim cos(xt) _ L
z—0 2 2

C’est aussi trivialement vrai pour ¢ = 0. Ainsi, pour tout t € R, , on a

1 —cos(at) t2

lim 5 5 (2)

z—0 x
D’autre part d’aprés I'inégalité 1 — cos(u) < u?/2, on a, pour tout ¢ > 0 et tout = # 0,
1 —cos(xt) 2%> 2
< <

0\ < = I

22 202 2’

et la fonction t — % est dans L' (u) par hypothése. Ainsi, le théoréme de convergence dominée
s’applique et donne que

1= F(z) im 1 — cos(«t) B ﬁ
lim —————= = JR lim —————=du(t) = J}m du(t).

z—0 x2 + z—0 2 2

On ne suppose plus que t — t2 est intégrable mais on suppose que la limite (1) eviste et vaut
leR.

(i) Montrer que t —> t% est intégrable par rapport a p sur R
Indication: on pourra utiliser le lemme de Fatou.

Pour tout « # 0, les fonctions ¢ —— I_%S(xt)

sont des fonctions mesurables (car continues)

et positives sur R. D’autre part, d’apres (2), on a

1—
lim inf 7cos(xt)
z—0

1— 2
3 =limz — 070025(361f> = L
T T



Ainsi, le lemme de Fatou et la question b) impliquent que

1 1 — cos(xt 1-F
ff £2 dp(t) < lim inf f 07(’28(5”) du(t) = lim inf #
2 Ry z—0 Ry xT z—0 x

Mais par hypothese, on a
—F 1—-F
lim inf 7@) = li 7@)
z—0 2 z—0 2

ce qui implique que

f 2 du(t) < 2¢ < +o0.
Ry

Ainsi t — t? est intégrable par rapport a .

(ii) En déduire qu’il existe C > 0 telle que pour tout A > 0, on a pu([A, +wo[) < %,
Notons C' = | f[p1(u, ot f 1t +—> t2. Remarquons, d’aprés la question précédente, que
C < 0. De plus, pour tout ¢ € [A, [, on a A% < t? et donc A21[A’+Oo[ < f. Par croissance

de l'intégrale, on en déduit que

Au([A o) = | A popdp < | fdp=C.
R, R,

On obtient alors I'inégalité demandée en multipliant par AZ2.

Exercice 3

Soit (X, A, 1) un espace mesuré et supposons que pu(X) < +00. Soit p € L* = L®(X, A, 1), ¢ # 0.
On définit, pour f e L' = LY(X, A, ),

T, (f) =J fedp.
X
On supposera ici que toutes les fonctions considérées sont d valeurs réelles et que les espaces LP
considérés sont vus comme des espaces vectoriels réels.

a) Montrer que T, définit une forme linéaire et continue sur L' et vérifier que |T,| < |¢lls. On

rappelle ici que |T,|| désigne la norme de T, en tant qu’application linéaire de L' dans R, i.e.

To(f
7ol = sup TelDL
rert Ifl
[fli<1
Soit ¢ € L*. Alors
lo(@)] < ¢loos pour presque tout z € X.
Si fe L', on a alors
() f(@)| < |@lolf(x)],  pour presque tout z € X,

et donc en intégrant par rapport a u, on en déduit que

J lp(2) f ()] dp(z) < HwHooj [f (@) dp(z) = @]l fl1 < 0.
X X



Ainsi, la fonction ¢f € L' et donc T,(f) € R. On vérifie par linéarité de 'intégrale que T, est

linéaire. Enfin, si f € L, le calcul précédent montre que

‘Tso(f)| =

L of

du < jX £l < el £l

Ceci prouve que Ty, est continue et que [T, | < [|¢]|oo-

b) Soite >0, ¢ < || et définissons A ={xe X :|p(x)| = |¢lw — €}

(i)

(i)

(iii)

Justifier que u(A) > 0.
Supposons par 'absurde que p(A) = 0. Alors, pour presque tout x € X, on a |p(z)] <
[¢lloc — €. On en déduit alors par définition de |- [ que [l < |€]leo — &, ce qui est absurde.

Ainsi, on obtient que u(A) > 0.
Soit f = ﬁlA- Vérifier que f € L' en calculant | f||1 et montrer que
To (D) = ([l — £)pu(A).

La fonction ¢ étant mesurable, 'ensemble A € A, et donc 14 est mesurable. Ainsi on en
déduit que la fonction f est mesurable (remarquons que si z € A, alors [p(x)| = ||¢]o—e > 0).

De plus, on a
[t [ tadn = ) < ) <
X X

ce qui prouve que f € L et |f|1 = u(A). D’autre part, on a

2
T, = UX alAdu‘ = [ toltadn

Or, par définition de A, on a |¢|14 = (|¢]w —€)1a. D’oll, par croissance de I'intégrale, on a
101> | (elle = )1adis = (o - D).

On note (LY)* lespace des formes linéaires et continues sur L*. En déduire que lapplication
©e: L* — (LY)*
¥ = T,
est une application linéaire et isométrique (donc en particulier injective).
D’aprés la question a), 'application © : L® — (L')* est bien définie et |O(p)| < [¢]w. 1

est clair que © est linéaire car si 1,2 € L® et X € R, pour toute fonction f € L', on a

Ot + @2)(f) = L(prsoz)fdu

_ J (orf + oof) du
X

AL o1fdp + JX o f dp
AO(p1)(f) + ©(p2)(f)
= (AO(p1) + O(p2))(f)

Les égalités étant vraies pour toute fonction f € L', on en déduit que O(A\pl,pa) = A\O(p1)+

O(p2), ce qui prouve la linéarité de ©. Comme on a déja vu que |O(p)|| < |||, pour



montrer que © est une isométrie, il reste & montrer que |O(p)| = [¢lleo- Pour cela, on utilise

la question précédente b)(ii) qui montre que

(lelleo = e)u(A) < 1O(P) (NI < 1O f]1-

Or |f|1 = p(A) et u(A) > 0 d’apres la question b)(i). D’ott en simplifiant I'inégalité précé-
dente par pu(A), on obtient que

[l —& < [O()-

Cette derniere inégalité étant vraie pour tout € > 0, on obtient, en faisant tendre ¢ vers 0,

que [|¢]o < |O(¢)]l- On peut donc conclure que |O(¢)|| =[]« et donc O est une isométrie.

c) Soit T € (LY)*. Supposons que T est positive dans le sens suivant : si f € L' et f > 0 presque
partout, alors T(f) = 0. Le but de cette question est de montrer qu’il existe ¢ € L® telle que
T=T,.

(i) Pour A € A, posons v(A) = T(14). En utilisant la linéarité et la continuité de T, montrer

que v est une mesure finie sur (X, A).

Remarquons que si A € A, alors 14 € L' (car u(A) < o) et 14 > 0. Ainsi, par hypothese,
on en déduit que v(A) = T(14) = 0. Ainsi application v : A — [0, +0[ est bien définie.
De plus, avec la continuité de T, on a v(X) = T(1x) < |T||1x]1 = |T|u(X) < oo.
Remarquons d’autre part que 14 (x) = 0, pour tout x € X, et donc v(J) = T'(0) = 0 (car T
est linéaire). Enfin, si (A, )n>0 est une suite d’éléments de A4, deux a deux disjoints, et si on
pose A = |J,>¢ An, remarquons que

N
ZlAn_lA =0. (1)
n=0

lim
N—+00

1

En effet, pour tout z ¢ A, on a

N
D14, (x) = 1a(x) =0

=0

3

et si x € A, alors il existe ng > 0 tel que z € A, et donc pour tout N > ng, on en déduit

que
N
Y14, (z) —1a(x) =1-1=0.
n=0

Donc finalement, on a pour tout x € X,
N
NliIEoo (7;0 1,4n (.I’) — lA(x)) = 0.
De plus, en utilisant que les ensembles (A,,) sont deux & deux disjoints, on a pour tout z € X

<1

N
D14, (z) — 1a(2)
n=0




(iii)

et 1€ L' () car u(X) < +o0. Le théoréme de convergence dominée implique alors (1). D’ott

par continuité de T, on a

N
v(A) =T(1,) = ( 13200 Z 1An> = Jim T <Z 1An> .
n=0

Puis on utilise la linéarité de T pour en déduire que
N 0
v(A) = lim T(14,) = Z v(
n=0

N 0
-t n=0

Ceci prouve que v est une mesure finie sur (X, .A4).

Montrer qu’il existe une fonction g mesurable positive telle, pour tout A€ A, on a

T(1a) = J gladp.
X

Indication: on pourra utiliser (sans le démontrer) le théoréme de Radon-Nikodym vu en TD
dont on rappelle l’énoncé : si u et v sont deux mesures finies sur (X, A) telles que si, pour
tout A € A, u(A) = 0 implique v(A) = 0, alors il existe une fonction g mesurable positive
telle, pour tout A€ A, on a v(A) =, gladpu.

Soit A € A et supposons que p(A) = 0. Alors 14 = 0 p-presque partout et donc T(14) = 0.
D’oti, on en déduit que v(A) = 0. On peut donc appliquer le théoréme de Radon—Nikodym
qui implique qu’il existe une fonction g mesurable positive sur X telle que, pour tout A € A,

T(14) =v(4) = JX gladp.

Montrer que nécessairement, g € L* avec |g|o < |T-

Soit e > 0et A= {xe X :g(z) > |T|+¢c}. La fonction g étant mesurable, on a A € A. D’ou
(T + 2(A) < | gtadn =T (L)

Par continuité de T', on en déduit donc que
(T + )u(A) < ITl[Tall = [T]w(A).

Sip(A) > 0, linégalité précédente donne une contradiction. Ainsi, on en déduit que p(A4) = 0.
Ainsi, pour tout M > ||T|, on a pu({x € X : |g(x)] = M}) = 0. Ceci implique que g € L*® et
que [glo < [T

Conclure finalement que T = T, i.e. pour tout f € L', T(f) = Sy fg dp. D’apres c)(iii),
comme g € L*, on a T, = O(g) € (L')* et d’apres c)(ii), on a

T(].A) = JX glA d,u = Tg(lA).

Par linéarité, on en déduit donc que pour toute fonction f étagée positive, ona T'(f) = Ty(f).
Maintenant si f € L', f > 0, alors d’aprés le lemme d’approximation, il existe une suite
croissante (f,,), de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. En utilisant

le théoreme de Beppo-Levi, on remarque que | f, — f|1 — 0. Donc par continuité de 1" et T},



on en déduit que T(f) = Ty(f). Finalement il reste a utiliser que si f € L!, alors on peut

écrire f = fi — f_ avec f4, f_ € L' et f,, f_ positive. D’olt

T(f) = T(f+ - f—) = T(f+) _T(f—) = Tg(f+) _Tg(f—) = Tg(f+ - f—) = Tg(f)-

Baréme indicatif :

Exercice 1 (6 pts) : (a) 2 pt (b) 2 pts (¢) 1 pt (d) 1 pt.

Exercice 2 (8 pts) : (a) 1 pt (b) 1 pt (c) 0,5 pt d) 2,5 pts (e) (i) 2 pts (ii) 1 pt.

Exercice 3 (9 pts) : (a) 1 pt (b) (i) 1 pt (ii) 1 pt (iii) 1,5 pts (c¢) (i) 1,5 pts (ii) 1 pt (iii) 1 pt

(iv) 1 pt.



