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TD1 - Tribus et applications mesurables

Rappels

Exercice 1 (Fonction non Riemann intégrable)

a) Soit h la fonction définie sur r0, 1s par

hpxq “
#

1 si x Ps0, 1s,
0 si x “ 0,

.

Vérifier que h est Riemann intégrable.

b) Considérons fpxq “ 1r0,1sXQpxq. Montrer que f n’est pas Riemann intégrable sur r0, 1s.
c) Soit g la fonction définie sur r0, 1s par

gpxq“

$
’’&
’’%

0 si x P r0, 1szQ,
1
q si x “ p

q , avec pgcdpp, qq “ 1, 0 ă p ď q,

1 si x “ 0.

Montrer que g est Riemann intégrable et que f “ h ˝ g. Que peut-on en déduire ?

d) On rappelle que r0, 1s X Q est dénombrable et on note prnqnPN˚ une numérotation de cet ensemble. On
pose pour tout n P N˚, fnpxq “ 1tr1,...,rnupxq.
Montrer que fn est Riemann intégrable sur r0, 1s.

e) Montrer que pfnqn converge simplement vers f . Que peut-on en déduire ?

Exercice 2 (Limites supérieures et inférieures d’ensemble)

Soit pAnqnPN une suite de parties d’un ensemble Ω.

a) Rappeler la définition de lim sup
nÑ`8

An et lim inf
nÑ`8 An.

b) Justifier que lim sup
nÑ`8

An est l’ensemble des éléments de Ω appartenant à une infinité de An et lim inf
nÑ`8 An

est l’ensemble des éléments de Ω appartenant à tous les An sauf à un nombre fini.

c) Montrer que si pAnqnPN est croissante pour l’inclusion, alors lim sup
nÑ`8

An “ lim inf
nÑ`8 An “

ď

nPN
An.

d) Montrer que si pAnqnPN est décroissante pour l’inclusion, alors lim sup
nÑ`8

An “ lim inf
nÑ`8 An “

č

nPN
An.

e) Calculer 1YnPNAn
, 1XnPNAn

, 1lim sup An
et 1lim inf An

en fonction des 1An
.

f) Montrer que

(i) plim supAnqc “ lim inf Ac
n.

(ii) lim inf An Ă lim supAn.

(iii) lim supAn “ třnPN 1An “ `8u.
(iv) lim inf An “ třnPN 1Ac

n
ă `8u.



(v) lim suppAn YBnq “ lim supAn Y lim supBn.

(vi) lim suppAn XBnq Ă lim supAn X lim supBn.

g) Calculer lim supAn et lim inf An dans les cas suivants :

(i) An “s ´8, ans avec a2p “ 1` 1
2p et a2p`1 “ ´1´ 1

2p`1 .

(ii) A2p “s0, 3` 1
3p r et A2p`1 “s ´ 1´ 1

3p , 2s.
(iii) Ak “ pkN où ppkqkPN est la suite des nombres premiers.

Exercice 3 (Limites supérieures et inférieures de suites)

Préambule : rappel Soit punqnPN une suite à valeurs dans R. On considère Un “ tum : m ě nu.
On définit alors les suites punqnPN et punqnPN par un “ inftum; m ě nu un “ suptum; m ě nu. Des
inclusions Un`1 Ă Un, on déduit facilement que la suite punqnPN est croissante et que la suite
punqnPN est décroissante. Ces deux suites admettent donc des limites dans R. On pose alors

lim inf un “ lim
nÑ`8un lim supun “ lim

nÑ`8un.

On a donc lim inf un “ sup
nPN

inf
kěn

uk et lim supun “ inf
nPN sup

kěn
uk.

a) Soit punqnPN une suite réelle et majorée et soit L P R. Montrer que L “ lim sup
nÑ`8

un si et seulement si pour

tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que n ě n0 ùñ un ď L` ε et l’ensemble tn P N : L´ ε ď unu est infini.
b) Soit punqnPN une suite réelle et majorée et soit ` P R. Montrer que ` “ lim inf

nÑ`8 un si et seulement si pour
tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que n ě n0 ùñ `´ ε ď un et l’ensemble tn P N : un ď `` εu est infini.

c) Soit punqnPN une suite réelle et soit L “ lim sup
nÑ`8

un et ` “ lim inf
nÑ`8 un. Montrer que L et ` sont des valeurs

d’adhérences et que si d est une valeur d’adhérence de punqnPN, alors ` ď d ď L.

d) Montrer qu’une suite réelle punqnPN converge dans R si et seulement si lim sup
nÑ`8

un “ lim inf
nÑ`8 un et dans ce

cas, on a lim
nÑ`8un “ lim sup

nÑ`8
un. ‘

e) Soient punqnPN et pvnqnPN deux suites réelles. Montrer que

(i) lim sup
nÑ`8

p´unq “ ´ lim inf
nÑ`8 un.

(ii) lim inf
nÑ`8p´unq “ ´ lim sup

nÑ`8
un.

(iii) lim inf
nÑ`8punq ` lim inf

nÑ`8pvnq ď lim inf
nÑ`8pun ` vnq.

(iv) lim sup
nÑ`8

pun ` vnq ď lim sup
nÑ`8

punq ` lim sup
nÑ`8

pvnq.
(v) On suppose que punqnPN converge dans R. Montrer alors que :

lim inf
nÑ`8pun ` vnq “ lim

nÑ`8un ` lim inf
nÑ`8 vn et lim sup

nÑ`8
pun ` vnq “ lim

nÑ`8un ` lim sup
nÑ`8

vn.

f) Soit pAnqnPN une suite de parties d’un ensemble Ω. Montrer que pour tout x P Ω

1lim sup
nÑ`8

An
pxq “ lim sup

nÑ`8
1An

pxq

1lim inf
nÑ`8 An

pxq “ lim inf
nÑ`8 1Anpxq



Tribus

Exercice 4 (Quizz) Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier brièvement ou donner un
contre-exemple.

a) Soient A et B deux tribus sur Ω. Alors AY B est une tribu sur Ω.

b) Si A est un ensemble inclus dans un ensemble B mesurable, alors A est mesurable.

Exercice 5 (Tribu engendrée par une partition) Soit X un ensemble et tX1, X2, . . . , Xnu une partition de
X, c’est-à-dire

X “
nď

i“1
Xi, Xi XXj “ H, i ‰ j.

Montrer que

σptX1, X2, . . . , Xnuq “
#ď

iPI

Xi : I Ă t1, 2, . . . , nu
+
.

Exercice 6 (Ensemble engendrant la tribu borélienne sur un intervalle)

Soit Bps0, 1rq la tribu Borélienne sur s0, 1r.

a) Montrer que tout ouvert de s0, 1r peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles de s0, 1r de la
forme rr ´ δ, r ` δs où r et δ sont des rationnels de s0, 1r.

b) Montrer que Bps0, 1rq est engendrée par chacune des familles suivantes :

(i) C1 “ tra, bs, a ď b, a, b Ps0, 1ru.
(ii) C2 “ tra, bs, a ď b, a, b Ps0, 1rXQu.
(iii) C3 “ ts0, ts, t Ps0, 1ru.
(iv) C4 “

 ‰
0, 1

2n

“
,
“

k
2n ,

k`1
2n

“
, n P N, k P t1, . . . 2n ´ 1u(.

c) Considérons pour tout n P N la famille suivante d’ensembles de s0, 1r :

Bn “ σ
´‰

0, 1
2n

“
,
“ k
2n
,
k ` 1

2n

“
, k P t1, . . . 2n ´ 1u

¯
.

Montrer que la suite des pBnqnPN est croissante au sens de l’inclusion mais que
Ť

nPN Bn n’est pas une
tribu.
Indication : on pourra vérifier que

t1{2u “
č

ně1

„
kn

2n
,
kn ` 1

2n

„
,

pour une certaine suite d’entiers kn P t1, . . . , 2n´1u et raisonner par l’absurde en montrant que si
Ť

nPN Bn

est une tribu, alors t1{2u P Bn, pour un certain n. On conclura à une absurdité en utilisant l’exercice 5.



Exercice 7 (Tribu produit) Soient pX,Aq et pY,Bq deux espaces mesurables. On note, pour toutes familles
C Ă A et D Ă B, CbD :“ σ

`tAˆB, A P C, B P Du˘. En particulier, pour C “ A et D “ B, on appelle AbB
la tribu produit sur X ˆ Y .
Supposons que A “ σpCq, B “ σpDq et X ˆY P CˆD. Le but de l’exercice est de montrer que CbD “ AbB.
a) Vérifier que C bD Ă Ab B.
b) Soit B P D et notons

ΛB “ tA P A : AˆB P C bDu.
Montrer que ΛB est une tribu sur X qui contient A.

c) Soit A P A et notons
ΛA “ tB P B : AˆB P C bDu.

Montrer que ΛA est une tribu sur Y qui contient B.
d) Conclure.

Exercice 8 (Tribu engendrée par les singletons) Soit Ω un ensemble non vide et A “ tA P PpΩq :
A dénombrable ou ΩzA dénombrableu.
a) Vérifier que A est une tribu sur Ω.

b) Montrer que la tribu engendrée par les singletons de Ω est A.

c) Quelle est la tribu engendrée par l’ensemble des parties finies de Ω ?

Exercice 9 (Une autre tribu sur R). On munit R de la tribu borélienne BpRq. On définit l’ensemble

C “ tA P BpRq tel que A “ ´Au,
où ´A “ t´x;x P Au désigne l’ensemble des opposés des éléments de A.

a) Montrer que C est une tribu.

b) Décrire les intervalles ra, bs qui appartiennent à C.
c) Décrire les ensembles ta, bu qui appartiennent à C.

Exercice 10 (Ensemble des points de convergence d’une suite d’applications) Soit pfnqn une suite
d’applications continues de R dans lui-même.

a) Soit x P R. Montrer que pfnpxqqn converge vers l si et seulement si pour tout n P N˚, il existe k P N tel
que pour tout l ě k, |flpxq ´ l| ă 1

n .

b) Soit A “ tx P R : fnpxq ÝÑ
nÑ`8 0u. Montrer que A “

č

nPN˚

ď

kPN

č

lěk

f´1
l s´1{n, 1{nr. En déduire que A est un

borélien de R.

c) Montrer que B “ tx P R : pfnpxqqn admet 0 com- me valeur d’adhérenceu est un borélien de R.

d) Soit C “ tx P R : pfnpxqqně1 converge simplementu En procédant comme dans les questions (a) et (b)
avec le critère de Cauchy, montrer que C est un borélien de R.

Exercice 11 (Les boréliens de Q) Montrer que BpQq “ PpQq.



Applications mesurables

Exercice 12 (Applications mesurables pour la tribu grossière, triviale) Quelles sont les applications
mesurables h de pX,Aq dans pR,BpRqq lorsque A est la tribu grossière ? lorsque A est la tribu triviale ?

Exercice 13 (Quizz) Soient f et g des applications d’un espace mesurable pX,Aq à valeurs dans R muni de
sa tribu borélienne. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier brièvement ou donner un
contre-exemple.

a) Si f est pA,BpRqq-mesurable, alors |f | est aussi pA,BpRqq-mesurable.

b) Si f et g sont pA,BpRqq-mesurables, alors les fonctions maxpf, gq et minpf, gq sont aussi pA,BpRqq-
mesurables.

c) Si |f | est pA,BpRqq-mesurable, alors f est aussi pA,BpRqq-mesurable.

Exercice 14 (Partitions et fonctions mesurables) Soit pAnqnPI une partition d’un ensemble X où I Ă N.

a) Caractériser les éléments de la tribu A :“ σptAn : n P Iuq lorsque I “ t0u, I “ t0, 1u, I “ t0, 1, 2u, I “ N.

b) Soit f une fonction mesurable de pX,Aq dans pR,BpRqq. Montrer que f est constante sur chaque An. En
déduire la forme générale des applications mesurables pour I comme dans la question a).

Exercice 15 (Résultats essentiels à retenir !) Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables d’un espace
mesurable pX,Aq à valeurs dans R muni de la tribu borélienne. Montrer que l’on a les propriétés suivantes :

a) En considérant les images réciproques de s ´ 8, as pour a P R, montrer que supnpfnq est mesurable.

b) Montrer que infnpfnq est mesurable.

c) Si la suite pfnqnPN converge simplement vers la fonction f , montrer que pour tout a P R,

f´1ps ´ 8, asq “
č

pPN˚

ď

nPN

č

kěn

f´1
k

ˆ
´8, a` 1

p

˙
.

En déduire que f est mesurable.

d) lim supnÑ`8 fn et lim infnÑ`8 fn sont mesurables.

e) Reprendre l’exercice avec R muni de la tribu borélienne.

Exercice 16 (Une fonction mesurable non continue) Soit f : R2 Ñ R définie par : fpx, yq “ x2´y2

x2`y2 si
px, yq ‰ p0, 0q et fp0, 0q “ 0. Montrer que f est mesurable mais n’est pas continue en p0, 0q.

Exercice 17 (Une dérivée est toujours mesurable !) Soit f : R Ñ R dérivable. Montrer que f 1 est
mesurable.

Exercice 18 (Une fonction monotone est mesurable) Soit f : RÑ R une fonction monotone.

a) Montrer que, pour tout c P R, f´1ps ´ 8, crq est convexe.
b) En déduire que f est mesurable.



Exercice 19 (Retour sur l’exercice 9) On reprend la tribu C sur R défini dans l’exercice 9.

a) Les fonctions suivantes sont-elles mesurables de pR, Cq dans lui même ?

f1 : x ÞÑ ex, f2 : x ÞÑ x5, f3 : x ÞÑ cospxq

f4 : x ÞÑ
#
x si x P r´1, 1s
3x2 sinon

b) Même question avec la pC,BpRqq-mesurabilité.

Exercice 20 (Ensemble où deux fonctions mesurables coincident) Soient f, g deux applications mesu-
rables d’un espace mesurable pX,Aq à valeurs dans R (muni de la tribu borélienne). Montrer que
tx P X : fpxq “ gpxqu P A.

Indication : on prendra garde au fait que les fonctions f et g peuvent prendre des valeurs infinies....

Exercice 21 (Une fonction en escalier est étagée) Montrer qu’une fonction en escalier est étagée.

Exercice 22 (Une généralisation sur la mesurabilité d’une limite simple de fonctions mesurables)
Soit pE, dq un espace métrique et pX,Aq un espace mesurable. Soit pfnqnPN une suite d’applications de X dans
E qui sont pA,BpEqq-mesurables.

a) Supposons dans cette question que pfnqn converge simplement vers une application f . Montrer que f est
pA,BpEqq-mesurable.

b) Supposons que E soit complet. Montrer que

tx P X : pfnpxqqn converge simplementu P A.
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TD2 - Mesures positives sur un espace mesurable

Exemples et propriétés des mesures

Exercice 1 (La mesure de comptage) Soit X un en-
semble non vide. Pour A P PpXq, on pose

cpAq “ cardpAq.
Montrer que c est une mesure sur pX,PpXqq. Cette
mesure s’appelle la mesure de comptage sur X.

Exercice 2 (Non continuité à droite) Soit pAnqně1

une suite décroissante d’éléments d’une tribu A sur X
et soit µ une mesure (positive) sur pX,Aq. Supposons
qu’il existe n0 ě 1 tel que µpAn0q ă `8. Alors une
propriété du cours affirme que

µp
č

ně1
Anq “ lim

nÑ`8µpAnq.

En considérant la mesure de comptage c sur N et les
ensembles An “ tk P N : k ě nu, n ě 1, montrer que
l’hypothèse "il existe n0 ě 1 tel que µpAn0q ă `8" est
essentielle.

Exercice 3 (La mesure image) Soient pX1,A1, µ1q un
espace mesuré et pX2,A2q un espace mesurable. On
considère f : X1 ÝÑ X2 une application pA1,A2q-
mesurable. Montrer que l’application

µ2 : A2 ÝÑ r0,`8s
A ÞÝÑ µ2pAq “ µ1pf´1pAqq

est une mesure sur pX2,A2q. Cette mesure s’appelle la
mesure image de µ1 par f .

Exercice 4 (Montrer qu’une application est une
mesure) Soit pX,Aq un espace mesurable. Dans cha-
cun des cas suivants, montrer que l’application donnée
est une mesure et décrire les ensembles de mesure nulle.

a) pour a P X fixé, δa est l’application définie par
@A P A, δapAq “ 1Apaq.

b) X “R, A“tA P PpRq, A ou Ac est dénombrableu
et µpAq “ 0 si A est dénombrable, µpAq “ 1 sinon.

c) pX,Aq “ pN,PpNqq, punqnPN P RN`, et µ est définie
pour tout A P PpNq par µpAq “ ř

nPA un.

Exercice 5 (Lemme de Borel Cantelli) Soit A une
tribu sur X et pAnqnPN une suite de sous-ensembles de
A. On se donne une mesure µ sur pX,Aq et on suppose
que ÿ

n

µpAnq ă `8.

Montrer que µplim supnÑ`8Anq “ 0.

Exercice 6 (Propriétés valables sur des ensembles
de mesure positive) Soit f : pX,Aq ÝÑ pR,BpRqq
une fonction mesurable. Soit µ une mesure sur pX,Aq.
a) Montrer que si µpXq ‰ 0, alors il existe A P A,

µpAq ‰ 0 tel que f soit bornée sur A.

b) Justifier que tf ‰ 0u P A.

c) Montrer que si µptf ‰ 0uq ‰ 0, alors il existe A P
A, µpAq ‰ 0 tel que |f | est minorée sur A par une
constante strictement positive.

Autour de la mesure de Lebesgue

Exercice 7 (Un ensemble topologiquement gros
mais petit pour la mesure de Lebesgue)
Soit ε ą 0. Construire un ensemble ouvert et dense dans
R dont la mesure de Lebesgue est inférieure à ε.

Exercice 8 (Un calcul avec la mesure de Lebesgue)
On considère R muni de la tribu borélienne BpRq et de
la mesure de Lebesgue λ. Pour n ě 0, on pose An “
sn, n` 2´nr.
a) Justifier que pour tout n ě 1, on a An P BpRq.
b) Soit A “ Ť

ně0 An. Justifier que A P BpRq. Calcu-
ler λpAq.

c) Un borélien de R de mesure (de Lebesgue) finie
est-il nécessairement borné ?



Exercice 9 (Un deuxième calcul avec la mesure de
Lebesgue) Soit panqně1 une suite de nombre réels. On
pose

A “ tx P R : Dn P N˚, |x´ an| ď 2´nu.
a) Justifier que A P BpRq.
b) Montrer que 1 ď λpAq ď 2 (ici comme d’habitude

λ désigne la mesure de Lebesgue sur R).

c) Calculer λpAcq où Ac désigne le complémentaire de
A dans R.

d) Calculer λpAq lorsque an “ 0 pour tout n ě 1.

e) Calculer λpAq lorsque an “ n pour tout n ě 1.

Exercice 10 (Un ensemble non borélien : l’ensemble
de Vitali) Nous allons exhiber dans cet exercice une
partie de R qui n’est pas dans la tribu des boréliens.

a) Pour x, y P R, on définit la relation suivante : xRy
si x´y P Q. Montrer que R est une relation d’équi-
valence.

b) En déduire qu’il existe E Ă r0, 1s tel que pour tout
réel x, on peut trouver un réel unique y P E avec
x´ y P Q.

c) On pose

G “
ď

rPQXr´1,1s
pE ` rq.

Montrer que r0, 1s Ă G Ă r´1, 2s et montrer que si
r, s P Q, alors r ‰ sðñ pE ` rq X pE ` sq “ H.

d) En utilisant la mesure de Lebesgue, en déduire que
E R BpRq (on raisonnera par l’absurde).

Exercice 11 (Lebesgue nulle et intérieur) Montrer
que tout sous-ensemble mesurable E Ă Rd de mesure
de Lebesgue nulle est d’intérieur vide.

Ensembles négligeables

Exercice 12 (Continuité et notion de presque par-
tout) Soit λ la mesure de Lebesgue sur r0, 1s (i.e. la
restriction à r0, 1s de la mesure de Lebesgue). Soit f :
r0, 1s ÝÑ R une fonction continue et supposons que
f est nulle presque partout sur r0, 1s par rapport à λ.
Montrer alors que f est identiquement nulle. Le résultat
subsiste-t-il si on remplace continue par mesurable ?

Exercice 13 (Fonction monotone et continuité)
Montrer que toute fonction monotone de R dans R est
continue presque partout (par rapport à la mesure de
Lebesgue).

Exercice 14 (Completé d’une tribu et d’une me-
sure.) Soit pX,A, µq un espace mesuré. On note N
l’ensemble des parties µ-négligeables et

Aµ “ tAYN : pA,Nq P AˆN u.
a) Montrer que C P Aµ si et seulement si il existe

A,B P A tels que A Ă C Ă B et µpBzAq “ 0.
b) Montrer que Aµ est une tribu, qui contient A.
c) On pose pour C P Aµ, µpCq “ µpAq si A Ă C Ă B

et µpBzAq “ 0. Montrer que µ définit bien une
application.

d) Montrer que µ une mesure sur Aµ qui coincide avec
µ sur A.

e) Montrer que la mesure µ est complète, i.e. Aµ con-
tient toutes les parties µ-négligeables.

La tribu Aµ s’appelle la tribu complétée de A par rap-
port à la mesure µ et µ s’appelle la mesure complétée
de µ.

Autour de la caractérisation des mesures

Exercice 15 (Mesures de Stieltjes) Sur pR,BpRqq, on
considère une mesure (positive) finie µ et on définit la
fonction F : RÑ R` par F pxq “ µprx,`8rq.
a) Montrer que µ est uniquement déterminée par la

donnée de F .
b) Montrer que F est décroissante, continue à gauche

sur R et calculer ses limites en ˘8.
c) Calculer µtxu pour x P R et montrer que F est

continue en x si et seulement si µtxu “ 0. Que
peut-on en déduire sur D “ tx P R, µtxu “ 0u ?

Exercice 16 (Caractérisation des mesures sur R)
Soient µ et ν deux mesures sur pR,BpRqq vérifiant pour
tout x ě 0 :

µpr0, xsq “ νpr0, xsq ă `8
et pour tout x ă 0 :

µprx, 0sq “ νprx, 0sq ă `8
Montrer alors que µ “ ν.



Pour aller plus loin.....

Mesures extérieures

Exercice 17 (Mesure de Hausdorff) Soit pX, dq un
espace métrique séparable (c’est-à-dire qu’il existe une
partie dénombrable et dense dans X) et α, ε ą 0. Pour
toute partie A de X, on désigne par RεpAq l’ensemble
des recouvrements dénombrables pBkqkě1 de A par des
boules Bk de diamètres ď ε.
a) Montrer que RεpAq ‰ H.

On pose alors :

µεαpAq :“ inf
RεpAq

´ ÿ

kě1

`
diam Bk

˘α¯
.

b) Montrer que la fonction ε ÞÑ µεαpAq est décrois-
sante sur R˚̀ .

c) Montrer que µεα est une mesure extérieure.
d) En déduire que l’application µα :“ limεÑ0 µ

ε
α est

une mesure extérieure appeléemesure de Hausdorff
de dimension α.

e) Montrer que pour toute partie A de X, α ÞÑ µαpAq
est décroissante sur R˚̀ ainsi que la fonction α ÞÑ
ε´αµεαpAq.

f) Soit A Ă X et 0 ď s ă t ă `8. Montrer que

µspAq ă `8 ùñ µtpAq “ 0.

On définit alors la dimension de Hausdorff de A
comme

dimHpAq “ suptt ą 0 : µtpAq ą 0u
“ inftt ą 0 : µtpAq “ 0u.

Exercice 18 (Le Cantor tri-adique) Dans cet exer-
cice, on souhaiterait notamment calculer la dimension
de Hausdorff du Cantor triadique. On rappelle que cet
ensemble est définit de la façon suivante : On pose
F0 “ r0, 1s, F1 “ r0, 1{3s Y r2{3; 1s, F2 “ r0; 1{9s Y
r2{9; 1{3sY r2{3; 7{9sY r8{9, 1s, et ainsi de suite. Autre-
ment dit, si on a construit Fn, pour construire Fn`1,
on découpe chaque intervalle de Fn en trois intervalles
de longueur égale et on enlève le milieu. On pose alors

K “
č

ně0
Fn.

Cet ensembleK ainsi construit s’appelle l’ensemble tria-
dique de Cantor.
a) Montrer que K est un compact non vide.

b) Montrer que λpKq “ 0, où λ est la mesure de Le-
besgue sur K.

c) Montrer que pour tout s ě 0, on a

µspKq “ 2
ˆ

1
3

˙s
µspKq,

où µs est la mesure de Hausdorff de dimension s.
Indication : considérer K1 “ K X r0; 1{3s et

K2 “ K X r2{3; 1s et remarquer que µspKq “
µspK1q ` µspK2q et K “ 3K1 “ 3pK2 ´ 2

3 q.
d) Soit s “ dimHpKq et supposons que 0 ă µspKq ă

`8. En déduire alors que s “ lnp2q{ lnp3q.
e) On suppose maintenant que s “ lnp2q{ lnp3q. On

va montrer que 1
2 ď µspKq ď 1.

(i) Soit pI`kq les intervalles de longueur 3´k qui
forment Fk. Montrer que

µ3´k

s pKq ď 2k3´ks.

En déduire que µspKq ď 1.

(ii) Soit pUiqi un recouvrement de K par des in-
tervalles. CommeK est compact, on peut sup-
poser qu’il en existe un nombre fini, disons p.
Pour 1 ď i ď p, soit k tel que 3´pk`1q ď |Ui| ă
3´k (ici |Ui| désigne la longueur de l’intervalle
Ui). Justifier que Ui rencontre au plus un des
intervalles pI`kq qui forment Fk.

(iii) Si j ě k, montrer que Ui rencontre au plus
2j´k intervalles pI`j q formant Fj .

(iv) En choisissant j suffisamment grand pour que
3´pj`1q ď |Ui|, en déduire que

2j ď
pÿ

i“1
2j3s|Ui|s.

Indication : on pourra remarquer que 2j´k ď
2j3s|Ui|s et remarquer que Ui : 1 ď i ď p in-
tersecte tous les intervalles de Fj .

(v) En déduire que
řp
i“1 |Ui|s ě 3´s “ 1

2 , puis
que µspKq ě 1{2.

(vi) En déduire la dimension de Hausdorff du Can-
tor K.



Régularité

Exercice 19 (Régularité et mesure finie) Soit pX, dq
un espace métrique et µ une mesure finie sur pX,BpXqq.
L’objectif de l’exercice est de montrer que pour tout
A P BpXq, on a

µpAq “ suptµpF q : F fermé , F Ă Au
et

µpAq “ inftµpOq : O ouvert , A Ă Ou.
a) Montrer qu’il suffit de prouver que tout borélien A

de X vérifie la propriété suivante :

pP q @ε ą 0 il existe un ouvert O et un fermé F

de X tels que F Ă A Ă O et µpOzF q ď ε.

b) Introduisons A “ tA P BpXq : A vérifie (P)u.
(i) Montrer que A contient OpXq, l’ensemble des

ouverts de X.
Indication : soit A P OpXq ; on pourra consi-
dérer Fp “ tx P X : dpx,Acq ě 1{pu, p ě 1, et
remarquer que A “ Ť

pě1 Fp.

(ii) Montrer que A est stable par union dénom-
brable.
Indication : soit An P A, n ě 1, et ε ą 0.
Considérer alors Fn fermé de X et On ouvert
de X tels que Fn Ă An Ă On et µpOnzFnq ď
ε

2n`1 . Remarquer qu’il existe n ě 1 tel que
µpŤkě1 Fnq ď µpŤn

k“1 Fkq ` ε
2 .

(iii) Montrer que A est stable par passage au com-
plémentaire.

(iv) Conclure.

c) Supposons en plus que pX, dq soit σ-compact, c’est-
à-dire qu’il existe une suite de compacts pKnqn telle
que Kn Ă Kn`1 et X “ Ť

ně1 Kn. Montrer que µ
est régulière.

Indication : remarquer que si F est un fermé de
X, alors les ensembles F X Kn sont compacts et
µpF q “ limnÑ`8 µpF XKnq.
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Questions d’intégrabilité

Exercice 1
Les fonctions suivantes définies sur R sont-elles inté-
grables par rapport à la mesure de Lebesgue ?

paq x ÞÝÑ fpxq “ χs0,1spxq sinp1{xq.

pbq x ÞÝÑ gpxq “
$
&
%

sin2pxq
x2 si x ‰ 0,

1 si x “ 0.

pcq x ÞÝÑ hpxq “ lnp1`xq
x χs0,1spxq.

Exercice 2
Soit µ une mesure finie sur un espace mesurable pX,Aq
et f : X ÝÑ R une fonction mesurable. Montrer que la
fonction f

1`|f | est intégrable sur pX,A, µq.

Exercice 3
Montrer que les fonctions suivantes sont Lebesgue-intégrables
et calculer leur intégrale :

paq x ÞÝÑ fpxq “ x?
x2`1χs0,1spxq.

pbq x ÞÝÑ gpxq “ 2xex2
χpRzQqXs0,1spxq.

Exercice 4 Soit f une fonction mesurable positive telle
que pour tout n P N, on a fpnq “ `8. Peut-on affirmer
que

ş
R f dλ “ `8 ? Dans cette feuille, conformément au

cours, on note par λ la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 5 Soit pX,A, µq un espace mesuré tel que µ
est finie et soit f : X ÝÑ R une fonction mesurable.
Pour n ě 1, on pose An “ tx P X : |fpxq| ě nu et
Bn “ tx P X : n ď |fpxq| ă n ` 1u. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

piq f est intégrable ;

piiq la série
ř
n nµpBnq est convergente ;

piiiq la série
ř
n µpAnq est convergente.

Exercice 6 Soit pΩ,A, µq un espace mesuré tel que µpΩq “
1 (µ est une mesure de probabilité sur Ω). Soit I inter-
valle de R. Soit θ une fonction convexe sur I et soit f
une fonction µ-intégrable et à valeurs dans I.

a) Montrer que
ş
Ω fdµ appartient à I.

b) Lorsque θ est dérivable, montrer que

θ
` ż

fdµ
˘ ď

ż
pθ ˝ fqdµ.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Jensen.

c) Montrer que l’inégalité de Jensen est encore vraie
si θ n’est plus supposée dérivable. On rappelle que
comme toute fonction convexe, θ satisfait l’inéga-
lité des trois pentes : pour tout x ă y ă z dans
I

θpxq ´ θpyq
x´ y ď θpxq ´ θpzq

x´ z ď θpyq ´ θpzq
y ´ z

et θ est dérivable à droite et à gauche en tout point
intérieur de I.

d) Dans quel cas y a-t-il égalité pour tout f ?

e) Soit θ une fonction de R dans R telle que pour
toute fonction mesurable bornée f de pR,BpRqq
dans pR,BpRqq on ait :

θ
` ż 1

0
fdλ

˘ ď
ż 1

0
pθ ˝ fqdλ,

où λ est la mesure de Lebesgue sur pR,BpRqq. Mon-
trer que θ est convexe.

Calcul d’intégrales

Exercice 7 Soient λ la mesure de Lebesgue et µ “ř
ně1 δn. On pose β “ λ` µ. Calculer, si c’est possible

les quantités suivantes :
ż

R

1
x2 dµpxq,

ż

R
χr1,`8rpxq 1

x
dµpxq,

et ż

R
χr1,`8rpxq2´x dβpxq.



Théorèmes de convergence

Exercice 8
Soit h une fonction intégrable sur R, et soit pAnqně1

une suite de boréliens telle que λpAnq Ñ 0, lorsque
nÑ `8.

a) Soit N P N˚. Montrer que pour tout entier n, on a
ż

An

|hpxq| dλpxq ď NλpAnq `
ż

BN

|hpxq| dλpxq,

où BN :“ tx P R : |hpxq| ą Nu.
b) Montrer que

ş
BN
|hpxq| dλpxq Ñ 0, lorsque N Ñ

`8.

c) En déduire alors que
ş
An
|hpxq| dλpxq Ñ 0, lorsque

nÑ `8.

Exercice 9 Soit f : R ÝÑ R une application mesurable
et positive. Déterminer

lim
nÑ`8

ż

r0,1s
1

1` fnpxq dλpxq,

en fonction des quantités λpAq, λpBq et λpCq, où A “
tx P r0, 1s : 0 ď fpxq ă 1u, B “ tx P r0, 1s : fpxq “ 1u
et C “ tx P r0, 1s : fpxq ą 1u.

Exercice 10

Calculer
ż `8

0

x

exppxq ´ 1dx et
ż `8

0

xn

exppxq ´ 1dx, pour

tout entier n P N (on fera attention au cas n “ 0).

Exercice 11
Calculer

lim
nÑ`8

ż `8

0
e´x sinnpxqdx, lim

nÑ`8

ż `8

´8
e´x2{n2 cospx{nq

1` x2 dx

et ÿ

ně3

ż `8

1

x

p1` xqn dx.

Exercice 12
Montrer les inégalités suivantes :

lnptq ď t´ 1 pour t ą 0 et sinptq ě 2
π
t pour t P r0, π2 s.

Calculer alors

lim
nÑ`8

ż n

0
cos

´x
n

¯n2

dx.

Exercice 13

a) Donner un exemple de fonction positive, continue
et intégrable qur R qui ne tend pas vers zéro en
`8.

b) Soit f une fonction définie sur R à valeurs posi-
tives continue et intégrable. Soit aussi pλnq une
suite de réels strictement positifs tels que

ř
ně0

1
λn

converge. Montrer que la fonction x ÞÑ ř`8
n“0 fpλnxq

est intégrable sur R.

c) En déduire que pour presque tout réel x on a
limnÑ`8 fpλnxq “ 0.

Exercice 14

a) Soit pfnqně0 une suite de fonctions mesurables po-
sitives de pX,Aq dans pR`,BpR`qq. Redémontrer
que ż

X

ÿ

ně0
fn dµ “

ÿ

ně0

ż

X

fn dµ.

En application, montrer que pour toute famille de
réels positifs pap,qqp,qPN,

ÿ

pě0

ÿ

qě0
ap,q “

ÿ

qě0

ÿ

pě0
ap,q

b) Montrer que, pour tout a et b dans R˚̀ ,
ż

R`

te´at

1´ e´bt dt “
`8ÿ

n“0

1
pa` nbq2 .

c) Montrer que pour p et q deux entiers ě 1,
ż 1

0

xp´1

1` xq dx “
`8ÿ

n“0

p´1qn
p` nq .

En déduire une expression de lnp2q et de π{4.

Exercice 15 Soit f : R Ñ R une application mesurable
et positive.

a) Montrer que
ż 1

0

´ `8ÿ

n“´8
fpx` nq

¯
dx “

ż

R
fpxqdx.

b) En déduire que si f est intégrable par rapport à la
mesure de Lebesgue, la série

ř`8
n“´8 fpx ` nq est

convergente pour presque tout x P R.



Exercice 16
Calculer les limites suivantes :

p1q lim
nÑ`8

ż n

0
lnpxq`1´ x

n

˘n
dx

et en déduire lim
nÑ`8 lnpnq ´

nÿ

k“1

1
k

p2q lim
nÑ`8

ż 1

0

1` nx
p1` xqn dx

p3q lim
nÑ`8

ż `8

0
e´n sin2pxqfpxqdx, avec f P L1pR`q

p4q lim
nÑ`8

ż n

0

`
1´ x

n

˘n
ex{2dx.
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Exercice 1
Pour f P L1

Rpλq, on définit la transformée de Fourier
de f par :

pfpuq “
ż

R
eiuxfpxqdλpxq.

a) Montrer que pf est bien définie, continue et bornée
sur R.

b) Montrer que si x ÞÝÑ xfpxq est intégrable, alors pf
est dérivable sur R.

c) Calculer la transformée de Fourier de fpxq “ e´x2 .
Indication : on pourra montrer que dans ce cas
pf est dérivable, montrer que pf est solution d’une
équation différentielle du premier ordre qu’on ré-
solvera pour en déduire pf .

Exercice 2
Pour f P L1

Rpλq et ϕ une fonction continue et bornée
de R dans R, on définit la convolée de f et ϕ par

pf ‹ ϕqpuq “
ż

R
ϕpu´ xqfpxqdλpxq,

.
a) Montrer que f ‹ϕ est bien définie, continue et bor-

née.
b) Si de plus, ϕ est de classe C1, bornée et à dérivée

bornée, montrer alors que f ‹ϕ est dérivable et que
@u P R, pf ‹ ϕq1puq “ pf ‹ ϕ1qpuq.

Exercice 3
En considérant une intégrale à paramètre, montrer que
pour tout entier n ě 1 et y ą 0, on a

ż `8

0

dx

px2 ` y2qn “
π

2
1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ p2n´ 3q
2 ¨ 4 ¨ ¨ ¨ p2n´ 2q ¨

1
y2n´1 .

Exercice 4
On pose, pour x P R,

F pxq “
ż `8

0

sinpxtq
t

e´t dt.

a) Justifier que F est bien définie sur R.
b) Montrer que F est de classe C1 et donner une ex-

pression de F 1pxq pour tout x P R.

c) Calculer simplement F 1pxq pour x P R.
d) En déduire une expression simple pour F pxq.

Exercice 5
Soit f : r0, 1s ÝÑ R une fonction continue telle que
pour tout t P r0, 1s, fptq ą 0. Pour α ě 0, on pose

F pαq “
ż 1

0
fαptq dt.

a) Justifier que F est dérivable sur R` et calculer
F 1p0q.

b) En déduire la valeur de

lim
αÑ0

ˆż 1

0
fαptq dt

˙1{α
.

Indication : on pourra effectuer un DL à l’ordre 1
en 0 de lnpF pαqq.

Exercice 6
Soit ϕ une fonction intégrable sur r0, 1s (par rapport
à la mesure de Lebesgue) et à valeurs réelles. On pose
pour t ě 0,

F ptq “
ż 1

0

a
ϕpxq2 ` t dx.

a) Montrer que F est définie et continue sur R`.

b) Montrer que F est dérivable sur R˚̀ et calculer sa
dérivée.

c) Montrer que F est dérivable (à droite) en 0 si
et seulement si la fonction 1{ϕ est intégrable sur
r0, 1s.

Exercice 7
La fonction Γ est définie sur R˚̀ par

Γptq “
ż `8

0
xt´1e´xdx, t ą 0.

a) Montrer que Γ est de classe C8 sur R˚̀ .

b) Montrer que pour tout n P N˚, Γpn` 1q “ n!

c) Montrer que pour tout t ą 0,

Γpt` 1q “ ?t tt e´t
ż `8

´?t

`
1` y?

t

˘t
e´
?
ty dy.



d) Montrer que pour tout t ě 1 et tout y Ps ´ ?t, 0s,
t lnp1` y{?tq ´ y?t ď ´y2{2.

e) Montrer que pour tout t ě 1 et tout y ě 0, t lnp1`
y{?tq ´ y?t ď lnpy ` 1q ` y.

f) Déduire des questions précédentes et de l’égalité
ż `8

0
e´y

2{2dy “
c
π

2 ,

la formule de Stirling :

Γpt` 1q „tÑ`8
?

2πttte´t,

qui donne pour t “ n entier, n! „ ?2πnpn{eqn.

Exercice 8
On définit la fonction f : R` ÝÑ R par

fpxq “
ż `8

0
expp´xtq sinptq

t
dt.

a) Montrer que f est de classe C1 sur R˚̀ et calculer
sa dérivée.

b) Montrer que limxÑ`8 fpxq “ 0 et en déduire fpxq
pour x ą 0.

c) Soit ϕ : t ÞÑ şt
0

sin t
t dt. Montrer que

fpxq ´ fp0q “ x

ż `8

0
e´xtpϕptq ´ fp0qqdt.

En déduire que f est continue en 0.

d) En déduire la valeur de l’intégrale de

I :“
ż `8

0

sinptq
t

dt.

e) Variante : on considère l’intégrale double
ż a

0

ż a

0
expp´xyq sinpxq dx dy.

En utilisant le théorème de Fubini, calculer cette
intégrale de deux manières et en déduire la valeur
de I.
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Exercice 1 Soit f : R2 ÝÑ R définie par

fpx, yq “ xy

px2 ` y2q3{2 , si px, yq ‰ p0, 0q et fp0, 0q “ 0.

a) Justifier la mesurabilité de f .

b) Calculer
ż 1

0

ˆż 1

0
fpx, yq dy

˙
dx,

ż 1

0

ˆż 1

0
fpx, yq dx

˙
dy et

ż

r0,1s2
fpx, yq dλ2px, yq.

Exercice 2 Soit f : r0, 1s2 ÝÑ R définie par

fpx, yq “ x2 ´ y2

px2 ` y2q2 , si px, yq ‰ p0, 0q et fp0, 0q “ 0.

a) Calculer ż 1

0

ˆż 1

0
fpx, yq dy

˙
dx et

ż 1

0

ˆż 1

0
fpx, yq dx

˙
dy.

b) En déduire que f R L1pr0, 1s2, dλ2q.

Exercice 3

a) Calculer de deux manières différentes l’intégrale
ż

R2
`

1
p1` yqp1` x2yq dλ2px, yq

et en déduire la valeur de ż `8

0

lnpxq
x2 ´ 1 dx.

b) Déduire du a) et d’un développement en série entière l’égalité
`8ÿ

n“0

1
p2n` 1q2 “

π2

8 .

Exercice 4 Soit ∆ “ tpx, xq : x P Ru la diagonale de R2.

a) Montrer que ∆ est un ensemble mesurable.

b) Montrer que si µ est une mesure σ-finie sur R, alors D “ tx, µtxu “ 0u est dénombrable.

c) Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur R. Montrer que

pµb νqp∆q “
ÿ

xPR
µtxuνtxu.



Exercice 5 Soit X “ Y “ R. On munit X de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue λ et Y de la tribu
PpY q et de la mesure de comptage ν (rappelons que νpBq “ card pBq, B P PpY q). Soit ∆ “ tpx, xq : x P Ru.
a) Justifier que ∆ P BpXq b PpY q.
b) Pour tout x, y P R, calculer ∆x et ∆y.

c) Calculer ż

R
νp∆xq dλpxq et

ż

R
λp∆yq dνpyq.

d) Comparer avec le théorème sur la mesure produit. Pourquoi ne s’applique t’il pas ?

Exercice 6 On considère λ2 la mesure de Lebesgue sur R2, et 0 ă a ă b.

a) Montrer que l’application f définie par fpx, yq “ expp´xyqχs0,`8rˆsa,brpx, yq est dans L1pλ2q.
b) Calculer ż `8

0

e´ax ´ e´bx

x
dx.

Exercice 7 Soit µ une mesure σ-finie sur un espace mesuré pX,Aq et f : X ÝÑ R` une fonction mesurable
positive.

a) Soit Df “ tpx, tq P X ˆ R` : fpxq ą tu. Montrer que Df P Ab BpR`q.
b) En considérant la mesure produit µbλ (où λ est la mesure de Lebesgue sur R`), et en calculant µbλpDf q

de deux manières, montrer que
ż

X

f dµ “
ż `8

0
µptx P X : fpxq ą tuq dt.

c) Soit p Ps0,`8r. En déduire que
ż

X

fp dµ “
ż `8

0
ptp´1µptx P X : fpxq ą tuq dt.

Exercice 8 Pour n ě 0, on note λn`1 la mesure de Lebesgue sur Rn`1. Soit f : Rn ÝÑ R` une fonction
mesurable positive. On note Gf le graphe de f , c’est-à-dire

Gf “ tpx, tq P Rn ˆ R` : fpxq “ tu.
Justifier que Gf P BpRn`1q et montrer que λn`1pGf q “ 0.

Indication : on pourra considérer D1f “ tpx, tq P X ˆ R` : fpxq ě tu, montrer que λn`1pD1f q “
ş
Rn f dλn et

utiliser l’exercice 7.
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Exercice 1

a) Montrer que ż

r0,1s2
1

1´ xy dλ2px, yq “
ÿ

ně1

1
n2 .

b) En faisant le changement de variables x “ u`v?
2 , y “ u´v?

2 , montrer que
ÿ

ně1

1
n2 “

π2

6 .

Exercice 2 Pour n P N˚, on note bn “ λnpBnq le volume de la boule unité euclidienne Bn “ tpx1, . . . xnq P
Rn, x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
n ď 1u de Rn mesuré avec la mesure de Lebesgue λn dans Rn.

a) Calculer b2 et b3.

b) Etablir une relation de récurrence entre bn et bn´2 pour tout n ě 3.

c) En déduire l’expression de bn pour n ě 2.

Exercice 3 Calculer
I “

ż

r0,`8r
e´x

2
dλpxq.

Indication : après avoir justifié que 0 ď I ă `8, on calculera I2 avec un changement de variable.

Exercice 4 Soient λ3 la mesure de Lebesgue sur R3 et Ω1, Ω2 les deux domaines de R3 définis par

Ω1 “ tpu, v, wq P s0,`8r3: uv, uw, vw ă 1u et Ω1 “ tpu, v, wq P s0,`8r3: uv ` uw ` vw ă 1u.
a) Justifier que Ω1,Ω2 sont des boréliens de R3.

b) Calculer λ3pΩ1q et λ3pΩ2q.
Indication : on pourra effectuer le changement de variable : x “ ?vw, y “ ?uw et z “ ?uv.

Exercice 5 Soient A P MdˆdpRq une matrice symétrique positive et t ą 0. Calculer
ż

Rd
expp´txAx, xyq dλnpxq

Indication : on effectuera le changement de variable x “ Py où P est une matrice de passage par rapport à
une base orthogonale de vecteurs propres de A.

Exercice 6 Soient ∆ “s0, 1r2ˆs ´ π, πr et ϕ : R3 ÝÑ R3 l’application définie par

ϕpu, v, wq “ pu, uv cospwq, v sinpwqq.
a) Montrer que ϕ est un C1-difféomorphisme de ∆ sur son image.

b) Calculer λ3pϕp∆qq.



Exercice 7

a) Déterminer les ouverts connexes maximaux ∆ et D de pR˚̀ q2 tels que l’application ϕ définie sur R2 par
ϕpu, vq “ pu2 ` v2, 2uvq définisse un C1-difféomorphisme de ∆ sur D.

b) En déduire la valeur de l’intégrale suivante
ż

R2
`
|u4 ´ v4|e´pu`vq2 dλ2pu, vq.

Exercice 8 Soit f une fonction de classe C2 sur R˚̀ , convexe (c’est-à-dire que f2 ě 0) et I la fonction définie
sur Rd, pour d ě 3, par

Ipyq “
ż

Rd

f2p}x´ y}q
}x´ y}}x}d´2 dλdpxq, y P Rd,

où } ¨ } désigne la norme euclidienne sur Rd.

a) Montrer, en justifiant l’existence des limites, que ` “ limtÑ0` fptq ą ´8 et `1 “ limtÑ`8 f 1ptq ą ´8.

b) Soit ρ ě 0. Calculer ż `8

0
f 1pr ` ρq ´ f 1p|r ´ ρ|q dr

à l’aide de `, `1 et fpρq.
c) Montrer que Ipyq ne dépend que de |y|.

Indication : on pourra effectuer un changement de variables linéaire orthogonal.

d) En déduire la valeur de Ipyq.
Indication : on pourra effectuer le changement de variables en coordonnées sphériques

x1 “ r sinpθ1q, x2 “ r cospθ1q sinpθ2q, . . . , xd´1 “ r cospθ1q . . . cospθd´2q sinpθd´1q, xd “ r cospθ1q . . . cospθd´2q cospθd´1q
dans l’intégrale Ipzq, où z “ p0, . . . , 0, }y}, 0, 0q, et montrer par récurrence sur d, que son Jacobien vérifie
|Jd| “ rd´1pcospθ1qqd´2 . . . pcospθd´3qq2 cospθd´2q.

Exercice 9 On définit, pour tout α ą 0, l’ensemble Bα “ tpx, yq Ps0,`8r2: xα ` yα ă 1u.
a) Calculer la limite quand αÑ `8 de λ2pBαq.

Indication : Montrer que limαÑ`8pxα`yαq1{α “ maxpx, yq et en déduire que χBα converge simplement
vers χs0,1r2 .

b) Ecrire λ2pBαq sous la forme d’une intégrale simple.
Indication : Effectuer le changement de variable pr, θq ÞÝÑ prpcospθqq2{α, rpsinpθqq2{αq.

c) En déduire la valeur de
lim

αÑ`8
1
α

ż π

0
psinpθqq 2

α´1 dθ.
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14h-16h, calculatrices autorisées, formulaire manuscrit autorisé (copie double).

Exercice 1 (Sommes doubles)

On considère N2, l'ensemble des couples d'entiers naturels, que l'on munit de la tribu P(N2).

1. Pour un entier i ∈ N∗, on note qi l'entier tel que

qi∑

j=1

j ≤ i <
qi+1∑

j=1

j,

et on pose q0 = 0. Soit l'application suivante :

f : N → N2

i 7→ (ni,mi) =
(
i−∑qi

j=1 j,
∑qi

j=1 j − ni
)
.

Montrer que cette fonction est une bijection de N sur N2 et en déduire que N2 est dénombrable.

2. On considère sur N2 la mesure suivante : µ(dx) =
∑

(n,m)∈N2 δ(n,m)(dx). Quelle est la valeur

de µ(A) pour une partie A de N2 ?

3. Soit f une fonction positive de N2 dans R+. Montrer que

∫

N2

f dµ =
∑

(n,m)∈N2

f(n,m).

Rque : on n'est pas obligé d'utiliser ici le théorème de Beppo-Lévi qui n'est pas au programme

de ce DS. On pourra utiliser des résultats sur les séries sommables de nombres positifs.

Exercice 2 (Théorème de Borel-Cantelli)

On considère un espace mesurable (Ω,A). Soit (An)n∈N une suite de parties mesurables de Ω.

On rappelle :

lim supAn =
⋂

n∈N

⋃

m≥n
Am, et lim inf An =

⋃

n∈N

⋂

m≥n
Am.

1. Ecrire les dé�nitions de lim supAn et lim inf An à l'aide de quanti�cateurs, puis expliquer

avec une courte phrase ce que représentent ces ensembles.

2. Justi�er que lim supAn et lim inf An sont des ensembles mesurables.

3. Dans le cas où An =]−∞, an] avec a2p = 1 + 1
2p et a2p+1 = −1− 1

2p+1 , écrire ce que valent

lim supAn et lim inf An.

4. On revient au cas d'ensembles (An) génériques. Que dire de la suite d'ensembles

Bn =
⋃

m≥n
Am?

1



5. On se donne une mesure de probabilité µ sur (Ω,A) (ce qui signi�e que µ est une mesure

telle que µ(Ω) = 1). Déduire de la question 4. que si
∑

n∈N µ(An) < +∞, alors

µ(lim supAn) = 0.

Exercice 3 (Principe de transport de masse)

On considère R2d = Rd × Rd muni de sa tribu Borélienne B(R2d). On dit qu'une mesure µ est

diagonalement invariante si pour tous ensembles A et B ∈ B(Rd), et pour tout x ∈ Rd,

µ(A×B) = µ
(
TxA× TxB

)
, (1)

où TxA = {x+a , a ∈ A} est le translaté de A par x ∈ Rd. Le but de cet exercice est de prouver

que pour toute mesure diagonalement invariante µ sur Rd×Rd et pour tout ensemble A ∈ B(Rd)
d'intérieur non vide, on a

µ(A× Rd) = µ(Rd ×A), (2)

où les deux termes de l'égalité peuvent être in�nis.

Rque : pour donner une intuition, on pourra penser à µ(A× B) comme mesurant un �ux de A
vers B. Ainsi, l'interprétation de (2) est que si µ est diagonalement invariante, le �ux entrant

dans A doit être égal au �ux sortant de A.

Pour la suite, on a également besoin de la translation T̃s suivante sur R2d dé�nie pour s ∈ Rd

par : ∀x, y ∈ Rd, T̃s(x, y) = (x+ s, y + s).

Hypothèse : Pour simpli�er, nous supposons dans toute cet exercice que µ est une mesure �nie.

1. Montrer que

E =
{
E ∈ B(Rd × Rd) : µ(E) = µ

(
T̃s(E)

)}

est une classe monotone.

2. Montrer que

C =
{
A×B : A,B ∈ B(Rd)

}

est une famille stable pour les intersections �nies, qui contient R2d et qui est incluse dans E .

3. En utilisant le théorème des classes monotones, montrer que E = B(Rd×Rd), c'est-à-dire que
pour tout E ∈ B(Rd × Rd) et pour tout s ∈ Rd, µ(E) = µ

(
T̃s(E)

)
.

4. On introduit pour tout A ∈ B(Rd),

ν1(A) = µ(A× Rd) et ν2(A) = µ(Rd ×A).

Montrer que ν1 et ν2 sont invariantes dans le sens où pour tout x ∈ Rd et pour tout A ∈ B(Rd),
ν1(TxA) = ν1(A) et ν2(TxA) = ν2(A).

5. En déduire que ν1(dx) = µ([0, 1]d × Rd)λ(dx) et ν2(dx) = µ(Rd × [0, 1]d)λ(dx) où λ(dx) est

la mesure de Lebesgue sur Rd.

6. Soit A un ensemble d'intérieur non vide. En admettant le théorème de Fubini d'inversion des

intégrales (vrai lorsque l'intégrant est mesurable positif), montrer que
∫

Rd

µ(TxA×A)λ(dx) = λ(A)ν1(A).

De même montrer que ∫

Rd

µ(A× T−xA)λ(dx) = λ(A)ν2(A).

7. En déduire (2).

2



Licence 3e année 2018-2019
parcours Mathématiques M63, Intégration

26 juin 2019
[ durée : 3 heures ]

! Deux formulaires sur copie double sont autorisés. Le sujet comporte 3 exercices qui pourront
être traités dans l’ordre de votre choix.

T.S.V.P.

Exercice 1 Soit pxnqnPN˚ une suite de r0, 1s. On considère la fonction f définie pour x P r0, 1s par

fpxq “
ÿ

nPIpxq

1
2n ,

où Ipxq est l’ensemble des entiers n P N˚ tels que xn ă x. On pose fpxq “ 0 lorsque Ipxq “ H.

a) Montrer que f est une fonction à valeurs dans r0, 1s.

b) Montrer que f est une fonction mesurable de pr0, 1s,Bpr0, 1sqq dans pr0, 1s,Bpr0, 1sqq où Bpr0, 1sq
est la tribu Borélienne sur r0, 1s.

c) Montrer que
ż

r0,1s
f dλ “

`8ÿ

n“1

1´ xn
2n ,

où λ est la mesure de Lebesgue sur r0, 1s.

Exercice 2 On pose

I “
ż `8

0
e´

x2
2 dx.

a) Justifier que la fonction ϕpxq “ e´
x2
2 est une fonction intégrable sur R (par rapport à la mesure

de Lebesgue).

b) Calculer I2 en utilisant le théorème de Fubini puis un changement de variable en coordonnées
polaires, et en déduire que I “a

π{2.
c) On pose pour n P N˚ et x P R,

fnpxq “
´

1` x2

n

¯´n`1
2
, et an “

ż

R
fnpxqdx.

Montrer que pour tout u P R`, et tout α P r1,`8r, p1` uqα ě 1` αu, puis en déduire que

@x P R,@n P N˚, fnpxq ď 1
1` x2

2
.

d) En déduire que, pour tout n P N˚, la fonction fn est intégrable sur R et calculer limnÑ`8 an.



e) Montrer qu’il existe une fonction intégrable f , qu’on déterminera, telle que

lim
nÑ`8

ż

R

ˇ̌
ˇfnpxq
an

´ fpxq
ˇ̌
ˇ dx “ 0.

Exercice 3

a) Soient pX,A, µq un espace mesuré, I “ rc, ds un intervalle de R et supposons que µpXq “ 1.
Soient g : X ÝÑ I une fonction intégrable à valeurs dans I et ϕ une fonction convexe de I dans
R. Montrer que m :“ ş

X g dµ P I et

ϕ

ˆż

X
g dµ

˙
ď

ż

X
ϕ ˝ g dµ.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Jensen.
Indication: On pourra montrer d’abord l’inégalité pour les fonctions affines puis utiliser (sans le
démontrer) le fait que ϕ étant convexe, on a

ϕpxq “ sup
hPE

ψpxq, x P I,

où E est l’ensemble des fonctions affines ψ sur I telles que ψptq ď ϕptq, @t P I.
b) Soient pX,A, µq un espace mesuré. Supposons que µpXq ă 8. Soit α Ps0, 1r et 1 ď p ă `8.

(i) Montrer que si h : X ÝÑ R est mesurable, alors
ż

X
|h|αdµ ď }h}αp pµpXqq1´

α
p .

Indication: On pourra utiliser l’inégalité de Hölder.

(ii) En déduire que si h P Lp alors |h|α P L1.

c) Dans la suite, on considère X “ ra, bs, a ă b, A “ BpXq la tribu des boréliens sur ra, bs et µ “ λ

la mesure de Lebesgue sur ra, bs. Soit α Ps0, 1r et f P L1 telle que pour tout t P ra, bs, fptq ‰ 0.

(i) Montrer que @t ą 0, on a lnptq ď t´ 1 et tα ´ 1 ď αt.

(ii) Justifier que |f |α P L1pra, bsq, et montrer qu’on a

ln
˜

1
b´ a

ż

ra,bs
|f |αdλ

¸
ď 1
b´ a

ż

ra,bs
p|f |α ´ 1q dλ.

(iii) Montrer que
α

b´ a
ż

ra,bs
ln |f |dλ ď ln

˜
1

b´ a
ż

ra,bs
|f |αdλ

¸
.

Indication: On pourra utiliser l’inégalité de Jensen.

(iv) En déduire que

1
b´ a

ż

ra,bs
ln |f |dλ ď 1

α
ln
˜

1
b´ a

ż

ra,bs
|f |αdλ

¸
ď 1
b´ a

ż

ra,bs

ˆ |f |α ´ 1
α

˙
dλ.

(v) Pour t P ra, bs fixé, calculer
lim
αÑ0`

|fptq|α ´ 1
α



(vi) Montrer que

lim
αÑ0`

1
α

ln
˜

1
b´ a

ż

ra,bs
|f |αdλ

¸
“ 1
b´ a

ż

ra,bs
ln |f |dλ

Indication: on pourra utiliser (i) et (iv).

(vii) En déduire

lim
αÑ0`

˜
1

b´ a
ż

ra,bs
|f |αdλ

¸ 1
α

“ exp
˜

1
b´ a

ż

ra,bs
ln |f |dλ

¸
.



Licence 3e année 2018-2019
parcours Mathématiques M63, Intégration

19 mars 2020
[ durée : 2 heures ]

! Aucun document n’est autorisé. Le sujet comporte 4 exercices qui pourront être traités dans
l’ordre de votre choix.

T.S.V.P.

Exercice 1

Soit f : R ÝÑ R une fonction et D un sous-ensemble dénombrable de R. On suppose que f est
continue sur RzD. Montrer que f est mesurable (relativement à la tribu borélienne).

Indication: On pourra considérer F la restriction de f à RzD et exprimer f´1pV q au moyen de
F´1pV q où V est un borélien de R.

Exercice 2

Dans cet exercice, pX,Aq désigne un espace mesurable tel que pour tout x P X, on a txu P A. Si µ
est une mesure sur pX,Aq, on dira que

(i) la mesure µ est diffuse si pour tout x P X, µptxuq “ 0.

(ii) la mesure µ est purement atomique s’il existe A P A tel que µpXzAq “ 0 et pour tout x P A,
µptxuq ą 0.

a) Montrer que si µ est diffuse et purement atomique, alors pour tout B P A, µpBq “ 0.

b) Donner un exemple de mesure diffuse sur pR,BpRqq.
c) Donner un exemple de mesure purement atomique sur pR,BpRqq.
d) Soit ν une mesure diffuse sur pX,Aq et D un ensemble fini ou dénombrable. Justifier que D P A

et calculer νpDq.
e) Soit µ une mesure σ–finie sur pX,Aq et soit pEnqně1 Ă A tel que X “ Ť

ně1En, En Ă En`1 et
µpEnq ă `8, n ě 1.

(i) Pour pn, kq P N˚ ˆ N˚, on pose An,k “ tx P En : µptxuq ą 1
ku. Montrer que si An,k est non

vide et contient (au moins) p éléments distincts, alors p ď kµpEnq.
(ii) En déduire que A “ tx P X : µptxuq ą 0u est fini ou dénombrable.

(iii) Montrer qu’il existe une mesure diffuse µd et une mesure purement atomique µa sur pX,Aq
telle que µ “ µa ` µd.
Indication: On pourra considérer A “ tx P X : µptxuq ą 0u et poser pour B P A, µapBq “
µpB XAq et µdpBq “ µpB X pXzAqq.



Exercice 3

Soit pX,A, µq un espace mesuré, et f : X ÝÑ R une fonction intégrable.

a) Pour chaque entier n ě 1, on définit

An “ tx P X : 1
n
ď |fpxq| ď nu.

Montrer que pour tout entier n ě 1, An P A et µpAnq ă `8.

b) Pour chaque entier n ě 1, on pose fn “ fχAn . Justifier que fn est mesurable.

c) Montrer que
lim

nÑ`8

ż

X
|fn| dµ “

ż

X
|f | dµ.

d) En déduire que pour tout ε ą 0, il existe Bε P A tel que µpBεq ă `8 et
ż

XzBε

|f | dµ ď ε.

Exercice 4

Soit punqně2 définie par

un “
ż `8

0

sinpπxq
1` xn

dx.

Déterminer la limite de la suite punqně2.



Licence 3e année 2019-2020
parcours Mathématiques M63, Intégration

9 juillet 2020
La durée de l’épreuve est de 2h et vous avez 30 minutes en plus pour scanner et déposer votre sujet.

Aucune copie ne sera acceptée au delà de 11h30.

! Le sujet comporte 3 exercices qui pourront être traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1 Soit pX,A, µq un espace mesuré, pAnqnPN une suite d’éléments de A tels que
`8ÿ

n“0
µpAnq ă `8,

et on note

F “
č

nPN

˜ď

kěn

Ak

¸
.

a) Justifier que F P A.

b) Montrer que µpF q “ 0.

c) Application : soit pfnqn et f des fonctions définies sur X à valeurs réelles et pA,BpRqq-mesurables.
On suppose que pour tout a ą 0, on a

`8ÿ

n“0
µ ptx P X : |fnpxq ´ fpxq| ą auq ă `8.

(i) Soit p P N˚ et soit

Fp “
č

nPN

˜ď

kěn

tx P X : |fkpxq ´ fpxq| ą 1
p
u
¸
.

Montrer que µpŤpPN˚ Fpq “ 0.

(ii) Montrer que pfnqn converge simplement vers f sur X privé de la réunion des Fp.

(iii) En déduire que pfnqn converge µ presque partout sur X vers f .

Exercice 2 Calculer les limites suivantes lorsque nÑ `8
a) vn “

ż `8

0
fpxqe´n sin2 x dx, où f est une fonction intégrable sur R`.

b) un “
ż 1

0

1` nx
p1` xqn dx.



Exercice 3 Soit f : s0,`8rÝÑ R une fonction mesurable telle que pour tout t ą 0, 0 ď fptq ă `8.
On pose

F pxq “
ż

s0,`8s
arctanpxfptqq

1` t2 dλptq, x P R,
où on rappelle que λ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

a) Montrer que F est définie et continue sur R.

b) Exprimer la limite de F en `8 sous la forme d’une intégrale. Quelle est la valeur de cette limite
lorsqu’on suppose en plus que pour presque tout t ą 0, on a fptq ą 0 ?

c) Vérifier que pour tous a, u ě 0, on a
2au

1` a2u2 ď 1.

d) Montrer que F est de classe C1 sur s0,`8r, et exprimer F 1pxq pour x ą 0.

e) On suppose dans cette question que la conditions suivante est satisfaite

pCq
ż

s0,`8r
fptq

1` t2 dt ă `8.

Montrer alors que F est de classe C1 sur R.

f) On suppose maintenant que F admet au point x “ 0 une dérivée à droite finie.

(i) Calculer pour t ą 0,
lim
xÑ0

arctanpxfptqq
x

.

(ii) Montrer que la condition (C) est satisfaite.
Indication : on pourra considérer npF p1{nq ´ F p0qq et utiliser le lemme de Fatou.



Licence 3e année 2018-2019
parcours Mathématiques M63, Intégration

14 mai 2019
[ durée : 3 heures ]

! Deux formulaires sur copie double sont autorisés. Le sujet comporte 3 exercices qui pourront être
traités dans l’ordre de votre choix. Un barème (susceptible d’être modifié légérement à la correction)
est donné à la fin du sujet.

T.S.V.P.

Exercice 1

Soit pX,Aq un espace mesurable et soit pµkqkě1 une suite de mesures sur pX,Aq telles que
pHq @A P A, la suite pµkpAqqkě1 est croissante.

Pour A P A, on note µpAq :“ limkÑ`8 µkpAq.
a) Montrer que µ est une mesure sur pX,Aq.
b) Montrer que pour toute fonction f : X ÝÑ r0,`8s mesurable positive, et pour tout k P N˚,

ż

X
f dµk ď

ż

X
f dµk`1 ď

ż

X
f dµ.

Indication: on commencera par le cas où f est une fonction étagée positive, puis on utilisera le
lemme d’approximation pour écrire une fonction mesurable positive f comme limite simple d’une
suite de fonctions bien choisies, pfnqně1.

c) Montrer que pour toute fonction f : X ÝÑ r0,`8s mesurable, on a

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “

ż

X
f dµ.

d) En utilisant (b), vérifier que si f P L1pµq, alors pour tout k ě 1, on a f P L1pµkq et en déduire
que

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “

ż

X
f dµ.

Exercice 2

Soit µ une mesure sur pR`,BpR`qq telle que µpR`q “ 1.

a) Montrer que pour tout x P R, la fonction t ÞÝÑ cospxtq est intégrable par rapport à µ sur R`.
On pose alors

F pxq “
ż

R`
cospxtq dµptq, x P R.

b) Montrer que F est continue sur R.

c) Soit G définie par Gpxq “ 1´F pxq
x2 , x ‰ 0. Montrer que, pour tout x ‰ 0, on a

Gpxq “ 1
x2

ż

R`

`
1´ cospxtq˘dµptq.



d) On suppose dans cette question que
ş
R` t

2dµptq ă `8. Montrer que la limite suivante

lim
xÑ0

1´ F pxq
x2 (1)

existe et la calculer.
Indication: on pourra utiliser après l’avoir justifié l’inégalité 1´ cospuq ď u2

2 .

e) On ne suppose plus que t ÞÝÑ t2 est intégrable mais on suppose que la limite (1) existe et vaut
` P R.
(i) Montrer que t ÞÝÑ t2 est intégrable par rapport à µ sur R`.

Indication: on pourra utiliser le lemme de Fatou.

(ii) En déduire qu’il existe C ą 0 telle que pour tout A ą 0, on a µprA,`8rq ď C
A2 .

Exercice 3

Soit pX,A, µq un espace mesuré et supposons que µpXq ă `8. Soit ϕ P L8 “ L8pX,A, µq, ϕ ı 0.
On définit, pour f P L1 “ L1pX,A, µq,

Tϕpfq “
ż

X
fϕ dµ.

On supposera ici que toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles et que les espaces Lp

considérés sont vus comme des espaces vectoriels réels.

a) Montrer que Tϕ définit une forme linéaire et continue sur L1 et vérifier que }Tϕ} ď }ϕ}8. On
rappelle ici que }Tϕ} désigne la norme de Tϕ en tant qu’application linéaire de L1 dans R, i.e.

}Tϕ} “ sup
fPL1

}f}1ď1

|Tϕpfq|
}f}1 .

b) Soit ε ą 0, ε ă }ϕ}8 et définissons A “ tx P X : |ϕpxq| ě }ϕ}8 ´ εu.
(i) Justifier que µpAq ą 0.

(ii) Soit f “ ϕ
|ϕ|1A. Vérifier que f P L1 en calculant }f}1 et montrer que

|Tϕpfq| ě p}ϕ}8 ´ εqµpAq.

(iii) On note pL1q˚ l’espace des formes linéaires et continues sur L1. En déduire que l’application

Θ : L8 ÝÑ pL1q˚
ϕ ÞÑ Tϕ

est une application linéaire et isométrique (donc en particulier injective).

c) Soit T P pL1q˚. Supposons que T est positive dans le sens suivant : si f P L1 et f ě 0 presque
partout, alors T pfq ě 0. Le but de cette question est de montrer qu’il existe ϕ P L8 telle que
T “ Tϕ.

(i) Pour A P A, posons νpAq “ T p1Aq. En utilisant la linéarité et la continuité de T , montrer
que ν est une mesure finie sur pX,Aq.



(ii) Montrer qu’il existe une fonction g mesurable positive telle, pour tout A P A, on a

T p1Aq “
ż

X
g1A dµ.

Indication: on pourra utiliser (sans le démontrer) le théorème de Radon-Nikodym vu en TD
dont on rappelle l’énoncé : si µ et ν sont deux mesures finies sur pX,Aq telles que si, pour
tout A P A, µpAq “ 0 implique νpAq “ 0, alors il existe une fonction g mesurable positive
telle, pour tout A P A, on a νpAq “ ş

X g1A dµ.

(iii) Montrer que nécessairement, g P L8 avec }g}8 ď }T }.
(iv) Conclure finalement que T “ Tg, i.e. pour tout f P L1, T pfq “ ş

X fg dµ.

Barème indicatif :

Exercice 1 (6 pts) : (a) 2 pt (b) 2 pts (c) 1 pt (d) 1 pt.

Exercice 2 (8 pts) : (a) 1 pt (b) 1 pt (c) 0,5 pt d) 2,5 pts (e) (i) 2 pts (ii) 1 pt.

Exercice 3 (9 pts) : (a) 1 pt (b) (i) 1 pt (ii) 1 pt (iii) 1,5 pts (c) (i) 1,5 pts (ii) 1 pt (iii) 1 pt

(iv) 1 pt.
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Exercice 1

Soit pX,Aq un espace mesurable et soit pµkqkě1 une suite de mesures sur pX,Aq telles que

pHq @A P A, la suite pµkpAqqkě1 est croissante.

Pour A P A, on note µpAq :“ limkÑ`8 µkpAq.
a) Montrer que µ est une mesure sur pX,Aq.

Remarquons que d’après pHq, pour tout élément A P A, la suite pµkpAqqk est croissante, ainsi
limkÑ`8 µkpAq existe dans r0,`8s et donc µ : A ÝÑ r0,`8s est bien définie. De plus, on a les
propriétés suivantes : tout d’abord, comme les µk sont des mesures, on a µkpHq “ 0, pour tout
k ě 1 et donc µpHq “ 0. D’autre part, si pAnqn est une suite d’ensembles mesurables, deux à
deux disjoints, et si A “ Ť

ně0An, on a, pour tout k ě 1,

µkpAq “
`8ÿ

n“0
µkpAnq.

D’où

µpAq “ lim
kÑ`8µkpAq “ lim

kÑ`8

`8ÿ

n“0
µkpAnq.

Pour permuter, limite et somme, nous allons utiliser le théorème de Beppo-Levi. Considérons ν la
mesure de dénombrement (de comptage) sur l’espace mesurable pN,PpNqq, i.e. νpCq “ cardpCq,
C P PpNq. On a vu en cours que si f : N ÝÑ r0,`8s, alors f est automatiquement mesurable et
on a ż

N
f dν “

`8ÿ

n“0
fpnq.

Définissons alors pour k ě 1, fk : N ÝÑ r0,`8s par fkpnq “ µkpAnq et f : N ÝÑ r0,`8s
par fpnq “ µpAnq. Alors pfkqk est une suite croissante (d’après pHq) de fonctions mesurables
positives qui converge simplement vers f . Le théorème de Beppo–Levi s’applique et entraine que

lim
kÑ`8

ż

N
fk dν “

ż

N
f dν,

ce qui se traduit par

lim
kÑ`8

`8ÿ

n“0
fkpnq “

`8ÿ

n“0
fpnq,



soit encore

lim
kÑ`8

`8ÿ

n“0
µkpAnq “

`8ÿ

n“0
µpAnq.

Finalement, on en déduit que

µpAq “
`8ÿ

n“0
µpAnq.

Tout ceci prouve que µ est une mesure sur pX,Aq.
b) Montrer que pour toute fonction f : X ÝÑ r0,`8s mesurable positive, et pour tout k P N˚,

ż

X
f dµk ď

ż

X
f dµk`1 ď

ż

X
f dµ.

Indication: on commencera par le cas où f est une fonction étagée positive, puis on utilisera le
lemme d’approximation pour écrire une fonction mesurable positive f comme limite simple d’une
suite de fonctions bien choisies, pfnqně1.

Supposons d’abord que f : X ÝÑ r0,`8s est une fonction étagée positive. Autrement dit, f
est de la forme f “ řN

i“1 αi1Ai , où αi ě 0 et Ai P A. Alors, on a
ż

X
f dµk “

Nÿ

i“1
αiµkpAiq et

ż

X
f dµ “

Nÿ

i“1
αiµpAiq.

D’après pHq, pour tout 1 ď i ď N , la suite pµkpAiqqk est croissante et converge vers µpAiq. Ainsi,
pour tout k ě 1 et pour tout 1 ď i ď N , on a µkpAiq ď µk`1pAiq ď µpAiq, et comme αi ě 0, on
en déduit que αiµkpAiq ď αiµk`1pAiq ď αiµpAiq. En sommant ces inégalités sur 1 ď i ď N , on
en déduit que ż

X
f dµk ď

ż

X
f dµk`1 ď

ż

X
f dµ. (1)

Soit f : X ÝÑ r0,`8s une fonction mesurable positive quelconque. D’après un lemme d’ap-
proximation du cours, on sait qu’il existe une suite croissante pfnqn de fonctions étagées positives
telles que pfnqn converge simplement vers f . D’après le théorème de Beppo–Levi, on sait alors
que pour toute mesure λ sur pX,Aq, on a

lim
nÑ`8

ż

X
fn dλ “

ż

X
f dλ. (2)

D’après (1), pour tout n, k ě 1, on a
ż

X
fn dµk ď

ż

X
fn dµk`1 ď

ż

X
fn dµ.

En faisant tendre n Ñ `8 et en utilisant (2) appliquée (trois fois) avec λ “ µk, λ “ µk`1 et
λ “ µ, on en déduit que ż

X
f dµk ď

ż

X
f dµk`1 ď

ż

X
f dµ.

c) Montrer que pour toute fonction f : X ÝÑ r0,`8s mesurable, on a

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “

ż

X
f dµ.



On raisonne comme dans la question précédente. On suppose d’abord que f : X ÝÑ r0,`8s
est une fonction étagée positive. Autrement dit, f est de la forme f “ řN

i“1 αi1Ai , où αi ě 0 et
Ai P A. Alors, on a

ż

X
f dµk “

Nÿ

i“1
αiµkpAiq.

D’où, par définition de µ, on a

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “ lim

kÑ`8

Nÿ

i“1
αiµkpAiq “

Nÿ

i“1
αiµpAiq “

ż

X
f dµ. (3)

Soit maintenant f : X ÝÑ r0,`8s une fonction mesurable positive quelconque. En utilisant une
nouvelle fois le lemme d’approximation vu en cours, on considère une suite croissante pfnqn de
fonctions étagées positives qui converge simplement vers f . On a donc nécessairement, pour tout
n ě 1, fn ď f et d’après le théorème de Beppo–Levi

lim
nÑ`8

ż

X
fn dµ “

ż

X
f dµ.

Soit ε ą 0. Alors, il existe un entier N tel que
ˇ̌
ˇ̌
ż

X
fN dµ´

ż

X
f dµ

ˇ̌
ˇ̌ ď ε. (4)

En utilisant b), pour tout k ě 1, on a

0 ď
ż

X
f dµ´

ż

X
f dµk

“
ˆż

X
f dµ´

ż

X
fN dµ

˙
`
ˆż

X
fN dµ´

ż

X
fN dµk

˙
`
ˆż

X
fN dµk ´

ż

X
f dµk

˙
.

D’après (4), le premier terme est inférieur ou égal à ε et comme fN ď f , le troisième terme est
négatif ou nul. Ainsi, on en déduit que

0 ď
ż

X
f dµ´

ż

X
f dµk ď ε`

ż

X
fN dµ´

ż

X
fN dµk.

En utilisant (3), il existe un entier k0 tel que, pour tout k ě k0, on a
ż

X
fN dµ´

ż

X
fN dµk ď ε,

ce qui implique que
0 ď

ż

X
f dµ´

ż

X
f dµk ď 2ε.

Ceci donne le résultat.

d) En utilisant (b), vérifier que si f P L1pµq, alors pour tout k ě 1, on a f P L1pµkq et en déduire
que

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “

ż

X
f dµ.

Soit f P L1pµq. Alors bien évidemment f est mesurable et on a
ş
X |f | dµ ă `8. La question b)

implique alors que, pour tout k ě 1, on a
ż

X
|f | dµk ď

ż

X
|f | dµ ă `8.



Ceci prouve que f P L1pµkq. Considérons maintenant f` “ maxpf, 0q et f´ “ maxp´f, 0q. Alors
on sait que f`, f´ sont dans L1pµq et dans L1pµkq. De plus, pour tout k ě 1, on a

ż

X
f dµk “

ż

X
f` dµk ´

ż

X
f´ dµk.

D’après la question précédente (appliquée à f`, f´ : X ÝÑ r0,`8s), on en déduit que

lim
kÑ`8

ż

X
f dµk “

ż

X
f` dµ´

ż

X
f´ dµ “

ż

X
f dµ.

Exercice 2

Soit µ une mesure sur pR`,BpR`qq telle que µpR`q “ 1.

a) Montrer que pour tout x P R, la fonction t ÞÝÑ cospxtq est intégrable par rapport à µ sur R`.
Pour tout x P R, la fonction t ÞÝÑ cospxtq est continue, donc mesurable (par rapport à la tribu
borélienne). D’autre part, on a

ż

R`
| cospxtq| dµptq ď

ż

R`
dµptq “ µpR`q “ 1.

Ainsi, la fonction t ÞÝÑ cospxtq est intégrable par rapport à µ sur R`.
On pose alors

F pxq “
ż

R`
cospxtq dµptq, x P R.

b) Montrer que F est continue sur R. Remarquons que

˚ pour tout t P R`, la fonction x ÞÝÑ cospxtq est continue sur R ;

˚ pour tout x P R, la fonction t ÞÝÑ cospxtq est continue donc mesurable sur R` ;

˚ pour tout x P R et tout t P R`, on a

| cospxtq| ď 1,

et la fonction t ÞÝÑ 1 est dans L1pµq car µpR`q “ 1. Le théorème de continuité des intégrales
à paramètres, vu en cours, s’applique et donne que F est continue sur R.

c) Soit G définie par Gpxq “ 1´F pxq
x2 , x ‰ 0. Montrer que, pour tout x ‰ 0, on a

Gpxq “ 1
x2

ż

R`

`
1´ cospxtq˘dµptq.

En utilisant que µpR`q “ 1, on a, pour tout x ‰ 0,

Gpxq “ µpR`q ´ F pxq
x2 “ 1

x2

˜ż

R`
dµptq ´

ż

R`
cospxtq dµptq

¸

“ 1
x2

ż

R`

`
1´ cospxtq˘dµptq.

d) On suppose dans cette question que
ş
R` t

2dµptq ă `8. Montrer que la limite suivante

lim
xÑ0

1´ F pxq
x2 (1)

existe et la calculer.



Indication: on pourra utiliser après l’avoir justifié l’inégalité 1´ cospuq ď u2

2 .
Montrons d’abord l’inégalité 1 ´ cospuq ď u2

2 . Par parité, on peut supposer que u ą 0. Re-
marquons que la fonction t ÞÝÑ cosptq est de classe C2 sur r0, us. Ainsi d’après la formule de
Taylor-Lagrange, il existe c Ps0, ur tel que

cospuq “ cosp0q ` cos1p0qu` u2

2 cos2pcq.
Or cosp0q “ 1, cos1p0q “ ´ sinp0q “ 0 et | cos2pcq| “ | cospcq| ď 1. Ainsi, on obtient que

0 ď 1´ cospuq “ |1´ cospuq| “ u2

2 | cos2pcq| ď u2

2 ,

ce qui prouve l’inégalité désirée. Maintenant, d’après (c) on a

lim
xÑ0

1´ F pxq
x2 “ lim

xÑ0

ż

R`

1´ cospxtq
x2 dµptq.

On va appliquer le théorème de convergence dominée. Remarquons que pour t ą 0 fixé, on a

cospxtq “ 1´ x2t2

2 ` opx2q, xÑ 0,

ainsi
1´ cospxtq

x2 “ t2

2 ` op1q.
On en déduit que pour tout t ą 0, on a

lim
xÑ0

1´ cospxtq
x2 “ t2

2 .

C’est aussi trivialement vrai pour t “ 0. Ainsi, pour tout t P R`, on a

lim
xÑ0

1´ cospxtq
x2 “ t2

2 . (2)

D’autre part d’après l’inégalité 1´ cospuq ď u2{2, on a, pour tout t ě 0 et tout x ‰ 0,

0 ď 1´ cospxtq
x2 ď x2t2

2x2 “
t2

2 ,

et la fonction t ÞÝÑ t2

2 est dans L1pµq par hypothèse. Ainsi, le théorème de convergence dominée
s’applique et donne que

lim
xÑ0

1´ F pxq
x2 “

ż

R`
lim
xÑ0

1´ cospxtq
x2 dµptq “

ż

R`

t2

2 dµptq.

e) On ne suppose plus que t ÞÝÑ t2 est intégrable mais on suppose que la limite (1) existe et vaut
` P R.
(i) Montrer que t ÞÝÑ t2 est intégrable par rapport à µ sur R`.

Indication: on pourra utiliser le lemme de Fatou.
Pour tout x ‰ 0, les fonctions t ÞÝÑ 1´cospxtq

x2 sont des fonctions mesurables (car continues)
et positives sur R`. D’autre part, d’après (2), on a

lim inf
xÑ0

1´ cospxtq
x2 “ lim xÑ 01´ cospxtq

x2 “ t2

2



Ainsi, le lemme de Fatou et la question b) impliquent que

1
2

ż

R`
t2 dµptq ď lim inf

xÑ0

ż

R`

1´ cospxtq
x2 dµptq “ lim inf

xÑ0

1´ F pxq
x2 .

Mais par hypothèse, on a

lim inf
xÑ0

1´ F pxq
x2 “ lim

xÑ0

1´ F pxq
x2 “ `,

ce qui implique que ż

R`
t2 dµptq ď 2` ă `8.

Ainsi t ÞÝÑ t2 est intégrable par rapport à µ.

(ii) En déduire qu’il existe C ą 0 telle que pour tout A ą 0, on a µprA,`8rq ď C
A2 .

Notons C “ }f}L1pµq, où f : t ÞÝÑ t2. Remarquons, d’après la question précédente, que
C ă 8. De plus, pour tout t P rA,8r, on a A2 ď t2 et donc A21rA,`8r ď f . Par croissance
de l’intégrale, on en déduit que

A2µprA,`8rq “
ż

R`
A21rA,`8r dµ ď

ż

R`
f dµ “ C.

On obtient alors l’inégalité demandée en multipliant par A2.

Exercice 3

Soit pX,A, µq un espace mesuré et supposons que µpXq ă `8. Soit ϕ P L8 “ L8pX,A, µq, ϕ ı 0.
On définit, pour f P L1 “ L1pX,A, µq,

Tϕpfq “
ż

X
fϕ dµ.

On supposera ici que toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles et que les espaces Lp

considérés sont vus comme des espaces vectoriels réels.

a) Montrer que Tϕ définit une forme linéaire et continue sur L1 et vérifier que }Tϕ} ď }ϕ}8. On
rappelle ici que }Tϕ} désigne la norme de Tϕ en tant qu’application linéaire de L1 dans R, i.e.

}Tϕ} “ sup
fPL1

}f}1ď1

|Tϕpfq|
}f}1 .

Soit ϕ P L8. Alors

|ϕpxq| ď }ϕ}8, pour presque tout x P X.

Si f P L1, on a alors

|ϕpxqfpxq| ď }ϕ}8|fpxq|, pour presque tout x P X,

et donc en intégrant par rapport à µ, on en déduit que
ż

X
|ϕpxqfpxq| dµpxq ď }ϕ}8

ż

X
|fpxq| dµpxq “ }ϕ}8}f}1 ă 8.



Ainsi, la fonction ϕf P L1 et donc Tϕpfq P R. On vérifie par linéarité de l’intégrale que Tϕ est
linéaire. Enfin, si f P L1, le calcul précédent montre que

|Tϕpfq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

X
ϕf

ˇ̌
ˇ̌ dµ ď

ż

X
|fϕ| dµ ď }ϕ}8}f}1.

Ceci prouve que Tϕ est continue et que }Tϕ} ď }ϕ}8.
b) Soit ε ą 0, ε ă }ϕ}8 et définissons A “ tx P X : |ϕpxq| ě }ϕ}8 ´ εu.

(i) Justifier que µpAq ą 0.
Supposons par l’absurde que µpAq “ 0. Alors, pour presque tout x P X, on a |ϕpxq| ď
}ϕ}8´ ε. On en déduit alors par définition de } ¨ }8 que }ϕ}8 ď }ε}8´ ε, ce qui est absurde.
Ainsi, on obtient que µpAq ą 0.

(ii) Soit f “ ϕ
|ϕ|1A. Vérifier que f P L1 en calculant }f}1 et montrer que

|Tϕpfq| ě p}ϕ}8 ´ εqµpAq.
La fonction ϕ étant mesurable, l’ensemble A P A, et donc 1A est mesurable. Ainsi on en
déduit que la fonction f est mesurable (remarquons que si x P A, alors |ϕpxq| ě }ϕ}8´ε ą 0).
De plus, on a ż

X
|f | dµ “

ż

X
1A dµ “ µpAq ď µpXq ă 8,

ce qui prouve que f P L1 et }f}1 “ µpAq. D’autre part, on a

|Tϕpfq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

X

ϕ2

|ϕ|1A dµ
ˇ̌
ˇ̌ “

ż

X
|ϕ|1A dµ.

Or, par définition de A, on a |ϕ|1A ě p}ϕ}8´ εq1A. D’où, par croissance de l’intégrale, on a

|Tϕpfq| ě
ż

X
p}ϕ}8 ´ εq1A dµ “ p}ϕ}8 ´ εqµpAq.

(iii) On note pL1q˚ l’espace des formes linéaires et continues sur L1. En déduire que l’application

Θ : L8 ÝÑ pL1q˚
ϕ ÞÑ Tϕ

est une application linéaire et isométrique (donc en particulier injective).
D’après la question a), l’application Θ : L8 ÝÑ pL1q˚ est bien définie et }Θpϕq} ď }ϕ}8. Il
est clair que Θ est linéaire car si ϕ1, ϕ2 P L8 et λ P R, pour toute fonction f P L1, on a

Θpλϕ1 ` ϕ2qpfq “
ż

X
pλϕ1 ` ϕ2qf dµ

“
ż

X
pλϕ1f ` ϕ2fq dµ

“ λ

ż

X
ϕ1f dµ`

ż

X
ϕ2f dµ

“ λΘpϕ1qpfq `Θpϕ2qpfq
“ pλΘpϕ1q `Θpϕ2qqpfq.

Les égalités étant vraies pour toute fonction f P L1, on en déduit que Θpλϕ1`ϕ2q “ λΘpϕ1q`
Θpϕ2q, ce qui prouve la linéarité de Θ. Comme on a déjà vu que }Θpϕq} ď }ϕ}8, pour



montrer que Θ est une isométrie, il reste à montrer que }Θpϕq} ě }ϕ}8. Pour cela, on utilise
la question précédente b)(ii) qui montre que

p}ϕ}8 ´ εqµpAq ď |Θpϕqpfq| ď }Θpϕq}}f}1.

Or }f}1 “ µpAq et µpAq ą 0 d’après la question b)(i). D’où en simplifiant l’inégalité précé-
dente par µpAq, on obtient que

}ϕ}8 ´ ε ď }Θpϕq}.

Cette dernière inégalité étant vraie pour tout ε ą 0, on obtient, en faisant tendre ε vers 0,
que }ϕ}8 ď }Θpϕq}. On peut donc conclure que }Θpϕq} “ }ϕ}8 et donc Θ est une isométrie.

c) Soit T P pL1q˚. Supposons que T est positive dans le sens suivant : si f P L1 et f ě 0 presque
partout, alors T pfq ě 0. Le but de cette question est de montrer qu’il existe ϕ P L8 telle que
T “ Tϕ.

(i) Pour A P A, posons νpAq “ T p1Aq. En utilisant la linéarité et la continuité de T , montrer
que ν est une mesure finie sur pX,Aq.
Remarquons que si A P A, alors 1A P L1 (car µpAq ă 8) et 1A ě 0. Ainsi, par hypothèse,
on en déduit que νpAq “ T p1Aq ě 0. Ainsi l’application ν : A ÝÑ r0,`8r est bien définie.
De plus, avec la continuité de T , on a νpXq “ T p1Xq ď }T }}1X}1 “ }T }µpXq ă 8.
Remarquons d’autre part que 1Hpxq “ 0, pour tout x P X, et donc νpHq “ T p0q “ 0 (car T
est linéaire). Enfin, si pAnqně0 est une suite d’éléments de A, deux à deux disjoints, et si on
pose A “ Ť

ně0An, remarquons que

lim
NÑ`8

›››››
Nÿ

n“0
1An ´ 1A

›››››
1

“ 0. (1)

En effet, pour tout x R A, on a

Nÿ

n“0
1Anpxq ´ 1Apxq “ 0

et si x P A, alors il existe n0 ě 0 tel que x P An0 et donc pour tout N ě n0, on en déduit
que

Nÿ

n“0
1Anpxq ´ 1Apxq “ 1´ 1 “ 0.

Donc finalement, on a pour tout x P X,

lim
NÑ`8

˜
Nÿ

n“0
1Anpxq ´ 1Apxq

¸
“ 0.

De plus, en utilisant que les ensembles pAnq sont deux à deux disjoints, on a pour tout x P X,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
1Anpxq ´ 1Apxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 1



et 1 P L1pµq car µpXq ă `8. Le théorème de convergence dominée implique alors (1). D’où
par continuité de T , on a

νpAq “ T p1Aq “ T

˜
lim

NÑ`8

Nÿ

n“0
1An

¸
“ lim

NÑ`8T

˜
Nÿ

n“0
1An

¸
.

Puis on utilise la linéarité de T pour en déduire que

νpAq “ lim
NÑ`8

Nÿ

n“0
T p1Anq “

8ÿ

n“0
νpAnq.

Ceci prouve que ν est une mesure finie sur pX,Aq.
(ii) Montrer qu’il existe une fonction g mesurable positive telle, pour tout A P A, on a

T p1Aq “
ż

X
g1A dµ.

Indication: on pourra utiliser (sans le démontrer) le théorème de Radon-Nikodym vu en TD
dont on rappelle l’énoncé : si µ et ν sont deux mesures finies sur pX,Aq telles que si, pour
tout A P A, µpAq “ 0 implique νpAq “ 0, alors il existe une fonction g mesurable positive
telle, pour tout A P A, on a νpAq “ ş

X g1A dµ.
Soit A P A et supposons que µpAq “ 0. Alors 1A “ 0 µ-presque partout et donc T p1Aq “ 0.
D’où, on en déduit que νpAq “ 0. On peut donc appliquer le théorème de Radon–Nikodym
qui implique qu’il existe une fonction g mesurable positive sur X telle que, pour tout A P A,
on a

T p1Aq “ νpAq “
ż

X
g1A dµ.

(iii) Montrer que nécessairement, g P L8 avec }g}8 ď }T }.
Soit ε ą 0 et A “ tx P X : gpxq ě }T }` εu. La fonction g étant mesurable, on a A P A. D’où

p}T } ` εqµpAq ď
ż

X
g1A dµ “ T p1Aq.

Par continuité de T , on en déduit donc que

p}T } ` εqµpAq ď }T }}1A}1 “ }T }µpAq.
Si µpAq ą 0, l’inégalité précédente donne une contradiction. Ainsi, on en déduit que µpAq “ 0.
Ainsi, pour tout M ą }T }, on a µptx P X : |gpxq| ě Muq “ 0. Ceci implique que g P L8 et
que }g}8 ď }T }.

(iv) Conclure finalement que T “ Tg, i.e. pour tout f P L1, T pfq “ ş
X fg dµ. D’après c)(iii),

comme g P L8, on a Tg “ Θpgq P pL1q˚ et d’après c)(ii), on a

T p1Aq “
ż

X
g1A dµ “ Tgp1Aq.

Par linéarité, on en déduit donc que pour toute fonction f étagée positive, on a T pfq “ Tgpfq.
Maintenant si f P L1, f ě 0, alors d’après le lemme d’approximation, il existe une suite
croissante pfnqn de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f . En utilisant
le théorème de Beppo-Levi, on remarque que }fn´ f}1 Ñ 0. Donc par continuité de T et Tg,



on en déduit que T pfq “ Tgpfq. Finalement il reste à utiliser que si f P L1, alors on peut
écrire f “ f` ´ f´ avec f`, f´ P L1 et f`, f´ positive. D’où

T pfq “ T pf` ´ f´q “ T pf`q ´ T pf´q “ Tgpf`q ´ Tgpf´q “ Tgpf` ´ f´q “ Tgpfq.

Barème indicatif :

Exercice 1 (6 pts) : (a) 2 pt (b) 2 pts (c) 1 pt (d) 1 pt.

Exercice 2 (8 pts) : (a) 1 pt (b) 1 pt (c) 0,5 pt d) 2,5 pts (e) (i) 2 pts (ii) 1 pt.

Exercice 3 (9 pts) : (a) 1 pt (b) (i) 1 pt (ii) 1 pt (iii) 1,5 pts (c) (i) 1,5 pts (ii) 1 pt (iii) 1 pt

(iv) 1 pt.


