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Rappels—Espaces de fonctions continues—Séparabilité.

Exercice 0 Donner un exemple d’un espace métrique ou I’adhérence d’une certaine boule
ouverte B(xz,r) n’est pas la boule fermée de centre = et de rayon r.

Exercice 1 Soit (F,d) un espace métrique et (), une suite dans F.

(1) Montrer que si (xy), est de Cauchy alors il existe une sous-suite (yx)r = (zn, )r telle
que Xy d(yes1, i) < o0

(2) Montrer que si (zn)n est de Cauchy alors elle converge si et seulement si elle admet
une sous-suite convergente.

(3) En déduire que (E,d) est complet si et seulement si toute suite (x,), de E telle que
> on d(@n1,n) < 00, converge.

(4) Montrer que si (F,d) un espace métrique compact alors il est complet.

Exercice 2 Soit (E, || - ||) un espace normé.
(1) Montrer que si x € E, alors

lz|| = inf{t > 0; z € tB(0,1)}.

(2) Notons B = B(0,1). Montrer que B possede les propriétés suivantes:
(i) Six,y € Bet |A 4 |p| <1 alors Az + py € B;
(ii) si x € B alors 3¢ > 0 tel que z + ¢B C B;
(iii) pour z € B, #0 3, p#0 tel que Az € B et ux ¢ B.

Exercice 3 Montrer que pour tout entier n > 1, il existe a,, > 0 tel que pour tout
t € [0,1] et pour tout polynéme P de degré plus petit ou égal & n, on a

1
|P(t)] < Oén/o |P(x)|dx.

Exercice 4 (1) Montrer qu’un espace normé est complet si et seulement si toute série
absolument convergente est convergente.
(2) Soit E = C([—1,1]), espace des fonctions continues sur [—1, 1], muni de la norme ||.||1

(e | fllh = [, |f(®)|dt, f e E). Soit

0 sitel[-1,0]
falt) =< nt sitel0,]
1 site[iq]
(i) Montrer que (fy)nen+ est de Cauchy dans E. Est-elle convergente dans E7
(ii) On considere la série de terme général g, = fni+1 — fn-
Montrer que >t [lgnll1 < oo, mais que la série >/ g, ne converge pas dans E.



Exercice 5 Soit F un espace vectoriel normé et M un sous-espace de E. Notons par E/M
Pespace quotient et pour T € E/M, on définit N(Z) = d(z, M) := inf{||x — y||; y € M}.
(1) (a) Montrer que N(z) = inf{||z||; z € T}.

(b) Montrer que N(.) est une semi-norme sur F/M et calculer son noyau.

(¢) Montrer que N(.) est une norme sur E/M si et seulement si M est fermé.
(2) On suppose que M est fermé. Montrer que si F est complet alors E/M est complet.
(3) Montrer que si M et E/M sont complets alors E est complet.

Exercice 6 Soit o = (o), une suite de nombres strictement positifs et 1 < p < co. On

note
o0

® = {:U = (zp)n; zn € C et telle que Zan|xn\p < oo},

n=1

022 ={z = (zn)n; zn € C et telle que sup(ay|z,|) < co}.
n>1

5 et £3° sont munis des normes respectives, [|z]pa = Oone; an|mn\p)% et ||z]|oc,a =
SUpn21(an|In|)'

(1) Montrer que 5 et £5° sont des espaces de Banach.

(2) On choisit o, = 1,Vn > 1. Montrer que si 1 < p < ¢ < oo alors £] C ¢], avec inclusion
stricte et [|z]g1 < ||lz|p1, Vo € 4.

(3) Soit co0 = {x = (zp)n; xn € C et telle que limy o0 apxy, = 0}. Montrer que ¢gq
muni de la norme [|2||,o est un espace de Banach.

Exercice 7 (1) Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue strictement monotone.
Montrer que 'ensemble A = {P(y); P polynéme} est dense dans C(]0, 1]).
(on pourra utiliser le Théoréme de Stone-Weierstrass).
(2) En déduire que 'ensemble B = {f : [0,1] = R; f(z) = > 7_, axsin®(z), a € R} est
dense dans C([0, 1]).
(3) Soit C la sous-algebre engendrée par {fo, f2} ot fo(x) = 1 et fo(z) = 22
(a) Montrer que C est dense dans C([0,1]).
(b) Montrer que C n’est pas dense dans C([—1,1]).

Exercice 8 Soit f,g € C([0,1]).
(1) Montrer que

1 1
Vn € N, / 2" f(x)dx = / 2"g(x)dr <= f=g.
0 0

(2) Soit f : [0, +o0[ une fonction continue bornée.
(a) Montrer qu'il existe une fonction g € C([0,1]) telle que

“+o00 1
/ f(z) exp(—nx)dx = / t"2g(t)dt, Vn > 2.
0 0

(b) En déduire que si Vn > 2, f0+o° f(z)exp(—nx)dz = 0 alors f = 0.



Exercice 9 Soit f une fonction continue sur un intervale I non borné de R. Montrer que
f est limite uniforme d’une suite de polynémes sur [ si et seulement si f est un polynoéme.

Exercice 10 Soit f :]0,1[— R une fonction continue. Montrer que f est une limite
uniforme de polynéme sur ]0, 1] si et seulement si f admet une extension continue sur

[0,1].

Exercice 11 (Polyndémes de Bernstein)
Pour n € Net k € {0,1,...,n}, on pose

By k(z) = (Z) (1 —z)" 7k,

ol (Z) = #Lk), est le coefficient binomial.
(a) Calculer

n

> Bur(@), Y kBpi(z) et Y K B,i(x).
k=0 k=0

k=0
(b) En déduire que

n

Z(k —nx)?Byi(z) = na(l — z).

k=0
(c) Soit & > 0 et x € [0,1]. On pose

k
A={ke[0,n]: ‘—x > al.
n
Montrer que
1

keA
(d) Soit f:[0,1] — R continue. On pose

Pof(z) =Y f <f;> By k().

n
k=0
Montrer que (fy,), converge uniformément vers f sur [0, 1].

(e) Retrouver le théoreme de Weierstrass : si —oo < a < b < +oo et si f € C([a,b)], il

existe une suite de polynémes (P,), qui converge uniformément vers f sur [a, b|.

Exercice 12 Soit (K, d) un espace métrique compact et A ’ensemble des fonctions lips-
chitziennes de X a valeurs dans R.

(a) Montrer en utilisant le théoreme de Stone-Weierstrass que A est dense dans
C(K,R).

(b) Pour f € C(K,R) et A > 0, notons

a(z) = ylg;f; {f(y) + Ad(z,y)} .

3



Montrer que fy est A-lipschitzienne sur K.
(¢) Montrer que

lim ||fx— flloo =0,
A—+o0
et retrouver le résultat du (a).

Exercice 13 On note T le cercle unit du plan complexe.

(a) Montrer que Lin(z" : n € Z) est dense dans C(T, C).

(b) Montrer que si f : R — C est continue et 27—périodique, alors f est limite
uniforme de polynomes trigonométriques.

Exercice 14 Montrer que tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Exercice 15 Soit E un K espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit (z,), un suite de
vecteurs de E et notons F' le sous-espace vectoriel engendré par (z,,),. Supposons que F
est dense dans E. Montrons alors que F est séparable.

Exercice 16 Montrer que si (F,d) est un espace métrique séparable et si F' C FE, alors
(F,d) est aussi séparable.

Exercice 17 (Fonctions Holdériennes)
Pour a > 0, notons par F, ’ensemble des fonctions Holdériennes.

E,= {f :[0,1] = C; telles que il existe C > 0; |f(z)—f(y)| < Clz—y|* Vz,y €0, 1]}

la constante C' dépend de f.
(1) Pour f € E, notons par Cy(f) la borne inférieure de I’ensemble des nombres C.
(a) Montrer que

Va,y € (0,1 [f(x) = f(y)] < Calf)lz —y|*

(b) Montrer que Iapplication f — Cu(f) est une semi-norme sur E,. Calculer son
noyau.
(¢) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de C|0, 1].
(2) Décrire E, pour a > 1.
Dans la suite on suppose que « €]0, 1].
(3) Soit 0 < B < a < 1. Montrer que C1([0,1]) C E, C Ez C C([0,1]).
Montrer que ce sont des inclusions strictes.
(4) Pour f € E,, posons N, (f) = |f(0)] + Cu(f).
Montrer que Ng(.) est une norme sur E,, vérifiant || f|lc < No(f) pour tout f € E,.
Montrer que E, est complet pour cette norme.
(5) Montrer que la boule unité de E, est relativement compacte dans C[0, 1].
(On pourra utiliser le Théoreme d’Ascoli).

Exercice 18 Soit f € C([0,+oc[) et fn(z) = f(2™), n > 1 et z € [0, +o0]. Montrer que
Pensemble H = {fi, f2...} est équicontinu en x = 1 si et seulement si f est constante.
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Théoréme de Baire et continuité d’applications linéaires.

Exercice 1 Montrer que Q ne peut pas s’écrire comme une intersection dénombrable
d’ouverts de R.
(Indication : on pourra raisonner par 1’absurde et considérer w, = R\{g,} si Q =

{1, any---})-

Exercice 2 a) Soit F est un espace normé et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer
que si U'intérieur de F' est non-vide alors F' = F.

b) Montrer qu'un espace de Banach de dimension infinie ne possede pas de base
algébrique dénombrable. En déduire que I'espace des polynémes K[X] n’est complet pour
aucune norme.

¢) Soit T : E — FE une application linéaire et continue sur ’espace de Banach E. On
suppose que pour tout z € F il existe n = n(z) > 1 tel que Tz = 0. Montrer I'existence
d’un nombre entier positif k tel que T% = 0.

Exercice 3 Soit f € C*°(R) vérifiant
Vr e R, 3n € N tel que f(")(at) =0.
On pose, pour n € N
E, ={x €R; tel que f(")(x) =0} Q= UnZOEn et F=R\Q.

1) Montrer que sur toute composante connexe de 2 f est un polynéme.

2) Montrer que f n’a aucun point isolé.

3) Montrer que F = ).

(Supposer que F' # (), appliquer le Théoreme de Baire et obtenir une contradiction).
4) En déduire que f est un polynome.

Exercice 4 Le but de cet exercice est de montrer que I’ensemble des fonctions continues
sur [0, 1], qui ne sont dérivables nulle part, est dense dans (C([0, 1]), ||-|ls). En particulier,
il existe des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables.

(a) Pour n € N, posons

Un:{fEC([O,l]):‘v’me[071],sup g

y#T

J) - f(x)’ - n}

et F, = C([0,1]) \ U,,. Montrer que F,, est fermé dans C([0,1]).



(b) Le but de cette question est de montrer que chaque U, est dense dans C(]0, 1]).

(i) Justifier que I'ensemble des fonctions lipschitziennes est dense dans C([0, 1]).

(ii) Fixons maintenant € > 0, g une fonction lipschtizienne sur [0, 1] et notons

g(y) — g(x)
y—z |

C =sup
T#Y
Soit © une fonction continue affine par morceaux, de pente partout supérieure a
M et vérifiant ||O|c <&, ot M > n+ C. Posons enfin f = g+ 0. Montrer que
pour tout z € [0,1], il existe y € [0,1], y # z tel que
fly) — f(x)
Yy—

>n

(iii) En déduire que U, est dense dans C([0, 1]).
(c) Montrer que si f € Ny>1Uy, alors f n’est dérivable en aucun point de [0, 1].

(d) En déduire que ’ensemble des fonctions continues nulle part dérivables est dense dans

([0, 1]).

Remarque : ce résultat est un peu mystérieux car il affirme qu’il existe ”beaucoup”
de fonctions continues nulle part dérivables mais n’en exhibe aucune. Voici un exemple
explicite : la fonction ¢ : R — R dfinie par

—+o0 1
o(z) = Z on sin(4"x)
n=0
est continue sur [0, 1] (par convergence normale de la série). Elle est également nulle part
dérivable mais cela n’a rien d’évident! En admettant le fait que o est nulle part dérivable

et en utilisant le théoreme de Weierstrass, retrouver le résultat de I'exercice.

Exercice 5 Soit E,F,G des espaces normés. Soit U : F x F — G une application
bilinéaire.

(1) On suppose que U est séparément continue i.e.

Vax € E, Dapplication linéaire y — U(z,y) est continue de F' dans G; et

Yy € F, Tapplication linéaire x — U(x,y) est continue de E dans G.

Montrer que si E¥ ou F' est complet alors U est continue.

(2) Soit E = F = (}(N) muni de la norme |.|« et G = C.

Soit U : /}(N) x ¢}(N) — C définie par

U(a:,y) = anym ou z= (xn)m y= (yn)n € gl(N)
n>0

(a) Montrer que 'application bilinéaire U est bien définie et séparément continue .
(b) Montrer que U n’est pas continue. Expliquer.



Exercice 6 (Opérateur de Volterra.) Soit 1 < p < oo et ¢ son exposant conjugué. Pour

f € Lr([0,1]) = LP([0,1], dt), on pose

Vo f () = /0 " f(tydr.

(a) Montrer que V, € £(L9([0,1]), LP([0,1])) et ||V, || < 27V/P.

Indication : considérer le noyau K (z,y) = 1jg4(y)-
(b) Montrer que si f € L9([0,1]), alors V,,f € C([0,1]).

Exercice 7 (Matrice de Hilbert.) Pour = € £2(N*), on pose

oo

1

=1

Montrer que T' € L(£2(N*)) et ||T|| < 7.

Indication : on pourra utiliser le test de Schur avec la fonction w; =

noyau K (i,j) = %

1
\/277

i >1etle



UFR DE MATHEMATIQUES Master 1 Mention Mathématiques
UNIVERSITE LILLE 1 Analyse 2015/2016

M402, Analyse : Feuille No. 3
Banach—Steinhauss, graphe fermé et application ouverte.

Exercice 1 Soit x = (x,), une suite de complexes telle que la série Y x,y, converge pour
tout y = (yn)n € P, (1 < p < o0). 1l s’agit d’en déduire que x € £7 ol ¢ est I'exposant
conjugué de p.

1. Pour tout entier N on définit une forme linéaire Uy sur ¢P par

N
Un(y) = ey
n=0

Calculer la norme de Uy.

Indication: on pourra d’abord établir I’estimation

N i
[Un]l < (Z |$nq>

n=0

puis montrer que l'on a en fait égalité dans cette inegalité en considérant la suite

Y= (fo‘xo|q_2, ...,fN|.7}N|q_2, 0,0,...).

2. Conclure en déduisant du théoreme de Banach-Steinhaus que x € ¢4,

Exercice 2 Le but de cet exercice est d’établir I'existence de fonctions continues qui ne
coincident pas avec leur série de Fourier en un point donné.

Dans la suite on considére f une fonction continue 2w —périodique, on note f(n) son n-
RN . . o N r inc RN ;. .
ieme coefficient de Fourier, n € Z, et Sy f(x) =Y ;__x f(n)e'™* la N-ieme série partielle
de Fourier.

1. Rappeler que Sy f = f « Dy ou Dy est le noyau de Dirichlet et que

N . 1
. sin(N + 5)y
Dyl = Y e =2l
k=—N 2



2. On considere la forme linéaire Ly (f) = Sy f(0) sur 'espace des fonctions continues
muni de la norme ||.||oo. Montrer que

1 s
ILnll < 1Dwlly:= o [ [Dn(y)ldy
™ —T

puis que cette estimation est optimale en remarquant que Dy est de signe constant
par morceaux.

N+L1 .
3. Montrer que ||Dy||; > 2 fo( ta)m 4|SZZ“| du.

4. En déduire qu’il existe f continue 2r—périodique telle que

sup [Sn f(0)] = oo.
N>1

Exercice 3 On considere E = L'(T) I'espace des fonctions 27-périodiques et intégrables
sur [—m,7]. On note f(n) le n-iéme coefficient de Fourier de f € E (n € Z).

1. Montrer que ’application linéaire
T:E3 [~ (f(n)n € c(Z)
est continue et calculer ||T']| ;

2. Montrer que T est injective ;

3. Montrer que T n’est pas surjective. (Indication : Supposer le contraire, appliquer
une variante du théoreme de Papplication ouverte, penser au noyau de Dirichlet)

Exercice 4 Soient F et F' deux espaces de Banach, et G = £ (F') I'espace vectoriel des
suites bornées
T = (mn)neN> Ty € Fa

muni de la norme sup [|z||oo-
(1) Montrer que G est un espace de Banach.
(2) Soit (T3,) une suite d’applications linéaires continues de E dans F'telles que

sup(|[Tnz||F) < oo
n

pour tout x € E. On note U : E +— G, définie par U(z) = (T,2)nen. Montrer que le
graphe de U est fermé.

(3) En déduire que le théoréme de Banach-Steinhaus, dans le cas ol les deux espaces
FE et F sont des espaces de Banach, peut étre établi comme une conséquence du théoreme
du graphe fermé.



Exercice 5 (a) Soit X un espace de Banach. On suppose qu’il y a deux sous-espaces
linéaires fermés Y et Z dans X tels que tout x € X possede une unique représentation
rT=y+z avecy €Y et z € Z. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que si
r=y+z€X,avecy €Y et z € Z, alors ||y|| < Cllz|| et ||z]] < C|z]|.

(b)  Soit X un espace de Banach et P : X — X une application linéaire telle que
P? = P. On suppose que I'image de P et le noyau de P sont des sous-espaces fermés.
Montrer que P est continue.

Exercice 6 Soit E = C([0,1]), et ||.|| une norme sur E pour laquelle E est un Banach.
Supposons que, pour fy, f € E, ||fn — f|| = 0 implique f,,(¢t) — f(¢) pour tout ¢ € [0, 1].
Montrer que les normes ||.|| et ||.|| sont équivalentes.

Exercice 7 (Universalité de ¢/!(N).) Soit X un espace de Banach séparable. Montrer
qu’il existe une surjection linéaire continue de ¢! (N) sur X.

Indication : remarquer que Bx, la boule unité fermée de X, est séparable et considérer
une suite (z,,)n>0 dense dans By. Pour a = (a,)n>0 € £1(N), on définit alors

T(a) = i QT
n=0

Vérifier que T : £'(N) — X est linéaire et continue; montrer que Bx C T(Bpy)) et
conclure.

Exercice 8 (Théoreme d’extension de Tietze.) Si F' est un espace métrique, on notera
Cy(F') Despace vectoriel des fonctions continues et bornées sur F', muni de la norme || - ||o-
On rappelle que c’est un espace de Banach. Soit (E,d) un espace métrique et C' un
fermé de E. Le but de I'exercice est de montrer le résultat suivant, connu sous le nom de
théoréeme d’extension de Tietze :

pour toute fonction f:C — R continue et bornée, il existe une fonction ]7: EF—R
continue et bornée telle que fic = f

Considérons pour cela T : Cy(E) — Cy(C) Popérateur de restriction défini par T'(p) =
Q|-
(a) Vérifier que T est linéaire, continue et | 7| < 1.
(b) Soit f: C — [—1,1] continue.
(i) Construire une fonction continue f* : E — [0, 1] telle que
(@) 0 sizeCet f(xr)<1/3
€Tr) =
1 sizeCet flx)>2/3.
Indication : on pourra considérer Cy = {x € C: f(z) < 1/3} et C1 ={z € C:
f(x) > 2/3}, puis poser

d(a:,Co)
(:Cv CO) + d(ajv Cl) '

e =



(ii) De méme, construire une fonction continue f~ : E — [0, 1] telle que

(@) = 0 sizeCet f(x)>-1/3
7= sizeCet flz)<—2/3.

(iii) En posant g = f+ — f~, vérifier que g : E — [—1,1] est continue et vérifie
lg(z) — f(z)| <2/3, Vxel.

(c) Conclure que T est surjectif, en utilisant le critéere de surjectivité des applications
linéaires continues vu en cours.
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Théoréeme de Hahn-Banach et applications. Dualité

Exercice 1 (a) Soit E un espace de Banach et M un sous-espace fermé. Montrer que
E/M est un espace de Banach.

(b) Soit M un sous-espace fermé de I'espace normé E. On suppose que M et E/M
sont complets. Montrer que E est complet.

Exercice 2 (Base de Hamel et forme linéaire discontinue).

Un sous-ensemble B d'un espace vectoriel E est appelé base algébrique (ou base de
Hamel) si tout vecteur z € F peut étre exprimé de fagon unique comme une combinaison
linéaire finie de certains éléments de B :

n
Tr = Z QT
k=1

pour certains scalaires non nuls a; € K et vecteurs z; € B. On dit qu'un sous-ensemble
B de FE est linéairement indépendant si tout sous-ensemble fini de B est linéairement
indépendant dans le sens habituel. Enfin B engendre E si Vect(B) = E, ol

Vect(B) = {ZL‘ = Zak:ﬁk cap €K,z € B,n e N} )
k=1

(a) Montrer que B est une base de Hamel si et seulement si B est un sous-ensemble
linéairement indépendant maximal (au sens de l'inclusion).

(b) Montrer que B est une base de Hamel si et seulement si B est un un sous-ensemble
linéairement indépendant qui engendre F.

(¢) Montrer que si B’ est un systeme linéairement indépendant, alors il existe une base de
Hamel B telle que B’ C B.

Indication : utiliser le lemme de Zorn.
(d) En déduire que tout espace vectoriel E admet une base de Hamel.

(e) Montrer que toute base de Hamel d’un espace de Banach de dimension infinie est
nécessairement non dénombrable.

Indication : utiliser le théoréme de Baire.



(f) Montrer que sur tout espace vectoriel E de dimension infinie, il existe une forme
linéaire discontinue.

(g) Montrer que tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E admet un supplémentaire
algébrique G, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel G tel que

FNG={0} et F+G=E.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel, n € N, f : E +— C une fonctionnelle linéaire,
et p1, -+ ,pn : E — Ry des seminormes telles que |f(z)] < >7_, pr(z) pour chaque
xz € E. Démontrer qu'il existent fi,---, f, : E — C linéaires telles que f = > fi et
|fx(z)| < pr(x) pour tous k et .

Exercice 4 (Systeme biorthogonal) Soit {z1, -+ ,x,} C E un ensemble linéairement
indépendant dans un espace vectoriel normé FE. Alors il existe fi,---,fn, € E* telles
que fi(zj) = d;;. Montrer que chaque z € lin{x; : 1 <i < n} s’écrit =Y ;" | fi(x)x;.

Exercice 5 Soit T' : E + F linéaire, ou FE et F sont des Banach. Montrer que T est
continue si et seulement si pour tout y* € F* on ait y* o T € E*.

Exercice 6 (Limite de Banach). Soit S l'opérateur de translation sur 'espace E =
(N, R), défini par Sz(n) = z(n+ 1) si z = (2(1),2(2),...) € E. On considere

1
M—{fceE: 1imx( )+ ta(n) existe}
n n

et on note Lo(x) cette limite si z € M.

a) Montrer que Lo se prolonge en une forme linéaire L sur E telle que ||L| = 1.

b) Montrer que L(Sz) = L(x) pour tout x € F (commencer par remarquer que y =
x — Sz e M).

¢) Montrer que si x € E vérifie z,, > 0 pour tout n, alors L(z) > 0.

d) Montrer alors que liminf,, . 2(n) < L(z) < limsup,,_,., z(n). En déduire que L
est une extension de la limite classique d’une suite convergente.

e) Calculer L(a) pour la suite a = (0,1,0,1,---). Calculer L(b) si b est une suite
périodique.

(f) Montrer qu’il n’existe pas une application f : F +— R qui est additive, multiplica-
tive, invariante par translation et qui est une extension de la limite classique d’une suite
convergente.

Exercice 7 Montrer que ¢y >~ {1, {] ~ l et £ ~ £, pour 1 < p < o0, ;1) + % =1.

Exercice 8 Soit £ = (™ et c¢ le sous-espace constitué des suites complexes convergentes,
munis de la norme ||.|sc-

a) Montrer que f définie sur ¢ par f(z) = limz,, est une forme linéaire continue sur ¢
et calculer sa norme.

b) En utilisant le théoréeme de Hahn-Banach, montrer alors que ¢; n’est pas réflexif,
c’est-a-dire, (£°)* o (1,



Exercice 9 (a) Montrer que chaque forme linéaire et continue sur ¢y admet une extension
unique a fso.

(b) Soit G C 41, G ={x €1 : 21 =23 = x5 = --- = 0}. Montrer que chaque forme
linéaire et continue non nulle sur g a une infinité d’extensions Hahn-Banach.

(c) Soit E un espace vectoriel normé et soit M un sous-espace vectoriel de E. On
suppose que f : M — C admet deux extensions Hahn-Banach distinctes g,h : E — C.
Montrer que f admet une infinité d’extensions Hahn-Banach. (Indication: Montrer que
I’ensemble d’extensions Hahn-Banach de f est convexe dans X*.)

Exercice 10 Soit f, f1,-- -, fn des formes linéaires sur un espace vectoriel E, f # 0.
(a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. il existe @ = (a1, -+ ,ay) € C"\ {0} tel que f =D} anfr;
2. il existe une constante C' > 0 telle que |f(x)| < C maxy | fx(x)| pour tout = € F ;
3. NMp_ ker(fi) C ker(f).

(b)  On pose ¢(z) = (fi(z),---, fu(z)). On suppose (3). Montrer que l'on peut
définir une forme linéaire sur F' = ¢(FE) par g(¢(z)) = f(z). Retrouver I'implication (3)
implique (1) en utilisant un prolongement de g.

(c)  Soit g1, - gm fonctionnelles linéaires sur un evn X tel que N}*, ker(gx) = {0}.
Montrer que X* = lin{g;,--- ,gm} (sans utiliser (a)).

(d)  Avec les notations précédentes, soit M = N}'_, ker(f;). On suppose de nouveau
que M C ker(f). Montrer que les fonctionnelles linéaires h et hj, 1 < j < n, h([z]) = f(x)
et hj([z]) = fj(x), [z] € E/M, sont bien définies sur E/M. Retrouver I'implication (3)
implique (1).

Exercice 11 Soit 1 < p < oc.

(a) Soit F' = {x = () € lp: > pe g @y = 0}. Montrer que F' est un sous-espace dense
dans £p.

(b) (Question bonus) Soit (a,) une suite de scalaires telle que > 7 |a,| # 0. Trouver
une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-espace G = {z = (x,) € ¢, :
Yooy anZy = 0} soit dense dans £,,.

Exercice 12 (L'(R™) n’est pas le dual de L>(RT)).

(a) Vérifier que si g € L*(RT) et si

+oo
By(f) = /0 fhgtydt,  fe I®R"),

alors @ € (L(R"))* et [B,)] = 9]z

Ainsi,

D Ll(R+) — L>®(R")
g — @



est linéaire et isométrique. Nous voudrions montrer dans la suite que ® n’est pas
surjective.

(b) Soit V le sous-espace vectoriel de L>°(R™) défini par
V ={f:R" — R continue et telle que f admet une limite en +oo}.
(i) Montrer quil existe ® € (L>®(R™))* telle que

O(f)= lim f(z), feW

T——+00

(ii) Supposons qu'il existe g € L'(R") telle que P = ®,. Montrer que pour toute
fonction f continue a support compact, on a

+oo
/O F(D)g(t) dt = 0.

(iii) En déduire que g = 0 presque partout, puis conclure.

Exercice 13 (Supplémentaire topologique). Soit E un espace de Banach et F' un sous-
espace vectoriel fermé de E. On dit que F admet un supplémentaire topologique s’il existe
un sous-espace vectoriel fermé G tel que E = F@G (c’est-a-dire FNG = {0} et E = F+G).

(a) Montrer que F admet un supplémentaire topologique si et seulement s’il existe une
projection continue p (c’est-a-dire p € L(E), p? = p) telle que Imp = F.

(b) Soit E un espace de Banach. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie, alors ' admet un supplémentaire topologique.

(c) Soit E un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de E tel que dim(E/F) <
00. Montrer que F' admet un supplémentaire topologique.
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Espaces L? et convolution.

Le triplet (X, 7, ) désignera un espace mesuré, avec X un ensemble non vide, 7 une
tribu sur X et p une mesure (positive) sur 'espace mesurable (X, 7). Pour 1 < p < +o0,
on note LP(u) = LP(X, T, ).

Exercice 1 (a) Soit f € L'(u). Supposons que, pour tout A € 7, on a

/ fdu=0.
A

Montrer que f =0 p.p.
(b) Soit 1 <p < +oo et A € 7. On pose

F={felLP(u):f=0p.p. sur A}.

Soit (fp)n une suite d’éléments de F' qui converge vers f dans LP(u).

(i) Soit g 'exposant conjugué de p. Montrer que pour tout g € L(u), on a

lim /fngdu:/ fgdp.

(ii) En déduire que f =0 p.p. sur A.
Indication : on considére Q4 = {x € X : f(z) > Op.p.fet Q- = {z € X :
f(x) <0 p.p}etsip>1, onposeg=|fP"xana, — |[fF " xana_-

(iii) Conclure.

Exercice 2 Dans cet exercice, on considére X = R, 7 = B(R) la tribu borélienne et u = A
la mesure de Lebesgue sur R. Soit 1 < p < +o00 et

C={felP(N):f>0pp.}.

On veut montrer que C est d’intérieur vide pour p < oo et d’intérieur non vide pour p = co.

(a) On suppose dans cette question que p < oo et soit f € C' et € > 0. Pour n > 0, posons
A, ={teR:0< f(t) <n}.

(i) Montrer qu'’il existe n > 0 tel que A(A,) > 0. Posons alors A = A,,. Fixons

m > ("Tﬂ)p.



(i) Montrer qu'il existe i € Z tel que A(A N [-£, ZL[) > 0. On pose alors B =

m’

AN[L, =l
(iii) Soit g(x) = f(x) si x € B¢ et g(x) = —1 si x € B. Vérifier que ||f — g, < € et
g¢C.

(iv) Conclure.

(b) On suppose dans cette question que p = co. Montrer que f = xg est dans I'intérieur
de C.

Exercice 3 On suppose dans cet exercice que u est une mesure finie sur un espace mesu-
rable (X, 7) et on considére f : X — R une fonction mesurable. Pour chaque n € N, on
pose
Ay ={ze X :|f(x)|>n} et By={zeX :n<|f(z)|<n+1}.

Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est intégrable;

(ii) la série ), nu(By,) converge;
(iii) la série >, u(A,) converge.

Exercice 4 Pour n € N, calculer

“+o0o n
/ x dx.
0 et —1

Indication : on pourra commencer par les casn =0et n = 1.

Exercice 5 [Inégalité de Jensen]

(a) Soit g une mesure positive sur (X, 7) telle que p(X) = 1. Soit f € L'(p) une fonction
a valeurs réelles et supposons que pour tout z € X, on a a < f(z) < b. Soit ¢ une
fonction convexe sur Ja, b[. Montrer que

w(/xfdu)S/XsOOfdu-

(b) En déduire que, pour tous nombres réels positifs yi,y2, ..., yn, 0N a

n 1/n 1 n
(H yz> <D i
=1 =1
Exercice 6 Soit f € L'(u) et pour n € N, posons

anlt) = {If(t) s ()] <n

n si |[f(E)] > n.

(a) Montrer que la suite (g, ), est croissante et converge ponctuellement vers | f|.



(b) Montrer pour tout & > 0, il existe § > 0 tel que
(Eer, uE)<9) :>/ |f|dp < e.
E

Exercice 7 Soit (X, 7, ) un espace mesuré et soit py,pa € [1,00[ avec p1 < po.
(a) Montrer que pour tout p € [p1,p2], si f € LP'(u) N LP2(u), alors f € LP(u) et on a

LIS < I 111507,

out € [0,1] est tel que p = tp1 + (1 — t)p2.
(b) Supposons p; =1 et ps =2 et f € L*(u) N L?*(p). Montrer que

li = £l
i, 1 llp = 1l £l

Exercice 8 (a) Soient p,q,r > 1 tels que % =
g € L), alors fg € L™ (1) et

%4— %. Montrer que si f € LP(u) et

1Fgll- < I £1lpllgllq-

(b) Soit f: X — R une fonction mesurable. Pour p € [1, +o0[, on pose

o(p) = /X fPdu et Dy={pe [l +ool:0< p(p) < +00}.

Montrer que Dy est un intervalle (éventuellement vide).

(c) Montrer que 'application ¢ : Dy — R définie par ¢(p) = In(¢(p)) est une fonction
convexe.

(d) Montrer que pour tout g € [1,400[, on a

LipynL®wc () LP(w),
q<p<+oco

et que pour toute fonction f € L% (u) N L*(u), on a
il = 17l

Exercice 9 Soit 1 < p < 4o00.
(a) Montrer que, pour tous a, 8 € C, on a
o= B < 227 (jaf” + |BI7).
(b) Soit (fn)n une suite de fonctions dans LP(u) et f € LP(u) telles que

lm fu(e) = f@) p-pp et Tm [[fully=1f]h

n—+o00

Montrer que (fy), converge vers f dans LP(u).
Indication : on pourra utiliser (a) et le lemme de Fatou.



(c) Montrer que le résultat de (b) est faux pour p = 4o0.

Exercice 10 Soit 1 < p < oo, X =|0,+oco[ muni de la tribu des boréliens et p = dt
la mesure de Lebesgue sur X. Le but de U'exercice est I’étude de I'application linéaire T'
définie par

(@) =5 [ S@d 5 >0.5 € 220+
T Jo
(a) Supposons dans cette question que f € C.(]0,+00]) et est positive. Notons F(z) =
T(f)(z). Montrer que
(i) li_r% oFP(x) =0; (i) lim xFP(z)=0; (iii) F(z)+2F' () = f(x).

T—+00

(b) Montrer I'inégalité de Hardy : pour toute fonction f € LP(]0,4o0[), on a
p
75l < =21

(c) Montrer qu'il y a égalité dans (b) si et seulement si f =0 p.p.
(d) Démontrer que dans (b), p/(p — 1) est la meilleure constante.
(e) Montrer que si f >0 et f € L', alors T'(f) ¢ L'.

Exercice 11 Calculer f % g pour les fonctions suivantes :
(&) f=X|-11) €t 9= X[-q,q) aVec a < 1.
(b) f(z) = exp(az)X(0,+00(T) €t g(z) = exp(B)X[0,+00(7), avec a, B € R.

Exercice 12 Soit a > 0. Pour x € R, posons

(a) Montrer que

400 +o0 oo
Go(z)de =1, / 2Go(z)dz =0, / %Gy (2) dx = a.
— 00 —00 -0
(b) Montrer que pour tout o, f > 0, on a G4 * Gg = Gaq .
2
Indication : on pourra utiliser 1'identité % + % = % (y — mx) + T
Exercice 13 Pour n > 1, on définit ¢, : R — C par

1
bn(t) = — (1 =), si[t| <1 et ¢,(t) =0, si[t| > 1,
Qp
avec

1
ap = / (1— )" dt.
~1

(a) Montrer que la suite (¢y,), est une approximation de l'identité.

(b) Soit f € C(R) vérifiant f(z) =0siz ¢ I, ou I = [-1/2,1/2]. Montrer que ¢, * f est
un polynéme sur I.

(¢) En déduire le théoréme de Weiestrass : toute fonction continue sur un compact de R
est limite uniforme d’une suite de polynoémes.
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Exercice 1 (Complété d’un e.v.n.) Soit X un espace vectoriel normé. Le but de
'exercice est de montrer qu’il existe un espace de Banach X, appelé complété de X,
avec la propriété suivante : il existe une application linéaire 7 : X — X isométrique
et d’image dense.
(a) On considére X l'ensemble de toutes les suites de Cauchy de X. On définit sur
X la relation suivante
(Zn)n ~ (Yn)n si lim (z, —y,) = 0.

n—-+o0o

(i) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur X.

(i) Justifier que si (z,), € X, alors lim,_, o ||z, existe, et que si X deésigne
I'espace quotient X := X/ ~, on peut poser

l@allo = lim [l

ou [(z,)s] désigne la classe d’équivalence de (z,), dans X.

(iii) Veérifier que | - [|o est une norme sur X et que (X, || - ||o) est complet.
(b) On définit
1 X — X
r — [z],

ou [z] désigne la classe des suites qui convergent vers z.
(i) Vérifier que i est linéaire et isométrique.
(ii) Montrer que I'image de i est dense dans X.
(¢) Montrer que X est unique 4 un isomorphisme isométrique prés, c’est-a-dire que

si Y est un autre complété de X, alors il existe un isomorphisme isométrique
T:X —Y.

Exercice 2 Soit (K, d) un espace métrique compact et a un point fixé de E. Soit
A une sous-algebre de C'(K,R) vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour tout x1,x9 € K, 1 # x9, il existe f € A tel que f(x1) # f(xa);
(ii) pour toute f € A, f(a) =0.



Montrer que I'adhérence de A est égale a
A= {f € C(KR): f(a) = 0},

Exercice 3 1. On considére ¢! lespace des suites complexes © = (x,),>0 telles

que
o
e = |za| < o0,
n=0

et £*° D'espace des suites complexes bornées que ’'on munit de la norme sup.
Pour chaque élément u = (uy,),>0 € £*°, on définit Papplication ¢, : ! — C

par
oo
(pu(?}) = Zunvm v = (Un)nzo € gl.
n=0
(a) Montrer que ¢, est linéaire, continue et vérifier que ||@,| = ||u/|co-

(b) Soit maintenant T : (> — (¢})* définie par T'(u) = ¢,. Montrer que T'
est un isomorphisme isométrique de ¢ sur (¢!)*. Dans la suite, on notera
pour u € £ et v € L1, (v,u) = p,(v).

2. Soient X un espace vectoriel normé et (x,,), une suite de X. On dit que (z,),
converge faiblement vers 0 si pour toute forme linéaire ¢ : X — C continue,
on a

lim ¢(z,) =0.

n—-+0oo

Veérifier que si (z,), tend vers 0 dans X (au sens de la norme), alors (x,),
converge faiblement vers 0. Le but de I’exercice est de montrer que la réciproque
est vraie dans /.

3. On note B la boule unité fermée de ¢ et pour =,y € B, on pose

S — |xn_yn|
d =) omn_1n Inl

a) Montrer que d est une distance sur B.
Montrer que d est une dist B
(b) Montrer que la convergence dans I’espace métrique (B, d) est équivalente

a la convergence simple, c’est-a-dire que y® = (ygﬂ))nzo converge vers

Y = (Yn)n>o dans (B, d) si et seulement si pour tout n > 0,
lim y{* = y,.
k—o0

(c) Montrer que l'espace (B, d) est complet.



4. Soit ()40 une suite d’éléments de ' qui converge faiblement vers 0.

(a) Remarquer que pour tout entier n, on a

lim z(¥) = 0.
k—o0

(b) On fixe £ > 0 et on considére, pour n > 0, 'ensemble
Fo={ye B:|a"y)| <e, Vk >n}.

Montrer que F), est un fermé de (B, d) et que

E:UFn.

n>0

(c¢) En déduire qu'il existe un entier ng tel que F,, est d’intérieur non vide.

(d) Enremarquant que F,, est convexe et symétrique par rapport a 0, montrer
quil existe 0 > 0 tel que B(0,6) C F,,. En déduire qu'il existe un entier
Ny tel que pour tout b € B vérifiant b, = 0 pour n < Ny, on a b € F,,.

e n déduire que pour tout k£ > ng, on a
(e) En déduire que p k > no,
No
lz®] <> 12| +e.
n=0

(f) Conclure finalement que (z*)); converge fortement vers 0 dans ¢*.
Exercice 4 Soit F = C([0, 7], R) muni de la norme infinie

[flloe = sup [F@)]-

tel0,m

On fixe ¢ € E et on considére 7' : E — R définie par

T(f) = / fetydt,  feE.

(a) Montrer que T" est une application linéaire et continue.
(b) On suppose dans cette question que pour tout ¢ € [0, 7], ¢(t) > 0. Calculer ||T]].
(¢) On suppose maintenant que ¢(t) = cos(t), t € [0, x]. Calculer ||T|.
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Master 1 mathématiques

Université Analyse
de Lille .

It TicERoLoaIEE Devoir surveillé du 4 novembre 2016

Durée : 2 heures

Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 4 exercices indépendants
qui pourront &tre traités dans 'ordre de votre choix. Une attention particuliére
devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1 On rappelle que ¢ est 'espace des suites complexes qui convergent vers
0 et ¢ muni de la norme

”:E”OO = sup ’mnla L = (mn)nzl € Co,
n>1

est un espace de Banach. Soit a = (ap)n>1 une suite de nombres complexes. On
suppose que a vérifie la propriété suivante : pour toute suite x = (z5)n>1 € Co, la
série ) anT, est convergente.

(1) Pour tout N > 1, on définit une forme linéaire ®p : ¢cg — C par

N
On(z) = Z Uy Ty
n=1

Montrer que ®x est continue et calculer ||®y||.
(2) Montrer que a € £*.

Exercice 2 Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés. On désigne par 7' une
application linéaire de E dans F' et par S une application linéaire injective de F'
dans G. On suppose que ST et S sont continues.

Dans les questions (1) et (2) ci-dessous (qui sont indépendantes) on ajoute des
hypothéses supplémentaires qui suffisent & assurer, dans les deux cas, la continuité
de T

(1) On suppose que les espaces F et F' sont complets. Montrer que 7" est continue.

1



(2) On suppose que F' et G sont complets et que S(F') est un fermé de G. Montrer
que T est continue.

Exercice 3 Soit R[X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels. Montrer
qu’il n’existe pas sur R[X] de norme pour laquelle cet espace est un espace de Banach.

Indication : on pourra raisonner par ’absurde et introduire les sous-espaces F,
des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.

Exercice 4 Soient £ = C([0,1],R) Pespace vectoriel des fonctions continues sur
[0,1] & valeurs réelles et F' I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, +o0]
admettant une limite finie en +co. On munit ces deux espaces de la norme de la
convergence uniforme

Il fllz = sel[lor)nlf(x)[, (feE) et |gllr= sup |g(=)|, (g€ F).

z€[0,00(

On rappelle que F et F' munis de ces normes sont des espaces de Banach.

(1) Montrer que V'application © : E — F définie par O(f)(z) = f(e™®) est un
isomorphisme isométrique de F sur F (c’est-a-dire une application linéaire, iso-
métrique et bijective).

(2) Montrer que si Fy est un sous-espace fermé de E, alors ©(FEy) est fermée dans
F.

(3) En déduire que pour tout sous-espace £ de E (non nécessairement fermé), on

a O(E1) = O(E)).

(4) Soit e,(z) = e ™, n € N et A le sous-espace vectoriel de F' engendré par les ey,
n > 0. Montrer que A est dense dans F'.
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