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Rappels–Espaces de fonctions continues–Séparabilité.

Exercice 0 Donner un exemple d’un espace métrique où l’adhérence d’une certaine boule
ouverte B(x, r) n’est pas la boule fermée de centre x et de rayon r.

Exercice 1 Soit (E, d) un espace métrique et (xn)n une suite dans E.
(1) Montrer que si (xn)n est de Cauchy alors il existe une sous-suite (yk)k = (xnk

)k telle
que

∑
k d(yk+1, yk) <∞.

(2) Montrer que si (xn)n est de Cauchy alors elle converge si et seulement si elle admet
une sous-suite convergente.
(3) En déduire que (E, d) est complet si et seulement si toute suite (xn)n de E telle que∑

n d(xn+1, xn) <∞, converge.
(4) Montrer que si (E, d) un espace métrique compact alors il est complet.

Exercice 2 Soit (E, ‖ · ‖) un espace normé.
(1) Montrer que si x ∈ E, alors

‖x‖ = inf{t > 0; x ∈ tB(0, 1)}.
(2) Notons B = B(0, 1). Montrer que B possède les propriétés suivantes:

(i) Si x, y ∈ B et |λ|+ |µ| ≤ 1 alors λx+ µy ∈ B;
(ii) si x ∈ B alors ∃ε > 0 tel que x+ εB ⊂ B;
(iii) pour x ∈ E, x 6= 0 ∃λ, µ 6= 0 tel que λx ∈ B et µx /∈ B.

Exercice 3 Montrer que pour tout entier n ≥ 1, il existe αn > 0 tel que pour tout
t ∈ [0, 1] et pour tout polynôme P de degré plus petit ou égal à n, on a

|P (t)| ≤ αn
∫ 1

0
|P (x)|dx.

Exercice 4 (1) Montrer qu’un espace normé est complet si et seulement si toute série
absolument convergente est convergente.
(2) Soit E = C([−1, 1]), l’espace des fonctions continues sur [−1, 1], muni de la norme ‖.‖1
(i.e ‖f‖1 =

∫ 1
−1 |f(t)|dt, f ∈ E). Soit

fn(t) =





0 si t ∈ [−1, 0]
nt si t ∈ [0, 1n ]
1 si t ∈ [ 1n , 1]

(i) Montrer que (fn)n∈N∗ est de Cauchy dans E. Est-elle convergente dans E?
(ii) On considère la série de terme général gn = fn+1 − fn.
Montrer que

∑+∞
n=1 ‖gn‖1 <∞, mais que la série

∑+∞
n=1 gn ne converge pas dans E.
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Exercice 5 Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace de E. Notons par E/M
l’espace quotient et pour x ∈ E/M , on définit N(x) = d(x,M) := inf{‖x− y‖; y ∈M}.
(1) (a) Montrer que N(x) = inf{‖z‖; z ∈ x}.

(b) Montrer que N(.) est une semi-norme sur E/M et calculer son noyau.
(c) Montrer que N(.) est une norme sur E/M si et seulement si M est fermé.

(2) On suppose que M est fermé. Montrer que si E est complet alors E/M est complet.
(3) Montrer que si M et E/M sont complets alors E est complet.

Exercice 6 Soit α = (αn)n une suite de nombres strictement positifs et 1 ≤ p <∞. On
note

`pα =
{
x = (xn)n; xn ∈ C et telle que

∞∑

n=1

αn|xn|p <∞
}
,

`∞α =
{
x = (xn)n; xn ∈ C et telle que sup

n≥1
(αn|xn|) <∞

}
.

`pα et `∞α sont munis des normes respectives, ‖x‖p,α = (
∑∞

n=1 αn|xn|p)
1
p et ‖x‖∞,α =

supn≥1(αn|xn|).
(1) Montrer que `pα et `∞α sont des espaces de Banach.
(2) On choisit αn = 1, ∀n ≥ 1. Montrer que si 1 ≤ p < q ≤ ∞ alors `p1 ⊂ `q1, avec inclusion
stricte et ‖x‖q,1 ≤ ‖x‖p,1, ∀x ∈ `p1.
(3) Soit c0,α = {x = (xn)n; xn ∈ C et telle que limn→∞ αnxn = 0}. Montrer que c0,α
muni de la norme ‖x‖∞,α est un espace de Banach.

Exercice 7 (1) Soit ϕ : [0, 1]→ R une fonction continue strictement monotone.
Montrer que l’ensemble A = {P (ϕ); P polynôme} est dense dans C([0, 1]).
(on pourra utiliser le Théorème de Stone-Weierstrass).
(2) En déduire que l’ensemble B = {f : [0, 1] → R; f(x) =

∑n
k=0 ak sink(x), ak ∈ R} est

dense dans C([0, 1]).
(3) Soit C la sous-algèbre engendrée par {f0, f2} où f0(x) = 1 et f2(x) = x2.

(a) Montrer que C est dense dans C([0, 1]).
(b) Montrer que C n’est pas dense dans C([−1, 1]).

Exercice 8 Soit f, g ∈ C([0, 1]).
(1) Montrer que

∀n ∈ N,
∫ 1

0
xnf(x)dx =

∫ 1

0
xng(x)dx ⇐⇒ f = g.

(2) Soit f : [0,+∞[ une fonction continue bornée.
(a) Montrer qu’il existe une fonction g ∈ C([0, 1]) telle que

∫ +∞

0
f(x) exp(−nx)dx =

∫ 1

0
tn−2g(t)dt, ∀n ≥ 2.

(b) En déduire que si ∀n ≥ 2,
∫ +∞
0 f(x) exp(−nx)dx = 0 alors f = 0.
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Exercice 9 Soit f une fonction continue sur un intervale I non borné de R. Montrer que
f est limite uniforme d’une suite de polynômes sur I si et seulement si f est un polynôme.

Exercice 10 Soit f :]0, 1[→ R une fonction continue. Montrer que f est une limite
uniforme de polynôme sur ]0, 1[ si et seulement si f admet une extension continue sur
[0, 1].

Exercice 11 (Polynômes de Bernstein)
Pour n ∈ N et k ∈ {0, 1, . . . , n}, on pose

Bn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k,

où
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! est le coefficient binomial.

(a) Calculer
n∑

k=0

Bn,k(x),
n∑

k=0

kBn,k(x) et
n∑

k=0

k2Bn,k(x).

(b) En déduire que
n∑

k=0

(k − nx)2Bn,k(x) = nx(1− x).

(c) Soit α > 0 et x ∈ [0, 1]. On pose

A = {k ∈ J0, nK :

∣∣∣∣
k

n
− x
∣∣∣∣ ≥ α}.

Montrer que ∑

k∈A
Bn,k(x) ≤ 1

4nα2
.

(d) Soit f : [0, 1] −→ R continue. On pose

Pnf(x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Bn,k(x).

Montrer que (fn)n converge uniformément vers f sur [0, 1].
(e) Retrouver le théorème de Weierstrass : si −∞ < a < b < +∞ et si f ∈ C([a, b)], il

existe une suite de polynômes (Pn)n qui converge uniformément vers f sur [a, b].

Exercice 12 Soit (K, d) un espace métrique compact et A l’ensemble des fonctions lips-
chitziennes de X à valeurs dans R.

(a) Montrer en utilisant le théorème de Stone–Weierstrass que A est dense dans
C(K,R).

(b) Pour f ∈ C(K,R) et λ > 0, notons

fλ(x) = inf
y∈K
{f(y) + λd(x, y)} .
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Montrer que fλ est λ–lipschitzienne sur K.
(c) Montrer que

lim
λ→+∞

‖fλ − f‖∞ = 0,

et retrouver le résultat du (a).

Exercice 13 On note T le cercle unit du plan complexe.
(a) Montrer que Lin(zn : n ∈ Z) est dense dans C(T,C).
(b) Montrer que si f : R −→ C est continue et 2π–périodique, alors f est limite

uniforme de polynômes trigonométriques.

Exercice 14 Montrer que tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Exercice 15 Soit E un K espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit (xn)n un suite de
vecteurs de E et notons F le sous-espace vectoriel engendré par (xn)n. Supposons que F
est dense dans E. Montrons alors que E est séparable.

Exercice 16 Montrer que si (E, d) est un espace métrique séparable et si F ⊂ E, alors
(F, d) est aussi séparable.

Exercice 17 (Fonctions Höldériennes)
Pour α > 0, notons par Eα l’ensemble des fonctions Höldériennes.

Eα =
{
f : [0, 1]→ C; telles que il existe C ≥ 0; |f(x)−f(y)| ≤ C|x−y|α ∀x, y ∈ [0, 1]

}
.

la constante C dépend de f .
(1) Pour f ∈ Eα notons par Cα(f) la borne inférieure de l’ensemble des nombres C.

(a) Montrer que

∀x, y ∈ [0, 1] |f(x)− f(y)| ≤ Cα(f)|x− y|α.

(b) Montrer que l’application f 7→ Cα(f) est une semi-norme sur Eα. Calculer son
noyau.

(c) Montrer que Eα est un sous-espace vectoriel de C[0, 1].
(2) Décrire Eα pour α > 1.

Dans la suite on suppose que α ∈]0, 1].
(3) Soit 0 < β < α ≤ 1. Montrer que C1([0, 1]) ⊂ Eα ⊂ Eβ ⊂ C([0, 1]).
Montrer que ce sont des inclusions strictes.
(4) Pour f ∈ Eα, posons Nα(f) = |f(0)|+ Cα(f).
Montrer que Nα(.) est une norme sur Eα, vérifiant ‖f‖∞ ≤ Nα(f) pour tout f ∈ Eα.
Montrer que Eα est complet pour cette norme.
(5) Montrer que la boule unité de Eα est relativement compacte dans C[0, 1].
(On pourra utiliser le Théorème d’Ascoli).

Exercice 18 Soit f ∈ C([0,+∞[) et fn(x) = f(xn), n ≥ 1 et x ∈ [0,+∞[. Montrer que
l’ensemble H = {f1, f2...} est équicontinu en x = 1 si et seulement si f est constante.
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Théorème de Baire et continuité d’applications linéaires.

Exercice 1 Montrer que Q ne peut pas s’écrire comme une intersection dénombrable
d’ouverts de R.

(Indication : on pourra raisonner par l’absurde et considérer ωn = R\{qn} si Q =
{q1, . . . , qn, . . .}).

Exercice 2 a) Soit E est un espace normé et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer
que si l’intérieur de F est non-vide alors F = E.

b) Montrer qu’un espace de Banach de dimension infinie ne possède pas de base
algébrique dénombrable. En déduire que l’espace des polynômes K[X] n’est complet pour
aucune norme.

c) Soit T : E 7→ E une application linéaire et continue sur l’espace de Banach E. On
suppose que pour tout x ∈ E il existe n = n(x) ≥ 1 tel que Tnx = 0. Montrer l’existence
d’un nombre entier positif k tel que T k = 0.

Exercice 3 Soit f ∈ C∞(R) vérifiant

∀x ∈ R, ∃n ∈ N tel que f (n)(x) = 0.

On pose, pour n ∈ N

En = {x ∈ R; tel que f (n)(x) = 0}; Ω = ∪n≥0E̊n et F = R \ Ω.

1) Montrer que sur toute composante connexe de Ω f est un polynôme.
2) Montrer que f n’a aucun point isolé.
3) Montrer que F = ∅.
(Supposer que F 6= ∅, appliquer le Théorème de Baire et obtenir une contradiction).
4) En déduire que f est un polynôme.

Exercice 4 Le but de cet exercice est de montrer que l’ensemble des fonctions continues
sur [0, 1], qui ne sont dérivables nulle part, est dense dans (C([0, 1]), ‖·‖∞). En particulier,
il existe des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables.

(a) Pour n ∈ N, posons

Un =

{
f ∈ C([0, 1]) : ∀x ∈ [0, 1], sup

y 6=x

∣∣∣∣
f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ > n

}
,

et Fn = C([0, 1]) \ Un. Montrer que Fn est fermé dans C([0, 1]).
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(b) Le but de cette question est de montrer que chaque Un est dense dans C([0, 1]).

(i) Justifier que l’ensemble des fonctions lipschitziennes est dense dans C([0, 1]).

(ii) Fixons maintenant ε > 0, g une fonction lipschtizienne sur [0, 1] et notons

C = sup
x 6=y

∣∣∣∣
g(y)− g(x)

y − x

∣∣∣∣ .

Soit Θ une fonction continue affine par morceaux, de pente partout supérieure à
M et vérifiant ‖Θ‖∞ ≤ ε, où M > n+C. Posons enfin f = g + Θ. Montrer que
pour tout x ∈ [0, 1], il existe y ∈ [0, 1], y 6= x tel que

∣∣∣∣
f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ > n.

(iii) En déduire que Un est dense dans C([0, 1]).

(c) Montrer que si f ∈ ∩n≥1Un, alors f n’est dérivable en aucun point de [0, 1].

(d) En déduire que l’ensemble des fonctions continues nulle part dérivables est dense dans
C([0, 1]).

Remarque : ce résultat est un peu mystérieux car il affirme qu’il existe ”beaucoup”
de fonctions continues nulle part dérivables mais n’en exhibe aucune. Voici un exemple
explicite : la fonction ϕ : R −→ R dfinie par

ϕ(x) =

+∞∑

n=0

1

2n
sin(4nx)

est continue sur [0, 1] (par convergence normale de la série). Elle est également nulle part
dérivable mais cela n’a rien d’évident! En admettant le fait que ϕ est nulle part dérivable
et en utilisant le théorème de Weierstrass, retrouver le résultat de l’exercice.

Exercice 5 Soit E,F,G des espaces normés. Soit U : E × F → G une application
bilinéaire.
(1) On suppose que U est séparément continue i.e.
∀x ∈ E, l’application linéaire y 7→ U(x, y) est continue de F dans G; et
∀y ∈ F, l’application linéaire x 7→ U(x, y) est continue de E dans G.
Montrer que si E ou F est complet alors U est continue.
(2) Soit E = F = `1(N) muni de la norme ‖.‖∞ et G = C.
Soit U : `1(N)× `1(N)→ C définie par

U(x, y) =
∑

n≥0
xnyn; où x = (xn)n, y = (yn)n ∈ `1(N).

(a) Montrer que l’application bilinéaire U est bien définie et séparément continue .
(b) Montrer que U n’est pas continue. Expliquer.
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Exercice 6 (Opérateur de Volterra.) Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et q son exposant conjugué. Pour
f ∈ Lp([0, 1]) = Lp([0, 1], dt), on pose

Vpf(x) =

∫ x

0
f(t) dt.

(a) Montrer que Vp ∈ L(Lq([0, 1]), Lp([0, 1])) et ‖Vp‖ ≤ 2−1/p.

Indication : considérer le noyau K(x, y) = 1[0,x](y).

(b) Montrer que si f ∈ Lq([0, 1]), alors Vpf ∈ C([0, 1]).

Exercice 7 (Matrice de Hilbert.) Pour x ∈ `2(N∗), on pose

(Tx)i =
∞∑

j=1

1

i+ j
xj .

Montrer que T ∈ L(`2(N∗)) et ‖T‖ ≤ π.
Indication : on pourra utiliser le test de Schur avec la fonction ωi = 1√

i
, i ≥ 1 et le

noyau K(i, j) = 1
i+j .
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Banach–Steinhauss, graphe fermé et application ouverte.

Exercice 1 Soit x = (xn)n une suite de complexes telle que la série
∑
xnyn converge pour

tout y = (yn)n ∈ `p, (1 ≤ p ≤ ∞). Il s’agit d’en déduire que x ∈ `q où q est l’exposant
conjugué de p.

1. Pour tout entier N on définit une forme linéaire UN sur `p par

UN (y) =

N∑

n=0

xnyn.

Calculer la norme de UN .

Indication: on pourra d’abord établir l’estimation

‖UN‖ ≤
(

N∑

n=0

|xn|q
) 1

q

puis montrer que l’on a en fait égalité dans cette inegalité en considérant la suite

y = (x0|x0|q−2, ..., xN |xN |q−2, 0, 0, ...) .

2. Conclure en déduisant du théorème de Banach-Steinhaus que x ∈ `q.

Exercice 2 Le but de cet exercice est d’établir l’existence de fonctions continues qui ne
cöıncident pas avec leur série de Fourier en un point donné.

Dans la suite on considère f une fonction continue 2π−périodique, on note f̂(n) son n-
ième coefficient de Fourier, n ∈ Z, et SNf(x) =

∑N
k=−N f̂(n)einx la N -ième série partielle

de Fourier.

1. Rappeler que SNf = f ∗DN où DN est le noyau de Dirichlet et que

DN (y) =

N∑

k=−N
einy =

sin(N + 1
2)y

siny2
.
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2. On considère la forme linéaire LN (f) = SNf(0) sur l’espace des fonctions continues
muni de la norme ‖.‖∞. Montrer que

‖LN‖ ≤ ‖DN‖1 :=
1

2π

∫ π

−π
|DN (y)| dy

puis que cette estimation est optimale en remarquant que DN est de signe constant
par morceaux.

3. Montrer que ‖DN‖1 ≥ 2
π

∫ (N+ 1
2
)π

0
|sin u|
u du.

4. En déduire qu’il existe f continue 2π–périodique telle que

sup
N≥1
|SNf(0)| =∞.

Exercice 3 On considère E = L1(T) l’espace des fonctions 2π-périodiques et intégrables
sur [−π, π]. On note f̂(n) le n-ième coefficient de Fourier de f ∈ E (n ∈ Z).

1. Montrer que l’application linéaire

T : E 3 f 7→ (f̂(n))n ∈ c0(Z)

est continue et calculer ‖T‖ ;

2. Montrer que T est injective ;

3. Montrer que T n’est pas surjective. (Indication : Supposer le contraire, appliquer
une variante du théorème de l’application ouverte, penser au noyau de Dirichlet)

Exercice 4 Soient E et F deux espaces de Banach, et G = `∞(F ) l’espace vectoriel des
suites bornées

x = (xn)n∈N, xn ∈ F,
muni de la norme sup ‖x‖∞.

(1) Montrer que G est un espace de Banach.
(2) Soit (Tn) une suite d’applications linéaires continues de E dans F ,telles que

sup
n

(‖Tnx‖F ) <∞

pour tout x ∈ E. On note U : E 7→ G, définie par U(x) = (Tnx)n∈N. Montrer que le
graphe de U est fermé.

(3) En déduire que le théorème de Banach-Steinhaus, dans le cas où les deux espaces
E et F sont des espaces de Banach, peut être établi comme une conséquence du théorème
du graphe fermé.
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Exercice 5 (a) Soit X un espace de Banach. On suppose qu’il y a deux sous-espaces
linéaires fermés Y et Z dans X tels que tout x ∈ X possède une unique représentation
x = y + z, avec y ∈ Y et z ∈ Z. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que si
x = y + z ∈ X, avec y ∈ Y et z ∈ Z, alors ‖y‖ ≤ C‖x‖ et ‖z‖ ≤ C‖x‖.

(b) Soit X un espace de Banach et P : X → X une application linéaire telle que
P 2 = P . On suppose que l’image de P et le noyau de P sont des sous-espaces fermés.
Montrer que P est continue.

Exercice 6 Soit E = C([0, 1]), et ||.|| une norme sur E pour laquelle E est un Banach.
Supposons que, pour fn, f ∈ E, ||fn − f || → 0 implique fn(t)→ f(t) pour tout t ∈ [0, 1].

Montrer que les normes ||.|| et ||.||∞ sont équivalentes.

Exercice 7 (Universalité de `1(N).) Soit X un espace de Banach séparable. Montrer
qu’il existe une surjection linéaire continue de `1(N) sur X.

Indication : remarquer que BX , la boule unité fermée de X, est séparable et considérer
une suite (xn)n≥0 dense dans BX . Pour α = (αn)n≥0 ∈ `1(N), on définit alors

T (α) =
∞∑

n=0

αnxn.

Vérifier que T : `1(N) −→ X est linéaire et continue; montrer que BX ⊂ T (B`1(N)) et
conclure.

Exercice 8 (Théorème d’extension de Tietze.) Si F est un espace métrique, on notera
Cb(F ) l’espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur F , muni de la norme ‖ ·‖∞.
On rappelle que c’est un espace de Banach. Soit (E, d) un espace métrique et C un
fermé de E. Le but de l’exercice est de montrer le résultat suivant, connu sous le nom de
théorème d’extension de Tietze :

pour toute fonction f : C −→ R continue et bornée, il existe une fonction f̃ : E −→ R
continue et bornée telle que f̃|C = f

Considérons pour cela T : Cb(E) −→ Cb(C) l’opérateur de restriction défini par T (ϕ) =
ϕ|C .

(a) Vérifier que T est linéaire, continue et ‖T‖ ≤ 1.

(b) Soit f : C −→ [−1, 1] continue.

(i) Construire une fonction continue f+ : E −→ [0, 1] telle que

f+(x) =

{
0 si x ∈ C et f(x) ≤ 1/3

1 si x ∈ C et f(x) ≥ 2/3.

Indication : on pourra considérer C0 = {x ∈ C : f(x) ≤ 1/3} et C1 = {x ∈ C :
f(x) ≥ 2/3}, puis poser

f+(x) =
d(x,C0)

d(x,C0) + d(x,C1)
.
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(ii) De même, construire une fonction continue f− : E −→ [0, 1] telle que

f−(x) =

{
0 si x ∈ C et f(x) ≥ −1/3

1 si x ∈ C et f(x) ≤ −2/3.

(iii) En posant g = f+ − f−, vérifier que g : E −→ [−1, 1] est continue et vérifie

|g(x)− f(x)| ≤ 2/3, ∀x ∈ C.

(c) Conclure que T est surjectif, en utilisant le critère de surjectivité des applications
linéaires continues vu en cours.
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Théorème de Hahn-Banach et applications. Dualité

Exercice 1 (a) Soit E un espace de Banach et M un sous-espace fermé. Montrer que
E/M est un espace de Banach.

(b) Soit M un sous-espace fermé de l’espace normé E. On suppose que M et E/M
sont complets. Montrer que E est complet.

Exercice 2 (Base de Hamel et forme linéaire discontinue).
Un sous-ensemble B d’un espace vectoriel E est appelé base algébrique (ou base de

Hamel) si tout vecteur x ∈ E peut être exprimé de façon unique comme une combinaison
linéaire finie de certains éléments de B :

x =

n∑

k=1

akxk

pour certains scalaires non nuls ak ∈ K et vecteurs xk ∈ B. On dit qu’un sous-ensemble
B de E est linéairement indépendant si tout sous-ensemble fini de B est linéairement
indépendant dans le sens habituel. Enfin B engendre E si Vect(B) = E, où

Vect(B) =

{
x =

n∑

k=1

akxk : ak ∈ K, xk ∈ B, n ∈ N

}
.

(a) Montrer que B est une base de Hamel si et seulement si B est un sous-ensemble
linéairement indépendant maximal (au sens de l’inclusion).

(b) Montrer que B est une base de Hamel si et seulement si B est un un sous-ensemble
linéairement indépendant qui engendre E.

(c) Montrer que si B′ est un système linéairement indépendant, alors il existe une base de
Hamel B telle que B′ ⊂ B.

Indication : utiliser le lemme de Zorn.

(d) En déduire que tout espace vectoriel E admet une base de Hamel.

(e) Montrer que toute base de Hamel d’un espace de Banach de dimension infinie est
nécessairement non dénombrable.

Indication : utiliser le théorème de Baire.
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(f) Montrer que sur tout espace vectoriel E de dimension infinie, il existe une forme
linéaire discontinue.

(g) Montrer que tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E admet un supplémentaire
algébrique G, c’est-à-dire un sous-espace vectoriel G tel que

F ∩G = {0} et F +G = E.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel, n ∈ N, f : E 7→ C une fonctionnelle linéaire,
et p1, · · · , pn : E 7→ R+ des seminormes telles que |f(x)| ≤ ∑n

k=1 pk(x) pour chaque
x ∈ E. Démontrer qu’il existent f1, · · · , fn : E 7→ C linéaires telles que f =

∑n
k=1 fk et

|fk(x)| ≤ pk(x) pour tous k et x.

Exercice 4 (Système biorthogonal) Soit {x1, · · · , xn} ⊂ E un ensemble linéairement
indépendant dans un espace vectoriel normé E. Alors il existe f1, · · · , fn ∈ E∗ telles
que fi(xj) = δij . Montrer que chaque x ∈ lin{xi : 1 ≤ i ≤ n} s’écrit x =

∑n
i=1 fi(x)xi.

Exercice 5 Soit T : E 7→ F linéaire, où E et F sont des Banach. Montrer que T est
continue si et seulement si pour tout y∗ ∈ F ∗ on ait y∗ ◦ T ∈ E∗.

Exercice 6 (Limite de Banach). Soit S l’opérateur de translation sur l’espace E =
`∞(N,R), défini par Sx(n) = x(n+ 1) si x = (x(1), x(2), ...) ∈ E. On considère

M =

{
x ∈ E : lim

n

x(1) + ...+ x(n)

n
existe

}

et on note L0(x) cette limite si x ∈M .
a) Montrer que L0 se prolonge en une forme linéaire L sur E telle que ‖L‖ = 1.
b) Montrer que L(Sx) = L(x) pour tout x ∈ E (commencer par remarquer que y =

x− Sx ∈M).
c) Montrer que si x ∈ E vérifie xn ≥ 0 pour tout n, alors L(x) ≥ 0.
d) Montrer alors que lim infn→∞ x(n) ≤ L(x) ≤ lim supn→∞ x(n). En déduire que L

est une extension de la limite classique d’une suite convergente.
e) Calculer L(a) pour la suite a = (0, 1, 0, 1, · · · ). Calculer L(b) si b est une suite

périodique.
(f) Montrer qu’il n’existe pas une application f : E 7→ R qui est additive, multiplica-

tive, invariante par translation et qui est une extension de la limite classique d’une suite
convergente.

Exercice 7 Montrer que c∗0 ' `1, `∗1 ' `∞ et `∗p ' `q pour 1 < p <∞, 1
p + 1

q = 1.

Exercice 8 Soit E = `∞ et c le sous-espace constitué des suites complexes convergentes,
munis de la norme ||.||∞.

a) Montrer que f définie sur c par f(x) = limxn est une forme linéaire continue sur c
et calculer sa norme.

b) En utilisant le théorème de Hahn-Banach, montrer alors que `1 n’est pas réflexif,
c’est-à-dire, (`∞)∗ 6' `1.
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Exercice 9 (a) Montrer que chaque forme linéaire et continue sur c0 admet une extension
unique à `∞.

(b) Soit G ⊂ `1, G = {x ∈ `1 : x1 = x3 = x5 = · · · = 0}. Montrer que chaque forme
linéaire et continue non nulle sur g a une infinité d’extensions Hahn-Banach.

(c) Soit E un espace vectoriel normé et soit M un sous-espace vectoriel de E. On
suppose que f : M → C admet deux extensions Hahn-Banach distinctes g, h : E → C.
Montrer que f admet une infinité d’extensions Hahn-Banach. (Indication: Montrer que
l’ensemble d’extensions Hahn-Banach de f est convexe dans X∗.)

Exercice 10 Soit f, f1, · · · , fn des formes linéaires sur un espace vectoriel E, f 6≡ 0.
(a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. il existe α = (α1, · · · , αn) ∈ Cn \ {0} tel que f =
∑n

k=1 αkfk ;

2. il existe une constante C > 0 telle que |f(x)| ≤ C maxk |fk(x)| pour tout x ∈ E ;

3. ∩nk=1 ker(fk) ⊂ ker(f).

(b) On pose φ(x) = (f1(x), · · · , fn(x)). On suppose (3). Montrer que l’on peut
définir une forme linéaire sur F = φ(E) par g(φ(x)) = f(x). Retrouver l’implication (3)
implique (1) en utilisant un prolongement de g.

(c) Soit g1, · · · gm fonctionnelles linéaires sur un evn X tel que ∩mk=1 ker(gk) = {0}.
Montrer que X∗ = lin{g1, · · · , gm} (sans utiliser (a)).

(d) Avec les notations précédentes, soit M = ∩nk=1 ker(fk). On suppose de nouveau
que M ⊂ ker(f). Montrer que les fonctionnelles linéaires h et hj , 1 ≤ j ≤ n, h([x]) = f(x)
et hj([x]) = fj(x), [x] ∈ E/M , sont bien définies sur E/M . Retrouver l’implication (3)
implique (1).

Exercice 11 Soit 1 < p <∞.
(a) Soit F = {x = (xn) ∈ `p :

∑∞
n=0 xn = 0}. Montrer que F est un sous-espace dense

dans `p.
(b) (Question bonus) Soit (an) une suite de scalaires telle que

∑∞
n=0 |an| 6= 0. Trouver

une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-espace G = {x = (xn) ∈ `p :∑∞
n=0 anxn = 0} soit dense dans `p.

Exercice 12 (L1(R+) n’est pas le dual de L∞(R+)).

(a) Vérifier que si g ∈ L1(R+) et si

Φg(f) =

∫ +∞

0
f(t)g(t) dt, f ∈ L∞(R+),

alors Φg ∈ (L∞(R+))∗ et ‖Φg‖ = ‖g‖L1(R+).

Ainsi,

Φ : L1(R+) −→ L∞(R+)
g 7−→ Φg
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est linéaire et isométrique. Nous voudrions montrer dans la suite que Φ n’est pas
surjective.

(b) Soit V le sous-espace vectoriel de L∞(R+) défini par

V = {f : R+ −→ R continue et telle que f admet une limite en +∞}.

(i) Montrer qu’il existe Φ̃ ∈ (L∞(R+))∗ telle que

Φ̃(f) = lim
x→+∞

f(x), f ∈ V.

(ii) Supposons qu’il existe g ∈ L1(R+) telle que Φ̃ = Φg. Montrer que pour toute
fonction f continue à support compact, on a

∫ +∞

0
f(t)g(t) dt = 0.

(iii) En déduire que g = 0 presque partout, puis conclure.

Exercice 13 (Supplémentaire topologique). Soit E un espace de Banach et F un sous-
espace vectoriel fermé de E. On dit que F admet un supplémentaire topologique s’il existe
un sous-espace vectoriel fermé G tel que E = F⊕G (c’est-à-dire F∩G = {0} et E = F+G).

(a) Montrer que F admet un supplémentaire topologique si et seulement s’il existe une
projection continue p (c’est-à-dire p ∈ L(E), p2 = p) telle que Imp = F .

(b) Soit E un espace de Banach. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie, alors F admet un supplémentaire topologique.

(c) Soit E un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé de E tel que dim(E/F ) <
∞. Montrer que F admet un supplémentaire topologique.
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Espaces Lp et convolution.

Le triplet (X, τ, µ) désignera un espace mesuré, avec X un ensemble non vide, τ une
tribu sur X et µ une mesure (positive) sur l’espace mesurable (X, τ). Pour 1 ≤ p ≤ +∞,
on note Lp(µ) = Lp(X, τ, µ).

Exercice 1 (a) Soit f ∈ L1(µ). Supposons que, pour tout A ∈ τ , on a
∫

A
f dµ = 0.

Montrer que f = 0 p.p.

(b) Soit 1 ≤ p < +∞ et A ∈ τ . On pose

F = {f ∈ Lp(µ) : f = 0 p.p. sur A} .

Soit (fn)n une suite d’éléments de F qui converge vers f dans Lp(µ).

(i) Soit q l’exposant conjugué de p. Montrer que pour tout g ∈ Lq(µ), on a

lim
n→+∞

∫

X
fng dµ =

∫

X
fg dµ.

(ii) En déduire que f = 0 p.p. sur A.
Indication : on considère Ω+ = {x ∈ X : f(x) > 0 p.p.} et Ω− = {x ∈ X :
f(x) < 0 p.p.} et si p > 1, on pose g = |f |p−1χA∩Ω+ − |f |p−1χA∩Ω− .

(iii) Conclure.

Exercice 2 Dans cet exercice, on considère X = R, τ = B(R) la tribu borélienne et µ = λ
la mesure de Lebesgue sur R. Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et

C = {f ∈ Lp(λ) : f ≥ 0 p.p.} .

On veut montrer que C est d’intérieur vide pour p <∞ et d’intérieur non vide pour p =∞.

(a) On suppose dans cette question que p <∞ et soit f ∈ C et ε > 0. Pour n ≥ 0, posons
An = {t ∈ R : 0 ≤ f(t) ≤ n}.
(i) Montrer qu’il existe n ≥ 0 tel que λ(An) > 0. Posons alors A = An. Fixons

m > (n+1
ε )p.
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(ii) Montrer qu’il existe i ∈ Z tel que λ(A ∩ [ im ,
i+1
m [) > 0. On pose alors B =

A ∩ [ im ,
i+1
m [.

(iii) Soit g(x) = f(x) si x ∈ Bc et g(x) = −1 si x ∈ B. Vérifier que ‖f − g‖p ≤ ε et
g /∈ C.

(iv) Conclure.
(b) On suppose dans cette question que p = ∞. Montrer que f = χR est dans l’intérieur

de C.

Exercice 3 On suppose dans cet exercice que µ est une mesure finie sur un espace mesu-
rable (X, τ) et on considère f : X −→ R une fonction mesurable. Pour chaque n ∈ N, on
pose

An = {x ∈ X : |f(x)| ≥ n} et Bn = {x ∈ X : n ≤ |f(x)| < n+ 1}.
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est intégrable ;
(ii) la série

∑
n nµ(Bn) converge ;

(iii) la série
∑

n µ(An) converge.

Exercice 4 Pour n ∈ N, calculer
∫ +∞

0

xn

ex − 1
dx.

Indication : on pourra commencer par les cas n = 0 et n = 1.

Exercice 5 [Inégalité de Jensen]
(a) Soit µ une mesure positive sur (X, τ) telle que µ(X) = 1. Soit f ∈ L1(µ) une fonction

à valeurs réelles et supposons que pour tout x ∈ X, on a a < f(x) < b. Soit ϕ une
fonction convexe sur ]a, b[. Montrer que

ϕ

(∫

X
f dµ

)
≤
∫

X
ϕ ◦ f dµ.

(b) En déduire que, pour tous nombres réels positifs y1, y2, . . . , yn, on a

(
n∏

i=1

yi

)1/n

≤ 1

n

n∑

i=1

yi.

Exercice 6 Soit f ∈ L1(µ) et pour n ∈ N, posons

gn(t) =

{
|f(t)| si |f(t)| ≤ n
n si |f(t)| > n.

(a) Montrer que la suite (gn)n est croissante et converge ponctuellement vers |f |.
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(b) Montrer pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

(E ∈ τ, µ(E) < δ) =⇒
∫

E
|f | dµ < ε.

Exercice 7 Soit (X, τ, µ) un espace mesuré et soit p1, p2 ∈ [1,∞[ avec p1 ≤ p2.
(a) Montrer que pour tout p ∈ [p1, p2], si f ∈ Lp1(µ) ∩ Lp2(µ), alors f ∈ Lp(µ) et on a

‖f‖pp ≤ ‖f‖tp1p1 ‖f‖(1−t)p2p2 ,

où t ∈ [0, 1] est tel que p = tp1 + (1− t)p2.
(b) Supposons p1 = 1 et p2 = 2 et f ∈ L1(µ) ∩ L2(µ). Montrer que

lim
p→1+

‖f‖p = ‖f‖1.

Exercice 8 (a) Soient p, q, r ≥ 1 tels que 1
r = 1

p + 1
q . Montrer que si f ∈ Lp(µ) et

g ∈ Lq(µ), alors fg ∈ Lr(µ) et

‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

(b) Soit f : X −→ R une fonction mesurable. Pour p ∈ [1,+∞[, on pose

ϕ(p) =

∫

X
|f |p dµ et Df = {p ∈ [1,+∞[: 0 < ϕ(p) < +∞} .

Montrer que Df est un intervalle (éventuellement vide).
(c) Montrer que l’application φ : Df −→ R définie par φ(p) = ln(ϕ(p)) est une fonction

convexe.
(d) Montrer que pour tout q ∈ [1,+∞[, on a

Lq(µ) ∩ L∞(µ) ⊂
⋂

q≤p≤+∞
Lp(µ),

et que pour toute fonction f ∈ Lq(µ) ∩ L∞(µ), on a

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

Exercice 9 Soit 1 ≤ p < +∞.
(a) Montrer que, pour tous α, β ∈ C, on a

|α− β|p ≤ 2p−1(|α|p + |β|p).

(b) Soit (fn)n une suite de fonctions dans Lp(µ) et f ∈ Lp(µ) telles que

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) µ− p.p. et lim
n→+∞

‖fn‖p = ‖f‖p.

Montrer que (fn)n converge vers f dans Lp(µ).
Indication : on pourra utiliser (a) et le lemme de Fatou.
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(c) Montrer que le résultat de (b) est faux pour p = +∞.

Exercice 10 Soit 1 < p < ∞, X =]0,+∞[ muni de la tribu des boréliens et µ = dt
la mesure de Lebesgue sur X. Le but de l’exercice est l’étude de l’application linéaire T
définie par

T (f)(x) =
1

x

∫ x

0
f(t) dt, x > 0, f ∈ Lp(]0,+∞[).

(a) Supposons dans cette question que f ∈ Cc(]0,+∞[) et est positive. Notons F (x) =
T (f)(x). Montrer que

(i) lim
x→0

xF p(x) = 0; (ii) lim
x→+∞

xF p(x) = 0; (iii) F (x) + xF ′(x) = f(x).

(b) Montrer l’inégalité de Hardy : pour toute fonction f ∈ Lp(]0,+∞[), on a

‖Tf‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p.

(c) Montrer qu’il y a égalité dans (b) si et seulement si f = 0 p.p.
(d) Démontrer que dans (b), p/(p− 1) est la meilleure constante.
(e) Montrer que si f > 0 et f ∈ L1, alors T (f) /∈ L1.

Exercice 11 Calculer f ∗ g pour les fonctions suivantes :
(a) f = χ[−1,1] et g = χ[−a,a] avec a ≤ 1.
(b) f(x) = exp(αx)χ[0,+∞(x) et g(x) = exp(βx)χ[0,+∞(x), avec α, β ∈ R.

Exercice 12 Soit α > 0. Pour x ∈ R, posons

Gα(x) =
1√
2πα

exp

(
− x

2

2α

)
.

(a) Montrer que
∫ +∞

−∞
Gα(x) dx = 1,

∫ +∞

−∞
xGα(x) dx = 0,

∫ +∞

−∞
x2Gα(x) dx = α.

(b) Montrer que pour tout α, β > 0, on a Gα ∗Gβ = Gα+β .

Indication : on pourra utiliser l’identité (x−y)2

α + y2

β = α+β
αβ

(
y − β

α+βx
)2

+ 1
α+βx

2.

Exercice 13 Pour n ≥ 1, on définit φn : R −→ C par

φn(t) =
1

αn
(1− t2)n, si |t| ≤ 1 et φn(t) = 0, si |t| > 1,

avec

αn =

∫ 1

−1
(1− t2)n dt.

(a) Montrer que la suite (φn)n est une approximation de l’identité.
(b) Soit f ∈ C(R) vérifiant f(x) = 0 si x /∈ I, où I = [−1/2, 1/2]. Montrer que φn ∗ f est

un polynôme sur I.
(c) En déduire le théorème de Weiestrass : toute fonction continue sur un compact de R

est limite uniforme d’une suite de polynômes.
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Exercice 1 (Complété d’un e.v.n.) Soit X un espace vectoriel normé. Le but de
l’exercice est de montrer qu’il existe un espace de Banach X̂, appelé complété de X,
avec la propriété suivante : il existe une application linéaire i : X −→ X̂ isométrique
et d’image dense.
(a) On considère X̃ l’ensemble de toutes les suites de Cauchy de X. On définit sur

X̃ la relation suivante

(xn)n ∼ (yn)n si lim
n→+∞

(xn − yn) = 0.

(i) Montrer que ∼ est une relation d’équivalence sur X̃.

(ii) Justifier que si (xn)n ∈ X̃, alors limn→+∞ ‖xn‖ existe, et que si X̂ désigne
l’espace quotient X̂ := X̃/ ∼, on peut poser

‖[(xn)n]‖0 = lim
n→+∞

‖xn‖,

où [(xn)n] désigne la classe d’équivalence de (xn)n dans X̂.

(iii) Vérifier que ‖ · ‖0 est une norme sur X̂ et que (X̂, ‖ · ‖0) est complet.
(b) On définit

i : X −→ X̂
x 7−→ [x],

où [x] désigne la classe des suites qui convergent vers x.
(i) Vérifier que i est linéaire et isométrique.

(ii) Montrer que l’image de i est dense dans X̂.

(c) Montrer que X̂ est unique à un isomorphisme isométrique près, c’est-à-dire que
si Y est un autre complété de X, alors il existe un isomorphisme isométrique
T : X̂ −→ Y .

Exercice 2 Soit (K, d) un espace métrique compact et a un point fixé de E. Soit
A une sous-algèbre de C(K,R) vérifiant les deux propriétés suivantes :
(i) pour tout x1, x2 ∈ K, x1 6= x2, il existe f ∈ A tel que f(x1) 6= f(x2) ;
(ii) pour toute f ∈ A, f(a) = 0.
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Montrer que l’adhérence de A est égale à

A = {f ∈ C(K,R) : f(a) = 0}.

Exercice 3 1. On considère `1 l’espace des suites complexes x = (xn)n≥0 telles
que

‖x‖1 =
∞∑

n=0

|xn| <∞,

et `∞ l’espace des suites complexes bornées que l’on munit de la norme sup.
Pour chaque élément u = (un)n≥0 ∈ `∞, on définit l’application ϕu : `1 −→ C
par

ϕu(v) =
∞∑

n=0

unvn, v = (vn)n≥0 ∈ `1.

(a) Montrer que ϕu est linéaire, continue et vérifier que ‖ϕu‖ = ‖u‖∞.
(b) Soit maintenant T : `∞ −→ (`1)∗ définie par T (u) = ϕu. Montrer que T

est un isomorphisme isométrique de `∞ sur (`1)∗. Dans la suite, on notera
pour u ∈ `∞ et v ∈ `1, 〈v, u〉 = ϕu(v).

2. Soient X un espace vectoriel normé et (xn)n une suite de X. On dit que (xn)n
converge faiblement vers 0 si pour toute forme linéaire ϕ : X −→ C continue,
on a

lim
n→+∞

ϕ(xn) = 0.

Vérifier que si (xn)n tend vers 0 dans X (au sens de la norme), alors (xn)n
converge faiblement vers 0. Le but de l’exercice est de montrer que la réciproque
est vraie dans `1.

3. On note B la boule unité fermée de `∞ et pour x, y ∈ B, on pose

d(x, y) =
∞∑

n=0

2−n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

(a) Montrer que d est une distance sur B.
(b) Montrer que la convergence dans l’espace métrique (B, d) est équivalente

à la convergence simple, c’est-à-dire que y(k) = (y
(k)
n )n≥0 converge vers

y = (yn)n≥0 dans (B, d) si et seulement si pour tout n ≥ 0,

lim
k→∞

y(k)n = yn.

(c) Montrer que l’espace (B, d) est complet.
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4. Soit (x(k))k≥0 une suite d’éléments de `1 qui converge faiblement vers 0.
(a) Remarquer que pour tout entier n, on a

lim
k→∞

x(k)n = 0.

(b) On fixe ε > 0 et on considère, pour n ≥ 0, l’ensemble

Fn = {y ∈ B : |〈xk, y〉| ≤ ε, ∀k ≥ n}.

Montrer que Fn est un fermé de (B, d) et que

B =
⋃

n≥0
Fn.

(c) En déduire qu’il existe un entier n0 tel que Fn0 est d’intérieur non vide.
(d) En remarquant que Fn0 est convexe et symétrique par rapport à 0, montrer

qu’il existe δ > 0 tel que B(0, δ) ⊂ Fn0 . En déduire qu’il existe un entier
N0 tel que pour tout b ∈ B vérifiant bn = 0 pour n ≤ N0, on a b ∈ Fn0 .

(e) En déduire que pour tout k ≥ n0, on a

‖x(k)‖ ≤
N0∑

n=0

|x(k)n |+ ε.

(f) Conclure finalement que (x(k))k converge fortement vers 0 dans `1.

Exercice 4 Soit E = C([0, π],R) muni de la norme infinie

‖f‖∞ = sup
t∈[0,π]

|f(t)|.

On fixe ϕ ∈ E et on considère T : E −→ R définie par

T (f) =

∫ π

0

f(t)ϕ(t) dt, f ∈ E.

(a) Montrer que T est une application linéaire et continue.
(b) On suppose dans cette question que pour tout t ∈ [0, π], ϕ(t) ≥ 0. Calculer ‖T‖.
(c) On suppose maintenant que ϕ(t) = cos(t), t ∈ [0, π]. Calculer ‖T‖.
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