


































































































































































































































































































































Licence de mathématiques–Semestre 5
——

Topologie (M52)
——

Devoir surveillé du 8 novembre 2017
——

Durée : 2 heures

Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 2 exercices indépendants
qui pourront être traités dans l’ordre de votre choix. Une attention particulière
devra être apportée à la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d). On rappelle
que, pour x ∈ X, on définit

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a).

Soit f : X −→ R et on munit R de sa distance usuelle.
(a) Montrer que f est continue sur X si et seulement si pour tout λ ∈ R, les

ensembles {x ∈ X : f(x) < λ} et {x ∈ X : f(x) > λ} sont des ouverts de X.
(b) A quelle condition sur A, la fonction caractéristique de A, définie par χA(x) = 1

si x ∈ A et χA(x) = 0 si x /∈ A, est-elle continue sur X ?
(c) Montrer que l’application x 7−→ d(x,A) est lipschitzienne de X dans R (muni

de sa distance usuelle).
(d) Montrer que d(x,A) = 0 si et seulement si x ∈ A.
(e) Soient A et B deux parties de X non vides telles que A ∩B = ∅.

(i) Montrer que l’application

ϕ : X −→ R
x 7−→ ϕ(x) = d(x,A)

d(x,A)+d(x,B)

est bien définie et continue sur X. Que vaut-elle sur A et B ?
(ii) En déduire qu’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que A ⊂ U et

B ⊂ V .
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Exercice 2 On rappelle que `∞(R) désigne l’espace vectoriel des suites réelles bor-
nées muni de la norme

‖u‖∞ = sup
n≥0
|un|, u = (un)n≥0 ∈ `∞(R).

On considère les trois sous-ensembles suivants de `∞(R) :

A = {u ∈ `∞(R) : u converge vers 0},

B = {u ∈ `∞(R) : u admet 0 comme valeur d’adhérence},
et

C = {u ∈ `∞(R) : u est périodique}.
On rappelle qu’une suite u = (un)n≥0 est dite périodique s’il existe N ∈ N, N ≥ 1,
tel que pour tout n ≥ 0, on a un+N = un.
(a) Montrer que A, B et C ne sont pas ouverts dans `∞(R).
(b) Montrer que A et B sont fermés dans `∞(R).

(c) Pour p ≥ 1, posons u(p) = (u
(p)
n )n≥0 avec

u(p)n =

p∑

k=1

| sin(2πn
k
)|

k2
, n ≥ 0.

(i) Montrer que pour tout p ≥ 1, la suite u(p) est p! périodique.
(ii) Montrer que la suite (u(p))p≥1 converge pour la norme || · ||∞ vers la suite

u = (un)n≥0 avec

un =
∞∑

k=1

| sin(2πn
k
)|

k2
, (n ≥ 0).

(iii) Montrer que u vérifie u0 = 0 et un > 0 pour n > 0.
(iv) Conclure que C n’est pas fermé dans `∞(R).
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Licence 3e année, parcours Mathématiques 2017-2018
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Examen final
11 janvier 2018

[ durée : 3 heures]

Les documents ne sont pas autorisés. Le sujet comporte 3 exercices indépendants
qui pourront être traités dans l’ordre de votre choix. Une attention particulière devra
être apportée à la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

Exercice 1.
On note F = S∞(0, 1) la sphère dans R2 de centre 0 et de rayon 1 pour la norme
infinie

‖(x, y)‖∞ = max(|x|, |y|) (x, y) ∈ R2.

a) Dessiner F .
b) L’ensemble F est-il compact ? connexe ? Justifier.
c) Déterminer les composantes connexes de R2 \ F .
d) Montrer que si f : F −→ R est continue, alors I = f(F ) est un segment (c’est-

à-dire un intervalle fermé borné).
e) Montrer que si f : F −→ I est continue et bijective, alors f est un homéomor-

phisme.
f) Déterminer le sous-ensemble de F défini par

G =
{
u ∈ F : F \ {u} est connexe

}
.

g) Montrer que F n’est homéomorphe à aucune partie de R.

Exercice 2.
On considère la fonction f : R −→ R, 2π-périodique, définie par f(x) = x pour
x ∈ [−π, π[.

a) Représenter f .
b) Calculer les coefficients de Fourier de f .
c) La série de Fourier de f converge-t-elle simplement sur R et si oui vers quelle

fonction ? Est-ce que la série de Fourier de f converge uniformément sur R ?
d) Calculer

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1 .

puis
∞∑

n=1

1
n2 .



Exercice 3.
a) Le but de cette question est de (re)démontrer le théorème de Heine d’une autre

manière que celle vue en cours. Rappelons que ce théorème dit que si (X, d) est un
espace métrique compact et f : X −→ R est continue, alors f est uniformément
continue.
Pour cela, on se donne (X, d) un espace métrique compact, f : X −→ R une
application continue et ε > 0. On pose alors

Kε = {(x, y) ∈ X ×X : |f(x)− f(y)| ≥ ε}.

On munit X ×X de la distance habituelle :

d∞(u, v) = max(d(u1, v1), d(u2, v2)), u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ X ×X.

(i) Montrer que Kε est un sous-ensemble compact de X ×X.
(ii) Supposons que Kε 6= ∅ et soit δε = inf(x,y)∈Kε d(x, y). Justifier qu’il existe

(x0, y0) ∈ Kε tel que d(x0, y0) = δε.
(iii) En déduire que, si Kε 6= ∅, alors δε > 0.
(iv) Montrer que si Kε 6= ∅, alors

(x, y) ∈ X ×X, d(x, y) < δε =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

(v) Retrouver le théorème de Heine.
b) Soit −∞ < a < b < +∞ et g : [a, b] × [a, b] −→ R continue. On rappelle que

l’espace
C([a, b]) = {f : [a, b] −→ C : continue}

muni de la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]

|f(t)|, f ∈ C([a, b]),

est un espace vectoriel normé complet. Pour f ∈ C([a, b]), on pose

Tg(f)(x) =
∫ b

a
g(x, y)f(y) dy, x ∈ [a, b].

(i) Montrer que Tg(f) ∈ C([a, b]).
(Indication : on pourra utiliser le théorème de Heine pour g.)

(ii) Justifier que si M = sup(x,y)∈[a,b]×[a,b] |g(x, y)|, alors M < +∞.
(iii) Montrer que Tg : C([a, b]) −→ C([a, b]) est une application linéaire continue

et que ‖Tg‖ ≤M(b− a).
(iv) On suppose que M(b− a) < 1. Montrer qu’il existe une unique application

f ∈ C([a, b]) telle que

f(x) = x2 +
∫ b

a
g(x, y)f(y) dy, x ∈ [a, b].
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