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La théorie des nombres est I'une des théories mathématiques les plus fascinantes
car elle méle & la fois des outils algébriques, des outils analytiques, des outils com-
binatoires, des outils géométriques et des ouiils probabilistes. L'objectif de ce cours
d’introduction est d'illustrer cette diversité. Dans les trois premiers chapitres, nous
traiterons de quelques questions élémentaires de nature plutot algébrique (théorie
des congruences, racines primitives et résidus guadratiques). Dans un quatriéme
chapitre, nous présenterons un résultat classique de Minkowslki sur les réseaux de
R" et I'appliquerons au probléme de la représentation des entiers en sommes de
carrés. Ce théoréme de Minkowski a donné naissance 4 ce qu'on appelle aujour-
d’hui la "théorie géométrigue des nombres". Enfin dans les derniers chapitres, nous
nous intéresserons au probléme de la répartition des nombres premiers en utilisant
diverses techniques d’analyse. Notamment nous introduirons la notion de séries de
Dirichlet, si importante en théorie des nombres.

Les prérequis pour ce cours sont les cours d’algébre et d'analyse de Licence (no-
tamment le cours d'analyse complexe) et le cours d’algébre de M1 sur les groupes
et corps. Néanmoins, nous rappellerons le cas échéant les principales définitions et
résultats utiles pour ce cours. On trouvera notamment une longue appendice d’arith-
métique &lémentaire qu'il est absolument indispensable de maitriser (notamment en
vue de l'agrégation). Pour préparer ce cours, je me suis inspiré de notes de cours
de Jean-Louis Nicolas que je tiens 4 remercier 4 cette occasion. Marc Deleglise m’a
également légué sa précieuse "banque” d'exercices, qu'il en soit ici vivement remer-
cié. Enfin, je me suis appuyé sur divers ouvrages ou cours en ligne dont voici nne
liste (non exhaustive) et que le lecteur pourra consulter pour des compléments ou

plus de détails :

1. Arithmetics, Marc Hindry, Universitext, Springer, 2008. {pour le chapiire

sur les résidus quadratiques et les sommes de Gauss).

2. Elementary Methods in Number Theor, Melvyn B. Nathanson, Gra-

duate Texts in Mathematics, Springer, 2000.

3. Théorie algébrique des nombres, cours de Gaétan Chenevier, cours en
ligne : http ://www.math.polytechnique.fr/ chenevier/MAT552html. (pour

le chapitre sur la théorie géoméirique des nombres).

4, Introduction to Analytic Number Theory, Tom Apostol, Undergraduate
Texts in Mathematics, Springer, 1976.
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Chapitre 1

Congruences

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelgues notions et résultats élémen-
taires de théorie des congruences. Cette théorie conduit naturellement & introduire
Panneau Z/nZ ainsi que le groupe de ses éléments inversibles (pour la multiplica-
tion), noté (Z/nZ)*. Nous rappelons la construction de ces objets et précisons leurs

principales propriétés.

1.1  Quelques rappels sur les groupes finis

Soient G un groupe fini (noté multiplicativement) et H un sous-groupe de G.
Un théoréme de Lagrange affirme que le cardinal de H divise le cardinal de G.
Maintenant, si g est un élément de @, alors il existe un plus petit entier w > 1 tel

que g¥ = e. Les &léments e, g, g°,...,g° ' sont alors tous distincts et 'ensemble

o) ={e.g.0%....0" "}

est le plus petit sous-groupe de G contenant g. L'entier w est appelé Pordre de g.

On vérifie facilement (en utilisant le théoréme de la division euclidienne) que
gm o= e = wim.

En appliquant le théoréme de Lagrange, on obtient immeédiatement que w divise le
cardinal de . En particulier, si G est un groupe de cardinal n, alors g = e pour
tout g € G.

On rappelle qu'un groupe G est cyclique s'il existe g € G tel que le sous-groupe
engendré par g est 7 tout entier. On dit dans ce cas que g est un générateur de
(. Un élément g de 7 est un générateur de (& si et seulement si Pordre de g est

maximal, ¢’est-a-dire exactement le cardinal de G.
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Théoréme 1.1.1 Seit g un élément d’ordre n d'un groupe G. Pour toul entier
naturel m, U'ordre de g™ est n/(n,m), ot {m,n) est le pged de m et n. Bn particulier,
si 3 est un groupe cycliqgue d’ordre n et g un générateur de G, alors l'ensemble des

générateurs de G est

{g": (t.n) = 1}.

Preuve : Soit d = {n,m) le pged de m et n, et écrivons n = n'd et m = m'd.

L’ordre de g™ est le plus petit entier naturel non nul & tel que
nlkm ou encore n'|km’.

Corrme n' et m' sont premiers entre eux, la condition »'|km' est satisfaite si et
seulement si & est un multiple de n’ = n/d = n/(n,m). Ceci prouve le premier
point.,

L'élément g° est générateur si ot seulement si son ordre est n. Or d'aprés ce
qui précéde, Uordre de g° est n/(n,t). On cbtient donc que g* est générateur si et
seulement si (¢,n) = 1.

O

Un autre résultat sur les groupes finis sera aussi utilisé,

Lemme 1.1.2 Soient G un groupe fimt commutatif et g, h deuxr éléments de G
d’ordre respectif n el m. Si n et m sonl premiers enire eus, alors Uélément gh

est d’ordre mn.

Preuve : Considérons Pintersection M = {g) " {h}. C’est un sous-groupe de (g}
et (h). Le théoréme de Lagrange implique alors que le cardinal de M divise n et m.
Comme (n,m) = 1, on en dédult que nécessairement M = {e}. Vérifions maintenant
que gh est d’ordre rn. Tout d'abord comme gh = hg, on a (gh)™* = g""h™" =e.
Done P'ordre de gh divise mn. Réciproquement si (gh)* = e alors g* = h=% € M.
Donc g¥ = h¥ = e. Ainsi nik et m|k. Une application du théoréme 5.5.3 implique
alors que le produit nm divise k. Finalement on conclut que Yordre de gh est mn.

0O

1.2 L’anneau Z/nZ

Soient n > 2 un entier fixé. On dit que les entiers ¢ et b sont congrus modulo
n, et on écrif

a = b(modn),
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si o — b est un multiple de n. On vérifie que la relation = est une relation d’équi-
valence sur Z compatible avec addition et la multiplication, c’est-d-dire que si
a = a’ (modn) et si b= b (modn), alors

a+b=a +b{(modn) et abm=a’d (modn).

Pour tout entier a, on note amodn la classe de congruence de a module n, et

s’ll n'y a pas d'ambiguité, on utilisera aussi la notation a. Autrement dit,
amodn =& = {x € %: 2 =a(modn)}.

On note Z/nZ le quotient de Z avec cette relation d'équivalence.
Pour a,b € Z/nZ, on pose

G+b=o+b e a.b=ab

On vérifie alors que (Z/nZ,+, ) est un anneau commutatil unitaire. De plus, le
groupe (Z/nZ,+} est Punique groupe cyclique & n éléments {4 isomorphisme prés) :
il est engendré par I, & savoir
Z/nZ = {0,1,2,3,...,n - 1}.
1.3 Congruences linéaires et théoréme des restes
chinois

Le théoréme suivant, bien qu’élémentaire, est trés utile pour résoudre des congruences

linéaires.

Théoréme 1.3.1 Sotent a,be Z, n = 2. Soit d = (a,n) le pged de a et n. L'dqua-

tion

az = b(modn) (1.1}

o {au moins) une solution si el seulement si d divise b. 5i d divise b, alors I’équation

(1.1) a exactement d solutions entiéres modulo n.

Preuve: L'équation (1.1) posséde une solution si et seulement s'il existe z,y € &
tels que
ax — b= ny,
ou de maniére éguivalente
b= ar —ny.
Comme (a,n) = d, la derniére équation admet des solutions si et seulement si d

divise b {voir appendice, théoréme 5.4.1).
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Maintenant si z et z; sont solutions de (1.1}, on a

a(z; —z)=ax1 —azr=0 (modn),

a(r) — ) =nz
pour un certain entier z. On a alors %(x; — ) = §z. Comme (3.%) =1, le lemme
de Gauss implique alors que Z divise £ —a. Doty =z + k%pour un certain
k€ Z. Autrement dit
Ty ET (mod n)
1 B /)
De plus, chaque entier z; de cette forme est une solution de (1.1}, Remarguons

maintenant que les d entiers
7
ptig,  0Li<d-l,

sont deux & deux incongrus modulo n. En conséquence, I’équation (1.1) posséde d
solutions entiéres modulo n.
|

On en déduit immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.2 Soient a,b € Z, n > 2 et supposons gque {a,n) = 1. L'éguation

ax = b(modn) a une unique solution modulo n.

Dans la suite, nous allons nous intéresser au systéme de congruences suivant :

z = ap (modm;)
z = ag (mod may)

T = gy (mod my),
o k> 2 ay,as,...,a; € % et my, ma, ..., my sont des entiers > 2,

Commengons par le cas k= 2,

Théoréme 1.3.3 (des restes chinois) Soient a,b € Z el m,n > 2. Le systéme

(S){ x = a (mod m)

x = b{mod n}
admet une solution x si ef sevlement si
a = b{mod(m,n)).

De plus, dans ce cas, 5i x est une solution du systéme (S), alors y est une solution
de (8§) ¢t et seulement

y = z (mod[m, n]) .

1. Dans tout le cours, |m, 1| désigne le ppem de m et n et (m, n) désigne le pged de m et m.
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Preuve : S5i z est solution du systéme (5}, alors il existe deux entiers u, v tels

que z = @ -+ mu = b+ nv. Dol
a— b= nv — mu = 0 (mod(m, n)).

Réciproquement, si a = b(mod{m,n)), alors par la relation de Bezout, il existe
u,v € Z tels que a — b = nv — mu. Dol 2 = a + mu = b+ nv est une solution du
systéme (5). Cela conclut la premiére partie du théoréme. Meintenant si x est une
solution de (), alors un entier y est solution de () si et seulement si

y i a = z (modm)
y=b=a(modn) ’

Par conséquent, y — « est un multiple de m et n, donc de [m,n]. Autrement dit,
¥ = x (mod[m, n]). Réciproguement, si ¥ = z (mod[m, n]), alors y = x {modm) et
¥ = & {modn). Donc y est solution de (.9).

O

Remarque 1.3.4 On voit d’aprés la preuve du théoréme 1.3.3 que si a = & {mod(m, n)),
alors on construit une solution particuliére du systéme (S) de la fagon suivante. En
utilisant ’algorithme d’Euclide, on commence par chercher une solution au systéme
de Bezout suivant d = mu + nv ot d = (m,n). Ensuite comme a = b (modd), i
existe k € Z tel que a = b+dk. 11 suffit alors de considérer xg = b+ nkv. L'ensemble

des solutions du systéme {5) est zlors donné par o mod([m, n}).

Théoréme 1.3.5 (des restes chinois) Soient k un entier > 2, a1, ae,...,a; € Z
et my, Ma, ..., My des entiers > 2. Supposons que les entiers my, ma, ..., my soient

deur & deuz premiers enire eus. Nolons m = myma...mg. Alors le sysiéme

i

x = ay (mod my)
T = ao (mod ma)

(8)

T = aj (mod my),

posséde une solution. De plus, st x est une solution du sysiéme (), un enlier y est

aussi solution de (S) si el seulemnent si y = x (mod m).

Preuve : On raisonne par récurrence sur U'entier k. Le cas k = 2 provient du
lemme car {m;, ma) = 1 et [my, ma] = niyma. Soit k > 3 et supposons que le résultat
so0it vrai pour & — 1 congruences. Alors il existe un entier z tel que z = a; {modm,),
1<€i<k—1. Comme my,ma,...,my sont des entiers deux 4 deux premiers entre
eux, on a (mima...mg_1, M) = 1. Donc le cas & = 2 permet de dire qu'il existe

un entier z fel que
z=z{modmyme... M)
z = ay (mod my).
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Dot z = a; (mod m;), pour tout 1 < ¢ < k. Ainsi x est solution de (5). Ceci prouve
la premiére partie du théoréme. Maintenant, si y est une solution du systéme, alors
z — y est divisible par m;, 1 < i < k. Comme my,ma,. .., my sont deux & denx
premiers entre eux, l'entier 2 — y est divisible par myma ... my. Cela compléte la

preuve du résultat.
O

Remarque 1.3.6 Pour résoudre le systéme (5), on peut procéder de la fagon sui-

vante : pour chaque entier , les entiers m; et m; = }Inl =my... Mi—1Mip1 ... Mg

sont premiers entre eux et donc d’aprés le thécréme de Bezout, on peut trou-
ver (en utilisant par exemple 'algorithme d'Euclide) des entiers u; et v; tels que

w;m; 4 vy = 1. Si on pose e; = w1y, alors on a
e; = 1 (mod m;)
et
e; = 0 (mod m;) pour j # i.

Une solution particuliére de (§) est alors donnée par xp = ZLI a;e;. Les autres

solutions sont congrues 4 ce Ty modulo m.

On peut donner une formulation plus abstraite du théoréme des restes chinois.

Corollaire 1.3.7 Soient mq,ma,..., My = 2 des enliers deuz & deur premiers

entre euz ef notons m = myma...my. Alors Uapplication

Y E/mZ  — EfmZEx - x Zfmgl
gmodm +— (zmodmy,...,zmodmy)

définit un isormorphisme d’onneaus unitaires.

Preuve: Remarguons tout d'abord que siz modm = ymodm, alors zmodm; =

ymod m; pour tout 1 < i < k&, done I'application ¢ est bien définie. On vérifie que
P{zmodm + ymod m) = 1(x mod m) + ¥ (ymad m),

p({z mod m)(y mod m)) = ¥(x mod m)y(y mod m),

eb ¥{1z/mz) = lz/m,Zx--xZ/m;2- DONC ¥ est un morphisme d’anneaux unitaires. De
plus, &étant donné {a; modm;,az modma,...,axmodmg) € ZfmiZx -+ x Z/myZ,

il existe d’aprés le théoréme des restes chinois un élement x € Z tel que

x = g; (modm;) 1<i<k.
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Dot zmodm; = a; modm;, 1 < i<k, ’est-d-dire
h(z modm) = (a; modmy, as mod ma,. .., ar mod my).

De plus, le théoréme des restes chinois implique également que la solution x est

unique modulo m. Ainsi i est un isomorphisme d’anneaux unitaires.

O

1.4 Le groupe (Z/nZ)* et I'indicatrice d’Euler

L’ensemble des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ muni de la multiplication
est un groupe. On le note (Z/nZ)*. Le résultat suivant caractérise ses éléments

inversibles.

Proposition 1.4.1 Pour que Uglément @ € Z/nZ soil inversible il fout et il suffit
gue {a,n) = 1. Dans ce cas, le calcul de U'inverse de @ se fail & Uoide de Ualgorithme

d'Euclide étendu appliqué auv couple (a,n).

Preuve : 8ia est inversible, il existe b tel que &b = 1. Il existe donc v & % tel que
ab—1 = vn, ou ba —vn = 1. Par le théoréme de Bezout, a et n sont premiers entre
eux. Réciproquement, si @ et n sont premiers entre eux, il existe u et v entiers tels
que au + nv = 1. Cela donne dans Z/nZ, & = T— nv = 1. Donc & est inversible,
d’inverse @.

]

On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.2 Pour que Uennecw Z/pZ soit un corps il faul et il suffit que p

soit un nombre premier. On note parfois ¥y, le corps Z/pZ lorsque p est premier.

La. fonction indicatrice d’Euler  associe & un entier n > 2 Pentier (n} défini
par
@(n) = card ((Z/nZ)") .

Autrement dif, d’aprés la proposition 1.4.1, on a
pin)=card{e: 0o <n—-1&(a,n) =1} {(1.2)
Proposition 1.4.3 Soit p un nombre premier et € M*. On o
@(p®) = p* ~p*h.

En particulier, w(p)=p—1.
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Preuve : On a d’apres (1.2)
w(p®)=card{a: 0 < a <p* — 1& (a,p%) = 1}

On vérilie facilement que si 0 < a < p® — 1, alors (g,p%) > 1 si ef seulement si pja.

Or les multiples de p dans Pintervalle [0, p* — 1] sont

0,2,2p, ..., p(p* "t~ 1).

11y en a done p*~+, Dot w{p*) = p* —p*~L.

Lemme 1.4.4 Soient m,n > 2. 8i (m,n) = 1, alors o{(mn) = p(n)p(m).

Preuve : Remarquons que si 4;, Ay, A3 sont trois anneaux unitaires tel qu'il
existe un isomorphisme 9 : Ay —+ Aa x Ajg, alors (A7) = Ay x A3, oht A} désigne
le groupe des éléments inversibles de Ay, i == 1,2, 3. En particulier, A} est isomorphe
a A3 x Aj. H suffit de combiner ce résultat et le corollaire 1.3.7 pour obtenir que
les groupes (Z/mnZ)* et (Z/mZ)" x {Z/nZ)* sont isomorphes. Ils ont donc méme
cardinal, ce qui donne le résultat.

O

Théoréme 1.4.5 Spitn>2. Ona

w(n)=n%|e]§(1~%),

ot P désigne Uensemble des nombres premiers.

Preuve :  Soit n = p[*...p¥ la décomposition canonique de n en produits de

facteurs premiers. D'aprés le lemme 1.4.4, on a

k
w(n) = [Jwlpy).

=1

ri—1

Or, avec la proposition 1.4.3, p{p}') =p™ —p]' ™" =pl'(1 - 517)‘ ce qui donne

o =TTz (1- 1) =111 2).

il
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1.5 Un théoréme d’Euler et de Fermat
Théoréme 1.5.1 (Euler) Svienin > 2 et a € Z el que (a,n) = 1. Alors
a?™ = 1 (modn).

®

Preuve : On sait que l'ordre du sous-groupe (Z/nZ)* est @(n). D’autre part,

comme (a,n) = 1, la propesition 1.4.1 implique que & est inversible dans £/nZ et
done est un élément de (Z/nZ)*. Le théoréme de Lagrange affirme alors que 'ordre

de @ divise l'ordre de (Z/nZ)*, ce qui implique en particulier que

(1,‘1’7(“) = ﬁw(n) = i_

Le résultat suit immeédiatement.

On en déduit alors ce qu'on appelle le "petit théoréme de Fermat".

Théoréme 1.5.2 (Fermat) Soient p un nombre premier ela € Z, On a
a” = a (mod p).
De plus, sip ne divise pas a, alors
a?™! = 1 (mod p).

Preuve : 8ip est premier et ne divise pas o, alorson a (a,p) =l et p(p} =p—1.

Le théoréme d'Euler implique alors que
aP =P =1 (modp).

En multipliant cet congruence par g, on obtient que a” = a (modp). Si p divise a,
alors on a clairement

a? =0=a (modp).

1.6 Sous-groupes de (Z/nZ,-)

La description des sous-groupes de (Z/nZ,+) est assez simple. Comme ici le
groupe est additif, il faut prendre gerde au fait que 'ordre d'un élément » mod n
est défini comme le plus petit entier d > 1 tel que dz = 0 (imod n}. De plus, dans ce

ces, les éléments 0,7, 2z, ..., (d — 1)z sont tous distinets et

(x) = {0,%,2x,...,(d - 1)z}
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est le plus petit sous-groupe de (Z/nZ,+) contenant &. De plus,si k> 1,ona
kz=0<=kld

Lemme 1.6.1 Scient x un entier et n > 2. L’élément cmodn est un générateur

du groupe (Z/nZ,+) si et seulement st x modn est inversible dans Uanneau Z/nZ.
Preuve : Supposons que zmod n soit un générateur du groupe (Z/nZ, +). Alors
Z/nZ = {0,%,2z,...,(n — Da}

et done il existe un entier 0 < &k < n — 1 tel que k% = k& = 1. Dot zmodn est
inversibie d'inverse k mod n. Réciproquement, supposons que x mod n est inversible
dans Z/nZ et notons d V'ordre de xmodn dans le groupe (Z/nZ,+). Alors dz =
0 (mod n). Autrement dit, n divise dz. Comme x mod n est inversible, on a d’aprés
la proposition 1.4.1, (z,n) = 1. Le lemme de Gauss implique alors que n divise
d. Mais d’autre part, d'aprés le théoréme de Lagrange, d divise n et donc d = n.
Finalement on obtient que z modn est un générateur du groupe (Z/nZ, +).

[

On déduit en particulier du lemme 1.6.1 que

@(n) = card{g : g générateur de {Z/nZ, +)}. (1.3)

Praposition 1.6.2 Soil n > 2. Pour choque entier d > 1 divisant n, il existe un
unique sous-groupe de (Z/nZ,+) d’ordre d, c’est le sous-groupe cycligue engendré

par la classe de § dans Z/nZ.

Preuve : Supposons que n = kd. Alors Pélément = = % est d'ordre d. En effet,
d'une part, on a
da = dl = df = A = 0.

D'autre part, si cx = (0, alors ck = 0. Autrement dit, n divise ck. Ceci implique que
d divise c. Par conséquent, = est bien d’ordre d. Ainsi, le sous-groupe {z} est d'ordre
d. Montrons que c'est le seul. Soit donc A un sous-groupe de (Z/nZ,+) d'ordre d.
Notons 3 : Z — Z/nZ la surjection canonigue. On sait que s~!(H) est un sous-
groupe de Z. Donc il existe un entier m € N tel que s'{H ) = mZ. Par conséquent,
s étant surjective, on a H = s(s~1(H)) = s{(mZ) = (Mm}. Comme V'ordre de H est
d, on a dm = 0. Donc n|dm, c'est-a-dire k|m. Ceei implique que H = (m) < (k).

Or l'ordre du sous-groupe engendré par k est d’ordre d, ce qui implique gue

H = {F).
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Corollaire 1.6.3 Soitn>2. Ona

n= Zcp(d).

d|n

Preuve :  On écrit

ZfnZ = | | Eq,

din

ot B4 = {zmodn : xmod dn est d'ordre d} et la réunion est disjointe. D’oit

n = Z card(£y).

dln

Or zmodn € Ey si et seulement si 2 mod n est générateur d’un sous-groupe d'ordre
d et d'aprés la proposition 1.6.2, ce sous-groupe d'ordre ¢ est unique et isomorphe

4 Z/dZ. Ainsi avec {1.3), on obtient que
card(Ey) = card{g : g générateur de (Z/nZ,+}} = ©(d),

ce qui donne le résultat.

1.7 Exercices

Exercice 1.7.1 Calculer inverse de 13 modulo 100.

Exercice 1.7.2 Résoudre les équations

19z =2 (mod 140) eh 57z =87 (mod 105).
Exercice 1.7.3 Résoudre 42z + 150y = 18.

Exercice 1.7.4 1. Résoudre 6u + 5z = 10.
2. Résoudre 4x + 5y = u.

3. En déduire les solutions de 24z + 30y + 5z = 10.

Exercice 1.7.5 Soit p un nombre premier. Montrer que
z° = 1(mod p)

si et seulement si

z = %1 (mod p).
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Exercice 1.7.6 (Théoréme de Wilson) Soit p un nombre premier. Montrer que
(p— 1) 52 —1 (mod p).

Indication : vérifier d’abord le résultat pour p = 2,3. On suppose alors que p = 5.

Montrer que pour tout @ € {1,2,...,p ~ 1}, il existe of € {1,2,...,p — 1} tel que

aa® = 1{modp). Remarquer alors que & = a! si et seulement sie=loua=p—1

(voir exercice 1.7.5). Partitionner alors ensemble {2,...,p— 2} en (p — 3)/2 pairs

d'entiers (a,-,ag) tels que aiag = 1 (mod p) pour 1 <1i < (p—3)/2 Conclure.
Exercice 1.7.7 Le produit de trois entiers consécutifs peut-il étre un carré?

Exercice 1.7.8 1. Montrer que, pour tout » € N, n!® — n est multiple de 455.
2. Montrer qu'on peut améliorer ce résultat, c’est-a-dire qu’il existe un multiple
non trivial de 455 qui divise tous les n!® - n.

3. En admettant que si p est un nombre premier, il existe un élément d’ordre

p ~— 1 dans Fy, quel est le plus grand entier m qui divise tous les '3 —n 7

Exercice 1.7.9 On définit la suite des nombres de Fermat par Fy, = 22" + 1.
1. Montrer que les F, sont deux & deux premiers entre eux.
Indication : si m < n alors F,,, divise I, — 2.

2. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 1.7.10 Prouver qu'il existe une infinité de premiers de la forme 4k — 1.
Prouver de la méme fagon qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme

6k — 1.

Exercice 1.7.11 Expliciter un n tel que n,n+1,n+2,...,n + 9 soient tous non
premiers.
Indication : on pourra traduire le probléme comme un systéme de congruences

et utiliser le théoréme des restes chinois.
Exercice 1.7.12 a et b sont premiers enfre eux et N € [N. On considére 'équation
azr + by = N (L}

1. Montrer que si N est assez grand 1'équation (£) a une solution en entiers

naturels.

[Sv

. Montrer que si N = (@ — 1)(b— 1) — 1 I'équation (E) n'a pas de solutions en

entiers naturels,
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3. Montrer que si N > (@ — 1)(b — 1) 'équation (F) a une solution en entiers

naturels.

Exercice 1.7.13 Soient z1,29,...,%, des entiers relatifs. Montrer qu'il existe %, §
entlers, 1 <4< 7 < ntels que a3+ 2445 +--- +2; = 0 {mod n).
Indication : on pourra introduire
5= Z zjmodn
0<isy

et appliquer le principe des tiroirs de Dirichlet.

Exercice 1.7.14 Vérifier que les 4 derniers chiffres (en base 10) de 9376 sont 9376.
Déterminer tous les entiers z, 0 < x < 10000 tels que 2° = 2 {mod 10000) 7
Indication : on pourra remarquer que z est solution de X2 — X = 0 (mod N)

si et seulement si 1 — 2 est solution.

Exercice 1.7.15 Résoudre le systéme de congruences

2r = 3 (mod 5)
4z = 3 (mod 7)
Ir = b5 (mod 8)

Exercice 1.7.16 Trouver les deux derniers chiffres de 393°". Méme question avec

177,
Exercice 1.7.17 Montrer que si n est impair alors n | 2% ~ 1,

Exercice 1.7.18 Pour un nombre réel z, on désigne par |z| la partie entiére de x,

c'est-a-dire le plus petit entier & satisfaisant
b<ae<k+1.

Sia € Z* et p est un nombre premier, on appelle valuation p-adique de g le plus

grand entier o € N tel que a est divisible par p® mais pas par p®+1,
Soit n un entier positif cu nul.

1. Démontrer la formule de Legendre :

tp(n!) = [;J 4 L;;J“l"[iﬂ e

e
n

2. Prouver que chacun des termes de la suite (L—Aj) est le quotient de la division
p

euclidienne du précédent par p.
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Exercice 1.7.19 Soit 2 = 2 un entier ef n = pf'ps®...ph" sa décomposition en

produit de facteurs premiers, ot p; < P2 < ... < Pi.

logn
1. Montrer que k < ]—(TgE'

2, Pour 1 £ i £k, montrer que p; > i+ 1.
3. En déduire que

log2
pln) = 2= =

logn’
Exercice 1.7.20 Un nombre entier m est appelé un nombre de Carmichael s'il
vérifie les deux propriétés suivantes :

(1} m n’est pas premier;

(ii} pour tout entier @ premier avec m, on a
a™ =1 (modm).

Démontrer que m = 561 est un nombre de Carmichael (c’est en fait le plus petit
nombre de Carmichael),

Indication : on pourra utiliser le théoréme des restes chinois.

Exercice 1.7.21 Soit m entier tel que 6m + 1, 12m + 1, 18m + 1 soient premiers.

Démontrer que n = (6m + 1){12m + 1)(18m -+ 1) est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.7.22 Soit n un entier non premier tel que
1. n est impair, sans facteurs carrés.
2. Pour tout diviseur premier p de n, p — I divise n — 1.

Démontrer que n est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.7.23 Le but de cet exercice est de démontrer que la condition suffi-
sante, obtenue dans 'exercice précédent pour qu'un entier soit un nombre de Car-
michael, est aussi nécessaire. Considérons done n un entier dont la factorisation

(canonique) s'écrit
-
7 = H o,
i=1
et supposons que n est un nombre de Carmichael.
1. Soit a un entier premier avec n. Prouver que son ordre dans (Z/nZ)* est un
diviseur de n - 1.
2. Soit p un diviseur premier impair de n et o = vy(n} la valuation p-adique de

.
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{a) Prouver qu'il existe un entier a, premier avec n, dont l'ordre dans (Z/nZ}*
est p2~1(p —1).
Indication : utiliser le fait que si p est un nombre premier impair, alors

(Z/p*Z)" est cyclique et utiliser le théoréme des restes chinois.
(b) En déduire que a = 1, que p— I est un diviseur de n — 1 et enfin que n
est impair.
3. Démontrer qu'une puissance de 2 n’est jamais un nombre de Carmichael.
4. Deéduire des questions précédentes que
(a) n est impair, sans facteurs carrés.

(b) Pour tout diviseur premier p de n, p - 1 divise n - 1.
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Chapitre 2

Racines primitives

Ce chapitre est consacré 4 la notion importante de racines primitives, ¢'est-i-dire

de V'existence d'un générateur pour le groupe (Z/nZ)*.

2.1 Quelgues rappels sur les équations diophantiennes
polynomiales

Le résultat classique suivant affirme qu'un polynome de degré n dans Fplz]

admet au plus n racines distinctes.

Théoréme 2.1.1 {Lagrange, 1768) Soient p un nombre premier, ai,az,. ..,y

des nombres enliers lels que p ne divise pus a,,. Alors Uéguation
i + @ bz g =D {mod p) (2.1)
a au plus n solutions modula p.
Preuve : On raisonne par récurrence sur n. Pour n=1,on a
61T = —ag (mod p).

Comme p ne divise pas aj, on a (a;,p) = 1 et done a; est inversible modulo p.

Autrement dit, il existe a7 € Z tel que a; ey =1 (mod p). D'od
z=—atay (mod p}.

Ainsi 'équation (2.1) posséde une solution. Supposons que le résultat soit vrai an
rang n — 1. Soit 2, 2y deux solutions de (2.1). Alors
an(x" — )+ ap_y (o™ = :L'?_l) +oeda{z-5)=0 (mod p).

En factorisant, on abtient

(x—z)Q@) =0 (mod p),
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n—1

oll § est un polyndme de degré égal & n— 1 {dont le coefficient du terme en x est

ap). D'autre part, rappelons que p étant premier, on a b = 0 (mod p) si et seulement
sia = 0 {modp) oua = 0 {mod p}. Ainsi on obtient gque z = z; (modp) ou @(z) =0
(mod p). D'aprés 'hypothése de récurrence, I'équation Q(z) = 0 {mod p) posséde au
plus n — 1 solutions done 'équation (2.1} posséde au plus n solutions medulo p.
O

On peut préciser le théoréme de Lapgrange dans un cas particulier important

pour la suite.

Théoréme 2.1.2 Soif p un nombre premier et d un entier nelurel (el que d|(p—1}.
Alors Uéguation

2d=1 (mod p)

a exacicment d solutions modulo p.
Preuve : FEcrivons p—1 = dk, k € N. D'apreés le théoréme de Fermas, 'équation

zPt=1 (mod p)
a exactement p — 1 solutions modulo p. D’autre part,

R R Ly o i L L SR )
Dlod
2P~ = 1 (mod p) <= 2% = 1 (mod p) ou ¥~ 4 ¢34 ... 1 = 0(modp).
D'aprés le théoréme de Lagrange, 'équation
gF= L =2 1 = 0 (mod p)
a au plus (k — 1)d solutions modulo p et 'équation
2% = 1 (modp)

a au plus d solutions modulo p. Comyme au total, il y a p—1 = (k- 1)d+d solations,
on en déduit le résultat.
O

2.2 Racines primitives

Définition 2.2.1 Seiin > 2. Un entier a est appelé une racine primitive modulo

n si{a,n) =1 el l'ordre de amod n dens {Z/nZ)" est p(n).
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Notons que si {a,n) = 1, l'ordre de amodn dans (Z/nZ)* divise toujours y(n). Si
@ est une racine primitive modulo =, alors les @(n) entiers 1,8, 4, ...,a?™~1 sont

premiers avec n et sont deux A deux incongrus modulo n. On a en particulier
(Z/nZ)" = {1,a,a",...,a" ™1}

Autrement dit, un entier g premier avec n est une racine primitive de n si et seule-
ment si & est un générateur du groupe (Z/nZ)*. Notons que si a est une racine
primitive de n, alors tout entier de la forme a + kn, & € Z, est aussi une racine

primitive de n.

Exemples :
{a) 3 est une racine primitive de 7 : on vérifie que 3 mod 7 est d'ordre 6 dans (Z/7Z)*.
(b) 3 est une racine primitive de 10 : 3mod 10 est d'ordre 4 dans {Z/10Z)*.

(c) Certains entiers n’oni pas de racines primitives : ainsi n = 8 n'a pas de racines
primitives car aucun eniier a tel que (a,8) = 1 n’est d’ordre 4 modulo 8. On
vérifie que 12 = 3% = 5% = 7% = 1{mod 8).

Par définition, 'entier n admet une racine primitive si et seulement le groupe

(Z/nZ)" est cyclique. Le résultat suivant montre que c'est le cas si n = p est un

nombre premier.

Théoréme 2.2.2 (Gauss) Soit p un nombre premier el d € M lel que d|(p — 1).
Alors il existe evactement p{d} classes modulo p d'ordre d. En particulier, Uentier

p admel w(p — 1) racines primitives incongrues modulo p.

Preuve : On raisonne par récurrence sur 4. Le cas o = | est trivial. Supposons
le résultat correct pour tout d'l(p — 1), aver 1 < d' < d. D'aprés le théoréme 2.1.2,
Péquation % = 1(modp) a d solutions modulo p. Parmi ces solutions, d’aprés

I'hypothése de récurrence, le nombre de classes modulo p d’ordre < d est
> eld).
d'<d
d'fd

On en déduit donc qu'il y a d — ¥ gy 2(d") solutions d'ordre d. Or d’apres le
d'|d

d=Y " p(d).

df|d

corollaire 1.6.3, on a

[D’oit on en déduit quil ¥ a ¢(d) classes modulo p d'ordre d. Le résultat est done

prouvé par récurrence.
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Comme une racine primitive correspond & une classe modulo p d'ordre p— 1, on
en déduit qu’il y a »{p — 1)} racines primitives incongrues modulo p.
O
5i @ est une racine primitive de p, alors on sait d’aprés le théoréme 1.1.1 que les
autres racines primitives sont de la forme a* avec {k,p — 1) = 1.

On peut reformuler ce qui précéde sous la forme suivante :

Corollaire 2.2.3 Soit p un nombre premier. Le groupe (Z/pE)* est cyclique d’ordre

*

p— 1. I admet ¢{p— 1) générateurs. Si g est un générateur de (Z/pZ)*, alors les

auires générateurs sont de la forme g~ avee (k,p—1)=1.

2.3 Existence de racines primitives

L'objectif de cette section est de montrer qu'un entier m > 2 a une racine

primitive si et seulement si m = 2, 4, p* ou 2p", avec p un entier premier impalr et

& un entier > 1.

Théoréme 2.3.1 Soit m > 2 un entier gui n'est pas une puissance de 2. Si m a
une racine primitive, alors m = p* ouw m = 9pF, avec p un entier premier impoir et

k> 1
Preuve : Soient a et m des entiers tels que (g, m) =1 et m > 3. Supposons que
m = 1M Ma avec {my,ma) =let my = 3, mo = 3. (2.2)

Alors (@, m; )} = (@, ma) == 1. De plus, si @ désigne U'indicatrice d’Euler, alors (m)

est paire pour m > 3 {voir Théoréme 1.4.5). On peut donc considérer

()
=Ty
etbona
_ w(mi)p(ma)
n= 2

D'apreés le théorame d'Euler, on a
a?™) = 1 (modm,),

d'ol

g™ = (g#(™1))elm)/2 = 1 (mod m,).
De fagon similaire, on a

" = (cr,"“"“’))"“(’"‘}/2 = 1 {modma).
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Comme (m;,ma) = 1 et m = m,ma, le théoréme des restes chinois implique que
a” = 1 {mod m).

Donc 'ordre de a modulo m est strictement plus petit que ¢(m). Par conséquent, si
m peut se factoriser sous la forme (2.2), alors m n’admet pas de racine primitive.
En particulier, s1 m est divisibie par deux nombres premiers distincts impairs alors
m n’admet pas de racine primitive. De fagon similaire, si m = 2p*, avec ¢ > 2 et p
un entier premier impair, alors m n’admet pas non plus de racines primitives. Par
canséquent, si m n'est pas une puissance de 2 et si m admet une racine primitive,
alors m est nécessairement de la forme m = p* ou m = 2p* pour un certain entier
premier impair et k > 1.
O
La réciproque du théoréme précédent est aussi vraie. Commengons par le cas o
m = p* avec p un entier premier impair. Pour cela, on utilisera le lemme suivant de

congruence.
Lemme 2.3.2 Soient k un entier naturel et p un nombre premier impair. On a
3 3 3
(197" = 1455+ (modph+2).

Preuve : Commengons par une observation : si p est un nombre premier, et si
k > 1, alors a = b{mod p*) entraine a? = ¥ (mod p**1). En effet, si @ = b + ap®
pour un certain a € Z, alors, avec la formule du bindéme de Newton, on &

= (p

af = P + | atphipp—t
i)

Or comme p est premier, on a (7) = 0(modp), pour tout 1 < i < p — 1, (voir

appendice, application du lemme 5.6.3). D’ou
(?)pki = 0 (mod p***7).
Puisque ki 4+ 1 > k41, on en déduit que pour tout 1 <i<p-1,ona

(I:) p* = 0 (mod pF Ty,

C’est aussi vrai pour i = p, d’od finalement, on obtient que

(P)p = otmoar+  Gsizp) ey

et donc

o = bP {mod pF+1).
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Prouvons maintenant le résultat. On raisonne par récurrence sur k. Pour & = 0,
c'est jrivial. Pour k=1,o0n 2
(1+pf = l+p2+i (p)p".
=2 t

Or en utilisant une nouvelle fois que (¥) = 0(mod p) pour 1 < i < p— 1, on obtient
(f) ¢t = 0(modp®)

pour 2 < i< p- 1. C'est aussi vrai pour i = p car p > 3 (p est un nombre premier

impair ). On cobtient finalement
(1-+p) =1+ p? (modp’).

Cela prouve le résnltat pour & = 1. Supposons maintenant le résultat vral pour
un entier & > 1 et montrons le résultat pour ¥ + 1. En utilisant 1'observation et

I'hypothése de récurrence, on a

(L+p)""" = (14 g7 (mod p**9).

P

(14 pHyP = Z (?)p("""’-l)i =1+ p**2 (mod p*t?),
i=0

ce qui donne le résultat.

O

Théoréme 2.3.3 (Gauss) Soit p un entier premier impair. Alors p¥ admet une

rocine primitive.

Preuve : On va utiliser 'entier p+1 et le lemme 2.3.2. Remarquons que comme
(p+1,p*) = 1, l'élément (p+ 1) mod p* est inversible dans Z/p*Z. D’autre part,

d’aprés le lemme 2.3.2,0on a
(1+ p)”k“l = 1 (mod p*)

et
(1+p)" " =1+p"" £ 1(modp*)

Ceci prouve que I'élément (p + 1)modp® est d’ordre p*~! dans (Z/p"Z)". Soit
maintenant a une racine primitive de p (qui existe d’apres le théoréme 2.2.2). Alors
amodp est d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)*. Soit d Vordre de amod p* dans (Z/p*Z)".

On a af = 1{modp*), d'ont a® = 1(modp). Par conséquent p — 1 divise d. Le
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théoréme 1.1.1 implique alors que a®/®="mod p* est d'ordre ge—yy = p— 1
dans (Z/p*Z)*. Comme (p—1,p"} = 1, le lemme 1.1.2 implique alors que I'élément
(p+ 13a? =1 mod p* est d'ordre pF~1(p— 1) = p* — p*~! dans (Z/p*Z)*. Comme
w(pf) = p* —pF~1, on en déduit que (p + 1)a?/P=7) est une racine primitive de p*.

d

Traitons maintenant le cas ot m = 2p*.

Théoréme 2.3.4 Soient p un entier premier tmpair. Alors 2p° admet une rocine
primitive. Plus précisément, si a est une racine primitive de p*, et sia; € {a, a+pk}

est impair, alors a; est une racine primitive de 2pb.

Remarquons que comme p* est impair, un des deux nombres a et a -+ p* est
impair et l'autre est pair. De plus, si o est une racine primitive de p* alors bien
évidemment @ -+ p* est aussi une racine primitive de p*.

Preuve : Comme {2+ p¥,p*) = (a,p%) = 1 et 0 est impair, on en déduit que
(a1,2p") = 1. Notons d Pordre de 2 mod 2p* dans (Z,/2p*Z)*. D'une part, d divise

»(2p%). D’autre part, comme a¢ = 1 (mod 2p¥), on a en particulier
a? =1 (mod p*).

Comme g, est une racine primitive de p®, on en déduit que (p*) divise d. Mais

comme p est impair, on a (2,p%) = 1 et donc

On cbtient done que d = p({2p*), ce qui permet de conclure que a2, est une racine
primitive de 2p*.
O

1l reste le cas des puissances de 2.

Théoréme 2.3.5 I existe une racine promitive de m = 2% si el seulement i k= 1

ou 2.

Preuve : [l est facile de voir que 1 est une racine primitive de 2 et 3 est une
racine primitive de 4. Montrons maintenant que si k > 3, alors 2% n'admet pas de
racines primitives. Comme ¢(2¥) = 25 — 28=1 = 9%=1 ] suffit de montrer que

k=1

a? " = 1(mod 2%) (2.4)

pour tout nombre impair a et & > 3. On prouve cette relation de congruence par

récurrence sur k. Pour & = 3, la relation (2.4) provient de

1’=3=52=7=1(mod8).



28

CHAP. 2 : RACINES PRIMITIVES

Soit & > 3 et supposons que (2.4) soit satisfaite. Alors 'entier a2 ™" — 1 est divisible
par 2%, Comme a est impair, il suit que a2 41 est pair, Par conséguent, Uentier

ak—1 k-2 k-2 n 1)
est divisible par 2871, Ainsi

a7 =1 (mod 26+1).

Cela prouve la congruence (2.4) ef le théoréme.

En résumé, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.3.6 Soif m un eniier > 2. Les assertions suivantes sont épuivalentes :
1. m admet une racine primitive.
2. (Z/mZ)" est eycligue.

8 m=12,4,p" ou 20", avec p un entier premier impair et k > 1.

Le théoréme 2.3.6 donne une caractérisation des entiers qui adimettent une racine
primitive. En revanche, quand elle existe, il est difficile de construire une racine
primitive. On verra dans 'exercice 77 une méthode permettant de construire une
racine primitive d'un nombre premier. Malis il reste de nombreuses questions simples
sur les racines primitives encore ouvertes de nos jours. Par exemple, on ne sait pas
§'il existe un nombre fini ou infini de nombres premiers p pour lesquels 2 est une
racine primitive. En fait, on ne connait pas d’entier qui soit une racine primitive
pour une infinité de nombres premiers. I] existe un résultat surprenant de Gupta-
Murty et Heath-Brown affirmant que tout premier, avec au plus deux exceptions,
est une racine racine primitive pour une infinité de nombres premiers. Mais on ne
connait pas ces exceptions! Ainsi on sait qu'au meins un des nombres premiers 2, 3
et 5 est une racine primitive pour une infinité de nombres premiers, mais on ne sait
pas lequel....Mentionnons 4 ce propos une conjecture célébre due a Artin : soit o
un enlier gui n'est pas un carré el lel que a ¢ —1. Alors a est une racine primitive

pour une infinité de nombres premiers.

2.4 Les logarithmes discrets
Soit p un nombre premier et g un générateur du groupe (Z/pZ)*. Sie € (Z/pZ)*,
le logarithme discret de a en base g, noté log, a, est I'unique entier o tel que

0<a<p-2 a=g"
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Lerme 2.4.1 Soient p un nombre premier, g un générateur du groupe (Z/pZ)",
a € (Z/pZ)* el n un entier iel que a = g". Alors, le logarithme discret de a en base

g est le reste de la division euclidienne de n parp—1.

Preuve : Effectuons le reste de la division euclidienne de n par p— 1. Alors il

existe deux entiers ¢ et r tels que
n=qlp—1)+r, 0<r<p-2.

1

On a alors & = g = gHP~UF7 = g9p—1g" = g™ car gP~! = 1. Par définition, on en

déduit que log, a = 7.
O

Théoréme 2.4.2 Soit p un nombre premier et ¢ un générateur de (Z/pZ)*. Pour

tous a, b dans (Z/pZ)*, on a
log, (ab) = log, a + log, b {mod(p — 1)).
Preuve :  Soit & = log,(a) et ko =log,(b). On a
a=g" et b= g"'”.
Do ab = gF+tE2 Dapres le lemme 2.4.1, on en déduit que

log,, (ab) = &y + Rz (mod{p ~ 1)).

2.5  Exercices

Exercice 2.5.1 Les nombres suivanis possédent-ils des racines primitives :
1. m=1237
2. m=417

Si oui, en exhiber une.
Exercice 2.5.2 Montrer que 2 est une racine primitive de 101.

Exercice 2.5.3 Quel est 'ordre de 3 mod 101 7 Est-ce que 3 est une racine primitive

de 1017

Exercice 2.5.4 (a) Prouver que 2 est une racine primitive de 53.
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(b} Trouver toutes les solutions de

2% = 22 (mod 53).

Exercice 2.5.5 Soit p un nombre premier impair et ¢ une racine primitive de p.
(i) Montrer que g®~14? = —1 (mod p).
(i) Montrer que (p— 1)! = gP~2E-1/2 (mod p).

(iii) Retrouver le théoréme de Wilson.

Exercice 2.5.6 (a) Montrer que pour tout entier K € N, on a

ak

52" =14 252 (mod 25+3).

(b) En déduire que I'élément 5mod 2™ est d’ordre 2™ * dans (Z/2™Z)".
(e) Soit m > 3 et soit

W BxD — (B/AME)
(p,q) — (—1)"57mod2™.

(i) Montrer quie 9 est un morphisme de groupes tel que kerv = 2% x 2" 22,

(i1) En déduire que (Z/2™Z)* est isomorphe & Z/2Z x Z/2™Z,

Exercice 2.5.7 Soit p="Tet g=3.
(a) Montrer que g est un générateur de (Z/pZ)*.
(b) Calculer log, a, pour tout a tel que 1 <a < 6.

{¢) Calculer log, 30.

Exercice 2.5.8 (Théoraéme de Lucas) Soient g,a deux entiers naturels > 1 tels
que

1. a?® ! = 1modg.

2. Pour tout diviseur premier pde ¢ — 1, a » # 1modg.
Démontrer que g est premier et, de plus ¢ est un générateur de ¥, (indication :

considérer 'ordre de @ dans Fy).

Exercice 2.5.9 Btant donné un nombre premier p et & un nombre premier avec
p, on notera Op(a) Vordre de a dans (Z/pZ)*. Montrer que si 4 divise Oy(a), alors
Op(a) = Op{--a). En déduire que si p est un nombre premier de la forme 4% + 1, et

o un générateur de (Z/pZ)* alors —a est aussi un générateur.

Exercice 2.5.10 5ip = 2¢+1 est premier, avec g premier impair, et a est un entier

3

tel que a* — a # 0 mod p, monirer que o ou bien —a est un générateur de Fy,.



Chapitre 3

Résidus quadratiques

Dans ce chapitre, on s'intéresse 4 I'ensemble des carrés dans le corps ¥y, p
premier. On introduit le symbole de Legendre qui permet de caractériser ces carrés
et on développe les principales propriétés de ce symbole. On démontre notamment
la "fameuse" loi de réciprocité quadratique due & Gauss. Cetie formule admet de
nombreuses démanstrations. Nous donnerons celle basée sur les sommes de Gauss.
Ces sommes de Gauss seront également utilisées pour obtenir une formule pour le

nombre de solutions d’une équation quadratique,

3.1 Résidus quadratiques modulo p.

Définition 3.1.1 Soif p un nombre premier et a un cntier tel que p ne divise
pas a. Alors a est appelé un résidu quadratique modulo p si Udgpuation z° =
a (mod p) posséde une solution. Dans le cas contraire, ¢ est appelé un non résidu

quadratique module p.

Autrement dit, un entier ¢ est un résidu quadratique madulo p si et seulement si
o mod p est un carré dans (Z/pZ)".
Commengons par un exemple simple. Dressons la table des carrés dans Z/pZ,

avec p="T.

amod7 |01 ]213|4]5]|6
modT7 |0 1422141

Parmi les 6 éléments non nuls, 3 sont des carrés {1,2,4}, les 3 autres ne sont pas

des earrés. De plus, chague carré non nul a deux racines carrées :
V1I=:1l, V2=:3, V4= £2

Les deux observations effectuées sur cet exemple sont en fait un théoréme!
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Théoréme 3.1.2 Soit p un nombre premier émpoir el g un générateur de (Z/pZ)*.
Un élément a de (Z/pZ)* est un carré si et seulement si son logarithme en base g
est pair. Parmi les p—1 éléments de (Z/pZ)*, la moitié exactement sont des carrés.

Chague carré a 2 racines carres.

Preuve : Soit a € {Z/pZ)* et k son logarithme en base g. Si k = 2{ est pair,

alors on a

2

a= (¢
et donc a est un carré. Réciproquement, si e est le carré de g*, pour un certain ,
on a a = g°t. Donc d'aprés le lemme 2.4.1, son logarithme discret est le reste de
la division euclidienne de 2¢ par p — 1. Ce reste est pair car p — 1 est pair. On en

déduit alors que les carrés de (Z/pZ)* sont
{gh:0<t<p-2:t=1(mad2)}.

On en déduit donc qu'il existe exactement (p — 1)/2 carrés dans (Z/pZ)*.

IYautre part, si a est un carré, a = b*, P'élément —b est aussi une racine du
polynome z* — a, distincte de la racine b (car a # 0). Le polynéme 2 — a de Fpiz]
étant de degré 2, il n'admet pas d’autres racines.

W]

En d’autres termes, le théoréme 3.1.2 affivme qu’étant donné un nombre premier
impair p, il existe exactement (p~1)/2 résidus quadratiques et (p—1)/2 non-résidus
quadratiques modulo p.

Le résultat suivant fournit un critére pour quun entier soit un résidu quadratique

madulo p.

Théoréme 3.1.3 (Euler) Soit p un nombre premier impair et a un entier tel que

p ne divise pas a. Alors
(a) a est un résidu quadratique modulo p si el seulement si aP~1/2 = 1 {mod p).

(b) a est un non-résidu quadratique modulo p si et seulement si alP=1M2 = 1 (mod p).
Preuve : D'aprés le théoréme de Fermat (théoréme 1.5.2), on a
2
(a("_”/?) =o' =1 (modp).
Done a®~1}/? est une solution de Ia congruence x* = 1 (mod p) et donc

a1/ = 41 (mod p).
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Supposons que a soit un résidu quadratique module p. Alors a = b* (mod p}, pour

un certain entier b et done
atP~D/2 — pp=1 = | (mod p).
D'aprés le théoréme 2.1.2, Péquation
2=/ = 1 (mod p)

a exactement {p—1)/2 salutions. Comme il y a (p—1)/2 résidus quadratiques modulo
p, les solutions de Vequation précédente sont exactement les résidus quadratiques.

Ainsi, pour un non-résidu quadratique e, on a P17 = =1 (mod p).

O

3.2 Le symbole de Legendre

Définition 3.2.1 Soient p un nombre premier impair et a € Z. On définit le sym-
bole de Legendre par

+1  sia est un résidu quadratique modulo p

a
(—) = ¢ —~1 sia esi un non-résidu quadralique modulo p
¥ 0 sip divise a.

11 est clair que, pour tout nombre premier impair p, on a

B

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du résultat d'Euler.

Corollaire 3.2.2 (Critére d’Euler) Soient p un nombre premier jmpair el @ un

entier. On a

(E) = a2 (mod p).
P

Théoréme 3.2.3 (Périodicité du symbole de Legendre) Soienl p un nombre

premier impair, a € Z elm e Z. On o

(57) =)

Preuve : 1l est clair que p divise a si et seulement si p divise a 4 mp. On peut

donc supposer maintenant que p ne divise pas a. Alors (%) = 1 si et seulement si

I'équation

a

z” = a (mod p)



34

Cuar. 3 : RESIDUS QUADRATIQUES

a une solution, ce qui est équivalent au fait que 'équation

z? = a+ mp (mod p)
a une solution, c'est & dire que (‘”‘—p’”ﬂ =1.

|

Le théoréme 3.2.3 permet d'étendre la définition du symbole de Legendre modulo

(=) -3

Théoréme 3.2.4 (Multiplicativité du symbole de Legendre) Soienta,b € Z

p & Z/pZ. Ainsi, on pose

et p un nombre premier impair. On a

5)-6)G)

Preuve : En utilisant le critére d’Euler, on 2
(%) = (ab)?"V/? (mod p)

i

a1/ 2pr—1)/2 (mod p)

£)(2)

ce qui donne le résultat.
]
Le théoréme 3.2.4 implique que le symbole de Legendre est complétement dé-
terminé par ses valeurs en —1, 2 et aux entiers impairs. En effet, si & est un entier

non divisible par p, alors on peut écrire a sous la forme
o= 270 R gk,
ol qq,. .., sont des entiers premiers impairs, distinet et différent de p. Alors on a
G- G -G)
p/ \p/\p p) T\p)
On peut déterminer l'ensemble des nombres premiers p pour lesquels ~1 est un
résidu quadratique. D’aprés le résultat suivant, cela dépend uniquement de la classe

de congruence de p modulo 4.

Théoréme 3.2.5 (Caractére quadratique de —1) Soit p un nombre premier im-
(_—i) 1 sip=1(modd)
p/ -1 sip=3(modd).

De fagon équivalente, on a
-1 .
— | = (1 (p—1)/2
()=

pair. Alors
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Preuve : Qbservons que
(—1)P=1/2 1 sip=1(mod4)
~1 sl p= 3(modd).
D’autre part, en appliguant le critére d’Euler, on a
-1
(%) = (~1)®" (mod p)
P
et le résultat suit immédiatement car chacun des termes de [a cangruence est %1,
[

Le résultat suivant donne un critére pour que 2 solt un carré modulo p.

Théoréme 3.2.6 (Caractére quadratique de 2.) Soii p un entier premier im-

pair. On a

P —1 sip=+3(mod8).

AN 2 1 s p = 41 (mod 8)
(P)m( & {

Preuve: Soit { une racine primitive 8-éme de I'unité sur Fy, et posonsy = ¢4+¢1.

On a y? = % + (2 + 2. D’autre part, comme ¢8 = 1, on a ¢ = £1; mais le cas

¢1 =1 est exclu car sinon ¢ ne serait pas une racine primitive. Il en résulte donc
que ¢! = —1. Cela implique que ¢* = —¢~? et donc 32 = 2. En utilisant la formule

du bindme de Newton, on obtient également que

=T (;)cir”‘.
i

1<i<p—

Or (;) = () (mod p) pour tout 1 <i<p—1, d'od
¥ =0

Comme »* = 2, on obtient que 2 est un carré modulo p si et seulement si y € .,
[} 3 ! ¥ P

ce qui est équivalent & yP = y. Si p= +£1{mod8), alors on a
Y=(+ =y,
donc 2 est un carré modulo p et (%) = (*1)")1——! =1, 8 p = 3 (mod 8), on &
v =C
et en utilisant que ¢* = ~1, on obtient

W=-—l-(=-y

et donc 2 n'est pas un carré modulo p. D'oi (%) = (=) = .
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Lemme 3.2.7 On a

2 ()

agr;

Preuve : 1l suffit de se rappeler qu'il y a autant de carrés que de non-carrés dans
F}, d’aprés le théoréme 3.1.2.

0

3.3 Les sommes de Gauss

Les sommes de Gauss sont trés importantes en arithmétique. Nous allons les
utiliser pour donner une démonstration de la loi de réciprocité quadratique. Nous les
utiliserons également pour calculer le nombre de solutions modulo p d'une équation
quadratique. Dans cette section, nous introduisons ces sommes ¢t donnons quelques
formules utiles pour la suite.

Soient p un nombre premier impair, K un corps de caractéristique g différente
de p et soit ¢ une racine primitive p-iéme de I'unité sur K. Pour z € Z, 'élément
¢* ne dépend que de ¥ mod p et donc il garde un sens pour © € Fy. Pour a € Ty,
on pose

{a) = Z (:-C-) ¢,
TEF; p
Lélément 7(a}, qui appartient & X,(K) (le corps des racines p-iéme de I'unité sur

K, voir appendice ) s'appelle la somme de Gauss sur K associée 3 a.

Thécréme 3.3.1 Seient K un corps de caractérislique g, soil p un nombre premier

impair, p # q. Alors, on a les propriéfés suivantes :

r{a) = (%) (1)
(i) (1)? = () p

(iii) si q est un nombre premier impair, pour tout a € Fy, on a

()

(i) pour tout a € F7,

Preuve : (i) : I'application # — ax est une bijection de F;, sur F}. On a done
-1
oy
M = T (e
yeF;, P
- 2 (56
jars \ P /AP

()
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or (52) = ()7 = (5) car (8) € (-1,11. Don 7(a = (3) (1)

7
(1) : pour simplifier, nous noterons 7 = +(1). En utilisan$ le théoréme 3.2.4, on

0))- 5, @)

z,y€F;

SPMOLIp>

mEF,‘, P yEF;,

Si on effectue le changement de variable ¢ = 7'y, on a y = xt et done ay = (.

3)=(5)-()6)-6)

-5, Q50 (5o

T, teF; ieF; wEF;

Done

8i 14 { = 0(modp), alors ¢*1+Y = 1 donc

SO —p 1,

z&F;,
Si1+1¢# 0(modp), elors Iapplication x - x(1 4 £} est une bijection de F}, sur
F;, d'of

Z g:r(l'l'f) =C+C2+...+€p_l = —].
T€F;,

@)oo £O- B30

tF—1

Ainsi

Il reste & appliquer e lemme 3.2.7 pour conclure la preuve du (i4).
g—1
{1ii) : Temarquons que (%) = L. Done, d'aprés (i), il suffit de prouver le
résultat pour a = 1. En notant 7 = (1), comme la caractéristique de X,() est

éoaled g, on a

I q
") e

ZEF;

G)-6)

5 Q- 5@

zeF;, z€el;

Or comme g est impair, on a

*

L’application z ~— g est une bijection de F}, sur ¥}, d'ott

=) 5, Ge=6)

Or d'aprés (#), T 5 0, d’oft on en tire que 747! = (%)
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O
Dans le cas ot le corps K est , une racine primitive p-iéme de unité est donnée
par ¢ = e2/P, On peut alors donner une antre expression des sommes de Gauss qui
nous sera utile dans les applications, Pour prouver ce lemme, nous aurons besoin
de Ia formule suivante
Z exp (M) = {p S? y=0modp (3.1}
g P 0 sinon.

dont la preuve (simple) est laissée en exercice.

Lemme 3.3.2 On ¢

r{a) = Z exp (21’71';’_:;2) .

yeF,

Preuve : On vérifie facilement que Iéquation 3 = z admet 1 + (%) solutions.

On en déduit, en utilisant (3.1) que

9 T %
w0 = 3 (5 (5%) - 2 (4 () (55)
TE€EF, P P 26, P p
Z (2:’11'&_1;2)
= exp .
yEF, P

3.4 La loi de réciprocité quadratique

Le résultat fondamental suivant a été démoniré par Gauss. Il existe de nom-

breuses preuves. Celle que nous utilisons est basée sur les "sommes de Gauss".

Théoréme 3.4.1 (Loi de réciprocité quadratique) Soient p et g des nombres

premiers impairs distinets. On a

(%) (%7) = (1) 4.

Aulrement dit, si p=1(mod4) ou ¢ = 1(mod4), alors (‘3) = (%), sinon (E) =
- (ﬂ)

z).
Preuve : Soit ¢ une racine primitive p-idéme de 'unité sur Fy et soit v = 7(1)
la somme de Gauss associée dans Lp(F;). En utilisant le corollaire 3.2.2 et le théo-

réme 3.3.1, on obtient les égalités suivantes dans Tp(Fy) :

p " - {g—1)/2
(_) = ple-1/2 = ((W) TE) = (_1}(pﬂ1J(a—1)/4rq—l
g p

— (—1)E-e-D (2) ,

p
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ce qui donne le résultat.

3.5 Le symbole de Jacobi

Sachant que le nombre 239 est premier, proposons nous de calculer le symbole

de Legendre (%g-g—) Pour appliquer la loi de réciprocité quadratique, il faudrait que
le symbole de Legendre (%) soit défini don¢ que 143 soit premier. Ce n’est pas le

cas car 143 = 11 x 13. Le seul moyen d’avancer dans le calcul est d’utiliser cetie

factorisation, et la multiplicativité du symbole de Legendre. On écrit alors

M3y (L) /13
239/ 7\ 239/ \ 239/

La loi de réciprocité s’applique maintenant car 11 et 13 sont premiers et cela conduit
P PP

&)--EE -G E- @)

Or d’aprés le shéoréme 3.2.6, (&) = -1, d'od

(2)-(2)-()-()- ()

Le calcul est trés simple ici car la factorisation de 143 est évidente. Dans le cas

a

général, le calcul du symbole de Legendre (%) jorsque @ est non premier nous

rameéne au probléme de la factorisation de a qui est un prabléme difficile. Le symbole

de Jacobi supprime cette difficulté.

Deéfinition 3.5.1 Seit n un eniier positif impair dont le décomposition en facleurs

premiers est n=p{*pd® ... pi*. Le symbole de Jacobi (2) esl défini par

-GGG

Théoréme 3.5.2 Soient m el n des enliers posilifs impairs el a, b,k € Z. On a

. _ {in—1){n—1)
(2= .
Preuve : La preuve se déduit des propriétés analogues du symbole de Legendre

et les détails sont laissés en exercice,
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O

11 faut prendre garde au fait que le symbole de Jacobi ne caractérise pas les car-

rés module n (si @ est premier avec n et est un carré modulo n alors (ﬁ») = 1 mais

la réciproque est fausse si n est composé. Ceci montre que le symbole de Jacobi n'’a

pas de signification intéressante, contrairement au symbole de Legendre qui permet

de distinguer les carrés. En revanche, ¢’est un outil de calcul indispensable. Repre-
143

nons Pexemple du caleul de (222). On commence par appliquer la loi de réciprocité
330

guadratique pour le symbole de Jacobi et on écrit
(m) = () --(%) - (%)
239 143 143 143
2\%7 3 3
() ()~ ()
143 2
(3)=()-—

1t n'est plus nécessaire de factoriser les entiers, sauf pour sortir les facteurs 2 lorsque

I'argument figurant au dénominateur est pair. On utilise essentiellement la loi de
réciprocité et la périodicité. Le caleul du symbole de Jacobi (¢} est semblable au
calcul du pged de a et b par lalgorithme d'Fuclide. Le ealcul d'un symbole de

Legendre en utilisant les symboles de Jacobi ne nécessite que O(log b) divisions.
3.6 Nombre de solutions d'une équation quadra-
tique

On rappelle que si Q(z) = Zlgi’an a; ;225 est une forme quadratique sur Fy,

on dit qu'elle est non dégénérée si det(Q) := det(a; ;) # 0.

Théoréme 3.6.1 Soit @ une forme quadratique en n wvarigbles non dégénérée a

coefficients dans ¥, o p est un nombre premier impair. Alors

cord{z € Fy; : Q(z} =0} = P tg(p—1)pET,

ot
0 sin est impair
T (_____(—1)’-*261:(62)) sin esl pair.
Preuve : FEtape l : on se raméne au cas of () est diagonale, c’est-d-dire de la
forme

Q(;L) = al:z;f + ﬂg.’E% [ S aﬂ:ci.

Ecrivons Q(z) = twvAz. Comme

1
Qe)= 3 5lau; +ejizis;,

1<id<n ©
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on peut supposer que la matrice A est symétrique (quitte & changer 4 en (A -+
t4)). En utilisant un résultat classigue sur les formes quadratiques symétriques non
dégénérées, on sait qu'il existe une matrice de changement de base U et il existe

a3, 2,...,0, € Fy tels que si z == Uy, alors
Qz) = Qy) = mayi + -+ anpy.

De plus, comme ‘zdz = ' U AUy, la matrice A! := HJAU est la matrice associée

& Q. Il reste & remarquer alors que

det(QY) = det(AF) = {det(U) 12 det(Q),

(457) - (*59).

et achéve de prouver 'étape 1.

ce qui implique

Etape 2 : on prouve le résultat dans le cas ot §) est diagonale.

Notons
Np = card{z € Fy, : @(z) = 0}

et montrons que
nald(z
=S 3 e (210000, (32
a=0zek?

On a, tout d’abord,

ST e () zw o,

=0 ;e}"“
Q(m)=U

D’anire part, en utilisant {3.1), on a

Z Z exp (OITGQ ) Z Z (’JaraQ(’B)):(]’

a=0 r&Fy TEF) a=0
Q(I)#U Q(T)rﬂ

ce qui donne la formule (3.2). On écrit maintenant

pN, = p"+pil Z exp (OIWQ( ))

a=1zEPy

- i Z Z exp (Qiﬂa(a]fz:';’ + ag.;% +oe anmﬁ))

a=11I),7a,..,.caEF,

= ;D”-FPXEﬁZE\p( 3)

a=1 j=1z;EF,

p—~1 n

- p”—%ZHT aa;).

a=} j=]
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D'oti en utilisant le théoréme 3.3.1, on en déduit que

=+ (522 55 (3)

a=1

Ordet(@)=01...0q et
§ (a)n _Jo si n est impair
p)  |p—1 sinestpair
Donc si n est impair, on en déduit que pN, = p™, c'esi-&-dire que N, = p"~!. Pour

n pair, on obfient que

PN = p™ 4 T(1)" (dit}s-@) {p—1),
. ()= (%) = (p (—;}))" = ((_—;)i)p“
D'o

(—l)ﬁdet(Q)) i1,

IS (CT2

ce qui donne le résultat.

3.7 Exercices

pHl p-1
Exercice 3.7.1 Soit p un nombre premier impair. Déterminer ; et ; )

Exercice 3.7.2

1. Déterminer les p premiers pour lesquels Péquation 2 = 3 (mod p) admet au

moins une solution ?

2. Pour quels p premiers Péquation 2 = 5 (mod p) a-t-elle des solutions ?

Exercice 3.7.3 131 et 263 sont premiers. Calculer Oagz(131) avec un minimum de

calculs,

Exercice 3.7.4 Montrer que les diviseurs premiers de 4n® + 1 sont de la forme

4k + 1.

‘Exercice 3.7.5 Résoudre 'équation 2? + 32 + 7 =0 (mod 113).

Exercice 3.7.6 (La méthode de Hensel} Soit p un nombre premier impair, n 2

letaeZtel que (a,p)=1.
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(a) Montrer que @ € (Z/p"Z)*.
(b) On suppose que =3 = a (mod p). Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe

un entier z,, unique module p™, qui vérifie
92
Ty =& (modp), =), =a(modp™).

Indication : les x, se construisent par récurrence, en cherchant @41 sous la
forme

" - T,
Tyt = Tn + plu,
ol u est un nombre entier 4 déterminer.

(c) En déduire que la congruence z° = a (mod ™) admet des solutions si et seule-

ment si (%) = I, et dans ce cas, elle admet exactement deux sclutions modulo

')

.

{d) Application : résoudre »° + z + 3 = 0 (mod 125).

Exercice 3.7.7 (Résolution de z* = o (mod 2") (a impair))

1. Soit » = 3, a un entier impair. Démontrer que si la congruence x> = a

{mod 2%) a des solutions, alors a = 1 (mod 8).

[Se]

. On suppose a = 1 (mod 8). Démentrer que 2? = ¢ (mod 8) admet exacte-
ment 4 solutions modulo 8.
3. Supposons que ¢ = 1 (mod 8) et supposons qu'il existe un entier x tel que
2% = a (mod 27).
{a) Montrer que a est un carré module 27+,
Indication : on pourra calculer pour y € F, {z +4271)2,

(b) En déduire que e posséde au moins 4 racines carrés modulo 2F1,

4. Conclure par récurrence que, pour tout # > 3, si a = 1 (mod 8}, alors a
posséde exactement 4 racines carrées moedula 27,

Indication : on pourra considérer O, = {z & {Z/2"Z)* :x =1 (mod 8)} et

wr (Z/2PEY — Q;:

x — T4

Exercice 3.7.8 On s'intéresse a 'équation o” +x + 1= 0 (mod n).

1. Seit §{n) la fonction arithmétique qui associe & I'entier n > 1 le nombre de
solutions module n de I'equation 2° + = + 1 = 0 (mod n). Démontrer que
la fonction S est une fonction arithmélique mulliplicative c'est 4 dire que

S{mn) = S(m)S(n) chaque fois que m et n sont premiers entre eux.
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. Pour quels p premiers 'équation &2 +z-+1 =0 (mod p) a-t-elle des solutions,
c’est & dire tels que S{p) > 0.
3. Pour chacun de ces nombres premiers, discuter selon la valeur de o > 1 1a
valeur de S(p®).
4. Quels sont les entiers n pour lesquels @2 +x+1 = 0 (mod n) a des solutions?

5. Quel est le nombre de solutions de

Z+4+r+1=0 (mod 2457).

Exercice 3.7.9 1. Pour quels p premiers I'équation z° + 6z + 1 = 0 (mod p)

a-t-elle des solutions?

2, Pour chacun de ces nombres premiers, discuter selon la valeur de o > 1 le

nombre de solutions de
22 +6x+1=0 (modp®)
3. Quels sont les entiers n pour lesquels 2 +6z+1 = 0 (mod ) a des solutions ?

Exercice 3.7.10 On appelle ni€M€ nombre de Fermat le nombre 2%° + 1,

1. Mongrer que si un nombre premier est de la forme 2% 11 alors c'est un nombre
de Fermat.

2. Soit F, = 2°" + 1 un nombre de Fermat. Montrer que les diviseurs premiers
de F,, sont tous de la forme k27! + 1 (51 p est un diviseur premier de F, on
considérera I'ordre de 2 modulo p et on montrera qu'il est exactement 2°+1).

3. En considérant le caractére quadratique de 2 modulo p montrer qu’on a un
peu mieux : les diviseurs premiers de F, sont tous de la forme Eant? 1,

4. En marchant sur les traces d’Euler, en déduire que Fy = 232+ 1 = 4294967297

n'est pas premier.

Exercice 3.7.11 Soit p = F, = 27" + 1, avec n > 1.
1. On suppose que p est premier.
(a) Montrer que g est un générateur (Z/pZ)" si et seulement si (%) w =1,
(b) Montrer que 3 est un générateur de (Z/pZ)".
2. Ici on ne suppose pas p premier, mais seulement que

3% = -1 (mod p).

Montrer que p est premier. Ce test de primalité pour les nombres de Fermat

est le test de Pepin.
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Exercice 3.7.12 (Calcul d'une racine carrée modulo p) On donne dans cet

exercice un elgorithme efficace de caleul des racines carrées de o dans Z/pZ larsque

p est premier impair.

i,

Dans la cas ou p = 3 (mod 4) cet algorithme est particuliérement simple, Soit

e un carré modulo p. Démontrer que a +  est un racine carrée de a.

. A partir de maintenant p est un nombre premier impair queleonque. Expliquer

comment, en pratique, on peut trouver rapidement un entier & qui ne soit pas
un carré modulo p. On cheisit un tel entier. On considére alors ensemble £

des couples (e;, ea) satisfaisant

a®10%2 = 1mod p. (3.3)

. Montrer que (‘39211,0) e E
. Montrer que si (e1,ea) € E alors es est pair.

. Montrer que si {e;,e2) € E et si e; est impair alors

est une racine carrée de a modulo p.

. . . SL .
. Soit {e1,e2) € F avee e; pair. Soit « = a™ 07 . Que pouvez vous dire de ©2 7

En déduire un couple (€7, e5) € F avec ¢] = ¢1/2.

. En déduire ur algorithme de calcul d’une racine carrée de @ modulo p. Analy-

ser la complexité de cet algorithme dans le pire des cas, ¢'est-a-dire le nombre
maximum d’opérations & effectuer pour obtenir ainsi une racine carrée de a.

Que se passe-t-if lorsque p est de la forme p == 4k +3 7.
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Chapitre 4

Théoréeme de Minkowski et
applications.

Ce chapitre a pour objectif d’introduire la "géométrie des nombres”, théorie ini-
tiée par Minkowsld en 1896. Elle consiste 4 donner une mincration du nombre de
points d’un réseau de lespace euclidien R™ qui appartiennent & un partie convexe
donnée, 1a minoration s’effectuant en fonction du volume du réseau et du convexe.
Appliquées A certains réseaux de nature arithmétique, ces estimations ont des consé-
quences nombreuses et spectaculaires en théorie des nombres. Nous en donnerons

deux applications & travers la représentation d’entiers en sommes de carrés.

4.1 Réseaux de R".

Fixons » > 1 un entier. Dans tout ce chapitre, on supposera que B" est muni
d’une norme || - | quelcongue. Cn rappelle qu'une partie D ¢ B” est dite discréte

si pour tout réel » > 0}, Pensemble
{zeD:|z| <}

est fini. Autrement dit, toute boule de centre 0 et de rayon v > 0 contient un nombre
fini de points de D. Remarquons bien sir que cette propriété ne dépend pas du choix

de la norme (car toutes les normes sont équivalentes sur R").

Définition 4.1.1 Un réseau de B" esf un sous-groupe discref qui engendre R

comme R-espace vectoriel.
Autrement dit, une partie non vide I C B™ est un réseau si elle vérifie les trois
propriétés suivantes :

(i) L est discréte.

(i) Va,be L,onaag~be L.
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(iii) il existe ey, eq,...,e, € L qui est une base de R™.

Exemples :
— Le sous-groupe Z™ est un réseau de ®™.
-~ L'ensemble

Lo ={(a,b) € Z° : ¢ = 2b(mod 3)}

est un réseau de B2,

On rappelle gu'une famille e, es,...,e d'un groupe abélien G est dite Z-

génératrice si tout élément g de G s'écrit sous la forme

-
g= Zmiﬁ‘i,
iw=]
avec my; € Z pour tout i = 1,2,...,r. On dit que ¢'est une Z-base si de plus une

telle éeriture est unique.

Un troisiéme exemple fondamental de réseau est donné par le résultat suivant :

Lemme 4.1.2 Soit e = {e1,...,en} une base de B™, et notons

Lie} = {mie; + maen + - +Mpe, 1 1my,..., My € Z}
le sous-groupe engendré par e. Alors L{e) est un réseau de R™.
Preuve : Considérons la norme sur R" définie par

n
> e
i=1

= max |z|.
1<ign

(= a]

Pour tout r > 0, on a
m={my,...,mMu) € L(e)ND0,r) «=>m; € Zet |m <r,Vl <i<n.

Or le cardinal de Z N {—r, 7} étant fini, cela implique que Pensemble L{e} N D(0,7)

est aussi fini. Autrement dit, L(e) est une partie diseréte. Il est clair que L(e) est

un sous-groupe de B" qui, par hypothése, engendre B" comme R-espace vectoriel.
Done L{e} est un réseau de RB".

ad

Le résultat suivant affirme que cet exemple de réseau est en fait 'exemple cano-

nique.

Théoréme 4.1.3 (caractérisation algébrique des réseaux) Soit L € R" un

sous-groupe. Les assertions suivanfes sont éguivalentes :
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(i) L est un réseau de B,
(i1} il existe e = {ey,...,e,} une buse de R" felle que L = L(e).
En particulier, tout réseau admet une Z-base & n éléments.

Pour prouver le théoréme, nous allons étre amenés 4 introduire le pavé fonda-

mental de B” associé & la base e = {e1, ..., ey} défini comme 'ensemble

II{e) = {Zl'iei te 0,11 Sign} .
i=1

Lemme 4.1.4 Soit e = {e1,...,e,} une base de B®. Tout vecieur u de B™ ¢’écrit

de maniére unigue sous la forme
U=y + Us,
avec w1 € L(e) et ua € T{e).

Preuve : Rappelons que pour tout ¢ € R, la partie entiére {¢]| désigne 'unique
entier mtel quem <t<m-+1. Siu= ZLI zig; € B7, alors 4 = ug + uo, avec

)

T
uy = Zl_:rijei et Uz = 2(11 — |zi])e:-

i=1 i=1
1l est clair que uy € L{e} et uz € II{e), ce qui prouve Uexistence de la décomposition.
Concernant 1'unicité, supposons qu'il existe uy € L{e) et uo € Il{e) tel que u =

w1 + ua. Comme uy € L{e), §l existe {m1,...,my,) € Z" tel que

T
uy = E ;e
i=1

Comme uo € (e} il existe (2],...,25) € [0,1]" tel que

n
o = E xie;.
i=1
D’on, comme (e1,...,es) est une base de B", on a, pour tout 1 <i < n,
I
Ty =My + m,.

Ainsi [2;} = m; et done 2! = z; — | 23], ee qui prouve I'unicité de la décomposition.

m

Soit G un groupe abélien et H un sous-groupe de G. On rappelle que la relation
binaire défini dans G par

Ty s> T —yEeH
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est une relation d’équivalence. Muni de 'opération

E+7=3+,

I'ensemble quotient G/~ est un groupe noté G/H et appelé le groupe quotient
de G par H. On dit alors que H est d'indice fini dans (¢ si ce groupe quotient est
un groupe fini et on appelle indice de H dans G le nombre, noté [ : H|, défini par

(G : H] = card(G/H).

Lemme 4.1.5 Soit L un réseau de B™ et ¢ = {e1,ea,...,en} une base de R" telle
que e; € L pour tout 1 <1 < n. Alors L(e) est d'indice fini dans L et il eviste un
entier N > 1 tel que L C % L(e).

Preuve : 1l est clair que L{e) est un sous-groupe de L. Soient u,v € L. TYaprés
le lemme 4.1.4, on a u = u -+ Ua, ¥ = ¥ + Va, avee uy,v1 € L{e) et us, va € II{e).

Par unicité de 1’écriture, on a
o= u—1v € Lie) <= ug = vy,

Orsiue L,onaus =u—u € LNIH(e). Mais L est discret et II(e) est borné donc
card(L NTI(e)) est fini. En particulier,

card(L/L(e)) < card(L NII(e)) < 4o,

ce qui prouve que L(e) est d'indice fini dans L. Notons N = card(L/L(e)). D'aprés
le théoréme de Lagrange, on a No = 0 pour fout v € L. D'oil Nu € L(e), ce qui
achéve la preuve du lemme.

O

Proposition 4.1.6 Soit L un réseau de B™ et soit B Uensemnble des bases e =
{e,- .., en} de B™ telles que e; € L pour tout 1 <i < n. Alors B est non vide et il

eziste € = {e1,-..,en} € B tel que
| det(er, ea,...,€n)]
est minimel. De plus, pour un tel élément e, on o L = L(e).

Ici le déterminant de la famille de vecteurs est pris de maniére sous-entendu par
rapport & la base canonique.

Preuve: Comme L est un réseau de B™, I'ensemble B est non vide par définition.
Fixons f = {fi.-..,fn} € B. I est clair que L{f) C L. D’aprés le lemme 4.1.5, i
existe N > 1 tel que

1
LifilcLcC WLU)'
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Donc tout &lément x & L 5’6crit sous la forme
n porn
T = ; TVif iy

ot m; € Z, 1 <{<n. En particulier, pour tout e = {e1,es2,...,e,} € B,ona
det(e) € N7 det(f}Z.

Or N~ det{ f)Z est un sous-groupe discret de B, donc on peut choisir e € B tel que
{det(e)| est minimal (nécessairement non nul car e est une base de ™).

Il reste & montrer que L = L{e). D’aprés le lemme 4.1.4, si v € L alors il
existe uq € L{e) et us € H(e) N L tel que u = uy + uo. 1 suffit de moentrer que
Me)n L =@ Soit v = 3.1 ve; € I{e) N L. Comme v € (e}, on a v; € [0,1]
pour fout i = 1,...,n. Il s’agit de montrer que v; = 0 pour tout i. Raisonnons par
Pabsurde en supposant qu’il existe I < i < n tel que v; 3 0. On vérifie facilement
que l'élément,

F={er,...,ei-1,v851,.. ., 65}
est une hase de B™ donc un élément de 5. Mais d’aprés les propriétés élémentaires

du déterminant, on a
{det(f)] = |vi]| det(e)] < |det(e)],

ce qui contredit la minimalité de | det(e}|.
O

Preuve du théoréme 4.1.3 : il suffit d’appliquer le lemme 4.1.2 et la pro-

position 4.1.6
dJ

Corollaire 4.1.7 Soient L un réseau de B" ¢t e = {e1,...,em} une famille &-

génératrice de L. Alors m > n. De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) € est une Z-base de L.
(%) e est une base de R™.
(i) m =n.
En particulier, toutes les Z-bases de L ont méme cardinal.
Preuve : Comme L engendre R, on a nécessairement m > n.
(£) == (i#7) : supposons que e soit une Z-base de L et considérons

1,,‘]: sz —_— L
(Cihiciom — 3 ojeq (€.
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Il est facile de vérifier que 1 est un isomorphisme de groupes. De plus, d’'aprés la
proposition 4.1.6, il existe f = {f1, f2,---, fn} une base de R” telle que L = L(f).
En particulier, f est une Z-base de L et donc ¥~ (f) = {¢ " (f1),.. ., (fn)} est
une Z-base de Z™., Comme Z™ est un réseau de R™, on en déduit que n > m, d'ot
m=n.

(i4i) = (#i) : la famille e = {ey,...,e,} est une famille Z-génératrice de L.
Done, en particulier, ¢’est une famille B-génératrice de R™ et comme card(e) = n,
on sait gue ¢'est une base de R™.

(i} = (i) : on sait que pour tout z € L, il existe z1,...,2, €7 tels que

kL
T = E Tl
i=1

1l reste & montrer unicité de la décomposition, autrement dit, il suffit de montrer
si

n»
Z.’L‘,’Ei =0, T, €%
i=1

alors 1 = ..., % = 0. Mais ceci découle du fait que e est une famille libre sur R™.
]

Considérons
GL(Z) = {M € M, {Z): AN € M,(Z), MN = IL,}.

Autrement dit, GL,(Z) est le sous-groupe de GL,(R), constitué des matrices &
coefficients entiers, et dont Iinverse est aussi & coefficients entiers. Il est facile de

vérifier qu'étant donné M € M, {Z), on a

M € GLn(Z) = det M = %1

Lemme 4.1.8 Soit e = {e1,...,en} et f = {fi,..., fn} des bases de B™ el P =

(pi,j1<ij<n la matrice de possage de lo buse e d la base f, c’est & dire
ki
fi=)> pige, 1<j<n
i=]
Alors L(e) = L{f) si et seulement si det P = &£1.

Preuve: Ona f; € L{e) si et seulement si la j-éme colonne de P est & coefficients

entiers. Autrement dit,
L(f) © L(e) & P ¢ M,(Z).
Si (2 est la matrice de passage de la base f 4 la base e, on a de méme

L{e) C L{f) = Q € My(Z).
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D’on

L{e) = L(f) <= PQ¢e M,(Z)
= PecGL,(Z)

<= det P = 41.

4.2 Domaines fondamentaux pour un réseau.

On munit dans ce qui suit l'espace vectoriel B” de la mesure de Lebesgue que

T'on notera p.

Définition 4.2.1 Sotent L un résecu de B" ef X un sous-ensemble mesurable de
™ On dit gue X est un domaine fondamental de L si tout vecteur v de R™

s’éerit de maniére unique sous lo forme
=1 + Vg,
avec v € L et vo € X

Un pavé fondamental est un domaine fondamental comme le montre le résultat

suivant.

Lemme 4.2.2 Soit e = {ey,...,e,} une base de B™. Alors TI(e) est un domaine

Jondomental de L(e) et
p#(Tl(e)) = | det(ey, ..., n)].
En particulier, on o 0 < p(ll{e)) < +oo.

Preuve : Notons
J: Bn — R"
(V1,...,0) — 3oL ve
Par construction, II(e) = J(j0,1{"). Comme [0, 1|" est mesurable et J est continue,
on en déduit que II{e) est mesurable. Ainsi I1(e) est un domaine fondamental d’aprés

le lemme 4.1.4. De plus, J étant linéaire, on a

i

p(Il(e)) w0, 1))

| det J| u([0, 1) = | det J| = |det(er, ea. .. ., en)]-

It
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Remarquons que si e et f sont deux bases de " et P € GL,{R) est la matrice

de passage de la base e 4 la base f, alors le lemme 4.2.2 implique que

#(IL(f)) = | det P p(TE(e))- (4.1)

En particulier, si L(e) = L{f), alors det P = %1 d'aprés le lemme 4.1.8 et donc

w{II(f)) = p(Il{e)).

Cette observation est en falt un cas particulier du résultat suivant.

Théoréme 4.2.3 (Blichfeldt) Soient L un résequ et X,Y deur parties mesu-

rables. On suppose que
(i) X est un domaine fondamental de L.
{#) pour tous e,y €Y, s —yE L=z =1y.
Alors u(Y) < p(X). En particulier, tous les domaines fondamentaur de L ont méme

mesure, égale ¢ celle d'un pavé fondumental de L.

Preuve : Pour une partie A C B” et v € R*, on notera A+v = {a+v:a € A}.
Comme X est un domaine fondamental de L, on a

R® = [ (X + ),

AEL
et la réunion est disjointe. Ainsi
Y= ¥nXx+r).
AEL

Or (Y N (X +A)—A=XnN(¥—A) et comme la mesure de Lebesgue est invariante

par translation, on a

p(Y) = pX (Y —A)).

AL
Orsi A1, Az € L, Ay # Ao, alors (Y~ A)N{Y —A2) = §. En effet, sinon il existerait

2,y €Y tel que 2 — Xy =y — Ag, c’est-d-dire & — y = A; — A2 € L. L'hypothése
impliquerait alors que z = ¥y et donc Ay = Ag, ce qui est en contradiction avec
I'hypothése. Ainsi on a (¥ — Ay) N (Y - Ag) = @, ce qui implique que
pY)=p (U xnE - A))) < p(X).
AEL
Ceci prouve la premiére partie de P'énoncé. Pour prouver la deuxidme asserbion,
remarquons que si X est un domaine fondamental de L, alors o,y € X, 2 —y €

L= z=y. Eneffet, on a

z=y+(r—y)=a+0
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et y € X et 2 —y € L. Par unicité de la décomposition, on en déduit done que
T = y. Maintenant si X et ¥ dont deux domaines fondamentaux, alors ce qui
précéde montre que p(X) = p{Y).

O

Définition 4.2.4 Soit L un réseau de B". Le covolume d'un résecu L, noté
covoH{ L), est la mesure d'un domaine fondamental de L. En particulier, si e =

{ey,€9,...,8,} est une Z-base de L, alors

covol(L) = | det(ey, €a,...,en)l {4.2)

4.3 Le théoréme du corps convexe de Minkowski

Théoréme 4.3.1 (Minkowski) Seit C C B" une portie mesurable, syméitrique
et conveze et soit L un réseau de B™. Supposons que l'une des deur conditions
supplémentairves soient vérifiées :

(1) covol(L) < 27"u(C).

(i1) covol(L) < 27"u(C) et C est compuact.

Alors il eziste e LNC, £ 0.

Preuve : Soit L' = 2L ¢ L. Il est clair que L’ est un réseau de B™. De plus, si

e={el,...,e,} engendre L, alors la base 2e = {2e1,...,2¢,} engendre L. Dot
covol(L') = |det(2e,...,2e,)| = 2" |det(e1,e...,eq)} = 2% covol(L).

Supposons que I'hypothése (i) soit satisfaite, c’est-a-dire que covol(L'} < p(C). Le
lemme de Blichfeldt implique alors qu'll existe z,y € C, z—ye L' =2L et = # y.
DYou

-y T —y
5 eLnC et ——9——-#0,

e Z

ce qui prouve le résultat sous 'hypothése (4). Supposons maintenant que I'hypothése
(i) soit satisfaite, c’est-d-dire que C est compact et covol{L’) < pu(C). Seit € > 0.
On considére alors

C. = {veR": dist{v,C) < e}.

On vérifie facilement que C. est une partie ouverte, bornée, convexe et symétrique.

De plus, on a

covol(L)) < 1{C) < u(Ce).
Le cas précédent implique alors qu'il existe 2. € Ce N L, z. # 0. Mais L étant
discret et C. borné, 'ensemble €. N L est fini. De plus, sie < &', ona C. C Cu.



36

CHAP. 4 : THECREME DE MINKOWSKI BT APPLICATIONS.

Ainsi il existe un élément x #£ 0 tel que z € LN C; pour tout £ suffisamment petit.
En faisant tendre £ vers 0, on obtient que 2 € C (car € est compact).

O

Le résultat suivant sera trés utile au caleul du covolume de certains réseaux.

Lemme 4.3.2 Soient L un réseau de B™ et [/ C L un sous-groupe d’indice fini.

Alors L' est un résean de B" et
covol(L') = |L : L'} covol{L).

Preuve : Vérifions que L' est un réseau. Tout d’abord, L' est évidemment un
sous-groupe discret de B™, De plus, comme L’ est un sons-groupe d'indice fini, L/L’
est fini et notons p = card(L/L') = [L : L'}. Alors le théoréme de Lagrange assure
que pL. € L'. Comme L engendre B" comme R-espace vectoriel puisgue c’est un
réseau, pL engendre aussi B™ et donc il en est de méme de L’. Vérifions maintenant
'assertion sur covolume. Par définition de p, il existe des éléments A,..., A, € L

tels que

jed
L= U(L’ + M),
=1

et la réunion est disjointe. Soit X un domaine fondamental pour L et considérons

k-]

X = (X—{-)\,)

i=1

L’ensemble X’ est clairement un ensemble mesurable et on a

p P
pX7) =Y u(X + M) =Y p(X) = pp(X).
i=1 i=1
Remarquons que X'’ est un domaine fondamental de L’ car
P
= X+ = U X+xn+3={J &+
XEL i=1 MeL’ MeEL!
Diet

covol{L') = u(X") = pu(X) = peoval(L).

4.4 Quelques applications en arithmétique
4.4.1 Somme de deux carrés.

Théoréme 4.4.1 (Fermat-Euler) Soit p un nombre premier. Si p = 1 (mod4),

alors il existe a,b € 7 tels que p = a* 4 b°.
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Preuve : Comme p = 1 (mod4), on sait d’aprés le théoréme 3.2.5 que —1 est un

carré modulo p. Autrement dit, il existe u € Z tel que u®> = —1 (mod p). Soit
L={{a,b) €Z*:a=ub(modp)}

et soit
b 72— EfpE
{2,b) — o —bu(modp).

On vérifie facilement que 7 est un morphisme de groupes surjectifs et on a kerep = L.
Done 4 induit un isomorphisme entre Z?/L et Z/pZ. On obtient ainsi que L est un
sous-groupe d’indice fini de Z2. Le lemme 4.3.2 implique que L est un réseau de B>
et

covol(L) = [Z* : L] covol(Z?).

Comme Z3/L ~ Z/pZ, on a [Z? : L] = p et on vérifie facilement que covol(Z?) = 1.
Dol covol(L} = p. Considérons maintenant le disque euclidien

Cir) = {(z,9) e R? : 27 + 9% < r}.

I est clair que C'(r) est un ouvert, convexe, symétrique de mesure wr. D’aprés le

théoréme 4.3.1, il existe un élément non nul dans L N C(r) dés que

covol(L} < —"L(ggr)) ;

s0it 53:3 < r. Alnsi par exemple, il existe un élément non mul (a,b) € LN C(2p).
D'une part, on a

b<a®+ b <2p
et d’autre part, comme (a,b) € L et u2 + 1 =0 (modp), on a

o + 0% = b + % = b2 (u® + 1) = 0 (mod p).

Done la seule possibilité est que a + 4% = p.
0

Corollaire 4.4.2 Un nombre entier naturel n s’écrit comme la somme de deux
carrés si et seulement si n vérifie la propriélé suivante : pour tout nombre premier

p tmpoir de la forme 4k + 3, on o

vp(n) > 0 == vy(n) € 2N (4.3)
Preuve : Si m et n sont représentables en somme de deux carrés, disons n =

a?+ bt et m=c +d?, alors

mn = (ac + bd)? + {ad — be)*.
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Supposons que l'entier n vérifie la condition (4.3). Alors n peut s'écrire

k & Ky 20 20,
n=2p7 .05 g,

avec p;,g; des nombres premiers tels que p; = 1(mod4) et ¢; = 3 (mod4). Re-
MAarquons que q;“? = 1(moedd), 1 < j < 5. D'aprés le théoréme 4.4.1, les nombres
P1,---,Pr 86 g7, ..., q> peuvent s'écrire comme une somme de deux carrés. L'entier 2
peut aussi s’écrire comme une somme de deux carrés (2 = 1% +12). Par la remarque
faite au début de la preuve, on en déduit que Pentier n peut aussi s’écrire comme
une somme de deux carrés.

Réciproquement, supposons que n = a* + b%. Soit d = (a,b), a; = &, by = %
et ny = %. On any = af + b7 avec (a1,b1) = 1. SBupposons que ¢ est un nombre

premier de la forme 4k + 3 et supposons que vy(n} est un nombre impair. On a
vg(n) = vg{n1d?) = ve(n1) + 2uy(d).

Comume vg(n) est impair, nécessairement vy(n,) est impair, donc en particulier non
nul. Autrement dit, Uentier g divise n;. Comme (ag,b;) = 1, on a nécessairement

que g ne divise pas a1 ni b. Or —b = o] (mod q), d’oil on en déduit que

(-3

11 suit alors du théoréme 3.2.5 que ¢ = 1 (mod 4}, ce qui contredit Phypothése.

4.4.2 Somme de quatre carrés.
Théoréme 4.4.3 (Lagrange) Tout entier n > 0 est somme de quatre corrés.

Preuve : La preuve va se décomposer en plusieurs étapes.
Etape 1 : on peut supposer que n est un nombre premier impair.
En effet, st m et n sont deux entiers représentables comme somme de quatre

carrés, disons
@, 2, 8, .a o, 0, 6 08, 6 0
m=z7-+xa+Tat+axy, n=y;+vyz+yzt+u,
alors on vérifie que

mn = (1y1 + Tays + Tays -+ Taya)” + (B1y2 — Tays + w3ya — T4y3)’
+{z1ys — @ayr + zaya — Toya)® + (@1a — Tayy + Toys — Taye)®.
Donc mn est aussi représentable comme somme de 4 carrés, ce qui montre qu'il

suffit de prouver le résultat pour un nombre premier p > 3 (remarquons que pour

n=20,1et 2, le résultat est trivial).
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Etape 2 : il existe x,y € Z tels que 2° + 3° = —1 (mod p).

Considérons ’ensemble
E={2*:2cZ/pZ}

des carrés modulo p. D’aprés le théoréme 3.1.2, on sait que card(£) = %1 De
méme, Uensemble F' = {—1 — 22 : 2 € Z/pZ} a aussi P”.g—l éléments. Ainsi nécessai-
rement, on a ENF # §. Autrement dit, il existe 2,y € Z/pZ tel que 22 = —1 4+,
c’est-a-dire 2° + y? = —1, ce qui prouve Pétape 2.

Etape 3 : soit u,v € Z tel que 1% +v% = -1 {mod p) et considérons
L= {(a,bc,d) € Z' : ¢ = au + bv (mod p) & d = av — bu {mod p)}.

Alors L est un réseau de B! de covolume p®.
FEn effet, considérons

BB — (2
(a,b,c,d} 3+ (¢—au—bvmodp,d— av+ bumodp).

On vérifie facilement que ¥ est un morphisme de groupes surjectif et kerv = L.
D'ol ¢ induit un isomorphisme de groupes de Z4/L sur (Z/p7)%. Ceci implique
que L est un sous-groupe de Z! d’indice fini et [Z! : L] = p°. Donc le lemme 4.3.2
implique que L est un réseau de B! de covolume p°.
Etape 4 : U'entier p s’éerit comme une somme de 4 carrés.

Nous allons appliquer le théoréme de Minkowski. A cet effet, introduisons main-

tenant

4
C(r) = {(z1, 20,23, 74) E R : Z’nf <r}
i=1

H est clair que C(r) est un ouvert convexe, symétrique et un calcul classique montre

que u{C{r)) = ”Zrﬁ . Le théoréme de Minkowski implique donc que si

#(C(r))
covol(L} < S (4.4)
alors il existe un élément non nul dans C(r) N L. Or {4.4) équivaut & 16p® < ”22’:“’,

14/2

w

LN (2p). On a alors

c'est-a-dire r > p. Ea particulier, il existe un élément non nul {e,b,¢,d) €

0<a?+b+c2+d% < 9p,

et d’autre part,

il

a* + b4t d? a® + b + (au + bv)* + (av — bu)? (mod p}

= g2 4+ 5+ a®u? + 02 4 o0 + 0P {mod p)

I

a?(1+u® + 0% + 031 + v + u?) (mod p)

O modp.
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Donc la seule possibilité est a? + b2 +c> +d” = p.

4.5 FExercices

Exercice 4.5.1 Le but de cet ezercice est de refrouver vie une méthode connue

sous le nom de descente infinie, le théoréme d’Euler suivant :

si p est un nombre premier congru & 1 mod4, alors p peut s'écrire comme la
somme de deux carrés.
On suppose donc que p =1 {mod4).

(a) Montrer qu'il existe un entier 29 € Z tel que —§ < mp < g et 0 < £ < piel que

zg+1={p.

{h) Soit m le plus petit entier naturel (non nul) tel que mp puisse s'écrire comme

somme de deuz carrés

mp = 27 + Ui
Sim = 1, le théoréme est démonire. Supposons done que m > 1. On a donc
1 <m < £ < p. Choisissons xa,iys € (=%, F) tels que

T2 =5 (modm) el ya =y (modm).

(i) Montrer qu’il existe 0 < r < m tel que 23 -+ y3 = rm.
(ii) Montrer que r # 0 (on pourra raisonner por Uabsurde).
(tit) Montrer que

z1ya — 2oy = 0(modm) et ziza+ye = 0(modm)

(iv) En déduire qu'il eviste va,ya € Z tels que 23 + y3 = rp.

{v) Conelure.

Exercice 4.5.2 Le but de cet exercice est de retrowver via la méthode de la descente

infinie le théoreme de Girard, Fermat, Lagrange suivant :
tout entier naturel peut s’&écrire comme la somme de 4 carrés.

Comme on l'a vu dans la premiére étape de la prevve du théoréme 4.4.5, on peut

supposer que l'entier n = p est un nombre premier.

(a} Sip=1modd, prouver le résultat.
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(b) On suppose maintenant dans toute la suite que p = 3 mod 4. Seit z le plus petit

entier positif qui est un non résidu guadratique modulo p.
(i) Vérifier que = > 2 et que z — 1 est un résidu quadratique.
(it) Montrer gue —z est un résidu quadratique modulo p.

(iti) Montrer qu’il existe xo,y0, Mg € L tels que 23 +y3 +1 = mop et |zo] < &,
lyol < & et 1 <mp < p.

(c) Soit m le plus petit entier naturel (non nul) tel gue mp puisse s'écrire comme
la somme de 4 corrés. Sim =1, le théoréme est démontré. Supposons donc que

m > 1 et mp=a? -+ + 2 +d* Choisissons A, B,C,D € (=2, 58] tels que

212
a=A{modm), b=B(nodm), c=C(modm) et d=D (modm).
{i} Montrer gu'il existe 0 < r < m tel que
A2+ B2+ D =rm.

(ii) Montrer qgue r # 0 et r £ m (on pourra raisonner par Uchsurde).

(tir) Montrer gu’il existe o, 8,7, & = 0 (modm) tels que
(a2+b2+c2+d2)(‘42+BE+CE+D2):a2+’62+,¥2+62.
{iv) Monirer que rp peut §'écrire comme la somme de 4 carrés et conclure.

Exercice 4.5.3 Le but de cet exercice est de donner une troisiéme démonstraiion
du théoréme d’Fuler & ftravers la théorie des anneaus et plus particuliérement de
Zli). Rappelons que Z[i] est défini comme le sous-anneau de T formé des nombres

complezes a -+ 1ib, a, b & Z.
(a) Soit N(a+ib) = a® -+ b* la norme de U'élément a + ib € Z[i].
(i) Montrer que N(zy) = N{(x)N(y), pour teus x,y € EH).
(i) En déduire que x est inversible dans Z[i] si et seulemeni st N(z) = 1.
(#i) En déduire gue Uensemble des éléments inversibles de Z{i} est
Z[i]* = {1,-1,4,—i}.
(b) Montrer gue Z[i] est euclidien donc principal.
Indication : on pourra montrer que st z,y € Z[i], alors

- siz divise y, on a N{x) < N(y).

- &i 2 ne divise pas y, clors il existe g et r & Z[i] tels que

y=gqr+r avee N() < N(z).
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(c) Soit p un nombre premier tel que p = 1 mod4. On saif qu'il eviste a € Z tel
que a2 = —1 mod p.
(1) Montrer que l'élément p n'est pus premier duns Z[i]. Donc il n'est pas
frréductible et il existe o, 8 € Z[1] non inversibles tels qgue p = af.
(ii) En déduire que N(o) = p, puis que p &'écrit comme la somme de dewx

Carrés.

Exercice 4.5.4 Pour tout entier naturel n > 1 on note ra(n) le nombre de triplets
(z1,20,23) € Z* tels que
n =27 + 3 + 23.
1. Démontrer que sin =7 (mod 8), r3{n) = 0.
2. Démontrer que r3(dn) = ra(n).
3. En déduire que sin = 4°(8b+-7) ot a € N, b € N, alors n n’est pas une somme
de 3 corrés.

Gauss a démontré la réciproque : tout entier naturel n qui n'est pas de la forme

n = 42(8b 4 7) est une somme de 3 carrés.



Chapitre 5

Autour de la répartition des
nombres premiers : approches
élémentaires.

Les nombres premiers jouent un rdle important en théorie des nombres, Dans
ce chapiire, nous discutons, via des approches élémentaires, de la répartition des
nowmbres premiers. On s'intéresse plus précisément a la fonction

() = z 1

psT

qui compte le nombre de nombres premiers p < z.

5.1 Introduction

La preuve fournie par Euclide de linfinité des nombres premiers permet de

donner une minoration de =(z).

Théoréme 5.1.1 (Buclide) La suite des nombres premiers p1 = 2 < pa = 3 <

pg < < py < ... est infinie et pour tout entiern 21, on ¢
pn _-{: 22'1'\—1
Preuve : On vérifie trivialement que p; = 2 < 2% et p» = 3 < 22, Supposons
. . . ke~
gue pour un certain entier n > 3 et pour tout k=1,...,n—1, on ait p; < 2271

Le nombre entier Pa... _1 — 1 n’est divisible par aucun des nombres premiers
iz n—1
My Pa—1- Donc

2(] 21_ - 21\—‘2 :_J’n——)_l 211-—1
PnS‘Pi-‘-inJSQ 2 =2 52

On en déduit tout de suite une minoration de w{x).
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Corollaire 5.1.2 Pour tout x> 2, on @
w{z) = Inlnz.

Preuve : D'aprés le théoréme d’Euclide, on a

n-—-1

=(2* Y >n.

Soit x > 2 et considérons 'entier n défini par =
In(lnz/In2
n=1+ [MJ .
In2
L'entier n satisfait les inégalités suivantes
9'3“—1 < . < r)aﬂ

La fonction 7 étant croissante, on en déduit que
In{lnz/In2)
n2 |

T suffit maintenant de montrer que pour tout > 2, on a ll(ln—liﬁ > Inlnz. Cette

mz) =@ ) 2n>

inégalité est clairement équivalente &
(1~In2)lnlnz > laln2.
Or la fonetion 2 — (1 —In2) Inlnx est croissante, donc pour tout z > 2, 0on a
(1-m2)lnlnz>(1—1n2)lnln 2.
1l ne reste plus qu’a remarquer que mn 2 < 0, ce qui donne
(1-1n2)nln2>Inln2.

O
L’approximation fournit par le théoréme d’Euclide peut étre grandement amé-

liorée. C. Gauss a conjecturé en 1792 que
T
w(z) o, T — +oo.
T

En utilisant des méthodes d’analyse complexe et notamment Pétude des propriétés
analytiques de la fonction ¢ de Riemann {en particulier que ¢(s) # 0, pour tout ¢ tel
que R{s) = 1), cette conjecture a finalement été prouvée en 1896 par J. Hadamard
et C.J. de La Vallée Poussin {de fagon indépendante) et est maintenant connue

sous le nom de théoréeme des nombres premiers.

Théoréme 5.1.3 (Théoréme des nombres premiers) On o
w(x) :E x — o0
l Ina’ )

La preuve de ce théoréme dépasse le cadre de ce cours. Nous nous contenterons ici

d’estimations plus élémentaires.
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5.2 Inégalités de type Chebyshev

Dans le résultat suivant, nous allons montrer que w(z) peut étre encadré par
citas et capls, oll ¢p et 2 sont deux constantes explicites. Avec le théoréme des
nombres premiers, on sait qu’asymptotiquement, ces canstantes peuvent étre choi-
sies aussi proche de 1 qu'on veut. Ici, nous n'avons pas cherché & obtenir les
meilleures constantes. Notre but est de montrer comment des méthodes "élémen-

taires" peuvent déja conduire A des résultats intéressants.

Théoréme 5.2.1 Pourtoutx > 2, on a

In2 z T
e e € r} < 4—o.
6 Inz — m{z) < Inz

La preuve de ce théoréme qui va nous occuper toute cette section est basée sur

une série de 4 lemmes.

Lemme 5.2.2 Soitm > 1. On c

2
I »< (“m“) <am,
m

m4+1<p<2m+1l
Preuve: Ona
2m+1\ _ @m+1)2m...2m+1-m+1) 1 2ﬁ1 y
m B m! T om :
fe=m-4-2

Soit p un nombre premier, m+1 < p < 2m+ 1. D'aprés Pégalité précédente, p divise

5 .. . . . )
m!(””::l). Comme p ne divise pas m!, nécessairement p divise ( ”:n“). Autrement

dit, (2":; 1) est un muliiple de chacun des nombres premiers p, m-+1 < p < 2m <41,

done de leur produit. Ainsi

m+1<p<2m-+1i
ce qui démontre la premiére inégalité.
Pour la deuxiéme inégalité, remarquons que
2in+1
M 2 2 ot
gamt1 _ (] 4 )2l — Z Zm+1 N Zm+1 " 2m+1 _9 2m+1 .
= k - m m+ 1 m

Cecl impligue que 2 x 4" > 2(2";1+1), ce qui donne U'inégalité désirée.

Lemme 5.2.3 Pour tout entiern>1, on a

Hp<4”.

pE<n
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Preuve : Raisonnons par récurrence. Pour n = 1,2, 'inégalité est évidente.
Supposons le résultat vral pour un certain entier n et tout k=1,2,...,n~1.8in

est pair, on a

H: H p < d4nl < 4n,

p<n p<n-—1
Si n est impair, n = 2m + 1, en utilisant le lemme 5.2.2,

[Ir=| 1] » II =2)se I »
p<n p<mtl m+1<p<2m+1 pEm+1
L’hypotheése de récurrence implique que

H p < 4™

p<m+1
D'on

[[p<emtt=an,

psn

Corollaire 5.2.4 Pour tout x> 1, on ¢

Hp<4”’.

pET

Preuve : Soit z > 1 et n = |z]. En utilisant le lemme 5.2.3, on a

Hp:Hp(li”Silm.

pEz psn

Lemme 5.2.5 Pour touf entiern > 1, on a

Preuve :  Pour la premiére inégalité, il suffit de remarquer que
(2;) < (141 =22 =gn,

Pour la seconde inégalité, écrivons que

In—1
2n -1
22n—1:
> (")

k=0

et remarquons que (2",:1) < (2;1:11)’ pour tout A =0,1,...,2n — 1. Dol

soit
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Lemme 5.2.6 Supposons que p* divise (::;1), pour un certain nombre premier p et

un certain entier o > 1. Alors

pY < 2n.

Preuve : La formule de Legendre (voir exercice 1.7.18) impligue que

o =2 [

k=1

o () - n-suer= 53] L3

In(2n)

Inp > 01 8

HEHE

De plus, la fonction © 3 |2z| — 2iz] est 1-périodique et on a

Notons que dés que & >

|2z — 2{z]

_Jo sio<a <12
Tl osit/f2<z <l

D'oul

ln(En)J

(7)) - & (Fl-[3)

[ln(Qn)J < In{2n)

Inp Inp -

Ceci implique alors que p® < 2n.

Nous sommes maintenant prét pour prouver le théoréme.
Preuve du théoréme 5.2.1 :  Mountrons tout d’abord que 7(z) < dz/Inz.

On écrit

Hp> ].__[ p>\/,ETr(n)—7(\/ﬁ)
psn Va<pEn

En utilisant le lentme 5.2.3, on obtient

pIEE =T o g

301t
nlnd 3n
< e
Inn Inn

7(n) — w(v/n) <

Puisque, pour n > 2, on a w{/n) < /n < n/Inn, on obtient finalemens
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Par conséquent, en utilisant la croissance de la fonction ¢ — ¢/ 1Int sur [e, +o0[, on
en déduit que

r(z) = nllz)) < 4L <4 B

In|z| Inz

pour tout x > 2.

n2 =z

In2
Montrons maintenant que 7(z) > B2 &

D'une part, le lemme 5.2.6 implique que

(27? ) =TT » () < T 2n = (2nyme™.

ps<2n p=3n

D'autre part, d'aprés le lemme 5.2.5, on a

d’ott )
(20)" 2n) - 22""11
soit
w(2n) = '12:’(1;;.; -1, n>1

On vérifie alors facilement que

Znln2 - nln2
In(2n) = In(2n)’

ce qui donne
In2
m(2n) > ne———-.
m(2n) 2 In(2n)

Pour conclure, remarquons que 'inggalité «{z) > Tﬁ est triviale si 2 <z < 3.

On peut done supposer que & > 3 et on pose n = |2/2]. On a done
<z <2n+1),

ce qui implique

nln2
x) =
"@) > )2 s
In2 ¢z
> i
- Inm(") 1)
T 1 1
= —In2(=-=
lnm‘ln (2 m)
2
2 ih’l_‘ l_l ln z
Inz 2 3 6 Inz
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5.3 Les fonctions de Chebyshev

En dehors de w{z), deux autres sommes apparaissent naturellement dans 'étude
de la répartition des nombres premiers. Il s’agit des deux fonctions de Chebyshev
&(z) = Z lnp
pEE

et

T(z) = Z Inp.

pﬂlim
Dans cette section, nous allons montrer comment les fonctions &(z), ¥(z) et w(z)
sont intimement reliées entre elles. Donnons une premiére estimation élémentaire

qui découle du corollaire 5.2.4.

Lemme 5.3.1 On o
B(z) < (21In2)z.

Preuve : 1l suffit d’écrire que

Bl = H < 4*,
psE
D'on

Ofz) <zlnd = (2In 2z

Le résultat suivant donne le lien entre ©(z) et ¥(z).

Lemine 5.3.2 Pour tout x> 2, on a
B(z) < ¥(z) < O(z) +2vzlnz.

Preuve : Soit k le plus grand entier tel que /% > 2, c'est-a-dire k = |lnz/In2].

On a alors

k k
T(x)=>" Y Mp=y O'™).
m=1

m=1 psmllm
En particulier, on a done
k
T(z) = O(@)+ Y 0@™) > 6().
m=2

D’autre part, en utilisant le lemme 5.3.1, on obtient que

k
Tix) < O(x)+2In2 Z 2™ < O(z) + 2In 2kV/7.
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Comme k < Inz/In2, on en déduit que

T(z) < ©(z) + 2v/z1nm.

On peut maintenant donner le lien entre les fonctions © et «.

Lemme 5.3.3 Pourtoutz>2, ona

)
In

) S{x) T
nz = mz) < Inz

—2Inlnz  (lnz)?’

Preuve : La premicre inégalité découle de l'estimation suivante
O(z) = Zlnp < ln:nz 1=m{z)lnz.
psE pEz
Pour la deuxiéme inégalité, notons que pour 2 <y < z,ona

AW -rl) = Y 1<p 3 g

y<psx y<plc

1
ny (B(z) — e(y)).

On en tire
B(z) B(v)
< — Yy < —= .
me) = 3, trl s oty
En choisissant y = z/(Inz)?, on en déduit que
) < O(z) T

Inz —2mnlnz = (lnz)?’

ce qui prouve la deuxiéme inégalité.

Théoréme 5.3.4 Les assertions suivantes sont éguivalentes :
(i) w(z) ~z/lnz, lorsque T — +oc.
(ii) @(z) ~ x, lorsque z — +oo.

(i) ®{z) ~ =z, lorsque z — +o0.

Preuve : En utilisant les lemmes 5.3.2 et 5.3.3,0n a

&(z) _wlz) _©(z) 2hz
<
T 2Tz S g T VT
eb
G(E)S'n’(m)ln:USG(m) Inz +i.
T x z Inz—2mnlhz lnz

Le résultat suit alors immédiatement.
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5.4 Estimations de fonctions sommatoires

51 @ est une fonction de M dans C, on posera pour tout 2 € B,
Alx)=>_aln).
n<E

Le résultat suivant découle facilement de la transformation d’Abel.

Théoréme 5.4.1 (Formule d*Abel) Soient 0 < y < z, f : [y,2] — C une
fonction de clusse Ot et a: N — T, Alors

3 awfn) = A - AWFw - [ ABr@a

y<nse 7

En particulier, pour z > 1 et f de classe C! sur [L,z], on a
3 almf(n) = A)i(e) ~ [ A0
n<x 1
Preuve : Introduisons p = |y] et ¢ = |x] et remarquons tout d’abord que

9

Z a(n)f(n) = Z a{n)f(n).

y<nsx n=p+41
En utilisant que a(n) = A(n) — A(n—1) et en effectuant une transformation d'Abel,

on obtient alors

q q

Y, emf(n) = Y Ami() - Y Aln-1)f(n)
YE<nEs n=p-+1 n=p-+1
q—1
= Y AM(f(n) - fn+1) + Alg)f(a) — Alp)f(p+1).
n=p-+1

Or, la fonction f étant supposée de classe C1, on peut écrire

n+

Flr) = fln+1) = — [ £t

v Tl

et pour t € [r,n+ 1[ on a A(t) = A(n). Dot

g-1 n--1
> a(n)f(n) -5 f A F () dt + Alg)f(g) ~ AP) flp+ 1)

p<nsx n=ptl

-/ + A S(0)dt + Alg)flg) — Alp) F(p+-1).

It

Or

[ A dt = f AW () de j'mA(t)f'(t) di+ /lqﬂ(t)f’(t)dt,

Jpt+1 p1
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et en utilisant une nouvelle fois que pour ¢ € [r,n + 1], A} = A(n), on en déduit
que

' AfE) /() dt = ]m A () dt + A(P)(f(y) — Flp+ 1)) + A(a)(f{g) — f(=))-

p+1 ¥
Dol

3 amitn) =~ [ A0+ A@ (@) - AGI)-

y<n<r
Pour conclure, il reste & utiliser (une nouvelle fois) que A(g) = A(z) et A(p) = A{y).

La deuxiéme formule découle immédiatement de la premiére en écrivant que
Y an)f(n) =a)f)+ Y aln)f(n)
n<z l<ngs
et en remarquant que a{l) = A(1).
O
Nous allons maintenant montrer comment cette formule permet d’estimer A{x)
pour certaines fonctions arithmétiques ¢ lées aux nombres premiers, et dont le
comportement asymptotique est plus facilement accessible que celui de la fonction

w(z).
Théoréme 5.4.2 (Mertens) On a

S22 _jng401). (5.1)

psE

De plus, il existe une constante C > 0 telle que

S 1 Clne+ C+0(1/ Ing). (

psz

[<13
b2
—

En particulier, les deur séries
Sk e 3
peP p pEZP’p

divergent.

Preuve : Pour démontrer la formule (5.1), on va caleuler In(|z]!) de deux ma-
niéres. Tout d’abord on utilise la formule d’Abel avec a(n) =1, n > 1, f(t) = Int
et & > 1. On vérifie immeédiatement que A(t) = [£], ce qui donne

nf[z]h) = Elnn-—[w }n'c—f Lt]

n<z

En introduisant {t} =t — |¢] la partie fractionnaire du réel ¢, on obtient

(m—{m})lnm—/ t-{t di

Lln'z:~{:z:}1n1—(1 / 10; dt.

In{{])
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Comme 0 < {t} <1,ona

fﬁ—}dt(Sf ﬁ:lna:.
1 1

In(lz]|) =zhz—-—2+0(nz).

IYoi, on en déduit

D’autre part, en écrivant

In(|z]) = In (Hpvn(LwJ!))

psT

> wp(lz)) Inp,

pET

et en utilisant la formule de Legendre (voir exercice 1.7.18), on obtient
LmJ')—Z]an { J
pLx m21

Or on vérifie immédiatement que

=

Do
(lzf) = Zmz[ g
ZEHFNEElPP

Remarquens en utilisant le lemme 5.3.1 que

) {%}mp <Y Imp=0() < (22)e.

iy pET
De plus,
1
DS IR S B
plzmz2 p(:cm)”
1
= % Zh‘p (“"_f 1)
p<z B
Inp
- ey P
o plp—1)

Srie Inn ar ¢ aclui c
Comme la série 3, =Ty Comverge, on en déduit que

ZZ[ Jlnp o),

pl m>2

(5.3)
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ce qui entraine que

In(|z]!) = = Z B2 L o). (5.4)

PR
En comparant (5.3) et (5.4), on en déduit finalement la formule (5.1).

Pour prouver V'estimation (5.2}, on introduit la fonction

1
R(z) = Z % —Inz,

psT

et on applique la formule d’Abel & f(£) = 1/1nt et

lnp o p =
a{n) = { 4 ] P
0 sinon.

On vérifie facilement que

A@) = 3 aln) = 3 22 = Rie) +1na,

n<z psE
ce qui donne
1 1 1, Alz)  A(2) * ;
Z_ = gt E“";;_2-'_11‘1:.1: n2 [_;A(t)f(t)dt
p<.r 2<plr
1 R(z) R(2) f“’ (t) T odt
= 3%z e T/, W dt + o e &
1 R(2)  R(z) fI R(t)
. _ - dt.
Ininz 1n1112-+—2 2 + na + » t{lnt)?
Remarquons tout d’abord que R(2) =22 ~In2=—1In2, d'on
R(z) /I R(t)
2
Z =hnlhz+1-nn2+ oo L Tty dt.

p<r

D'autre part, d’aprés (5.1), on a R{(t) = O(1), ce qui implique en particulier que

+o0 R(t)
fg Hint) @

converge et si on note A sa valeur, on obtient

R(z) oo R(Y)
— v —_ 2] ——
E nlnz4+1-Inln24 A4+ n ]; Hn ) dt

p<x

lintégrale

It

R(x)

“+oa
]nhlm-l-0+——/ R(t)
Inz z

tH{Int)?

ot C=1—1Inln2+ A. Il reste & remarquer, en notant R = sup,-., [R{t)}, que

R(z) [t R@t) oo
Inz —/z t(Int)? dt‘_ lnl+R/

/‘+°° de [ 11" 1
. tHint)2 | Int], = Inz’

t(lnt

ct
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=1

=1

Dot
2R

~Inz’

R(x) T R(t)
Inz _/; t(lnt)?

ce qui implique Pestimation (5.2) et achéve la preuve du théoréme.

5.5 Exercices

Exercice 5.5.1 Dans cet exercice, on admettra le théoréme des nombres premiers,
cest & dire que w(2) ~ 2/Inz, z — +oo. On note p, le n-idme nombre premier.

Montrer que p, ~ nlnn, n = +co.

Exercice 5.5.2 Soit P™(n) le plus grand facteur premier d’un entier n. Calculer

Z :
n
PH{n)<s

Exercice 5.5.3 (Postulat de Bertrand) En partant de I'encadrement

Vo> 30, 0.9 — <w(z) <12 —,
loga log x
prouver que pour tout n > 30, il existe un nombre premier strictement compris

entre 1 et 2n. En déduire le résultat b suivant :
¥n > 2,il existe un nombre premier p satisfaisant n < p < 2n.

b avec h> 1.

Exercice 5.5.4 Montrer que, pour n > 1, n! n’est pas de la forme a
Indication : on cousidérera le plus grand premier p < n et on utilisera le théoréme

de Bertrand.

Exercice 5.5.5 Soit 2 un réel, @ > 1. Démonirez les estimations suivantes :

(a) 111$SZ}(_2§1+E11-T (b}zz}ig 'il'

€z
d<z d>z

Exercice 5.5.6 Pour n > 1, on note d(n) le nombre de diviseur de Pentier n,
d(n) = 1.
din

Montrer que

% S d(n) = Inz + O(1).

n<z

1. Remarquons une conjecture analogue due & Legendre : pour tout entier n > 1, il existe un
Ll

nombre premier entre n”? et (n-+1)2. En 2012, on ne sait toujours pas si cette conjecture est vraie
ou non.
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Exercice 5.5.7 En uiilisant la méthode dite de Uhyperbole de Dirichlet, le but de

Texercice est d’améliorer I'estimation démontrée dans Pexercice précédent.

(a) Montrer que ¥ .. d(n) est le nombre de points & coordonnées entitres situés

n<aeE

dans le quart de plan u > 1, v > 1 et sous Phyperbole d’équation uv = .
{b) En utilisant la symétrie du graphe de I'hyperbole uv = z, en déduire que
Sdm =23 [2] - Lval®
n<r d</z
{c) En utilisant la formule d’Abel, retrouver le résultat bien connu suivant :
1 1
Z~ =1n:n—i—'y—|—0(—),
n<z n T

oll v est la constante définie par

+0a
'y=1—/ {—ildt
1 t=

(d) En déduire que

E Y dny=lnz+(@2y-1)+0 (i) .
et vz
Exercice 5.5.8 On note p, le n-iéme nombre premier.

{(a) Sans utiliser le théoréme des nombres premiers, montrer que la série

1
zn: pnlup,

converge.

{(b) En utilisant le théoréme des nombres premiers, donner un équivalent du reste

RnZ

k=n41

Pk EDP!.

Exercice 5.5.9 (a) Montrer que 5i f : {2, +oo[— R est une fonction de classe C?,

alors

S fp) = (@) (&) [ (o))

psx

(b) On admet dans cette question que

W(x)zﬁ-%—@(ﬁ), z>2

Retrouver alors le fait qu'il existe une constante C > 0 telle que

Zi= Innz+C+0(1/Inx)

px
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IExercice 5.5.10

1. Montrer que
1
lim E —=In2

T+ b
VE<pLe

2. Notons pour un entier n, P*(n) le plus grand facteur premier de n et posons
Az={n<z:Pt(n)>yn}.

(1) Montrer que n € A st et seulement s'il existe un nombre premier p et
. T
un entier g tel que n = pget g < p < E Montrer de plus qu'un telle

décomposition est unique.
{it) Montrer que
T
card(Az) = Y (p—D+ . H :
PEVE VE<p<T
3. En déduire, que lorsque z — +og, une proportion positive des entiers n < x

ont leur plus grand facteur premier > /7.

Exercice 5.5.11 Le but de exercice est d’évaluer
1
pgsz pa

olt p et g désignent des nombres premiers.

1. Montrer qu'il existe une constante C telle que

1 1 i Inx
Z E—”’E ={lnlnz+C) ZE+O Z ;1;1 (win(m/p))

pgsT pEE PEE

3]

. En déduire que

Z 1 =(nlnz)*+2CInmz+0 {1+ Z lln (__ﬂm)

= pa s p \nz/p)

1 Inz ) /]n:r/ln‘.l 1dv
—in < it
p (ln(ﬂf/P) —h Z puv

a1

T v <p<m/2

3. Montrer que

B

A
1R

4. En utilisant que f;rw n (L) 84 eonverge, en déduire que

v v

o2 (w7 ) = 0w

A
wli

P

5. En déduire que

Z . (Inlnz)? + 2C Inknz + O(1).

puse P
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Chapitre 6

Fonctions arithmétiques
multiplicatives

6.1 Fonctions multiplicatives

Une fonction arithmétique est une fonction f : N* — €. On dit que f est
multiplicative si
F)#0 et f(mn) = f(m)f(n}
pour toute paire d'entiers (m,n) premiers entre eux. Enfin, la fonction f est dite

complétement multiplicotive si

f)#0 et flmn) = j(m)f(n)

pour toute paire d’entiers (1, n).
Exemples :
(a) Rappelons qu'a la section 1.4, nous avons introduit la fonction indicatrice d’Eu-
ler ¢ par
w(n) = card((Z/nZ)"), n=2.
En prolongeant la définition et en posant (1) = 1, le lemme 1.4.4 implique que
la fonetion d’Euler ¢ est multiplicative.

(b) La fonction I, définie par I{n) = 1, n > 1, est une fonction complétement
multiplicative.

{¢) La fonction 4, définie par 6(1) =1 et 8(n) =0, n > 2, est aussi complétement
multiplicative.

(d) Enfin, sia € R, lafonction N,, définie par N, (n) = n% n > 1, est complétement

multiplicative. Notons que Ny = 1.
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Le résultat suivant montre que pour connaitre une fonetion multiplicative f
(respectivement complétement multiplicative), il suffit de connaitre f(p*) (respec-

tivement f(p)), pour tout entier & > 1 et tout nombre premier p.

Théoréme 6.1.1 Soif f une fonction arithmétigue.

(a) Si f est multiplicative, alors f(1) = 1. De plus, elle est entiérement déterminée

par ses valeurs aux puissances des nombres premiev"s.

{b) Si f est compléternent multiplicative, alors elle est entidrement déterminde par

ses valeurs aux nombres premiers.

Preuve : Tout d’abord supposons que f soif multiplicative et remarquons que
f(U) = FOF(1). Comme f(1) # 0, on en déduit immédiatement que f(1) = 1.
Maintenant soit n & N*. Ecrivons la factorisation canonique de n en produit de

facteurs premiers,
Ly fen &
n=p;ps...pr
Comme f est multiplicative, on a

fln) = F(O5)F{p5*) ... FE),

ce qui prouve Passertion {a}. Si, on suppose de plus que f est complétement multi-

plicative, alors on obtient que sin = pif’ pgz ...pfr ona

F(n) = Flp)™ floa)* .. flpe)*r,

ce qui prouve que f est déterminée par les valeurs f(p), p premier.

6.2 Convolution des fonctions arithmétiques

Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, on définit le produit de convolution

f#*g par
(Fra)my=3"fldg(3) = 3 fld)glda).
dln dy,da
dydy=n

Proposition 6.2.1 Pour toute fonction arithmétigue f,g, h, on a :
fo) frg=g=*f.

(b) (f ) +h=F+{g+h).

{c) f«8=Ff.
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Preuve : 1l n'y a pas de difficultés et la preuve est laissée en exercice.

5i on définit la somme de deux fonctions arithmétiques f et g par

(F+o)n)=f(n)+g(n), =n=1,

on vérifie facilement que 'ensemble des fonctions arithmétiques, muni de Paddition

et du produit de convolution, est un anneau commutatif unitaire, dont Uunité est 4.

Théoréme 6.2.2 Seient f, g deux fonctions arithmétigues multiplicatives. Alors

la fonction arithmétique f * g est aussi multiplicative.

La preuve est basée sur le lemme suivant.

Lemme 6.2.3 Soient (m,n} =1 et d un diviseur de mn. Alors d s'écrit de facon

unigue sous la forme d = dyds ot dijm et da|n.

Preuve : Prouvons d’abord 'existence de d; et de. Eerivons

me=pM . pft et m=ppiit eyt

Notons que comme {m,n) = 1, les premiers qui interviennent dans la factorisation
de m sont tous différents de ceux qui interviennent dans la factorisation de n. On a

alors

- op Q] Oty
mn = pit e e

Si d est un diviseur de mn, Pentier d s’écrit nécessairement sous la forme

. Bi Brir
d=p.. .juf‘pk’_;_'l1 Pt

ot §; <o, pour tout 2 =1,2,..., k- r. Définissons alors

. Brsy | Brer
di=pi g et di=plEply

On a d = dyda et dy|m, da|n, ce qui prouve 'existence de la décomposition.

1l reste & prouver Iunicité. Soit d = dydy = didh, avec dy, dj|m et da, di|n. Soit
§ = (dy,dy). Alors § divise d) ef donc m et § divise df et donc n. Ainsi §|(m,n) =1
et done (dq, d5) = 1. Comme df divise dids, le lemme de Gauss implique alors que
dh|da. Par symétrie, on obtient que do|d} et done da = dfy. On en déduit alors aussi
que dy = df, ce qui achéve de prouver 'unicité.

O
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Preuve du théoréme 6.2.2 :  soit m et n deux entiers premiers entre eux et

notons i = f* g. D’aprés le lemme 6.2.3, on a

wmn)= 3" fdg () = 3 f(dldz)g(g}?;).

djmn dy|m,dz|n

Remarquons que (m,n) = 1 implique que (di,ds) = 1 et (E E—) = 1. Dou

Fldrdz) = fHdh) fld )etg(d do) ( ) (E) Donc e

= o <z>g< )

fi{mn)

dy|m,dz|n
- Zf(dl)g 3 Hda)o )
di|m dain
= h(m)h(n).

O

6.3 Fonction somme de diviseurs et nombres par-
faits

Notons

d(n) = Z 1 et  oln)= Zd.

dm dln
La fonction d s'appelle la fonction nombre de diviseurs et la fonction ¢ s’appelle

la fonciion semme de diviseurs. Le résultat suivant montre que ces deux fonctions

arithmeétiques sont multiplicatives.

Corollaire 6.3.1 Les fonctions d et o sont multiplicatives.

Preuve : [l suffit de remarquer que d = I+1 et ¢ = Ny =1 et d’appliquer le
théoreme 6.2.2.

O

Le résultat suivant donne une formule explicite pour d(n) et o(n) lorsqu’on

connait la factorisation cancnique de l'entier n.

Proposition 6.3.2 Sin= pi"‘pgﬂ ...p% est la foctorisation canonique d'un entier

n, on a
T

d(n) = _H(kj +1)
et

rok;
P41
a(n):H 2 .
Jj=

= Pl
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Preuve : On a, pour tout nombre premier p et tout entier k> 1, on a
d(p*) = Zl =card{l,p,...,p"} =k +1
d|p*

et
k

o kD
oty =3 d=y p = L tL

d|pt i=0 p—1

ce qui donne le résultat en appliquant le théoréme 6.1.1.

Un entier n est dit parfait si o(n) = 2n, autrement dit si

n:Zd.

dln
d<n

Exemple : 6=14+2+3¢et28=1+2+4+4 7+ 14 sont des nombres parfaits.

Théoréme 6.3.3 (Euclide-Euler) (a) i 28 —1 est premier, alors 2F-1(2F — 1)
est parfait.

(b) Sin est pair et parfait, alors il existe un entier k > 2 tel que n = 2¥-1(2% — 1)
et 25 — 1 est premier.

Preuve : Tl est clair que (21,2 —1) = 1, d’oii & étant multiplicative, on a

o(2571 (2" - 1)) =0 (25 o (2" - 1).

Si 2% —1 est premier, on a ¢{25—1) = 1+(2F 1) = 2¥ et d’aprés la proposition 6.3.2,
ona

J(glc-l) —
Donc on obtient que
a(212F 1) = 2F(2F — 1) =2 2F(2F — 1),

ce qui prouve que 2¥71(2% — 1) est parfait.
Supposons que Pentier n est pair et parfait. Ecrivons alors n = 2F~lm, avec

k > 2 et m impair. Comme n est parfait, on a o{n) = 2n, ce qui donne
Pm = (27 'm) = ¢(2" Na(m) = (2F — 1)o(m).

Puisque (2’"’,2"' — 1) = 1, le lemme de Gauss implique que 2% — 1 divise m et 2%
divise o(m). Ecrivons a(m) = 280, £ > 1. D'on 28m = 2k(2F — 1)¢, clest-a-dire
m = (2% — 1){. Supposous que £ > 1. Alors 1,¢ et m sont trois diviseurs distincts
de m. D'on

o(m) > 1+ L4+m>0+m= 2 =cg(m),
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ce qui est absurde. D’olt £ = 1 et m = 2¥ — 1. Ainsi on obtient que n = 28-1(2F 1),
De plus, comme o(m) = 2¥ et m = 2% — 1, on en déduit que m est premier.

O

Le théoréme 6.3.3 'donne une caractérisation des entiers pairs qui sont parfait.

En revanche, on ne sait pas s'il existe des nombres impairs parfaits.

6.4 Inversibilité des fonctions arithmétiques

Rappelons que pour toute fonction arithmétique f, on a

.f*é=f:

ot 8(1) =1 et 8(n) =0, n > 2. 5i A désigne I'ensemble des fonctions arithmétiques,
I'ensemble (A, +, %) est unt anneau commutatif unitaire, dont I'unité est §. Le résultat

suivant caractérise les éléments inversibles de cet anneau.

Théoréme 6.4.1 Soit f une fonction arithmétique. Alovs [ esi inversible si et

seulement si f{1) # 0.

Preuve : Supposons que f soit inversible, c’est-a-dire qu'il existe g € A telle que
fxg=4. Dou
(F+g)(1)=6(1)=1,

et comme

(700 = 5@ (3 ) = Fa),

dl1
on en déduit que f{1)g(1) = 1. En particulier, nécessairement f(1) 5 0.
Réciproquement, supposons f(1} # 0. On cherche g € A telle que f*g = 4,
c'est-a-dire f(1)g(1) = 1 et pour tout n > 2,
n
0= %j @9 (5)-
ki

On va construire g par récurrence. On commence par définir g(1) = 1/f(1). Suppo-

sons avoir construit g(1),...,g(n — 1). Alors on veut
n
0=7(Wgm) + > fdg (%)
1<d¢'i5n
n

D'ol on pose

o) = —5755 > F@o (5).

l<d<n
din

Par récurrence, on construit g € A felle que g+ f = 4.
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Corollaire 6.4.2 Seit f € A une fonction multiplicative. Alors f est inversible el

F=1 est multiplicative.

Preuve : Comme f est multiplicative, le théoréme 6.1.1 implique que f(1) = 1.
Donc d’aprés le théorgme 6.4.1, f est inversible. 1l reste 4 montrer que g = f ! est
multiplicative. Soit h la fonction multiplicative qui est égale 4 g sur les nombres
premiers, c'est-a-dire que

h(@*) = g(o"),
pour tout nombre premier p et tout entier £ > 1. D’aprés le théoréme 6.1.1, la
fonetion h est uniquement déterminée et le théoréme 6.2.2 implique que la fonction
arithmétique u = f * h est multiplicative. Pour chaque nombre premier p et tout
entier £ > 1, on a

o = Y (5)

d|p*

k
= 3 fE)h(E)

J=0
*
= > fp")gt)

J=0
= (f+g)(5") = 80"

Donc u et § coincident sur les puissances des nombres premiers. Comme elles sont

multiplicatives, le théoréme 6.1.1 implique qu’etles sont identiques. Dol
féh=u=4

Par unicité de V'inverse, on a f~! = h et f~! est multiplicative.
|

Corollaire 6.4.3 L’ensemble des fonctions arithméligues multiplicatives, muni du

produit de convolution, forme un groupe abélien.

Preuve : découle immédiatement du corollaire 6.4.2 et de la proposition 6.2.1.
Ol

6.5 La fonction de Mobius et la formule d’inversion

La fonction I est multiplicative. Done d’aprés le corollaire 6.4.2, elle est inversible
et son inverse est multiplicative. On note u = 17! et u s’appelle la fonction de

Mébius. Le résultat suivant donne une expression explicite de u{n}.
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Théoréme 6.5.1 On a

1 sin=1,
w(n) = { (=1)" sin est le produit de v nombres premiers disctincts,
0 si i est divisible por un carré.

Un entier n tel que p{n) # 0 est appelé un entier sans facieur carré.
Preuve : Comme p est multiplicative, on a u(1) = 1. De plus, pour tout premier

p, On &
0= 8(p) = (p* I}p) = p(1)I(p} + p(p)I(1),
ce qui implique que
u(p) = —p(l) = -1

De plus, pour tout entier & > 2, on a

k k
0 = 8(p") =Y u(E (") => ul@)
J=0 J=0
i
= p(1)+p(p) + > n@).
i=2
Ce qui précade implique alors que
k
> ulp’)=0

j=2
pour tout entier & > 2. Un ralsonnement par récurrence montre alors immédiate-
ment que p(p*) = 0, pour tout k& > 2 et tout premier p. Le théoréme 6.1.1 permet
alors de conclure.

|

Théoréme 6.5.2 (Formule d’inversion de Mébius) Soit f une fonction arith-

métique ef notons pour toutn > 1,

F(n) =3 f(d).

dln

Ona
Fm) =3 w@F (5).
dln

Preuve : Par hypothése, on a F = f+ L D'on

f=6xf=p+Isf=psfxl=pxkF

ce qui donne immédiatement le résultat.
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6.6 Exercices

On rappelle que :

1. p représente la fonction de Mobius.

2. ¢ la fonction d’Euler : p{n) = Z 1.
1<m<n
(m,n)=1

3. dn)= Z:ﬂn 1 le nombre des diviseurs de Pentier n.

4. o(n) = ) 4, d la somme des diviseurs de l'entier .

Exercice 6.6.1 Déterminer toutes les fonctions arithmeétiques f complétement mul-

tiplicatives telles que F' = 1 = f soit encore complétement multiplicative.

Exercice 6.6.2 Montrer que la fonction arithmétique f définie par f(n) = (—1)"+!
pour nn > 1 est multiplicative. Soit g l'inverse de f pour la convolution, Expliciter

g(p®) pour p premier et a € N puis g(n) pour un entier n > 1 quelconque.

Exercice 6.6.3 On désigne par )(n) le nombre de facteurs premiers de n, comptés

avec leur ordre de mulliplicité ’est-a-dire

k k
Q(n) = Zai, olt 1 = pr"
i=]1 i=1

est 1a décomposition en facteurs premiers de n. La fonciion X de Liouville est définie
par A(n) = (—1)%" Montrer que A est complétement multiplicative, et que le
produit de convolution A = 1 est la fonction caractéristique des carrés c’est-d-dire
que
1 sin est un carré
cﬂzn Ald) = {D si n n’est pas un carré.

Exercice 6.6.4

1. Montrer que pour tout n > 1 on a p{n)s(n) <nl

2. Montrer que pour tout n > 1 on a @{r)d{n) > n avec égalité si et seulement

sin=2.

Exercice 6.6.5 On dit qu’un entier n est abondant si o(n) > 2n. Monirer que si

n est abondant et impair il admet au moins 3 facteurs premiers.

Exercice 6.6.6

L. Montrer que p(mn) > @(mlp(n), avec égalité seulement si (m,n) = 1.
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2. Montrer que d{mn) < d{m)d(n) avec égalité si et seulement si {m,n) = 1.

Exercice 6.6.7 La fonction d prend elle plus souvent des valeurs paires ou im-

paires ?
Exercice 6.6.8 Montrer que pour tout n, o(3n — 1) est un multiple de 3.

Exercice 6.6.9 Soient F': [1,+oo[— Cet
T
Glz) = Z; F (E) .

Montrer que

F(z)=3 un)C (%) .

ey

Cette formule est connue sous le nom de deuziéme formule d'inversion de Mdbius.

Exercice 6.6.10 Soit z un réel z > 1.

1. Montrer, par exemple en utilisant la deuxiéme formule d'inversion de Mébius

(voir exercice précédent), que

5] -1

n<r

2. En déduire que

ZE%’")— < 1.

BExercice 6.6.11

1. Montrer que p* Ny = .

2. En déduire que, pour tout n > 1, 0na

d|n

3. Montrer que

Exercice 6.6.12 Montrer que

Lol s g (e,
& n 6 T

n<c
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Exercice 6.6.13 On définit la fonction de von Maongoldt A(n) par

Aln) logp sin=p" est une puissance d'un nombre premier,
ny= ]
0 sinomn.

Remarquons alors que si ' désigne la fonction de Chebyshev, cn a
P() = 30 Al).
nsr

1. Montrer que

Z Ad) = logn.

d|n

[

. Montrer que pour x > 2, on a

S(2) - Tao]

m<z d<z

3. Montrer que
Z o ( ) =zlogz — z -+ O(log x).

xr
ki
m<x

4, Montrer que
Z !—\%ﬂ = logz 4+ O(1).

n<ir

5. En déduire une nouvelle preuve de la formule de Mertens :

Z log p =logz + O(1).

pEa
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Chapitre 7

Séries de Dirichlet

7.1 Définition et premiéres propriétés

Soit (an)np1 une suite & coefficients complexes. On appelle série de Dirichlet

une série de la forme

Z%, seC.

n=>1

Théoréme 7.1.1 Supposons que la série de Dirichlel

an
pupe 5 e .
n>1

converge pour un S € C. Alors elle converge dans le demi-plan R(s) > RN(sg). De

plus, elle converge uniformément sur toul seeteur du type
Asye ={s€C:R{s) > Riso) & |argls — s0)| < o,
ot <o < T

La preuve utilise le lemme élémentaire suivant.

Lemme 7.1.2 Soient 0 < a < 4. Alors, pour fout z € C, o= R(z) > 0, on ¢

!e—ﬁ: _ e——ﬁ:| < %j (e—n;r _ ew,ﬁm) .

Preuve: Ona

a
e el :f et di.
[+3

Don

- A # H|
em — P < |:I/ le | dt = [:|/ e dt = = (€7 — g7FT)
i [s3

T
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Preuve du théoréme 7.1.1 : soit s € C, R(s) > R(sn). Posons v, = apn™™,
vy =n""% et pourg = p

q q
=3 utn =3
= UnUn = e

n=p

et

Upyg = § :“n = E nsﬂ

n=p
Par hypothése, pour tout & > 0, il existe un entier N{¢} tel que

gzpzN(e)=|Upgl <&

De plus, st R(8) > R(sg), remarquons que
o 1
ol = TR -G
En utilisant une transformation d’Abel {avec la convention que U}, =0}, on a

¢

O I IS DU

n=p n=p

= Z U nltin — Z Upn-1tn

n=p n=p
q
= Z Upntn — Z Up kUks1
=y k=p--1
q—1
= Upqvg+ Z Upon(tn — Vnat)-

n=p

o, pour g > p > N(=),on a

T q-1 q-
a
E ~n~71 el +ed ] U11“U11+1E<E(1+Z u,,—vn+1|)

n=p nw=p ns=p

1 1
nS—80 - (TL - 1}5——50

ivn - Un+1| =

=|e

—(g—sgp)inn _ E—(awag)ln(n-i—l)i i

En appliquant le lemme 7.1.2 4 z = § — 59, & = Inn et @ = In{n + 1), on obtient

< |S— SD‘ 1 1
|'Un - 'Un+l| = 5 - no—on - (n‘l' 1}0__(,0 I
ol o = R(s) et op = R(sp). D'ot
-1
|s — s5p) = 1 )

<
oy [ o — op TZP nT—on n-+ 1)0’—0’0
_ |S**“S{]l
- J——U‘D P =& o’ og

e (1 4 188l (7.1)
o — g

q
Qp
2 o

n=p

1A
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Ceci montre donc que la série 3, a,n~% vérifie le critére de Cauchy done elle
converge.
11 reste & montrer la convergence uniforme dans Ay, ot 0 < a < 7/2. Remar-

quons que si 8 € A, 4, il existe @ = 0(s) tel que

o —ay
cos(f) = —— et 4] < a.
0) == e jol<
D’on
ls—s0] 1 1

<

oo cos(d) ~ cos(a)’

ce qui avee (7.1) implique que, pour tout 8 € Ag, o, on &
q
a 1
D=1 P (LN
ne cos{a)
n=p
Ainsi la série 3, a,n~® vérifie le critére de Cauchy uniforme sur A, .q, done elle
converge uniformément sur Ay o.
O
Le résultat suivant est un analogue de l'existence du rayon de convergence pour

les séries entiéres.
Corollaire 7.1.3 Soit >, apn™ une série de Dirichlet. On nole

E.={oceck: E ann” converge

n

et
infE, st E,#0

fe = +00 51 B, = 0.

Alors

o si R{s) > o, lo série 3, ann™®

converge ;
o si R(s) < 0., la série 3_, ann™" diverge.
On appelle o, Uabscisse de convergence de la série de Dirichlet el le demi-plan

R(s} > o, le demi-plan de convergence.

Preuve : Supposons tout d’abord que E. = @ et soit sp € C. Il s'agit de montrer
que la série > a,n~™ diverge. Supposons au contraire qu'elle converge. Alors le
théoréme 7.1.1 implique que, pour tout § € C, R(s) > R(sq), la série 3, a,n™*
converge. En particulier, o = R(s) € £, ce qui est contraire & 'hypothése.
Supposons maintenant que E; # @. 8i E; = R, alors pour tout ¢ € B, la série
3. ann~7 converge et on a o, = —oo. I s’agit alors de mentrer que pour tout s € €,

la série 3~ apn™® converge. Cest & nouveau une conséquence du théoréme 7.1.1,

puisque si s € C, alors R(s) > og avec o € .
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On peut donc supposer maintenant que E; = @ et £, # R. Dans ce cas, il
est facile de voir que . est fini. Soit 8 € C, R(s) > o, Alors il existe oy € E,
tel que R(s) > op > o¢. Le théoréme 7.1.1 implique une nouvelle fois que la série
3. ann¥ converge. Finalement il reste & monirer que si s € C, R(s} < a¢, la série
Y, ann™* diverge. Par l'absurde, supposons qu'il existe s € T, R(s) < ., telle que
la série 3, a,n™*® converge. Alors, si (s) < 61 < o, le théoréme 7.1.1 implique
que ¥ apn” 7t converge, ce qui contredit la définition de ..

a

Corollaire 7.1.4 Soil 3° a,n~*% une série de Dirichlel. On note

E, = {J cR: Z ann~7 converge absolument}

T

et
o inf B, siE,#0
R I 8t Iy = 0.
Alors

3

e 3i B(s) > oy, lo sériec a,n"° converge absolument ;
r n

L

o st R(s} < oa, lu série 3, ann™* ne converge pas absolument.

On appelle o, Uabscisse de convergence absolue de ln série de Dirichlef el le demi-
plan R(s) > o, le demi-plan de convergence ebsolu.

Preuve : Remarquons que

Gni jan|

= s

7
et done la série 3 a,n™° converge absolument si et seulement st la série Y laaln™?

converge, ot o = R(s}. De plus,

By = {U eR: Z |an|n™ Converge} .
n

11 suffit donc d’appliquer le corollaire 7.1.3 a la série de Dirichlet 3, a,n™".

Proposition 7.1.5 Soit 3, ann~° une série de Dirichlel. Alors on a
gz —1 < 0 £ 0,

Preuve : Silasérie Y, a,n~7 converge absolument, alors elle converge et donc
7. < 0,. Pour prouver la deuxiéme inégalité, choisissons o > o, + 1. Alors il existe
oy tel que ¢ — 1 > g > 0, Comme la série 3, a,n~7" converge, la suite {a,n""°),
est bornée par une constante, disons A4. Ecrivons done

len]  loa] 1 < M
ne  noo pr—oo ~ po-os’




7.2 HOLOMORPHIE BT UNICITE DES COEFFICIENTS

97

Or 0 —op > 1, donc la série 3, n~ (7~ canverge et donc la série 3 a,n ™" est
absolument convergente. Ainsi o, < o, + 1.

0

7.2 Holomorphie et unicité des coefficients

Le résultat suivant précise la régularité de la somme d'une série de Dirichlet sur

son demi-plan de convergence.

Theéoréme 7.2.1 Soil

oo
fin
ns’
n=1

Fls} = R(s) > op

une série de Dirichlet. Alors la fonction F est holomorphe sur le demi-plan R(s) >

o, et, pour tout k>0, on a

Ha (—logn)¥
R (g} = T Ee g
¥ (g) = ; ——,  R(s) >0
Preuve : Rappelons le théoréme de Weierstrass : si (fy )y est une suite de fone-

tions holomorphes sur un ouvert € du plan complexe et si (fn), converge unifor-
mément vers f sur tout compact K C 2, alors la {onction f est holomorphe sur §2
et pour tout & > 0, on a

ANy = tm 1P, zeq

T3 b0

Fixons donc K un compact contenu dans le demi-plan R{s2) > o.. Il est lacile de
voir qu'il existe g9 € C et 0 < o < 7/2 tel que R(sp) > oc et K C Ayy,n. D'apres
le théoréme 7.1.1, la série 3 a,n™* converge uniformément vers F sur Ay, o donc
sur i{. Le théoréme de Weierstrass permet alors d’en déduire que F est holomorphe
sur R(s) > o De plus, on a FE(s) = Y12 (—logn)En=e.

n=1

O

Le résultat suivant est un résultat d’unicité.

Proposition 7.2.2 Soit
+o0 o
Fls)=3_ = (R(s) > 00)

ne
n=1

une série de Dirichlet. Supposons gue, pour tout entier N 20, on a

lim N9F(o) =0.

T4

Alers a, = 0, pour tout n > 1.
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Preuve :  Montrons le résultat par récurrence. Soit o1 > o, La série converge

uniformément sur [oq, +oo[ d’aprés le théoréme 7.1.1. Done on peut écrire que
+oa
. _ . oy,
A FO) =2l (™)

Remarquons que
a sin=1

c—+oo 0 sinon.

lim {ann™") = {

Ainsi, en utilisant Phypothése, on obtient que a1 = 0. Suppesons maintenant que

iy =an=---=ay_1 = 0. Alors

-+oa
NF(o) = Z a, N n™7.
n=N

En faisent tendre o — 400, on cbiient que ay = 0.

0

En particulier, la proposition suivante implique immédiatement le résultat sui-
vant.

Corollaire 7.2.3 Soient F(s) = 37 a,n™ et G(s) = 305 byn™* deur séries

de Dirichlet et supposons qu'il eziste un réel op tel que F(o) = G(o), pour toul

o > gg. Alors an = by, pour tout n > 1,

7.3 Produit Eulérien

Le résultat suivant montre qu'une série de Dirichlet associée & une fonction
arithméticque multiplicative admet une représentation en produit infini sur son demi-
plan de convergence ahsolue. Cette représentation qui fait intervenir un produit qui

porte uniquement sur les nombres premiers est fondamentale en arithmétique,

Théoréme 7.3.1 Soient f une fonction arithmétique multiplicative el o, U'abscisse

de convergence absolue de la série de Dirichlet 3~ f(n)n™*. Alors

oo 400 .
> f.,(lf’) =11 (Z %%—)) . Rs) > o

p&EP \n=0

De plus, le produil infini converge uniformément sur toul demi-plan R(s) > M{sp) > 0a.

Preuve :  Pour T > 0, notons

NTy={neN:vn)>0=p<T}
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Autrement dit, N(T") est 'ensemble des entiers naturels dont tous les facteurs pre-
miers sont inférieurs ou égaux a T. Si py,...,py est la liste des nombres premiers
< T, on a en utilisant la multiplicativité de f

fe"yy fY) .- flpit)
H (Z TS ) Z (pl “_p;:k)s

anp

2LpET R1,R,0, 0 20
fln)
= Z s
neA(T) 'I’L

Ainsi

S (R4 5 s s Ul

2ireT néA (T) nEN(T)

Z

Remarquons que {n € N:n ¢ N(T)} < {neM:n>T} D'on

Y- 7y (Fi) <5l

n=1 2<pLT \n=b n>T

Pour R(s) > R(sp) > ox,0n a

flp S
I (X423 o
2<p< \n=0 ax>r

et comme la série 3, f(n)n™* converge absclument sur f{s) > o,, pour tout £ > 0,

il existe T' > 0 tel que

n>T
Dlon
+0a +oo
f{n) f{p")
Z ns H Z pre -
n=1 2<pET \n=0

ce qui prouve le résultat.
O
Dans le cas d’une fonction complétement multiplicative, le produit eulérien se

simplifie grandement.

Corollaire 7.3.2 Soient [ une fonclion arithmétigue complélement multiplicative

el o, l'abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet Y f(n)n=9. Alors

SAR-T(-22) o

n==] PEF

Preuve : DD’aprés le théoréme 7.3.1, comme f{(p") = f(p)", ona

5y (5 ().

n=1 peEP \n=0
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Comme le membre de gauche est fini, le membre de droite 'est aussi. Ainsi, pour

> (£2)

n pq

tout premier p, la série

converge, Donc nécessairement, on a | f(p)} < |p®| et on obtient que

SO -5

ce qui donne le résultat.

7.4 Produit de deux séries de Dirichlet

Considérons deux sommes du type

7
v fm gl )’
n¥ n
ol f,g: " —+ € sont deux fonctions arithmétiques nulles sauf en un nombre fini

de points. Ainsi les deux sommes sont finies et on a

oo
(nzzl I—TKL;—)‘) (n:l g )) n;}"} f(nsmB

On peut alors regrouper dans la somme double les termes de méme dénominateur,

ce qui conduit & écrire

+oo +oo -+ %
(20 (et - 55 (5 () o - £ 200

n=% A=l \ dn n=l1

On voit donc apparaitre naturellement le produit de convoluiion f* g, ce qui justifie
a postériori son introduction.

Nous avons supposé ici que les fonctions f et g sont supportées sur un ensemble
fini, ce qui &vite les problémes de convergence car toutes les sommes sont finies. On

a cependant un résultat plus général.

Théoréme 7.4.1 Soient

+oo
Z f(n e Gls=Y Q(ﬂ)

deur séries de Dirichlet d’ubseisse de convergence absolue respectivement of et &5
Notons o, l'ghscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet 3, (f+g)(n)n™.
Alors

(i) oy < max{cf, af).
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{ii) Pour tout s € C, R(s) > max(cF ¢5), on a

Zw f * 9 = F(s)C(s).

Preuve : Ona pour o = R(s) > max(cl,c5), on a

S *
| LT L0] R S ORTTO
nsx n<r
= 212 fded)n~°
n<zr dd'==n
d d’
s 5 3 Vel
d o
o (i) (s e
d<zr d' <z

Ceci prouve que la série de Dirichlet > (f + g)(n)n™* converge absolument pour
tout s € C tel que R(s) > 111&\(0[1 ,U’u) Ainsi on a o, < max(c],0%), ce qui
prouve le point {i}. Pour le point {{i}, remarquons que la série double

J(n)g(m]
Z "mn)ﬁ

7,00t

converge absolument vers le produit F(s)G/(s) sur le demi-plan R(s) > max(ol, o).
Comme la convergence est absolue, en peut regrouper les termes arbitrairement ef

on a

risc =3 | s (5) | » Z =5,

n=1 d|n

7.5 La fonction zeta de Riemann

Il est immédiat de verifier que la série de Dirichlet > n™% converge absolument
pour J(s) > 1. Ainsi, d’aprés le Théoréme 7.2.1, la fonction
+oo 1
Ce)=) = (R(s)>1)

ns
HE |

est analytique sur M(s) > 1 et s'appelle la fonction zela de Riemann.

Théoréme 7.5.1 Pour R{s) > 1, ona
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Preuve : découle immédiatement du corollaire 7.3.2.
O

Théoréme 7.5.2 La fonction ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur le

demi-plan R(s) > 0, avee un unigue pole, d’ordre 1, en s = 1.

Preuve : La formule d’Abel implique immédiatement
N N
L = ! +s f 2] dt.
1 N&-1 1 1s+1

n=l1

En écrivant que |t] = ¢ — {t}, on obtient

1 Nt N {t} ,
Z_ - JFVS—1+3 1 }-‘;_S 1 E.s-f-l

1 3 {t}
(I-a)N*=T  1—3s 5,/; Lo+l dt-

Comme N7 ! 3 400 lorsque N — +o0, pour ¢ = R(s) > 1, on en déduit que
8 el 1 *eo {t}
(s} =—=~ S'[] 15+l dt = —1 +1- v/: ts-i—]

Remarquons alors que

1
— g+l

{t}

$5+1

converge si ¢ > 0. On en déduit que [a [onction

Si—}/+m {i’}

ts-H

+oo
et 'intégrale f: e

1
est holomerphe sur R(s) > 0 et la fonetion s — ((s) — 7 ¢ prolonge en une
5 —

fonetion holomorphe sur Jt(s) > 0.
[

7.6 Exercices

Exercice 7.6.1 Déterminer les abscisses de canvergence et de convergence absolue

de

oo . .
. 1 sin est un carré
2. E ~—  avec a, = .
0 sinon.

Exercice 7.6.2 Soit 3 a,n~7 une série de Dirichlet. Supposons quec la suite des
coefficients (a,), soit bornée. Montrer alors que 'abscisse de convergence absolue

o, vérifie g, < 1. Est-ce que cette borne est optimale?
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Exercice 7.6.3 Soit 3 a,n™° une série de Dirichlet et supposons que la suite des
N

sommes partielles Z ay soit bornée. Montrer alors que o, < 0.
k=1

Exercice 7.6.4 Soit 3, ann™*® une série de Dirichlet {elle que o, > 0, n > 1.

Supposons que la série converge sur R(s) > oy pour un certain op € B ef notons
P{s)= — R(s) > ga.
Montrer que si F se prolonge analytiquement au voisinage de o, alors o, < gp.

Exercice 7.6.5 Soit A la fonction de Liouville défine dans la feuille précédenie.

Déterminer "abscisse de convergence absalue de
g

00)"
y- Ml

n=1

Transformer la somme en un produit eulérien et montrer gue pour R(s) > 1ona

Exercice 7.6.6
1. Montrer que la fonction d est le produit de convolution d'une fonetion trés
simple par elle méme.

2. En utilisant le théoréme relatif 4 la série de Dirichlet d'un produit de convo-

lutionn démonirer que l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet

5 4o

RESY

est inférieure ou égale & 1 et que, pour J(s) > 1 la somme de cette série de

Dirichlet est {(s).

Exercice 7.6.7 Démontrer que pour tout s, ft(s) > 2, on a

> acis - 1)
nzl

Démontrer gue 'abscisse de convergence de cette série de Dirichlet est exactement2.

Exercice 7.6.8

1. Deémontrer que, pour R(s) > 2 la série génératrice de w(n) est absolument,

convergente et que




104 CHAP. 7 : SERIES DE DIRICHLET

2. Retrouver ce résultat plus rapidement, en partant de 'identité

n=7w(d),

d|n

que vous exprimerez comme une identité de convolution.
e . . log2 =n , .
3. En utilisant la minoration o(n) > Tl——g— montrer que "abscisse de conver-
2 logn

genee de cette série de Dirichlet est 2.

Exercice 7.6.% On se propose dans cet exercice de caleuler un équivalent du nombre

S(z} des entiers sans [acteur carré, inférieurs ou égaux 3 z.

1. Montrer que S(x) = ¥ p2(n), ot ¢ est la fonction de Mobius.

n<e

2. Montrer que ia série de Dirichlet

i pn) _ C(s)

e (28]

3. Montrer qu'il existe une unique fonction arithmétique multiplicative g telle
que p? =1+ g, et expliciter g(p®). En déduire que g(n) = 0 si n n'est pas un
carré, et que g(n?) = p(n).

4, Montrer que la série de Dirichlet de g converge absolument pour f(s) > 1/2,

et que, dans ce cas

Sg(n) 1 )
Z ns mc(gs)mnzzl n2s

n==1
5. Transformer la somme Y, ., #*(n) en utilisant égalité p* = g + I, puis une
pernmitation de l'ordre de sommaiion. En déduire que

§(z) = TE?) + O(VaT).

Exercice 7.6.10 Soit S:= {n>1 : pln — p?|n} et Sy = card (S 1 [1, z]).

3

1. Montrer que tout élément de § s'écrit de maniére unique sous la forme m3u®

avec m sans [acteur carré,

2, En déduire que
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3. En transformant la somme ci-dessus en un produit eulérien, montrer que

(3/2)
@ vV

Exercice 7.6.11 On peut démontrer relativement simplement, en utilisant le théo-

Sg r~

réme des nombres premiers, que la série

est convergenie (et réciprogquement, si I'on admet que cette série est convergente, il
est asses facile de prouver le théoréme des nombres premiers).
En considérant la série de Dirichlet

+00
{n)
>

=1

démontrer que

Exercice 7.6.12 Soit G la série de Dirichlet associée a la fonction de Mé&bius,

+oa
Gls) = /J,(ﬂ).
o ns
1. Montrer que la série G converge absolument sur R(s) > 1.
2. Montrer que {{s)G(s) =1, R(s) > 1.

3. En déduire que

Z‘{I(LT;)K%"}*O(%).

n<r
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Exercice 7.6.13

1. Montrer que, pour tout entier n, on a

p(n) = Y du(d).

d'd=n

2. Montrer que

3 W2
Z @(n) = 12 + Oz log x}.
n<n i

3. En déduire que la probabilité que deux entiers naturels {positifs) solent pre-

. 6
miers entre eux est de —.
2



Chapitre 5

Appendice : Quelques rappels
d’arithmétique élémentaire

Dans tout le cours, on note N = {0,1,2,...,} 'ensemble des entiers naturels et
Z={..,-2,-1,0,1,2,...} lensembie des entiers relatifs. Rappelons que le groupe
Z est 'unique groupe (& isomorphisme prés) qui est cyclique (i.e. engendré par un
seul élément) et infini. L'ensemble Z est également muni d'une multiplication qui en
fait un anneau commutatif. Dans cet anneau, on a la notion importante de division

euclidienne.

5.1 Division euclidienne

Théoréme 5.1.1 (division euclidienne) Soient b € N* un entier sirictement po-

sitif el a € Z. Alors il existe un unique couple (q,r) d’enfiers naturels tel que
a="by+7r avee 0<r<h
L’entier q s’appelle le quotient et r le reste de la division de a par b.

Preuve : Exercice!

3
Notation Dans la suite, pour a € Z et b un entier > ¥, on notera souvent a + b le

quotient et a mod b le reste de la division de a par b.

5.2 Divisibilité, Pged et Ppcm

Définition 5.2.1 Soient a,b & Z. On dit que b est un diviseur de o {ou o est an

multiple de b) s%l exisic un entier g tel que a = bg. On écril alors bla dans Z.
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Ftant donnés {a1,as,...,an) € Z"\{(0,0,...,0)}. Comme a1Z+azZ+-- - +anZ

est un idéal de Z, il existe un unique élément d € N* tel que
@&+ -+ anl = dZ.

L'entier d s'appelle le Pged de a;,as,...,0, et se note d = (a1,09,...,82,). La
terminologie de Pged est alors justifiée par le fait que d est le plus grand commun
diviseur de a1, as, ..., o {exercice!). Comme d € dZ = a;Z+- -+ +ayZ, 1l existe un

n-uplet d’entiers (uq,u0,...,un) € 2" tel que
d = a1ty -+ antis + ... anln ({').].)

Une telle relation est appelée une relation de Bezout. Il faut prendre garde an
fait que d’une part, le n-uplet d’entiers relafils vérifiant (5.1) n’est pas unique. En

effet, si (u1,us,...,u,) vérifie (5.1}, alors pour tout o € Z, on a
d = ay(u; + ang) + ax(uy — oay) + gauz + .. Gnlin

et done (1 + 0as,us — @ay, Uy, ..., uy,) vérifle aussi équation de Bezout (5.1}
Drautre part, une relation (5.1) ne caractérise bien sir pas le Pged (sauf sid = 1,
voir théoréme 5.2.3). En effet, par exemple si a = 5 et b = 7, alors on peut écrire

3=0x5—6x7 et pourtant (5,7) # 3.

Définition 5.2.2 On dit que les entiers a1, as,. .., a, sont premiers entre eux

si (a1, a8, ...,a,) = 1.

Le résultat suivant caractérise les entiers premiers entre eux.

Théoréme 5.2.3 (de Bezout) Les enliers a1,a2,...,an sont premiers enire euz

si et seulement 57l existe (uy,Us, ..., Un) € Z" tel que
a1ty + astia + ... 8ty = 1. (5.2)

Preuve : Si {a,an,-..,8n) = 1, il est clair qu'il existe un n-uplet d'entiers
sabisfaisant la relation (5.2). Réciproquement suppasons 'existence d'un tel n-uplet.
Cela implique que 1 € a1Z+a2Z+ - -+an% = (01,29, ...,2q)Z. Donc l'entier positif
{a1,03,...,0,) est inversible dans Z et comme les seuls inversibles de Z sont +1,
on en déduit que (a1,aa,...,0,) = L.
O
Cn rappelle dans la section suivante les algorithmes d'Buclide et d’Euclide
étendu qui permettent de calculer le pged de nombres et une solution d'une re-

lation de Bezout. Scient {as, as, . ..,2,) € " Comme a,ZNazZ M-+ NayZ est un
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idéal de Z, il existe un unique m € N tel que
a1&NasZNe- Nagd = m.

L’entier m s'appelle le Ppem de @y,a»,...,a, et se note m = [a1,as,...,a,). La
terminologie de Ppem est justifiée par le fait que m est plus petit commun multiple

(strictement positil) de a1, a.,. .., an-

5.3 Algorithme d’Euclide

Etant donné (a,b) € 22\ {(0, D)}, le probléme qui se pose est de trouver le Pged
d de (a,b) et un couple (u,v) satisfaisant la relation de Bezout (5.1). Un algorithme
efficace est celui d’Fuclide que nous allons rappeler dans cette section et qui consiste

& effectuer des divisions euclidiennes successives.

5.3.1 Lemme fondamental

I algorithme d’Euclide est basé sur le résultat suivant dont la preuve est laissée

" en exercice ;

Lemme 5.3.1 Soient (a,b) € Z2\ {{0,0)} e (c,d) € Z*\ {(0,0)} satisfaisant la
relation a = be -+ d. Alors (a,b} = (b, d).

5.3.2 Description de Palgorithme d'Euclide

Solent {a,b) € Z*\{(0,0}}. Nous allons décrire 'algorithme d'Euclide permettant
de caleuler d = (a,b). Comme (a,b) = (lal,|8]) = (|b},{a}), on peut supposer que
0<b<a

On pose ro = a et r1 = b. On effectue alors la division euclidienne de g par vy :

il existe (g1,71) € Z* tel que
ro=71q; + 71, O0<ra<ry.

D'aprés le Lemme 5.3.1, on a d = (rp,71) = (r1,72).
Si rs =0, alors

d=(a,b) = (r1,0) = ry.

Si re > 0, on recommence. On effectue la division euclidienne de rq par ro : il existe
(g2,73) € 22 tel que

T = gera+ 71y, 0Ty < o
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En utilisant une nouvelle fois le Lemme 5.3.1, an a d = (rq,r1) = (r1,72) = (ra, 7).
8i ry = 0, alors d = (a,b) = (r2,0) = ra, sinon on recommence. On obtient ainsi

une suite strictement décroissante r; de nombres entiers positifs satisfaisant
Ti = iiTivl T Tive (5.3)

et d = (r;,ri41) = (Pig1,Ti42). Nécessairement, il existen > 2tel que r, =0. On a
alors

d= (Tn«»ly'rn) = Te-1.

Autrement dit, le Pged de a, b cherché est le dernier reste non nul dans e calcul des

divisions enclidiennes successives {3.3).

5.3.3 Description de 'algorithme d’Euclide étendu

Rappelons que si (a,b) € Z2\ {{0,0)} et d = {a,}), alors il existe un couple

{u,v) € Z? satisfaisant une relation de Bezout
d = au-+bv.

L’algorithme d’Euclide étendu décrit comment trouver un couple (u, v) satisfaisant
une telle relation. Parallélement aux divisions successives (5.3), on calcule wy =

{1,0), wy = (0,1) puis
Wipe = Wy — Gip1Wig1, 0<i<n-3. (54)

, . [r)
Montrons par récurrence que pour tout 0 <i<n—1,onar; = w; (b) On a

ro = a = (1,0) (Z“) et 1 =b=(0,1) (g) .

Supposons maintenant la relation vraie au rang ¢ et ¢+ 1. En utilisant (5.3) et (5.4),

a a a
Wiy0 (b) = uy (b) — Qi+ 1Wit) (b)

= Ti— figiTi+1 = Vig2-

ona

Par récurrence, on en déduit donc la relation soubaitée. On en déduit alors que

d={a,b) =711 =wp— . Ainsi si wy—1 = (4, v), on a d = au--bv et le couple

a
b
(m, v} est une solution de 'équation de Bezout.

Ainsi, pour obtenir une solution a équation de Bezout, il suffit parallélement
aux divisions successives (5.3) de calculer les w; donnés par la relation (5.4). Une
solution & ’équation de Bezout est alors donnée par wy_ si rp_1 est le dernier

reste non nul (et done le Pged de a et b).
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5.3.4 Calcul du Pged de n nombres

Pour calculer le Pged de n nombres (ay, aa, ..., ayn), on utilise algorithme d’Eu-
clide par récurrence. Pour cela, la propriété d'associativité suivante est essentielle :

étant donnés (a,b,¢) € Z3. On a
(@, b,c) = (a, (b, c}} = ((a,),¢c) = {(a,c), )
et
o, b, d = [a,[b,c]] = [[a, b]. ] = [la,c],d].
Pour calculer un n-uplet solution de I'équation de Bezout (5.1), on applique par
récurrence l'algorithme d'Euclide étendu. Par exemple, si (a,b,¢) est un triplet
d’entiers relatifs et si d = (a,# ¢). On commence par trouver un couple d'entiers
(u,v) solution de
au -+ bu = ¢,
ol § = {a,b). Puis comme d = (4, ¢}, on trouve un couple (A, u) solution de

Ad 4 pe = d.

Ainsi
d = Mau + bv) + pe = Adua -+ Avh + pc.

Le triplet (Au, Av, ¢t) donne donc une solution 4 une relation de Bezout entre (a, 0, ¢).

5.3.5 Complexité de Palgorithine d’Euclide

La question qui se pose est la complexité de calcul de I'slgorithme d’Euclide
pour calculer le PGCD. Faut-il effectuer beaucoup de divisicns 7 Un mathématicien

frangais Gabriel Lamé a répondu & cette question en 1844.

Théoréme 5.3.2 (Lameé) Le nombre de divisions 4 effectuer pour trouver le PGCD
de deus entiers naturels & Uaide de Uolgorithme d’Euclide ne dépasse pas cing fois

le nombre de chiffres de Pécriture décimale du plus petit des deus nombres.

Preuve : Scient deux entiers naturels a,b avec e > b > 0 et supposons que le

PGCD de a et b, 1.1, a été trouvé en n — 1 divisions euclidiennes successives :

e = qb+r, 0<ra<h
b = gaia + Tg, <y < b
Tp—3 =  (Qp-2Tp-2+Tp_1, 0<rp_1 <rp_z

Tp—-2 = (pw1Tp-.1.
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Comme tous les nombres intervenant sont des entiers naturels non nuls, on a done
g; = 1 et g1 > 1. En effet, si go_y = 1, alors 7p—a = Tn_1, ce qui contredit
la condition rh—1 < Th.o. On trouve alors en remontant la chaine des divisions

euclidiennes de bas en haut ;

Tho1 = 1

Then = {p-1Tn-1 =2X1m=32

Ta-3 = Qpeafp—o+Tho121ix2+1=3
Ta—d = Qp_gTp-3+Thno>1x3+2=
Tnes = (QnedTn—q+Tp-321x5+3=38

On reconnait alors dans les membres de droite les premiers termes de la snite de

Fibonacci. Rappelons que cette suite est définie par :
Fl =Fg =1 plliS Fnz n——1+Fn—2, ’ﬂ.23

Montrons gue, pour tout 1 < j <n—IL,onar; 2 Fhiq1.;. Cest vraipour j =n—1.

Supposons que ce soit vrai pour tout & > j. Alorson a
Tim1 = i + i1 215+ 1 2 Fapij + Frey = Pogag,

ce qui prouve la propriété pour k = j - 1. Ainsi par récurrence, on en déduit que

tout 1< j<n—1,onar; > Fyy—;. En particulier, on a
b =Tr 2 FTL'

Autrement dit, pour qu'il y ait eu n — 1 divisions dans 'algorithme d’Euclide, il
faut donc que b > F,, ot b est le plus petit des deux nombres dont on cherche le
PGCD.

Lemme 5.3.3 Ona F, > a" 2, oia = (1+ v3)/2 est le nombre d’or.

Ainsi on obtient que b > o™~ 2. D'oit

logb
logo b= fog 10 2 (n— 2} logyg o

Or! logga > &, d'oi
n-— 2
logab = .

ATEY T 5
1. On peul remarguer que a8 = (%ﬁ) > (E;%%,L)" =i = T > s = 10.
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Soit maintenant & le nombre de chiflres dans le développement décimal de b. On a
b < 10% et donc

logp b < &,

ce qui donne & > ﬁgg On obtient donc n — 2 < 5% et comme les nombres sont des
entiers, cela implique que

n- 1< 5k,

Il reste le Lemme 5.3.3 & prouver. Il suflit pour cela d'utiliser une récurrence jointe
4 la relation o” = o + 1,

0

5.4 L’équation diophantienne ajz; + -+ apz, = b

Le résultat suivant est un résultat utile qui donne un critére pour qu’une équation

diophantienne peosséde des solutions.

Théoréme 5.4.1 Soient ay,...,an € Z non tous nuls. Pour tout entier b € Z, il

existe des entiers x1,...,2, € Z tels que
a;ry R o ALy, = b (55)
si el seulement si b est un mauliiple de (ay,...,0n). En particulier, Pégualion (5.5)

a des solutions pour lout b si el seulernent si les enliers ay,...,0, sont premiers

entre ewt.

Preuve : Soit d = (a;,...,a,). Si 'équation (5.5) admet des solutions entiéres,
alors d divise b car d divise chacun des m;. Réciproquement, si dib, alors b = dg
pour un certain ¢ € Z. D’autre part, par définition, il existe des entiers yy,..., s

satisfaisant une relation de Bezout
aiyyn + o+ Gl = d.

Dol
a1qy1 + -+ anQln = gd = b,

Autrement dif xy = gyy,. .., Ty = Y, fournit une solution de (5.5).

5.5 Lemme de Gauss

Lemme 5.5.1 (Gauss) Soient a,b,c dans Z. Si albc et (a,b) = 1, alors a|c.
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Preuve : Comme (a,b) = 1, il existe (u,v) € Z* tel que
au-t-bv =1,

ce qui donne acu + bev = ¢. Or alecu et albe done albev. Finalement, on en déduit
que alec = acu -+ bev,

O

Thécréme 5.5.2 Soient a1,0z,...,8, € Z. Si b€ Z est premier avec chacun des

nombres ay,da,...,an, alors il est premier avee le produil ajao ... ay,.

Preuve : Comme (b ;) = 1, il existe {u;,v;) € Z? tel que a;u; + by; = 1, pour
tout ¢ € [1,n]. En multipliant ces inégalités, on obtient que

T
1 e H(aiui +u;b) = a1as ... anttia . . . tn + bU,

i=1
oil v € Z. Ainsi le théoréme de Bezout implique que {a1az...a,,b) = 1.
]

Théoréme 5.5.3 Soient ay,ao,...,an des nombres entiers deus & deur premiers

enire euz. St chaque entier a; divise b, alors le produit a;ay ... a, divise cussi b,

Preuve ;: On effectue une récurrence sur l'entier n. Si n = 2, supposons done
que (21,a2) = 1, a1|b et as|b. En particulier, il existe ¢ € Z tel que b = a,c. Comme
az|b = ajcet (a1, a2) = 1, le lemme de Gauss impligue que aa|c. Ainst il existe d € Z
tel que ¢ = aad. PD'on

b s ac= ﬂ.l{lgd,

ce qui prouve que ajas divise aussi b. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n—1.
Soient @y, as, . . ., ay  nombres entiers deux & deux premiers entre eux et supposons
que chaque entier a; divise b. D’aprés 'hypothése de récurrence, on peut en déduire
que le produit ayas...a,-1 divise b. De plus, comme {an,q;) =1, 1 <i <n—1,
le théoréme 5.5.2 implique que {o,,a1ag ... dy-1) = 1. Le cas n = 2 implique alors
due le produit e1as ... a, divise b.
1
Le résultat snivant montre qu'on peut déduire le caleul du Ppem de celui du

Pocd.
Théoréme 5.5.4 Svient (a,0) € Z*\ {(0,0)}. Or o

{a, D) x [a,b] = |ab|.
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Preuve : Notons d = {a,b). Alors par définition, il existe (o, ) € Z7 tel que
e = ad et b = Fd. Montrons que [a,8] = d|al|8]- Tout d’abord, il est clair que
d||18] est un multiple de a et b. D'auire part, si § est un muitiple (positil) de a et
b, alors il existe (c,e) € Z* tel que § = ac = be. D'oll
= oee = Je.
Donc a|g et ﬁi%. Comme (@, 8) = 1, le théoréme 5.5.3 implique alors que aﬁ!%.
Autrement dit, on en déduit que |e||fld divise 6. Ceci montre done que {e,b] =
dlajigl. D’ou

(a,8) = [a,b] = *|a]| 3] = |ab].

5.6 Les nombres premiers

5.6.1 Théoréme d’Euclide

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs
distincts entiers et positifs (qui sont alors 1 et lui-méme). Cette définition exclut
1, qui n'a qu'un seul diviseur entier positif; elle exclut aussi 0, qui est divisible
par tous les entiers positifs. Par opposition, un nombre non nul produit de deux

nombres entiers différents de 1 est dit composé,

Théoréme 5.6.1 Tout nombre entier naturel n > 2 est divisible par un nombre

premier. Toul nombre entier nelurel n > 2 non premier admet un diviseur premier
p< V.

Preuve : Comme n est divisible par Iui-méme, si n est premier, il vérifie la
premiére assertion du théoréme. Supposons donc maintenant que n n'est pas premier
et montrons qu’on peut trouver un diviseur de n qui est premier et inférieur ou égal

i /n. Comme n n'est pas premier, 'ensemble
Diln)={deN:1<d<n&dn}

est non vide. Ainsi, il admet un élément minimal, disons p. Remarquons alors néces-
sairement que p est premier. En effet, sinon il aurait un diviseur g tel que I < g < p.
Comume glp et p|n, la relation de transitivité de la divisibilité impliquerait que g|n.
D'oii ¢ &€ D¥(n), ce qui est absurde par minimalité de p. Donc p est premier. Re-
marquons maintenant que % divise n et 1 <« % < n {car 1 < p < n). Donc par
minimalité de p, on a % > p, soit p < N
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O

Application : Méthode des divisions successives.

Pour voir si n est premier, on le divise par 2,3,5,7,...,p < vn. Si une division
tombe juste, alors n n'est pas premier, sinon n est premier. Par exemple, si n est
de Pordre de 10%, alors /7 est de l'ordre de 10%5. Or #(101%) est de Y'ordre de
10¥, done il faut environ 10 divisions pour savoir si un nombre de I'ordre de 103
est premier ou non. Sachant qu'un ordinateur effectue 10° opérations par seconde,

cela prend environ 3 heures ! On verra dans ce cours d'autres méthodes plus efficaces.

Un des grands probléme de la théorie des nombres est de comprendre la répar-
tition des nombres premiers. Ce sujet est encore loin d’étre épuisé et de nombres
questions dans cette direction de recherche restent ouvertes. Un des outils pour

comprendre cette répartition est d’introduire 1a fonction sommatoire

p<x
p premier

qui compie le nombre de nombre premiers p < 2.

Le résuliat suivant montre que w(z) —+ +oo lorsque & — +o0.

Théoréme 5.6.2 {Buclide) Il exisle une infinité de nombres premiers.

Preuve :  On raisonne par 'absurde, en supposant qu'il existe un nombre fini
de nombres premiers, disons py = 2,p2 = 3,...,pp. S0it N = p1pa...pp + 1. Le
théoréme précéedent implique qu'il existe un nombre premier p qui divise N. Done
nécessairement il existe un entier 1 < ¢ < n tel que p;|N. Comme p;|p1ps ... pn, 00
a p|N —p1ps...pn = 1, ce qui est absurde.

O

Lemme 5.6.3 (Euclide) Si un nombre premier p divise un produit, il divise un

des facteurs.

Preuve : On raisonne par récurrence sur le nombre de facteurs n. Pour n = 2,
supposons que p divise le produit a;as. Remarquons que p étant premier, on a soit
(p,a1) = 1 s0it (p,ay) = p. 81 (p,ay) = 1, alors le lemme de Gauss implique que p
divise a2. Si {p, a1) = p, alors cela signifie que p divise a;. Ceci achéve la preuve du
cas n = 2, Soit maintenant n > 2. Supposons que le résultat est vrai pour n — 1
facteurs et supposons que p divise le produit ajas ... a,. En utilisant le cas n = 2,

on obtieni que p divise gyas...a,; ou p divise e,. Si p divise a182...ap_1, o0
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applique 'hypothése de récurrence et on obtient que p divise 'un des facteurs a;,
1 <1< n—1. Cecl prouve le résultat,
O
Application : st p est premier et 1 < &k < p— 1, alors p divise le coefficient
binomial {I). Rappelons que

(p)mck ot plp=1).p—-k+1)

3 - k) ek ~1)...2

Par conséquent,
plp=1)... (p—k+1)= (f) X h(k—1)...2.

Comme p divise le membre de gauche, il divise le produit (§) x k(5 —1)...2. Le
lemme d'Euclide implique alors que p divise un des facteurs. Comme p ne peut pas

diviser £,k — 1,...,2 (car & < p— 1), nécessairement p divise (f)
5.6.2 Décomposition en facteurs premiers

Le théoréme suivant dit que Z est un anneau factoriel.

Théoréme 5.6.4 Soit n € Z*. Alors n admet une écriture sous la forme
T EPIPa .« Py (5.6)

ot € = 31 el les nombres p; sont des nombres premiers. De plus celle éeriture esl

unique & Pordre prés.

Preuve : On peut bien siir supposer que n > 0 (quitte & multiplier par —1).
On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, ¢’est bien sir vrai. Supposons que
le résultat soit vrai pour tout entier & < n— 1. D'aprés le théoréme 5.6.1, 'entier
n est divisible par un nombre premier p > 2. En particulier, on a % <n-—1 0On
peut done appliquer 1'hypothése de récurrence. Done % s'écrit comme un produit de
facteurs premiers et done n aussi. Il reste 'unicité de la décomposition. Seit deux

écritures de n en produit de facteurs premiers

n=mpz...-Pr=q0q2... Q¢

et supposons par exemple que & < . Le nombre p; divise le produit ¢i14a.. . qe.
D'aprés le lemmme d'Euclide, py divise 'un des facteurs, disons g;, pour un certain
1 <i; < {. Comme g¢;, est premier et que py 5 1, nécessairement py = g;,. On pent
alors simnplifier par py et g;,. De proche en proche, on obtient ainsi que pour fout

1<r <k il existe 1 <i,. < ¢ tel que

Pr=4i,-
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Sik < {alors J=[LEAN{ 1 <r <k} # 0 et en simplifiang, on obtient

finalement que

1=H(]J‘.

jed
Comme ¢; > 2, on aboutit & une contradiction, Ainsi k = £ et on obtient le résultat.
[
Dans la décomposition (5.6}, rien ne dit bien sfr que les facteurs premiers py
sont differents. 11 est souvent utile de regrouper les facteurs identiques entre eux.

Ainsi, on obtient que tout entier n € Z* s’éerit de fagon unique sous la forme
n=epl'ps®... Pt (5.7)

on ¢ = +1, @; > 1 ¢t les p; sont des nombres premiers rangés par ordre croissant
Py < pa < -+ < pg. L'criture (5.7) s’appelle la décomposition canonique de n en

facteurs premiers.

5.7 Valuation p-adique

Soit n € Z* et p un nombre premier. On définit la vaeluation p-adigue de n
comme e plus grand entier o € N tel que n est divisible par p® mais pas par p@*!.

On la note vy(n). De fagon plus concise,
wp(n) = max{a = 0 : p®[n et p*T/n}.

De plus, par convention, on pose vy(0} = +o0.

Remarquons que si p ne divise pas n, alors vp(n) = 0. En particulier, pour un
entier n € N* donné, la valuation p-adique v,(n) est nuile sauf pour un nombre fini
de nombre premier p. )

Exemple : pour i = 100, on a 2(100) = 2, #5(100) = 2 et v,(100) = 0 pour tout
p# 2,5

Notons P Pensemble des nombres premiers,
P={23,57,11,13,...}.

Alors d'aprés le théoréme 5.6.4, pour tout entier n € Z*, on a
n=¢ H pri,
pEP

Bien que ensemble P soit infini, le produit ci-dessus est en fait un produit fini car

comme on I'a remarqué vp(n) = 0 sauf au plus pour un nombre fini de p.
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Proposition 5.7.1 Soient m,n € Z* fels que

m=g Hp”"(m) el n=az Hp""(").
per el

Alors

(_m, TL) — H ,pmin(u,.(m),u;,(n))
pelP

et

[m,n] = Hpmﬂx(vn(m).v,,(n))_
pep

Preuve : Bxercice!
|
La décomposition en facteurs premiers est un probléme difficile. La propesition
précédente s'applique seulement si on connait les factorisations de m et n en facteurs
premiers. Sinon, Palgorithme d’Fuclide est bien meilleur pour calculer le pged de
deux nombres.

La proposition précédente regroupe quelques propriééés de la valuation p-adique.

Proposition 5.7.2 Soient a,b € Z* el p un nombre premier. On a
(i) vpl{ab) = vy(a) + vy(b).

(i) vpla + b) > minfvp(a), vp(B)).

Preuve : Exercice!

Pour v = §, a,b € Z", on pose
vy(r) = vy(a) — vp(b). (5.8)

Hemarquons que la définition est correcte et ne dépend pas du choix de a et 4. En

effet, sir =% = £, avec 0,a’,b,b' & Z*, alors ab’ = ob et donc en appliquant la

e

P

proposition 5.7.2 (i), on obtient vy(a) + vp(b) = vy(a’) + vp(h), ce qui donne

Up(u} -~ up(b) = 'Up(a’) - Up(b')-

De plus, comme vp{£1) = 0, pour tout premier p, on obtient que la formule (5.8)
prolonge la valuation p-adique pour les entiers. On vérifie facilement que la propo-

sition 5.7.2 reste vrai sur les rationnels.
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Chapitre 9

Appendice : Quelques rappels
sur la théorie des corps

Dans cet appendice, nous nous contentons de rappeler les principales définitions
et résultats sur les corps qui nous serons utiles dans ce cours; la plupart des dé-
monstrations sont omises et le lecteur est invité & consulter le livre d’l. Gozard,

Théorie de Galois, Mathématiques 2-éme cycle, Ellipse, pour plus de détails.

9.1 Sous-groupes finis

Le théoréme suivant est fondamental et nous en donnons une preuve compléte.

Théoréme 9.1.1 Soit l; un corps. Tout sous-groupe fini du groupe k* est cyclique.

Preuve : Soit G un groupe fini de k* et soit n Pordre de &. Soit d un diviseur de
n. Le polynome X%—1, de degré d & coefficients dans k, admet au plus d racines dans
k. Done léquation 29 = 1, d’inconmue z € 3, admet au plus d solutions distinctes.
Montrons que cela implique que G est un groupe cyclique. Notons £2; 'ensemble

des éléments de G d’ordre d. Nous devens montrer que 2, # §. Notons
W{d) = card{£2y)

et Ty = {z € G : 2¢ = 1}. On a clairement 0y ¢ Ty. Supposons W(d) = 1 et soit
z € Q. Alors 2 € Tz et done (z) < Ty. Comme card(Ty) < d et card({z}) = 4, il
vient Ty = {z). Donc Ty est un groupe cyclique d’ordre d et il a donc exactemnent
w(d) générateurs. Comme nous venons de montrer que tout élément de 024 est un
générateur de Ty, on en déduit que ¥(d) < p(d). D’autre part, si 2 est un générateur
de Ty, alors x est d’ordre d et donc appartient & 4. Alnsi on obtient ¢(d) < {d)
et donc

$(d) = pld).
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On a donc montré que si d est un diviseur de n, alors 4(d) est soit 0 soit ¢(d). D’autre
part, en utilisant le théoréme de Lagrange, on voit que Pensemble {4 : d|n} forme

une partition de G. Done

=Y ¥(d).

din

D’aprés le corollaire 1.6.3, on a aussi

n=3Y_ pd.

din

Finalement on en tire que pour tout entier & divisant n, on a ¥{d) = @(d). En

particulier,
P(n) =p(n) 2 1

et done Q, # 0.
(W

9.2 Extension et sous-extension d’une extension de
corps

Soit % un corps. On appelle extension de k tout corps K tel qu'il existe un
homomorphisme de corps j de k dans K. La notation K/k, utilisée dans la suite,
signifiera "le corps K est une extension du corps &".

Remarquons que si & est un sous-corps de K, alors K est une extension de
k (i1 suffit de considérer I'injection cancnique i : k — K). Réciproquement, un
homéomorphisme de corps j : & — K est forcément injectif (en effet, ker j est un
idéal de k et les seuls idéaux d'un corps & sont {0} et k lui-méme; le cas ker j == & est
exclu car §{1;} = 1x). Par conséquent, le sous-corps k' = j{k} de K est isomorphe
4 k. En identifiant k et &', on peut donc dire que % est un sous-corps de k.

Considérons maintenant

jr Z — &k
n o+ nl.
L’application j est un homéomorphisme d’anneaux. En particulier, ker j est un idéal

de Z et donc de la forme

ker j = ¢4,

pour un certain ¢ € M. On appelle entier ¢ la caractéristique du corps k et on
note ¢ = car(k). Remarquons qu'un corps et un quelconque de ses sous-corps ont la

méme caractéristique.
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Lemme 9.2.1 Soit k un corps fini. Alors car(k) # 0 et car(k) divise le cardinal de
k.

Preuve : 5 la caractéristique de k était nulle, alors Imj serait isomorphe a Z,
denc infini, ce qui est contraire & 'hypothése. Donc ¢ = car(k) # 0. Maintenant,
Phoméomorphisme j indult un isomorphisme entre Z/cZ et ITrnj. En particulier, le
cardinal de Imj est ¢. Le théoréme de Lagrange implique que ¢ = card(Imj} divise
le cardinal de k.

]

Lemme 9.2.2 Soit k un corps. Alors car(k) est au bien nulle ou bien un nombre

premier.

Preuve: Onavudansla preuve précédente que Im{ f) est isomorphe & Z/car{k)Z.

Or I f étant intégre, 'anneau Z/car(k)Z est aussi intégre. Cela implique alors que
car(k) = 0 ou car(k) = p, p premier.

o

On déduit facilement du lemme 9.2.2 que si k est un corps, alors soit & est une

extension de Q) si car(k) = 0, soit k est une extension de F) si car(k) = p, p premier.

En particulier, tout corps fini de cardinal p est isomorphe & F,,.

Définition 9.2.3 Soient L un corps et k un sous-corps de L. On appelle sous-
extension de L/k tout sous-corps H de L qui contient k, c’est-a-dire tout corps H

tel que
EcHcCL

Etant donné L/F et P une partie de L, il existe un plus petit sous-corps de L {au
sens de Pinclusion) qui contient k et P. Ce sous-corps est noté k(P) et est appelé
Ia sous-extension de L/k engendrée par P. Lorsque P = {a1,..., 0, } est une
partie finie de L, on note &(ay, ..., o) an lieu de k{{a1, ..., 0, }) la sous-extension

de L/k engendrée par P. On peut décrire plus précisément k(P).

Proposition 9.2.4 Soient L un corps, k un sous-corps de L et P une partie de L.
Le corps k(P) est le corps des fractions de Uanneau k[P]?, ¢'est-a-dire

k(P) = {ab~' 1 a € k|P],b € k|P]\ {0} }.
Exemple 9.2.5 Seient k un corps, L une extension de k et « € L. Alors

l(a) = {fla)g(e) ™" : £, g € k[X], g(c) # 0}

1. Ici k| P] désigne la sous k-algéhre de L engendrée par P,
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Soient & un corps et L une extension de k. On dit que L est une extension de

type fini de k ¢'il existe un nombre fini d’éléments o, ..., @, de L tel que
L =kca,...,on)-

L’extension est dite monogéne ou simple si L = L(c), pour un certain o € L.

Donnons un lemme élémentaire qui nous sera utile dans ce cours.

Lemme 9.2.6 Soit K une estension de Fy ety € K. On a
yeF, =y’ =1y
Preuve : Siy € Fj, le théoréme de Fermat implique que y” = y. Donc
F,C{ze K 2P =z}.

D’auire part, le polynome P(X) = XP — X a au plus p racines dans K. Comme
card(F,) = p, on obtient que F, = {x € K : 2P = z}, ce qui conclut la preuve.

O

9.3 Element algébrique et transcendant

Scient & un corps, K une extension de k et a € K. On dit que a est algébrique
sur k s'il existe un polynéme P € k[z] tel que P{a) = 0. Dans le cas contraire, on
dit que @ est transcendant.

Supposons que o soit algébrique sur k. Cela implique que Pidéal
Ha) = {P € k[X]: P(a) =0}

est non réduit & {0}. Comme k[X] est principal, il existe un unique polynéme

unitaire M, de £[X] tel que
I(a) = Myk{X] = {Ma(X)P({X): P € k[X]}.

Le polynéme M, s’appelle le polynéme minimal de a. On vérifie facilement que
si P € k[X], alors P est le polyndme minimal de a si et seulement si P est unitaire,

P{a) = 0 et P est irréductible dans k{X].

Lemme 9.3.1 Soient k un corps, K une exiension de k et a € K. Supposons que
a soit algébrigue sur k, alors

E{a) = kl[a].
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Preuve : L’inclusion &fa] C k(a) est claire. Comme %(2) est le plus petit sous-
corps de K contenant a et &, il suffit pour montrer l'inclusion inverse de montrer
que kfa] est un sous-corps de K contenant k et a. Bien évidemment, ka] est un
sous-annteau de I{ contenant % et a. Soit b € k[a], b # 0 ef notons A, le polynéme
minimal de a. Par hypothése, il existe P € E[X] tel que b = P(a). Comme b # 0,
M, ne divise pas P et comme M, est irréductible, les deux polynomes M, et P
sont premiers entre eux dans k[X]. D'aprés le théoréme de Bezout (valable dans

Panneau euclidien k[X]), il existe U,V € F[X] tels que
UXYML(X)+V(X)P(X) = 1.

Dot Ula)M,(a) + V{a)P(a) = 1, c'esi-a-dire V{a)b = 1. Done b™% = V(a) € k[d]
et k{a] est un corps.
U

Proposition 9.3.2 Soient K un corps et k un scus-corps de K. L’ensemble
A={o € K« est algéhrigue sur k}

est un sous-corps de K qui contient k. Ce sous-corps A s’appelle lo fermeture

algébrique de k dans K et se note k.

Preuve: Lapreuve est laissée en exercice.
Seit K un corps et & un sous-corps de K. On dit que K est une extension
algébrique si fous les éléments de K sont algébriques sur k, ce qui est équivalent

ak=K.

9.4 Corps de rupture d’un polynéme

Soit f un polynome irréductible de degré > 1 sur un corps k. On peut construire
une extension monogéne de k dans lequel f a au moins un zéro. Rappelons la
construction : puisque f est irréductible sur k, V'idéal (f) = fk[X] est maximal
dans anneau &[X]. L'anneau quotient k[X]/(f) est alors un corps. On considére la

surjection canonique

s: kX] — K[X])/(F)
P(X) v PX)+(f)

et notons @ = j{X). Remarquons que la restriction de s & & est injective. En effet,
si e, b € ket jla) = j{b), alors a — b € (f). Comme f est un polynéme de degré
supérieur ou égal a 1 sur k[X], on en déduit que nécessairement e — b = 0, soit

a = b. Ainsi 5 induit un isomorphisme de & sur s(k) et on peut donc "plonger" k



6

Cuapr. 9 : APPENDICE : QUELQUES RAPPELS SUR LA THEORIE DES CORPS

dans k[X]/(f) et considérer ce dernier corps comme un surcorps de k. De plus, si

g € k[X],
N
a(X) =Y am’, w ek,
£=0

alors comme s est un homéomorphisme d’anneaux, on a

N
sg) = 3 as(X)!
e:1
T
=1
= gla).
En particulier,
fla)=s(f) =0.
Remarquons que
BIX1/(F) = k(a). (9.1)

En effet, d’aprés le calcul précédent, linclusion A{X]/(f) C k() est claire. L'in-
clusion réciproque découle du fait que k[X]/(f) est un corps qui contient & et o ef
k(c) est le plus petit sous-corps avec cette propriété. Le corps L = k(e s’appelle
un corps de rupture de f.

En itérant le processus précédent, on peut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 9.4.1 Soient k un corps et P € K[X]| un polynéme de degré n > 1.
Alors, il existe une extension L de k, unigque & isomorphisme prés, et il eziste
(ay01,...,00) € L7 tel que

(i) P(X)=a{X —o) ... (X —an);

i) L=FK(o,...,00).

Preuve : La preuve est laissée en exercice, voir {].
i
L’extension L de &k, donnée par le théoréme 9.4.1, s’appelle le corps de décom-
position de P sur k. Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on
montre facilement que c’est I'extension minimale de & telle que P ait n = deg{F)

racines (comptées avec multiplicité) dans cette extension.

Définition 9.4.2 Soient k un corps et L une estension de k. On dit que L est une

cléture algébrique de k si

(a) L est algebrigue sur k.
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(b} L est algébriqguement close, i.e. gue toul polynome de degré > 1 de L[X] est

scindé sur L.

Le théoréme suivant est important.

Théoréme 9.4.3 Soit k un corps commutatif. Alors k admet une cléture algé-
brigque, notée k. De plus, si i:‘; et F:g sont deux cldtures algébriques de k, alors il

existe un k-isomorphisme de k1 sur ka.

Preuve: admis. Voir [].

9.5 Corps des racines n-iémes sur un corps k

Soit & un corps et n un entier > 3. On suppose que

(1) soit car(k) = 0;

(i) soit car(k) = p, ot p est un nombre premier ne divisant pas 7.
On considére le polynome X® - 1 € £[X]. On appelle corps des racines n-iémes
de I'unité sur k, et on note X,(k), le corps de décomposition du polynéme du
polyndme X" — 1 sur k. Notons que 3, (k) peut aussi étre vue comme le sous-corps
de la cldture algébrique kde k engendrée par les racines du polynéme X™ — 1. On
notera

Ha(En (k) = {a € (k) : o™ =1}

I'ensemble des racines du polynome X" — 1 dans ¥, (%).

Un élément de p, (X, (k) s'appelle une racine n-iéme de Punité sur k.

Théoréme 9.5.1 L’ensemble 11, (X, (k) est un groupe cyclique d’ordre n.

Preuve :  On vérifie facilement que p,(Z,(k)) est un sous-groupe de (o, (k))*.
Comme le pelynome X" — 1 a au plus » racines distinetes dans &, (k), le groupe
tin (B (k) est fini, d'ordre < n. Le théoréme 9.1.1 implique donc que p,{Z,{k))
est cyclique. De plus, le polyndme dérive de P(X) = X" — 1 est P/(X) = nX""!
qui n'admet que 0 comme racine. Donc le polynoéme F n'admet que des racines
simples dans 3, (k) et comme il est de degzé n, on en déduit finalement qu'il admet
n racines distinctes dans son corps de décomposition. Ainsi pn (X, (k)) est d'ordre

n.

d0

Deéfinition 9.5.2 On appelle racine primitive n-iéme de 1'unité sur k tout

genérateur du groupe jin(E, ().



128

CHAP. 9 : APPENDICE : QUELQUES RAPPELS SUR LA THEORIE DES CORPS

Autrement dit, un élément ¢ € un(Tn(k)) est dite primitive si (% # 1 pour tout
1< d < n. On sait qu'il existe (n) racines primitives n-iéme de l'unité sur k. Plus
précisément, si ¢ est une racine primitive n-idme de I'unité sur k, alors les autres
racines primitives n-iéme de 'unité sur % sont les (" avec 1 <r <mnet (r,n) =1

Nous donnons maintenant un lemme élémentaire mais qui nous sera utile.
Lemme 9.5.3 Soit ¢ une rocine primitive n-iéme de Uunilé sur un corps k. Alors
14+¢+- -+ =0

Preuve : Remarquons que
A=A+ ¢+ + () =1=("=0.

Comme ¢ # 1, on en déduit le résultat.



