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1 Fonctions de matrices

Dans des nombreux applications, on est amené a évaluer f(A) ou f(A)b avec A € C™*" de
spectre o(A), et b € C". A titre d’exemple, pour f(z) = 1/z on résout un systéme d’équations
linéaires, mais f(z) = exp(z), f(z) = log(z) et d’autres fonctions jouent un role essentiel dans des
nombreux applications comme par exemple la résolution d'une EDO obtenue aprés discrétisation
en espace d’une équation aux dérivées partielles.

Commengons d’abord & définir proprement cet objet, avant de voir des applications.

Ce cours suit de plus prés le livre [3]. Le lecteur trouvera aussi des compléments dans les livres [5],
[6] et [8] sur l’algebre linéaire numeérique en général, [2| sur les méthodes de Krylov en particulier,
[4] sur Papproximation rationnelle, [1] sur le controle linéaire, et enfin 7] sur la notion du pseudo-
spectre.

1.1 Définitions de base

1.1.1 Rappel de la forme de Jordan : Tout A € C™" "™ est similaire & une matrice sous
forme de Jordan : 3Z € C™ " inversible de sorte que Z *AZ = J = diag(Jy, ..., Jp) diagonale



par blocs, avec
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dit bloc de Jordan et m; + .... + my = n. Donc 0(A) = {\1,..., \p} (pas forcement distincts).
On appellera indice m(\) d’une valeur propre A la taille du plus grand bloc de Jordan associé a
A. Le nombre de blocs et leur taille est un invariant de A.

Cas particulier : si lindice de toutes les valeurs vaut 1 (my = ... = my, = 1) on dit que A est
diagonalisable, ici les colonnes de Z sont des vecteurs propres associés.

Cas particulier : si A est hermitienne (A = A*) ou normale (AA* = A*A) alors elle est
diagonalisable, et on peut choisir Z wunitaire (Z*Z = I,, c’est-a—dire, base orthonormée de
vecteurs propres).

1.1.2 Définition d’une fonction d’une matrice : Soit f une fonction définie sur le spectre
de A, c’est-a-dire, Y\ € o(A) d’indice m(\) on connait f9)(\) pour j = 0,1, ...,m()\) — 1. Alors
f
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On remarque vite que f(A) ne dépend pas de la forme particuliére de la décomposition de
Jordan choisie. En particulier, si A est diagonalisable, Z7'AZ = diag(\1,...,\n) alors A =

Zdlag(f(Al)a ) f(An))Zil

1.1.3 Lemme sur calcul élémentaire :
(a) (f +9)(A) = F(A) + g(A).
() ( +9)(4) = F(4) + g(A) = g(A) * F(A).
(c) Pour f(z) = a € C nous avons f(A) = al,.
(d) Si f(z) = =2 pour un a € C\ o(A) alors f(2) = (al, — A)~', la resolvente (en a).

a—z

11 découle de 1.1.3 que
A’ =1, etpourunentier {>0: A‘=AA"T=AxAx..xA
—_—

p fois.

Donc pour une fonction rationnelle avec poles ¢ o(A)

r(z) = ap+ a1z + ...+ a;z C(z —x1)...(2 — x5)
bo + b1z + ... + b2k (z—y1)..(z —yr)

nous obtenons

r(A) = (aoly +arA+ ... +a;AI)(bol, +biA+ ... + by AF)~?
= c(A—211,) (A — 2 0) (A —y1 L) (A — yidy)

et on remarque que deux facteurs permutent.



1.1.4 Exercice :
(a) Pour le polynome caractéristique x(\) = det(A,, — A), montrer que x(A) = 0(€ C™*™).
(b) M.q. il existe un unique polynéme unitaire 1 de degré minimum (dit polyndéme minimal)

de sorte que Y(A) = 0. Vérifier la formule ¥(z) = szl(z - )\kj)m(/\’“a') QUEC Nfgyy oeey Ak

les valeurs propres distincts de A.

E]

11 est rassurant de savoir qu’il suffit de savoir f(A) pour f polynome.
1.1.5 Corollaire : Si le polynéme p interpole f sur o(A) (au sens d’Hermite)
YA(A) Vi=0,1,...,m\)—1: fON) =pl)

alors f(A) = p(A). 1l existe un unique tel p avec degp < degp avec ¥ polyndme minimal de A,
dit polynome d’interpolation de (f, A).

1.1.6 Exercice :
(a) M.q. f(A*) = (f(A))" si f(Z) = f(2).
(b)) M.q. f(XAX 1) =Xf(A)X L.
(¢) M.q. si X permute avec A alors aussi avec f(A).
(d) M.q. f(diag(A, B)) = diag(f(A), f(B)).
(e) Soient A, B € C"*"™ A inversible. Montrer que AB et BA admettent les mémes blocs de
Jordan. En déduire que Af(BA) = f(AB)A (d’abord pour f polynome).

(f)* Soit g défini sur le spectre de A, et supposons que f9)(g(\)) eziste pour tout A € o(A) et
j=0,1,....m(\) — 1. Montrer que (f og)(A) = f(g(A)) (en comparant la taille des blocs
de Jordan de A et g(A), remplacer f par un polynéme approprié.).

1.1.7 Exercice : La matrice DF'T d’ordre n est définie par F,, = ﬁ(exp(—Qm’%))jvk:g’l ,,,,, ne1-
Vérifier que F,, est unitaire, symétrique compleze, et que F¥ = I,. En déduire explicitement
exp(mFy,).

1.1.8 Exercice : Vérifier que la matrice triangulaire par blocs est diagonalisable par blocs sous

la forme
M AC| |1 -X A 0 I X
|10 B| |0 I 0 B 0 I
st et seulement si X est solution de I’équation de Sylvester AX — X B = C. Dans ce cas, montrer
que

[ FA) FAX - XF(B)
f<M)‘[ 0 7(B) }



1.1.9 Exercice : Soit M une matrice bidiagonale non dégénerée

A odi O 0

M= 0 o 0
: . . dn—l
0 --- 0 A,

avec dj # 0, et D = diag(1,dy,d1ds, ...,di...dn—1). M.q.

f[)‘l} f[A17)\2] f[)\lvv)\n}
f(M)=D"" 9 - - : D
: e f[)‘n—l] f[/\n—h )‘n]
0 a 0 fAn]
avec fAj, ..., \g] une différence divisée.

1.1.10 Exercice : Pour X e C"*", Y e C™", Y X de rang v, a € C, utiliser lidentité

al, X I 0 | I O al, + XY X
0 oal,+YX Y I| |Y I 0 al,

pour montrer que
flal, + XY) = f(a)l, + X(YX) ! [f(al, + YX) = f(e)],]Y,
et (I, + XY) ' =1, X(I, + YX)'V.

Pour terminer, donnons une derniére formule pour f(A) basée sur la formule de Cauchy, égale-
ment généralisable pour des opérateurs sur les espaces de Hilbert.

1.1.11 Theoréme, formule de Cauchy : Soit f analytique dans un ouwvert Q, et I' C Q un
ensemble de courbes de Jordan encerclant tout \ € o(A) une seule fois au sens positif. Alors

74) = 5= [ Q= ).

1.1.12 Corollaire, developpement en serie : Si f(z) = Z;io a;z’ admet un rayon de

convergence R > p(A) := max{|A| : X € o(A)} rayon spectral de A, alors f(A) = 3772, aj Al

(convergence en norme, || f(A) = Z?:o a;jA7|| = 0 pour k — 00).

En remplagant A par A — z9l,, on peut également considérer des résultats similaires pour des
développements autour d'un zy # 0.

L’approche 1.1.12 nous donne une maniére "facile" de calculer exp(A),cos(A),cos(v/A), mais
voir TP et [Moler & Van Loan]. Si on veut définir log(A), v/A, etc, il faudra choisir d’abord dans
1.1.11 Vensemble €2 correct, pour obtenir une fonction univoque. Généralement, 2 = C\ (—o0, 0],
et donc il faut exclure des matrices avec valeurs propres < 0. Aussi, il faudra choisir correctement
le contour I'...

Pourtant, aucune méthode exposée en §1.1 n’est conseillée comme boite noire de calcul de
fonctions de matrices



— une forme de Jordan n’est pas stable sous perturbations (la taille des blocs peut changer) ;
— évaluer P(A) avec P polyndme d’interpolation de (f, A), au moins pour A diagonalisable
(disons, de valeurs propres simples) 7 Ceci est cotiteux (produit de matrices), en plus ma-
thématiquement on revient a la définition de départ : en notant A = Z diag(A1, ..., A\p)Z 71,

Z =1, Yn), Z~ = (91, ., Un), alors

n
P(2) =Y 4;(2)f;(N), 42 =1]] ; );\k 7
j=1 ki Ok
et donc ¢;(A) = Zdiag(0,...,0,1,0,...,0)Z7! = Y;J;, ce qui donne la formule p(A4) =
> P(Aj)y;¥; vue déja dans la premiere définition 1.1.2;
— la formule de Cauchy nous donne une intégrale difficile & évaluer, il faudra penser & une
approximation par une formule de quadrature. Quel est ’erreur comimise, et comment
choisir le contour ?

1.2 Quelques applications

Nous conseillons en lecture le chapitre

1.3 Equations différentielles ordinaires raides

1.4 Estimations d’erreur pour fonctions de matrices
1.5 Approximation polynomiale et rationnelle

1.6 Meilleure approximation

Soit [E C C un convexe compact et f analytique dans un voisinage de E. Dans ce chapitre on
cherche & minimiser || f —p||g pour un polynoéme de degré < n (ou une fonction rationnelle & poles
fixes). On note par ¢ : C\ E — C\ D lapplication de Riemann (I’'unique bijection analytique
conforme vérifiant ¢(c0) = 0o, ¢’(c0) > 0 et V2 : ¢'(2) # 0), et ¥» = ¢~ 1. L’ensemble de niveau
Egr pour R > 1 est défini par son complément ES, = {z € E: |¢(2)| > R}.

1.6.1 Définition : On définit Fj(z) pour z € int(E), |[w| > 1 (ou z € E, |w| > 1) par la fonction
génératrice
wi'(w) i £5(2)

bw)—z 2w

Pour 'exemple E = D, nous avons ¢(w) = w, et Fj(z) = 2/. Pour l'exemple E = [-1,1],
P(w) = %(w + %), et Fo(z) =1 et pour j > 1: Fj(¢(w)) =w! + % = 2T (p(w)).

1.6.2 Lemme : F}; est un polynome de degré j, Fy(z) = 1, et pour j > 1: F;(¢p(w)) — w’ est
analytique dans |w| > 1 inclus oo et s’annule en co.
Preuve : La série génératrice étant absolument convergente pour |w| = 14+ € > 1, on obtient
pour k€ Z,z€E
1 Wi (w) dw
— wh —2 " 27
278 Jjpj=1 P(w) —z w

:ip(z)i wkfjdiw: Fi(z) k>0,
‘ TN o _ w 0 k <O.
=0 |w|=1+¢€

(%)



en particulier en écrivant ¢(¢)? — P(¢) analytique en C\E et s’annulant en oo avec P un polynéme
de degré j
1 :
Fy(e) = P) = 5 | (0067 = P =0

T 2mi

d’aprés le théoréme de Cauchy.

Voici un résultat utilisant la convexité de E.
1.6.3 Définition et Théoréme : Pour P polynome et z € int(E), soit

1 wy (w) \ dw
FP)E) =50 | P zRe(rw) )
(a) F(1)(z) =2, et pour j > 1: F(w’)(z) = F;(2).
(b) |IF(P)|le < 2||P||p, en particulier || F}||g < 2.
(c¢) F(P)(¢(w)) — P(w) est analytique dans |w| > 1 inclus oo.
Preuve : Pour j >0
Flw))(e) = 5 ) dw 1 Ly wv'w) dw

= — w — 4 — w :
27 Jjw=1 Y(w) —ziw 27 Jip— Y(w) — z iw

ce qui d’apreés (x) vaut 2 si j =0, et Fj(z) pour j > 0, ce qui démontre (a). Pour une preuve de

la partie (b), notons d’abord que pour w = e nous avons ‘Z%’ = dt > 0. Aussi, on montre que

w (w)/|wy’ (w)| nous donne la normale extérieure de E au point z = ¢(w). Donc par convexité
pour z € int(E)
wy' (w)

Re (W) >0,

ce qui permet d’estimer

| P|lp wy (w) \dw| B
FP)e) < R /|w|1‘2Re(w(w)_Z)Z.w = IPsF(1) = 2| Pl

1.6.4 Exercice : En suivant le raisonnement de la preuve du théoréme de Neumann, montrer que
W(A) C E et p = F(P) pour un polynéme P implique que ||p(A)| < 2||P||p, et en particulier
1E5 (A < 2.

1.6.5 Exercice : Soit f analytique dans un voisinage de Eg pour R > 1, alors avec

1 f((w)) dw
/wzl :

T o wJ w

dits coefficients de Faber montrer que f; = O(R™7);_ 0, et que les sommes partielles de la somme
de Faber > 22, f;Fj(2) convergent vers f uniformément dans E.

L’exo 1.6.5 nous permet d’étendre la définition de F & tout P analytique dans un voisinage de
D, tout en gardant les propriétés 1.6.3(b),(c), et

f(% + 2; fiw?) () = ZO fiFj(2).

On a le résultat suivant concernant la meilleure approximation polynomiale.



1.6.6 Corollaire : Soit f analytique dans un voisinage de E, alors

o0
il < 0| D0 112 < min |[f = Plls < |If - Zf]F g <2 Z |fl.
j=m+1 J=0 J=m+1

Ce corollaire 1.6.6 nous donne un encadrement précis et un "bon" approximant explicite si les f;
décroissent rapidement, voir I’exemple suivant. Notons que la premiére et troisiéme inégalité sont
évidentes, et la quatriéme découle de I'estimation de || F}|lg donnée dans 1.6.3(b). Une preuve de
la deuxieme inégalité va nous demander un peu d’effort, elle découlera comme cas particulier du
théoréme 1.6.8 ci-dessous.

1.6.7 Corollaire : Soit E symétrique par rapport a l'axe réelle, et [a,b] C R, a gauche de E
(c’est-a-dire, b < min{Re(z) : z € E}), alors pour la fonction de Markov

= [

22—

pour 5 > m + 1 nous avons

o0

, 2
il < @)™ s D Ifil < o £l

j=m+1

(= D’estimation du 1.6.6 est précise a un facteur 2/(1 — |¢(b)|~!) pres).
Preuve : D’aprés le théoréme de Fubini nous avons

/“’ 1/ wdﬂ _‘“”Hl // 27”/w —1 (w i—chiz—l:l'

L’intégrant de l'intégrale en w admet une seule singularité dans D¢ U {oo}, au point w = ¢(z).
Donc, par le théoréme des résidus en analyse complexe (ou tout simplement par le théoréme
de Cauchy aprés changement de variables ( = ¢(w) et changement d’orientation de la courbe
d’intégration),

1 1 dw 1 1 ¢ (x)

270 Jipjr (W) —zwi Tt T @ (g(x)) ()i p(z)itL

Par unicité de I'application de Riemann et symétrie de E, nous avons ¢(Z) = ¢(z) pour tout
z ¢ E, en particulier, ¢(z) et ¢'(x) # 0 sont réels pour x € R\ E D [a,b]. Comme de plus
@' (00) > 0, ¢(0c0) = oo, nous déduisons que ¢ > 0 dans R\ [a,b], et donc ¢ est croissant et
négatif sur [a, b], et 1/|¢| croit sur [a, b]. Donc

b (1 b /(1 ]
5 = | [ SoShdnta] = [ dute) < o™l

Du théoreme 3.1 de 'article [K. C. Toh and L. N. Trefethen, The Kreiss matrix theorem on a
general complex domain, STAM J. Matrix Anal. Appl., 21 (1999), pp. 145-165] on sait que, pour
tout domaine E simplement connexe pas forcement convexe,

VzgE: dist(z,E)Me L

() -1 < 2



Par conséquent,

S A A e 2 Y odu(a) 2
Y 1= | R e < o ), we s ~ o e

Jj=m+1

Nous allons maintenant démontrer un résultat similaire & 1.6.6 pour les fonctions rationnelles &
poles prescrits. Pour wy, ..., wm € C\D soit Q(w) = [[7L; (1 —w/wj), et q(2) = [[jL, (2 = (w;)).
On va supposer dans la suite que les w; (et donc les z; = 1)(w)) soient distincts. Néanmoins, les
idées de preuve restent valables aprés des passages a la limite, par exemple w; — weo, mais aussi
w1 — 00 (et donc 1 —w/w; — 1, ce qui veut dire que @ sera de degré < m). En particulier, on
aura la situation du théoréme 1.6.6 en faisant tendre tous les w; vers oo.

Rappelons quelques petites éléments de la théorie des espaces de Hardy : on note

Wb—¢%/_ w) P dw

pour une fonction F de carré intégrable sur le cercle d'unité. L'identité o= f‘w‘:l wI=F|dw| = 6,

plus la théorie des espaces H? montre que

[El2 =

+o0o
> IFP?

j=—o00

si F est analytique dans la couronne 1 < |w| < 1+ € et y admet alors un développement de
Laurent F'(w) = Fjui.

]_OO

1.6.8 Théoréme : Soit f analytique dans un voisinage de E. Notons R,,, = P,,,/Q 'interpolant
de F(w) = fo/2+ 252, fjw? aux points 0 et 1/wy, ..., 1/Wy,, et

w—1/T; pm Py, 1 f((w)) du
B(w) = — g I FERY = CASA A
(w) wjl;[ “wjw; g F( 0 ) 2 Jus Blu)
Alors
> . p Pm =
bl < b;12 < min — e < If — =g <2 b;l.
Il |3 < i 1 = Qs < 17 = e <231y

Avant de se lancer dans la preuve, notons que pour wi, ..., w, — 00, B devient w™*! et donc
bj = fj+m- Aussi, Py, /Q = P, devient la somme partielle de F' d’ordre m, donc le corollaire
1.6.6 est en effet un cas limite du théoréme 1.6.8.

Preuve : Dans un premier temps, montrons que p,, € Py, c’est-a-dire, p,,,/q est effectivement un
candidat pour notre probléme de minimisation. En écrivant la décomposition en termes simples
et en utilisant la fonction génératrice des polynémes de Faber nous obtenons

i C; > wk z
_ cof<1><z>—zuj,zf<w,3”

j=1 7 k=0 J
— ¢ Py - ciw]w’(wj) g im - ;Y (w;)
BRI AR P it R AL R D



étant clairement un élément de P, /q. D’ailleurs, cette formule trés explicite permet de construire
sur ordinateur p,,/q sachant la décomposition en termes simples de P,,/Q.

On passe maintenant & une preuve de la troisiéme inégalité sachant que la deuxiéme est triviale.
Observons d’abord que F' — P,,/Q est analytique dans un voisinage de |w| < 1+ € pour un € > 0.
D’apreés la formule d’Hermite 1.5.4, nous obtenons pour |w| = 1 sachant que |B(w)| =1

Flew) = 6(w>‘ B |B(w)|‘27m /|u|1+e gEZ; uciuw‘

_ ) du ||,
S = DU ERIT

ol dans la deuxiéme égalité on a utilisé le fait que

est analytique dans |u| > 1+ € inclus oo, voire 1.6.3(c), avec un double zéro en co. En utilisant
1.6.3(b), on en déduit que

P,
If -2 e = IF(F ~ )l < 2|1 F - flm <2 Z!b ]

7j=1

c’est-a-dire, il reste seulement la premiére inégalité a établir.
Pour tout p € P, nous pouvons écrire

(F = BYw(w) = w(Fw) - g (w) + Hw) ZFwﬂ Hw) ~F0),

avec P € P,,_1, et H analytique dans |u| > 1 d’aprés 1.6.3(c) (développer f — p/q en série de
Faber). Comme le terme & gauche du second membre est analytique dans un voisinage du disque,
et s’annule en 0, nous obtenons alors

P2 i Py o w2 Py oulz = IIE - £y 2
If qHE 1(f q) Yllop = [1(f q) Yllz = [|F QH2+HHH2-

Notons qu’il existe un polynéme Pe Pm—1 de sorte que

ig_ﬂm:—(m:wg %MmsHﬁ—g€=U’ |5 = E:%P

la derniére égalité découlant de la représentation intégrale de |F' — P/Q| donnée ci-dessus. En
effet, le lecteur vérifie aisément que P /(@ n’est rien que l'interpolant € P,,—1/Q de F aux points
1/wy,...,1/Wy,. En combinant ces deux chaines d’inégalités, il est suffisant de démontrer que

~ P ~ P
Fe"|o= min ||[F-=
IF~ Gle= min IF =G,
autrement dit, on connait le meilleur approximant par rapport a la norme || - ||2 induite par un
produit scalaire
1 — 1 ——dw
@m =5 [ PGl =5 [ PG,
2T |w| 1 21 |w|:1 w



défini, disons, sur 'espace vectoriel des fonctions analytiques dans un voisinage fixe de D (c’est
en effet le produit scalaire de I’espace plus grand H? de Hardy). Ceux qui étaient en M315 en
L3 avec moi savent qu’il est bien plus "sympa" de minimiser au sens des moindres carrés :

P i e;
G =Y
Q ]Z::lw—wj

est meilleur approximant par rapport a || - |2 de F si et seulement si Uerreur F— L est orthogonal
a toute fonction dans P,,—1/Q, avec base 1/(w —wy), £ =1,...,m. 1l faut et il suffit alors que

mo_ 1 _ 1 1 .
[ o) L:L...,m B [ Vi ) L,sz...,m Lo bimtm:

-----

Un petit calcul de résidus montre que

R S (V0 Y S S g—

w— wy w—w; w—wy

(F,

_1/@5 — Wy /w[

et donc notre systéme est équivalent au fait que ]5/ Q) interpole F aux points 1/w1, ..., 1 /Wy,
comme désiré ci-dessus.

1.6.9 Exercice : Avec les notations de 1.6.8, si W(A) C E alors

1£(A) = pm(A)a(A) 7 < |1F = Pn/Qllp < > Ibl-
j=1

2 La méthode de Parlett

2.1 Calculer la forme de Schur
2.2 Résolution des équations de Sylvester

2.3 Comment partitionner ?

3 Meéthodes itératives pour le calcul de f(A) ou f(A)b

3.1 Approximation d’Arnoldi pour f(A)b
3.2 Estimation d’erreur pour approximation d’Arnoldi

3.3 Meéthodes itératives de type Newton
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