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Chapitre 1

Introduction

1.1 A propos de ce texte

Ce document contient le cours et les exercices du cours “’Optimisation convexe”
dispensé en automne 2022 dans le Master 1 de Mathématiques et Applications de
I"Université de Lille.

Dans le chapitre 1, nous commencerons par rappeler quelques propriétés élémentaires
des ensembles convexes et des fonctions convexes, puis nous reviendrons sur le calcul
différentiel des fonctions a plusieurs variables. Enfin, nous poserons le probleme de
minimisation sous contraintes, illustré par des exemples. Le chapitre 2 aura comme
objectif de caractériser I'optimalité a 'aide d'un systeme d’équations non-linéaires
dit de KKT'. Dans le chapitre 3 nous aborderons le probleme de minimisation d’'une
fonction convexe sur R?, c’est-a-dire, sans contraintes. Nous analyserons finalement
la convergence de divers algorithmes de type quasi-Newton, en particulier la fameuse
méthode de plus forte descente. ...



1.2 Ensembles convexes et fonctions convexes

Dans la suite on travaillera dans l'espace vectoriel R?.

1.2.1. Définition d’un convexe=ensemble convexe
C C RY est dit convexe siVa,y € CVt € [0,1] : tx + (1 —t)y € C.
Exemples :

(a) la boule fermée {x € R?: ||z|| < r} (pour toute norme), aussi la boule
ouverte ;

(b) le segment |x,y] = {to + (1 —t)y : t € [0,1]}, enveloppe convexe

conv(ay, ..., am) = {d i tja; Yty = 1,Vj  t; > 0} (par ezemple
le triangle conv(aq, as,as));

(c) un sous-espace vectoriel;

(d) un sous-espace affine C' : Vx,y € CVt € R :tx + (1 —t)y € C (par
exemple une droite) ;

(e) toute intersection (finie ou infinie) de convexes ;

(f) si C est convexe alors aussi sa fermeture Clos(C) et son intérieur
Int(C);

(g) si C1, Xo sont convezes et t € R alors C1+Cy ={x+y:x € Cp,y € Cs}
(somme de Minkowski), C7 x Cy = {(”5) cx € C,y € Oy} (produit
cartésien) et tCy sont convexes;

(g) si C € R? x R? est convexe alors aussi sa projection {x € RP : (;) cC

pour un y € R} est conveze.



Voici une classe particuliere de convexes fermés qui jouent un role important en
optimisation linéaire.

1.2.2. Définition d’un polyedre

Soient A € R™ (un vecteur ligne) et a € R, alors Uhyper-plan H(A,a) =
{x € RY: Az = a} et le demi-espace HT(A,a) = {x € RY: Az > a} sont des
convezxes fermés. Toute intersection finte de demi-espaces est aussi un convexe
fermé, dit polyedre. Nous adaptons [’écriture

I Y1
T = : Sy: : SS1 Vj:1,2,...,m: Cﬁjgyj
Tm Ym

(un ordre partiel sur R™ ), permettant d’écrire un polyédre comme

ﬂ H"(Aja;) ={z €R": Av > a}, avee A=| : | €eR™ a=|: | €R™
j=1

1.2.3. Définition d’une fonction (strictement) convexe
Soit C C R? convexe alors f : C — R est dite convexe si

Ve,y € OVt €]0,1]:  fte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —=1)f(y)

(sur le segment, le graphe de la sécante en x,y de [ est au-dessus du graphe
de la fonction). f est dite strictement conveze si on a l'inégalité stricte

Ve,y € Cox £y, vVt €]0,1:  f(tz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)



f est dite concave si —f est conveze.
FExemples :

(a) f(x) =2 f(x)=|z|, f(x)=exp(z), f(x) = exp(—x) sont convezes sur
R, f(x)=1/z, f(x) =log(1/x) sont convexes sur (0,+00) ;

(b) si fi,fo : C — R sont convezres alors aussi max(fi, fo) et f1 + fo (par
exemple |x| = max(—x,x) ). Plus généralement, le supremum et la somme
d’un nombre fint ou nfini de fonctions convexes est convexe;

(c) une fonction affine h(x) = Az + a avec A € R q € R est convere et
concave sur RY ;

(d) si g:R™— R est conveze sur R™ et A € R™ a € R™ alors f(x) =
g(Azx + a) est convexe sur R?;

(e) sih:Cw+— Cy CR est convexe et g : Cy — R est convexe et croissant sur
Cy alors la composition f = go h est convexe (N.B. : Cy est forcement
un intervalle (fermé ou pas)) ;

(f) toute norme sur R? est convexe sur RY, mais aucune norme est stricte-
ment connexe,

(9) la norme euclidienne au carré f(x) = ||z||* = 2% + 25 + ... + 27 est
strictement convexe sur R? ;

(h) si f : RY — R est convere et ¥ € RY alors ’ensemble de niveau
C(y) ={z € R?: f(z) < f(y)} est conveze.

Parfois on définit aussi des fonctions convexes f : C' +— R := R U {+o0o} (par
exemple par prolongation d’'une fonction f : C7 — R convexe en posant f(x) = 400



pour tout x € C'\ C1), ici il suffit de vérifier notre inégalité pour x,y € dom(f) =
{z € C: f(z) < oo} (notons que dom(f) doit étre convexe).

1.2.4. Définition et Lemme

On dira que une matrice H € R™? est ssdp=symétrique semi-définie positive
(ou sdp=symétrique définie positive) si A = AT, et si Vo € R? nous avons
v'Hx >0 (et a1 Hx # 0 si x # 0, respectivement). On sait que une matrice
ssdp se factorise H = B'B avec B € R¥? (et B inversible si H est sdp).
Alors une forme quadratique f(x) = 2! Hx + hx est convexe sur RY si H est
ssdp, et f est strictement convexe si H est sdp.

Démonstration. Comme x — hx est une fonction affine, il suffit de considérer le
cas h = 0. Soient 7,y € R% et ¢t €]0,1[. Avec B € R™? comme ci-dessus, posons
T := Bx,y = By, alors

tf(@) + (1= t)f(y) — flta + (L= t)y) = ¢l|Z]]* + (1 = )I[FII° — [tz + (1 — )g]°
= t[|Z[1* + (1 = O)llgll* — £)2]° — 261 = )27 — (1 — ¢)*|]9]°
=t(1 =7 - gI" =t(1 = )| Blz —y)|I

est > 0, et > 0si H est spd et alors B inversible, et x # . ]

1.2.5. Exercice
Démontrer toutes les propriétés énoncées dans|1.2.1 et |1.2.5.

1.2.6. Exercices :

(a) Soit C C R un convexe , x1, 22, , x5, € C, 01,--- ,0, >0, Zleei =1.
Monter que 61x1 + Oyxo + - - - + Orx), € C.



(b) Montrer que C' est un conveze ssi l'intersection avec toute droite est un
conveze.

(c) Avec A une matrice symétrique définie positive, un ellipsoide centré en
zg € R s’écrit comme € = {x € R : (x — x9)t A(x — x) < 1}. Vérifier
que £ = {By + ¢ : |ly|| < 1} pour une matrice B appropriée, et que &
est convexe.

(d) Supposons que C' vérifie la propriété de convexité du point milieu, i.e.,
Va,b € C %(a +b) € C. Montrer que si C est de plus fermé alors C' est
conveze.

1.2.7. Exercices :

(a) Montrer I’équivalence

C' est un sous-espace affine
< dr e C:C—{x} est un sous-espace vectoriel
< VxeC:C—{z} est un sous-espace vectoriel.

En déduire que un sous-espace affine C' est un sous(espace vectoriel ssi

0eC.

(b) M.q. tout sous-espace affine (ou sous-espace vectoriel) du R? peut s’écrire
comme {By +b:y € R ou alors comme {x € R : Az = a}, avec des
matrices A, B,a,b a déterminer.

1.2.8. Exercice
Soit C C R? conveze, f: C — R. L’épigraphe de f est défini par

epi(f) = {[ﬂ xeCreR, f(x) §r}.

&



Montrer que f est convexe ssi epi(f) est convexe.

1.3 Position du probleme et exemples

1.3.1. Position du probleme et exemples
Pour C C R? convexe et fermé et f : C — R convere, un programine
convexe (CP) consiste a chercher la valeur dite valeur optimale

(CP): inf{f(x):ze€C}

et, si possible, trouver un x réalisant linfimum dit solution optimale. [ Sou-
vent,

C={rcR? gj(r) <0 pour j =1,....,p¥n{x € R¢: Ar=q }
contmz'ntes‘znilaterales

contraintes bilaterales

qut est un convexe fermé si les g; : R? — R sont convexes et continues, et
AeR™4 qecR™.

Un élément de C' est dit solution réalisable ou réalisable.

La fonction f est dite objectif.

Une contrainte g;(x) < 0 est dite active en un x réalisable si g;(z) = 0.

Regardons quelques cas particuliers, les programmes linéaires (étudiés plus en
détail au module OLD eu S2), et les programmes quadratiques.

1. Ceci est possible par exemple d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass si de plus f est continue et '
est compact, mais pas toujours, voir par exemple C' = R et f(x) = exp(z).



1.3.2. Exemple : programme linéaire

(LP): min{fr:Ar >a}, feR™ zcR,AcR™ qcR"”

est dit programme linéaire (on minimise une fonction affine sur un polyedre).
Voici trois exemples

(a)

(b)

- 9] _
. . S —1 =2
min{3x1+4xy 1 x14+2x9 = 7,21 > 0,29 > 0} = min{ LJ Tl g | ® >
0 1

On cherche a trouver un plan de production x € R? minimisant le temps
d’utilisation d’une machine sachant que les deux objets utilisent une autre
ressource commune (7 unités disponibles).

Probleme de Chebyshev : étant donné a; € R? et b € R pourj=1,...,m,

trouver

min  max \a]Tx — bjl,

reRd j=1,....m
un probléeme de régression ou le plus grand écart est minimisé (et pas la
somme des carrées des écarts). Ce probléeme n’est a priori pas linéaire,
mais peut étre reformulé comme un programme linéaire

min{~ = (0,...,0,1) [m
:C,’)/

]:ijl,...,m:—fyga]T:L’—bjgv}.
Y




(c) Trouver la plus grande boule contenue dans le polyédre {x € R? : Az >

b}. Une boule centrée en z € R de rayon r est incluse dans un demi-plan

AT
H7(A;,b)) ssi Aj(z —rm) = Ajz —||A7||r > b;. Donc on se raméne au

probleme

min{ —r = (o,...,o,—1>m Vi =1,.m: [Ay, — | A7 m >0,

r.z T T

(d) Un programme linéaire sous la forme min{fx : Ax = a,x > 0} est dit
sous forme standard.

1.3.3. Exemple : programme quadratique

(QP): min{a' Hx+hx : Az >a}, HeR™ sdp,he R xR AcR"™ qecR"

est dit programme quadratique (on minimise une fonction quadratique convexe
sur un polyédre).

Exemple : le probléme des moindres carrés min,{||Azx — b|| : © € R}, parfois
on ajoute la contrainte de positivité x > 0.

Un (QPQC) est un programme quadratique ou on ajoute des contraintes
quadratiques V53 = 1,...m xTszC + hjx < 7, avec H; € R™4 sdp
(géométriqguement, x doit apartenir a un certain ellipsoide). Par exemple, pour
résoudre un systeme linéaire Ax = b avec A mal conditionné, on ajoute par-
fois une contrainte de régularisation ||z|| < v ou alors |Pz| < v avec P et
v > 0 bien choisi (en traitement d’image, on limite la variation entre deuz
pizels voisins).



1.3.4. Exemple : gestion de portefeuille

Soit Y = (Y1,....,Y))! un vecteur de variables aléatoires, avec Y; décrivant les
bénéfices annuels pour l'action j. On suppose un modéle Y ~ N(u, ), avec
= EY) € R? le vecteur des espérances, et ¥ = Var(Y) la matrice (ssdp)
de covariance, tous les deur supposés connus (c’est pas toute la vérité, voir les
modules de stat et proba, notamment pour [’estimation des valeurs numériques
de 1 et X sachant les bénéfices dans le passé).

But : trouver une répartition de portefeuille X = Z;L:l x;Y; avec x1,...,xq > 0

et Z;-l:l r; = 1 tout en maitrisant les bénéfices moyennes E(X) = p'x et le
risque moyen Var(X) = x'Sz. Ici nos inconnues sont les xj=pourcentage de
l'action 7 dans notre portefeuille.
Minimaser les risques moyens tout en limitant les bénéfices moyens a au moins
v nous amene a résoudre le (QP)

min{z' Sz : plx >~v,2>0,(1,...,1)x = 1}.

Maximiser les bénéfices moyens tout en limitant les risques moyens a au plus
v nous laisse résoudre le (QPQC)

max{p' 2z 2'Sr <7,z >0,(1,...,Da = 1}.

Notons que u(b), la satisfaction en fonction des bénéfices annuelles b, n’est pas
vraiment affine en b, mais cherche plutot a s’approcher d’un sewil de richesse
mazimale, mathématiquement parlant uw(b) = 1 — exp(—kb) avec k > 0 un
parametre scalaire connu suivant la nationalité et le sexe du client. On peut



montrer queﬂ

Hog(1 - £(u(X))) = ~£0¥) + Var(x),

ainst maximaiser la satisfaction moyenne revient a résoudre le probleme ”com-
promas”

k
max{ ' r — §ZCTZZC x> 0,(1,...,1)x =1}
(qui ressemble au Lagrangien du (QPQC) vu dans le capitre 3, avec k/2 la
variable duale).

1.3.5. Exemple : projection sur un convexe

Si C C R? est un conveze fermé alors le projeté llo(x) dun v € R sur C est
solution optimale du (QP) : inf{||ly — z|| : y € C} =: dist(z, C).

Faites un petit dessin dans R? pour voir que le projeté sur un triangle C' (ou
plus généralement d’un polyédre C') est soit le sommet le plus proche soit le
projeté orthogonal sur un des cotés de C'.

2.

1-8u(X)) = 1—=Ew((z1,....,20)Y))

_ —k(x x ex —(y—wW'S(y —p) dm(y)
— /Rd exp(—k(z1, ..., xq)y) exp( 9 )(QW)d/Q\/m
B . —yT'E 1y dm(y)
= exp(—ku' ) /]Rd exp(—k (21, ..., 2a)y) exp( 2 >(27T)d/2\/m

]{2
= exp(—ku'x) eXp(?azTZa:)



1.3.6. Exemple : pari sportif
Dans une course a d chevauz, ['organisateur distribue 90% des sommes pariées
a ceur qui ont parié sur le cheval gagnant. On se demande comment investir
v euros, connaissant pour j = 1,....d la probabilité p; que le cheval j gagne,
ainst que la quantité s; > 0 investie par d’autres joueurs sur le cheval j.
Posons x; la quantité en euro pariée par notre joueur sur le cheval j. Nous
obtenons alors les contraintes x > 0, et (1,...,1)x = . Si le cheval j gagne, on
aura les bénéfices (a partager avec les autres joueurs)

+ S
fy Z kZIZJ—I—SJ

Donc pour mazrimiser les bénéfices moyens on doit maximaiser [’espérance

L j
X —+ S

max{) g;(z;):x>0,(1,... D)z =7}, g;(z;) =p,
j=1
On parle d’un objectif séparable=somme de fonctions d’une variable sca-
laire, ici des fonctions concaves et continues sur C = {x € RY : z >
0,(1,....,1)x = ~}, un polyédre compact.
En changeant le signe dans [’objectif, on se ramene bien a un programme
convexe

d
inf{— Zgj(xj) cx e C},
j=1

qui admet alors une solution optimale. Le lecteur intéressé pourrait vérifier que
cette solution est aussi unique (et méme calculable).



1.4 Rappel sur le calcul différentiel

1.4.1. Définition : dérivée directionnelle
Soit f: C' — R™. On dira que f admet une dérivée directionnelle en x dans la
direction z si le segment [x,x + z| C C, et si la limite suivante existe

flz +tz) — f(=)

tl—i>r(])ﬂ+ t = f(@:2)
On dira que
h
f(h)=o0(g(h)h_o ssi ]llli% % =0
h
et f(h)=0(g(h)h—o ssi lirfrblsgp i;éh)) < 00.

ot g: U+ (0,+00), f: U+ R™ avec U C R? un voisinage de I'origine.

1.4.2. Définition : fonctions continues et fonctions différentiables
Soit f:C — R™ aqvec C C R? ouvert, et x € C.
On dira que f est continue en x st

flx+h)— f(z) =0(1)0.

f est dite continue st elle est continue en tout x € C.

On dira que f est différentiable en x s’il existe une matrice V f(x) € R™? dite
Jacobienne de sorte que

flx+h)— flx) =V (x)h =o(||h])rs0-



f est dite différentiable si elle est différentiable en tout x € C.

(a) Si f = (fi,....fm)! est différentiable en x alors toutes les dérivées par-
tielles 27‘2(:1:) existent, et

Of. k=1,...,d
a—4<x>}

(7 est lindice ligne, k est l'indice colonne!!). Réciproquement, si toutes
ces dérivées partielles existent et sont continues dans un voisinage de x
alors f est différentiable en x.

V)= |

j=1,...m

(b) Dans le cas particulier m = 1 d’une fonctions a valeurs réelles, sa Jaco-
bienne (aussi appelé gradient ) est un vecteur ligne.

(c) Si f est différentiable en x alors toute dérivée directionnelle existe, et
vaut f'(x;z) = Vf(x)z € R™.
(d) Parfois on aura aussi besoin de la continuité/différentiabilité de f en

x & Int(C) (si C n'est pas ouvert). Ici on supposera tacitement que f est
contmue/gliﬁérentz’able en x s’il existe un voisinage ouvert U de x et une

fonction f : U +— RmNcontmue/dz'ﬁérentiable en T qui est une extension
de f :YyeUNC : fly) = f(y).

1.4.3. Lemme : Jacobienne d’une fonction composite

Soient C; C R? et Cy C R™ des ouverts, g : C; — Cs, et h: Cy — RP. Si g
est différentiable en x € Cy et h est différentiable en g(x) alors f = ho g est
différentiable en x, avec (attention a l'ordre des deuzx Jacobiennes)

Vf(z)=Vh(g(x))Vg(x).



Dans {1.4.2 on a défini la Jacobienne via f(x + h) = f(x) + V f(z)h, le terme
a droite aussi appelé le linéarisé de f en x (le plan tangent si m = 1) ou alors
le développement de Taylor de f en x d’ordre 1. Ceci peut etre généralisé pour le
Hessien.

1.4.4. Dérivée seconde, le Hessien et Taylor d’ordre 2
Soit f : RY D C + R. Sila fonction g = (V)T : C — R? définie par
g(x) = Vf(x)! est différentiable en x alors on note le Hessien de f
O f }
x :
Ox0x} (k=1,..d

V2 f(2) = Vg(z) = |

Dans ce cas,

fla 4 h) = f(@) + VF@)h+ ShTVF () + of |l

1.4.5. Corollaire Sous les hypotheses du|1.4.2, si f est différentiable en x € C
alors pour tout y € C

flzy—z) =V i)y — =)
Démonstration. Conséquence immédiate de la définition de différentiabilité. ]

1.4.6. Exemple Considérons la fonction convere f : R 5 x — |x|. Le co-
rollaire précédant nous dit que f'(z;1) = f'(x) = 1 pour x > 0 et f'(x;1) =
f'(x) = =1 pour x < 0, les dérivées a droite de f. Par contre, pour y —x = —1
on obtient f'(x;—1) = —f'(x) = =1 pour x > 0 et fl(x;—1) = —f'(x) =1
pour x < 0, la derivée a gauche a un changement de signe pres. Finalement,



f(0;1) =1 (la dérivée a droite) et f'(0;—1) =1 (moins la dérivée a gauche).
Observons aussi que f'(x;z) + f'(x; —2) > 0, avec égalité si f est différentiable
en x.

Le précédent exemple montre que une fonction convexe n’est pas forcément
différentiable. Néanmoins, toutes les dérivées directionnelles existent.

1.4.7. Théoréme sur dérivées directionnelles
Soit C C R? un conveze, et f: C — R. Alors, pour tout z,y € C, x # vy

f(r;y —x) e RU{~o0} emiste, et f(y) > f(x)+ fl(z;y —2). (11
De plus, si |x — z,x + 2| C C alors f'(x;2) + f'(z;—2z) > 0.
Démonstration. Montrons dans un premier temps que la fonction

$]0,1] = R, ¢(t) = flx+tly—=z)) — f(z)

est croissante. Soient 0 < t1 < t5 < 1, alors

6(ta) — o(tr) = - (1= Pf(w) + 2w+ oly = ) = fla+ Phaly = ) 20

par convexité de f. Donc, la limite ¢(04) existe, et vaut —oo (si ¢ n’est pas bornée
inférieurement) ou appartient a R. La pémiere inégalité provient du fait que, par

monotonie, f'(z,y — x) = ¢(0+) < ¢(1) = f(y) — f(x). Finalement, pour tout
t €]0, 1] par convexité de f

1
§(f(x +tz) + flx —tz) — 2f(:13)),
et division par t/2 > 0 et passage a la limite t — 0 donne f'(x; 2)+ f'(x,z) > 0. [




Dans le théoreme [1.4.7, le cas C' = [0,4+00) et f(x) = —/r montre que
f(0;1) = —oo n'est pas exclus. On peut montrer que la réciproque du théoreme est
aussi valable, siz,y € C, x # y nous avons (|1.1)) alors f est convexe. Dans le cas par-
ticulier d = 1 des fonctions d’'une seule variable réelle, il découle du résultat précédent
que une fonction convexe est continue, et meme presque partout différentiable.

1.4.8. Corollaire : formule de la moyenne

Soit C C R? un conveze, et f : C — R différentiable en x € Int(C). Alors pour
tout y € C' nous avons la formule de la moyenne f(y) > f(z)+V f(x)(y—=),
autrement dit, le plan tangent de f en x reste en dessous du graphe de la
fonction f.

1.4.9. Exercices : erreur dans Taylor pour les fonctions d’une variable
réelle

(a) Soit U C R un convexe ouvert contenant l’origine, et soit q de classe
CY(U). M.q.

Vi e Udn e [0,1] t.q. q(t) = q(0)+tq' (nt).

(b) Soit q de classe C*(U). En observant que

i) = 000) + 140 + [ (4= $)q(s) ds
m.q.

2
Vi € Udn €10,1] t.q. q(t) = q(0)+tq'(0) + 124 (27775).




1.4.10. Exercices
(a) Soit f: R+ R définie par f(x) = Ax+b. M.q. Vf(x) = A, V:f(z) = 0.
(b) Soit f(x) =ax' Hx+hx. M.q. Vf(x) =2 (H+H")+h, V*f(x) = H+H'.
(c) Soit f(x) =g(Ax+b). . M.q. Vf(x)=Vg(Ax +D)A.

1.4.11. Exercices
Soit f:C +— R, avec C C R? un conveze ouvert.
(a) Soit f € C*(C). Nous souhaitons montrer que V*f(x) est ssdp pour tout
x € C ssi f est convezxe.
(al) Pour établir =], soient x,y € C, et g : [0,1] défini par g(t) =
f(tx + (1 — t)y). Notons par p la droite interpolant g aux points 0
et 1. En utilisant la formule de Cauchy, montrer que

1/

2

En faisant le lien entre g" et le Hessien de f, conclure que f est
conveze.

(a2) Pour établir ==, soit f conveze, et z € RY. Montrer quey = x+5z €
C' pour s > 0 assez petit. En revenant a (al), vérifier que In € [0, 1]

de sorte que

Vit € [0,1]3n € [0,1]:  g(t) — p(t) =

2V f(nz + (1 —=n)y)z > 0.
Par un passage a la limite, conclure que V*f(x) est ssdp.

(b) Si f € C*(C) et si V*f(x) est sdp pour tout x € C, m.q. [ est strictement
convexe. M.q. la réciproque est fausse.



(c) Si f € CHC) alors montrer que f est convexe ssi Vz,y € C nous avons

Viy(z—y) < flz)— fly).

1.5 Caractérisation d’optimalité

1.5.1. Théoreme : CNS pour optimalité

Considérons (CP) : inf{f(z) : v € C} avec C C R? un convexe non vide, et
f: C +— R une fonction conveze.

Alors nous avons pour un x € C [’équivalence

x est solution optimale de (CP) <= VYyeC: [f'(x;y—z)>0.
St de plus [ est différentiable en x alors

x est solution optimale de (CP) <= VyeC: Vf(z)ly—2z)>0.

Démonstration. Pour montrer <=, nous appliquons le théoreme|l.4.7| pour conclure
que, pour tout y € C, nous avons f(y) > f(z)+ f'(z;y — x) > f(z).

Pour établir implication =, raisonnons par absurde et supposons qu’il existe un
y € C et un € > 0 tels que f'(z;y — x) < —2¢. Par définition de la dérivée
directionnelle, nous trouvons alors un ¢ > 0 de sorte que ¢(t) < —¢, et alors
flz+tly —x)) < f(x), en contradiction avec 'hypothese sur . (]

1.5.2. Corollaire
Sous les hypotheses du théoreme|1.5.1, et f différentiable en x :

(a) Si C est un espace affine alors x est solution optimale de (C'P) ssi Vy €
C V) (y—z) = 0.



(b) En particulier, si C = {x € R : Ax = b}, alors z est solution optimale
de (CP) ssi AN € RY™™ tel que V f(z) = MA (a comparer avec le théoréme
des extrema li€s).

(c) Six € Int(C) alors x est solution optimale de (CP) ssi V f(x) =0 (tout
point stationnaire est un minimum global).

Démonstration. Pour montrer (a), rappelons d’abord que C' espace affine implique
que V = C' — x est un sous-espace vectoriel. Donc d’apres [1.5.1] : z est solution
optimale ssi Vz € V nous avons V f(z)z > 0 ssi Vz € V nous avons V f(z)z = 0
(car z € V implique que —z € V).

Dans la partie (b), C' = x + Ker(A), et alors d’apres (a) : x est solution optimale
ssi Vf(z)! € Ker(A)+ = Im(A?).

Finalement, pour montrer (c¢), par hypothese il existe un € > 0 de sorte que y :=
r—eVf(z)! € C, et alors

—e|Vf@)'|* =V )y —a)>0

par|1.5.1] ce qui implique V f(z) = 0. L’implication réciproque découle directement
du théoreme [L5.1] ]

1.5.3. Théoreme : caractérisation de I’ensemble des solutions opti-
males
Sous les hypotheses du théoreme|1.5.1), et C' fermé :

(a) L’ensemble S des solutions optimales de (C'P) est convexe. Si de plus f
est continue sur C' alors S est fermé.

(b) Si f est strictement convexe alors il existe au plus une solution optimale.



Démonstration. Avec M la valeur optimale de (C'P), nous avons § = {z € C :
flx) =M} ={x e C: f(x) < M} Iln'y arien a montrer si S est vide. Sinon,
solent x,y € S, et t € [0,1]. Alors x,y,tx + (1 — t)y € C par convexité de C| et
fltz+(1—t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y) = M par convexité de f. Donc S est convexe.
Pour montrer la fermeture, soit (x,) une suite d’éléments de S qui converge vers un
v € R Alors x € C par fermeture de C, et f(x,) = M pour tout n. Donc par
continuité de f, f(x) = lim,, o0 f(x,) = M, et alors z € S.

Pour montrer (b), solent z,y € S. Si x # y, alors f(5Y) < w = M
par convexité stricte, en contradiction avec la définition de M. Donc une solution

optimale est unique. ]

1.5.4. Théoreme : existence des solutions optimales

Sous les hypotheses du théoreme|1.5.1), et | continue sur C, il existe au moins
une solution optimale de (C'P) si au moins une des conditions suivantes est
valable :

(a) C est compact;

(b) 3xy € C de sorte que l’ensemble niveau Cy = {x € C': f(x) < f(xo)} est
compact.

(c) C est fermé, et f(x) — +00 pour ||z|| — oo.

Démonstration. Comme mentionné avant, la partie (a) découle du théoreme de
Bolzano-Weierstrass. Comme pour y € C \ Cj nous avons f(y) > f(xg), alors
inf{f(x) : x € C} = inf{f(x) : x € Cp} et la partie (b) découle de la partie (a).
Finalement, 'hypothese de la partie (¢) implique que Cj est fermé et borné, et donc
compact. []



On termine ce chapitre en revenant sur l'exemple [1.3.5) de projection sur un
convexe fermeé.

1.5.5. Retour sur ’exemple [1.3.5/ de projection sur un convexe fermé
Etant donné C' C R? un convexe fermé, comment trouver pour un y € R
’élément le plus proche ll(y) de y dans C' par rapport a la norme euclidienne ?
D’apres |1.5.5, 1l(y) est solution optimale de

1

min{f(x) € C}, fla) = 3lle —yll* = 5z ) (z — )

D’apres|1.4.10et|1.4.11, nous avons V f(z) = (x—y)!, V2f(x) = I spd, et donc
f est strictement convexe. Il découle de|1.5.5(b) et|1.5.4)(c) que 11(y) existe et
est unique. Comme f >0 siy € C alors ll(y) =y, mais poury & C ¢
D’apres|1.5.1), 11(y) est caractérisé par

VeeC: (I(y) —y) (z—(y)) >0,

autrement dit, l’angle entre [’erreur de projection y — Il(y) et tout vecteur de
la forme I(y) — x pour x € C' est de module < w/2. Exemples pour y & C :

(a) Si C est un espace affine alors I1(y) est bien le projeté orthogonal sur C' :
pour tout x € C', y — Il(y) L x —y.

(b) Si C' est un demi-espace alors Il(y) est bien le projeté orthogonal sur le
bord de C' (un hyper-plan).

(c) Si C =A{x: ||| <1} la boule fermée d’unité, alors 11(y) = y/||y||-

(d) Si C ={x € R?: 2 > 0} Porthant positif, alors la jiéme composante
de ll(y) est égale a y; siy; >0, et égale a 0 si y; < 0.



1.5.6. Exercice
On considere deux droites affines de R"

Dy = {CL1 +tuy, t€ R}, Dy = {CLQ +tus, t€E R}
On veut déterminer les points p1 € D1, pa € Dy qui minimisent la distance
euclidienne de p; a ps.
(a) Formuler ce probleme comme un probléme de minimisation sans contraintes.
(b) Montrer qu’il s’agit d’un probléme conveze.

(c) Ce probléme a-t-il une solution optimale ? Comment la caractérise-t-on ?

(d) Dans quelles conditions la solution est-elle unique ? Calculer la (les) so-
lutions.

(e) Montrer que dans le cas d’unicité po — py est orthogonal a uq, us.

1.5.7. Exercice

Soit g : R" — R une fonction conveze et différentiable sur R" et h : R" —»
R U {+00} une fonction convexe sur R", finie en au moins un point. On pose
f =g+ h et considére le probléme min,crn f(x).

(a) Montrer que x minimise f sur R" ssi Vo € R" . (Vg(z,x — x) + h(x) —
h(z) > 0
(b) Dans le cas ou C' est un convexe fermé non vide et h la fonction :

{O stx e’

+00  s1non

h(z) =

?

que peut-on conclure du résultat précédent ¢



1.5.8. Exercice
Soit A une matrice symétrique d’ordre d, et f: R\ {0} > x Calculer

V f(x), et le comparer a la projection orthogonale de Ax sur H, | ensemble des
vecteurs orthogonauxr a x.

a:Ax

1.5.9. Exercice : ’entropie
Considérons la fonction ¢(t) :]0,1] > t — tlog(t).

(a) M.q. o € C*(]0,1]) et, en posant p(0) =0, nous avons ¢ € C(|0,1]).

(b) En discutant séparément 'ensemble 0,2|, montrer que ¢ est strictement
conveze sur |0,1]. Calculer la dérivée directionnelle ©'(0;1).

(c) Pourquoi ¢ admet-elle un unique minimiseur t sur [0,1] ¢ Calculer t.

(d) Pour n > 1, considérons le probléme

inf{f(z):z€C}, C={zeR" :2>0) =1}, flz)= Zrﬂog(svj)

j=1
(on maximise ’entropie sur C' ’ensemble des vecteurs de probabilités).

Pourquoi f est-elle continue et strictement conveze sur [0,1]" ¢

(e) Par élimination x, = 1—x1—...—x,_1 et en résolvant un probléme a n—1
variables, montrer que [’entropie est mazrimisée pour la loi uniforme.



Chapitre 2
Le Lagrangien et KK'T

2.1 Enoncé du théoreme KKT et exemples

Dans ce chapitre on se donne des entiers d > 1, m,p > 0, A € R™*4 ¢ € R™,
S={reR: Ar = a} (si m = 0 on posera S = R?), des fonctions f, g1, ..., g, :
S — R convexes et continiment différentiables sur S, g = (g1, ..., g,)" : S — RP.
Posons

(P):inf{f(x):z€C}, C={xeS:gx) <0}

Notons que C' est bien un convexe fermé. Le théoreme suivant caractérise si un
x € R? est une solution optimale de (P). Sa preuve sera donnée plus tard dans
239

2.1.1. Théoreme KKT=Karush, Kuhn et Tucker

Supposons que
dreS tq Vj=1,...,p:gx) <. (2.1)



Alors z € R? est solution optimale de (P) ssi AN = (A1, ..., \,) € R¥>P de sorte
que le couple vérifie le systeme

(2 €S, g(x) <0 (z estréalisable pour (P))
A >0 (X est réalisable pour un probléme ”dual” (D))
Vi=1,...p: X\gj(z)=0 (relation dite de complémentarité)
€ R™ VY f(z) + AVg(z) = pA.

(KKT) : 4

2.1.2. Remarques sur le théoreme KKT

(a) Pour trouver une solution optimale, on doit alors résoudre un systéme
non linéaire a d + m + p inconnues (les composantes de x, A\, 1) et a
m + p + d équations, auquel il s’ajoute 2p inéqgalités.

(b) Le théoreme KKT a aussi un sens dans le cas m = 0 (sans contraintes
d’égalités) : ici la derniére condition prend[] la forme V f(x) + A\Vg(x) =
0.

(c) Le théoréeme KKT a aussi un sens dans le cas p = 0 (sans contraintes
d’inégalités) : ici les conditions 2 et 3 sont trivialement valables, et on
supprime Ag(zx) dans la derniére condition. Pour ce cas p = 0, notre
théoréeme a €été déja montré, voir |1.5.2(c) pour le cas m = 0 sans
contraintes, et|1.5.9(b) pour le cas m > 0 de contraintes affines d’égalité.

(d) La condition de complémentarité nous dit que les gradients en x des

contraintes non actives en x n’apparaissent pas dans (K KT) (car g;(T) #
0 implique que \; =0).

1. En analogie avec la convention qu'une somme vide vaut 0.



Les premieres deux conditions g(x) < 0 et X > 0 nous disent que [’on peut
réécrire notre relation de complémentarité d’une maniere équivalente
comme A\g(x) = 0.

(e) (2.1) est dit condition de qualification de Slater, il existe dans la
littérature d’autres conditions de qualification. En T'D on verra que, dans
certains cas, on peut suppm'merﬂ la condition (2.1)).

Avant de se lancer dans la preuve, considérons trois exemples.

2.1.3. Exemple

Considérons (P) inf{||z]|? : 2 = (z1,22)" € R*5—2x;—1x9 <0} (on cherche le
point le plus proche de lorigine dans un demi-plan). Ici f(x) = ||z||?, Vf(z) =
(2x1,2x9), p=1, g(x) = q1(x) =5 — 221 — 29, Vg(x) = (=2, —-1), m =0, et la
condition de Slater est valable pour ¥ = (4,4)1 (par exemple). Le point x est
alors solution optimale de (P) sssi il existe X € R tel que

5 — 25[31 — X9 S 07 A 2 O, )\(5 — 25[31 — JZQ) = O, (25131, 25172) -+ >\<—2, —1> = 0.

La 4iéme relation nous donne x = (X, A/2) en fonction de \ et les premiers
deur que A > 2. La troisieme relation peut étre écrite comme A = 0 ou b —
2r1 — 9 = 0, mais on vient de voir que le premier cas est exclu. Insérant
'expression pour x dans la troisiéme relation donne alors 5 — 2\ — A/2 =0 ou
A =2 et alors v = (2,1)1. Réciproquement, on vérifie également que \ = 2 et
x = (2,1)! wvérifient (KKT). Donc par le théoréme |2.1.1, (2,1)! est l'unique

2. Rappelons que dans (KKT) apparaissent seulement les gradients en z des contraintes actives en z. Un
domaine est dit qualifié en z ssi on obtient la méme conclusion en x en remplacant les contraintes non linéaires
gj(x) <0 par leurs linéarisées g;(z) := g(z) + Vf(z)(x —z) <O0.



solution optimale (on savait déja [’existence et unicité d’une solution, voir

1.5.9).

2.1.4. Exemple
Avec f strictement conveze sur S = R? et B € RP*? : ¢ € R? est solution
optimale de inf{f(z) :x € S :b— Bx <0} ssi IN € RY*P quec

A>0, Br—b>0, MBx—0b=0, Vf(x)=AB.

Dans le cas ou f est une forme quadratique comme dans le|1.2.4, la relation
Vf(x) = AB permet d’exprimer x en fonction de X\, et donc d’éliminer x du
systeme (KKT). Si f(x) = ha avec h € R un objectif linéaire, on devrait
trouver dans l’ensemble des solutions du systéme linéaire A\B = h (a p in-
connues et d équations) celles qui vérifient aussi les autres trois contraintes.
Une relation \; # 0 donnera une équation supplémentaire (Bx — b); = 0, ce
qui devrait permettre de calculer x (ou éventuellement [’ensemble des solutions

optimales).
Pour 'exemple numérique |1.5.9(a), d =2, p =4, et
1 2 [ 7]
—1 =2 —7
B = oo | b= 0 | h = [3,4].
0 1 | 0

Ici la condition de Slater (2.1) n’est pas valableﬂ Parmi les solutions [A1, Ao, A3, \y| B =

3. Ceci est lié au fait que 'on a transformé une contrainte d’égalité x1+2x9 = 7 en deux contraines d’inégalités.
Pour rectifier, on devrait choisir m = 1 et p = 2, avec A = [1,2],a = [7], S = {x € R? : Az = a}, g(z) =
(—x1, —x2)T, vérifiant Slater pour par exemple 7 = [1,3]7. Bien entendu, ici le systéme (K KT) prendra une
autre forme.



h on trouve par exemple celui ou Ao = Ay =0 et alors \y =2 #0, A3 =1#0,
ce qui implique que (Bx —b); =0 =x1+2x9 =7 et (Bx—b)3 =0 = x1 ou alors
= (0,7/2)1, ce qui vérifie les contraintes Bx —b >0, A > 0 et A(Bx —b) = 0.
Donc x = (0,7/2)1 est une solution optimale. En examinant les autres 5 choix
d’annulation de deuxr composantes de A\, on voit que cette solution optimale est
UNIQUE.

2.1.5. Exemple : retour a la régularisation [1.3.3
Avec vy > 0 et B une matrice inversible, considérons inf{||Bx —b||* : ||z||* —~ <
0}, ici f(z) = |Bx = b|*, Vf(z) = 2(Bx = b)'B, m = 0, g(z) = [lz|* — 7,
Vg(z) = 2z, et la condition de Slater est valable pour T = 0. Donc x est
solution optimale sst il existe A € R de sorte que

lz)|> =~y <0, ,A>0, X|z||?=~)=0, 2(Bx—5b"'B+2\x" =0.

La derniére relation peut étre écrite comme (BYB + M)z = B'b. Comme
BB + M\ est sdp pour A\ > 0, nous pouvons alors résoudre pour v =
v(N)= (BB + X)) 'B'b. Posons ¢(N\) = ||lz(N)|]?, une fonction qui s’avére
différentiable et strictement décroissante sur [0,00), et qui tend vers 0 pour
A — 00. Pour voir ceci, on notera (\j, v;) les éléments propres de BB, Aj >0,
et on exprimera B'b dans la base orthonormée des vecteurs propres de B! B,

d

d d
BTb:ZOJjUja CCO‘) :ZA&_T_U;\.’ ¢()\) :Z<)\ jé—jA-)Q.
j=1 j=1 / !

J=1

Nous devons distinguer 2 cas : si v > ¢(0) alors la contrainte g(x) < 0 n’est
pas active en X pour aucun X > 0, donc forcément X\ = 0 et z(0) = B~1b



est l'unique solution optimale (et la contrainte n’est pas active en x(0)). Si
par contre v < ¢(0) alors il existe un unique X > 0 avec ¢(N) = v et alors
g(x(N)) =0 (la contrainte est active en x(\)) ce qui implique que x(\) est une
solution optimale. L’ unicité provient de la convexité stricte de f.

2.1.6. Exercice :
En résolvant (K KT), résoudre le probléme d’optimisation convexe suivant :

min{—Zlog(ozieri) ; Z:I:Z- =1,z > O} o a; >0 pouri=1,...,n.
i=1 1=1

2.1.7. Exercice : Minimisation sur le simplexe unité
Soit

WA, ={xeR":Vi=1,...,n:2; >0, et inzl}
i=1

et f:R" — R conveze différentiable. Montrer qu’une condition necessaire et
suffisante pour que x € N\,, mintmase f sur A\, est qu’il existe un c € R de sorte
que

gi@) =c, Vi€ FE(x): gi () > c,

avec l'ensemble E(x) = {i € {1,...,n} : z; = 0} des indices des contraintes
actives.

Vi ¢ E(x) :

2.1.8. Exercice : objectif séparable
On se donne n fonctions dérivables f; : R — R et on considere le probleme

manimiser Y 5y fi(x;)
Z:; xi=1 Vy=1,..,.n:x2; >0



Montrer que si x est solution de ce probleme alors du € R tel que pour tout
17=1,....,n:

z; >0 = f;(ﬁ;) = K

T, = 0 = f;(ﬁ;) > [

Résoudre min{z} + 3z + 25 : 1 + x5 = 1,21, 29 > 0}.

2.1.9. Exercice : retour sur la maximisation de I’entropie
Résoudre le probléeme 1.1.13(d) en écrivant le systeme (K KT).

2.1.10. Exercice : Pour a € R", on considere la fonction f, définie sur C' =
{z e R": ||z]] < 1} par f.(z) = —log(1 — ||z||*) + (a, z).
(a) Montrer que f, est strictement convexe.

(b) On considere le probléme de minimisation suivant
1
(P,) min{fa(x) X € Ca}, avec Cy = {:13 e R": ||z|| < 5 et (a,z) < O}.

(b1) Résoudre (P,) pour a = 0.
(b2) On suppose a # 0 et on désigne par x la solution optimale de (P,).
Montrer que (a,x) < 0 et déterminer x. Conclusion pour a — 0 2

2.1.11. Exercice : Etant donné u = (w1, U9, - -+ ,u,)! € R™ , on cherche un
élément x = (x1, 9, -+ ,x,)) € R" vérifiant 1 < x9 < --- < x,, le plus proche
de u au sens de la norme euclidienne.

(a) Formaliser cette question comme un probleme de minimisation conveze.



(b) Décrire les conditions caractérisant ['unique solution x = (x{, 2o, - ,2,)

du probleme précédent.

(c) Résoudre dans le cas particulier de uw = (2,1,5,4)!.

2.1.12. Exercice : condition suffisante pour Slater

Pour notre probleme (C'P), supposons qu’il existe un point y réalisable pour
(CP) de sorte que l’ensemble des lignes de A et des gradients Vg;(y) des
contraintes actives en y (veut dire, pour tout j t.q. g;j(y) = 0) soient libres.
Déduire la condition de Slater.

Indication : considérer z = y + td avec Ad = 0, et Vg,(y)d = —1 pour toutes les
contraintes actives.

2.2 Théoremes de séparation

Pour démontrer notre théoreme nous avons besoin des deux théoremes sui-
vants.

2.2.1. Théoreme de séparation stricte
Soit C C R* un convexe fermé, ety € R1\ C. Alors 3¢ € R4 33 € R de
sorte queﬁ

VeeC: oz >8>y

Démonstration. Notons par I1(y) 1'élément le plus proche de y dans C, voir |[1.5.5,
Nous avons y € C' et alors II(y) # y. Posons ¢ = (II(y) — y)! /||I1(y) — y||, alors

4. Autrement dit, C' est un sous-ensemble d'un demi-espace qui ne contient pas y. On peut alors séparer C'
et y strictement par un hyperplan.



|¢|| =1 et, pour tout x € C,

o = ¢y + o((y) —y) + ¢z — (y))
B B (M(y) —y)" (x = (y))
= oy + [|T(y) — yll + 0 — g

et alors 8 > ¢y. O

> oy + [y) —yll = b

2.2.2. Théoreme de séparation faible
Soit C C R? un conveze, et y € R4\ Int(C). Alors 3¢ € R4\ {0} de sorte

quef’
Vee C: ox > oy.

Démonstration. Par hypothese sur 7, il existe une suite (y™) d’éléments de R?\
Clos(C') qui converge vers y. Sachant que Clos(C') est convexe, par le théoreme de
séparation forte nous trouvons pour tout n un ¢™ € R4 de sorte que

vz € Clos(C) :  ¢™a > ¢y,

Par conséquent, o™ £ 0 et, en divisant par sa norme, notus pouvons supposer que
|¢™]| = 1. Comme la boule d'unité dans R? est compacte, nous pouvons extraire
une sous-suite aussi nommée (¢™) qui tend vers ¢ € R™?. Pour tout € C, en
passant a la limite n — 00, nous obtenons bien l'inégalité désirée gx > ¢y. ]

2.2.3. Exercice : Séparation faible de deux convexes
Sorent C' et D deux ensembles convexes du R™ d’intersection vide.

5. Si de plus y appartient au bord de C alors I'hyperplan {z € R? : ¢ = ¢y} est dit hyperplan d’appui de
C en y.



(a) En considérant C' — D, montrer que C et D peuvent étre faiblement
séparés : Ip € R\ {0} de sorte Vo € CVy € D : oz > ¢y.

(b) Soit de plus D un sous-espace affine de la forme D = {Fu+g¢g:u € R"},
avec F' '€ R g e R". Conclure que
Ja e R"\ {0} tq. : Fla=0 VzeCa'z<ay.

2.2.4. Exercice : Lemme de Farkas
Soient A € R™" et b € R™. En se servant de ['exercice précédent, montrer
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme

Ar=b, x>0
ait une solution dans R™ est que
Yu = (ur,ug, -+, Uy) € R tel que uA >0 on ait ub > 0.
2.2.5. Exercice : Séparation stricte de deux convexes

Sotent C et D deux ensembles convexes du R™ d’intersection wvide.

(a) Si 0 & Clos(C — D), montrer que C' et D sont strictement séparés :
dp c R>"IB e R t.q. Ve € CVy € D : ¢z — ¢y > B > 0.

(b) Si de plus C est fermé et D compact, montrer que ces deux ensembles
sont strictement séparés.

(¢c) Montrer par un exemple que le résultat dans (b) peut devenir faux si D
n’est pas borné.

2.2.6. Exercice : Montrer qu’un convexe fermé C' est ['intersection de tous
les demi-espaces qui le contiennent.



2.3 Le Lagrangien

2.3.1. Définition du Lagrangien
Awvec les notations comme avant le|2.1.1, p > 1, et K .= {x e RP,x > 0}, K* :=
{INe RY>P. X\ >0}, on définit le Lagrangien

L:SxK'—R, L(x,\)=f(x)+ Ag(z).
On introduit le probleme dual de (P)
(D) sup{w(N) : A e K*}, w\) :=inf{L(x,\):x € S} € RU{—0o0}.

2.3.2. Rémarques sur le Lagrangien

(a) Pour tout A € K* fixé, la fonction x — L(xz, \) est une somme de fonc-
tions convezes. Donc le programme auziliaire inf{L(x,\) : = € S} est
un programme convexe. Ce programme auziliaire est bien plus simple a
résoudre car il nous restent que des contraintes affines d’éqgalité. Plus
précisément, d’apres|1.5.9(b),(c), ce probléme admet une solution opti-
male () ssi p t.q. Vo L(x(N),\) = pA (ici m > 1, pour m = 0 nous
obtenons V,L(x(\),\) =0).

(b) Pourtoutx € S fixé, la fonction A\ — —L(x, \) est affine et alors conveze,
et donc —w est convexe par|1.2.4(b). Par conséquent, inf{—w(\) : \ €
K*} = —sup{w(\) : A € K*}, ou encore le probleme (D), a un chan-
gement de signe pres, est un programme convexe. Encore une fois on a
des contraintes trés simples pour (D) mais, généralement, w n’est pas




différentiable...|

Le résultat suivant permet de comparer les valeurs optimales des problemes (P)

et (D).

2.3.3. Lemme de dualité
Pour tout v € R? réalisable pour (P) pour tout A € K* nous avons

Fla) > Lz, A) > wlN),
en particulier nous obtenons un saut de dualité opt(P) — opt(D) > 0.

Démonstration. Comme x est réalisable pour (P) et A réalisable pour (D), nous
avons Ag(x) < 0, et alors f(z) > f(x) + Ag(x) = L(x, A). L'inégalité L(x, ) >
w(A) provient de la définition de w(\). ]

Il serait intéressant d’identifier des classes de problemes ou le saut de dualité
vaut zéro, car ceci permettrait de trouver la valeur optimale (et parfois une solution

optimale) de (P) en résolvant (D), ce dernier ayant des contraintes bien plus simples,
voir [2.3.8(h).

2.3.4. Exemple : programme linéaire
(a) Soit (P) : inf{hx : b — Bx < 0} avec S = R, alors L(x,\) = ha + \(b —
Bzx) = (h — AB)x + Ab. Donc w(\) = —o00 si h — AB # 0, et w(A) = Ab
sinon. Par conséquent, nous obtenons le probleme dual
(D) :sup{Ab: X >0,h — AB =0}.

6. Donc notre théoreme KKT ne s’applique pas pour (D). En effet, 'optimisation convexe non différentiable
avec des notations comme des sous-gradients dépasse largement le cadre de ce cours.




(b) Soit (P) :inf{gx : Az = a,z >0}, ici S = {x € R": Ax = a}, L(z,)\) =
fr—Ax. Siw(\) > —oo alors x(\) est caractérisé par : . f— X = pA,
et donc w(\) = (f — N)x = pAx = pa, donc le probleme dual prend la
forme (D) : sup{pa : f — pA > 0}. En comparant avec la partie (a), a
une transposée et un changement de signe pres, le dual du dual est le
primal.

2.3.5. Exemple : un programme quadratique

Revenons a lexemple [1.2.5 (P) : inf{||z||* : x € S = R? g(z) = 5 — 2x1 —
zy < 0}, Iei L(xz,\) = 23 + 25 + A5 — 221 — x9), et alors V,L(z,\) = 0 =
(221 — 2N, 229 — N), donc z(\) = (N, N\/2)L, qui est d’ailleurs réalisable pour (P)
seulement pour X\ > 2. Nous obtenons w(\) = L(z(A),\) = =2(A —2)2 4+ 5, et
donc le programme dual (D) = sup{—2(A—2)?+5: X € [0,+00)} avec solution

optimale A\ = 2, v = 2(2) = (2,1)!, et un saut de dualité qui vaut zéro.

2.3.6. Exemple qui ne vérifie pas la condition (2.1)) de Slater.

Considérons inf{f(z) = (x +1)* : z € S = R,g(x) < 0}, avec g(z) = x*
six < 0 et glr) =0 pour x > 0. Notons que g(xz) < 0 ssi x € [0,+00).
On vérifie que g est bien continument différentiable et que dans le cas x > 0
nous avons V,f(x,\) = 2(x + 1) = 0 n'admettant pas de solution. Par contre,
pour x < 0 [’équation V,f(x,\) = 2(x + 1) + 2 x = 0 admet la solution
r(A) = —1/(1 + X), avec w(\) = L(x(N),\) = A/(1 + X), donnant lieu au
probléme dual (D) : sup{\/(1 + ) : A € [0,+00)}, sans solution optimale dans
0, +00). Néanmoins, les deux valeurs optimales sont bien les mémes.




2.3.7. Définition d’un point-col
Le couple (z,\) est dit point-col si (x,A\) € S x K*, et

Vee SVAe K*: L(x,\) > L(z,\) > L(z, \).

2.3.8. Lemme : Caractérisation d’un point-col

(a) Le couple (z,\) est point-col ssi il vérifie le systeme (KKT) introduit
dans |2.1.1) (avec \ remplacé par \).

(b) Si L admet un point-col (x,\), alors x est solution optimale de (P) et \
est solution optimale de (D), avec un saut de dualité qui vaut 0.

(c) Réciproquement, si x est réalisable pour (P) et \ est réalisable pour (D)
avec f(x) = w(x) alors le couple (x,\) est un point-col.

Démonstration. Pour démontrer (a), soit (z, A) un point-col, alors z € S, et A €
K*. Par définition de K*, th € K*si A € K* et t € |0,400). Par conséquent,

Vi €0, +00)VA € K*: Lz, t\) = f(z) +thg(z) < L(x, )

par définition d'un point-col. En faisant tendre ¢ — oo, nous concluons que, pour
tout A € K* nous avons Ag(z) < 0, et alors g(x) < 0, ce qui donne les deux
premieres relations de (K K'T'). En prenant t = 0, nous avons également L(z,0) —
L(z,A\) < 0 et alors Ag(x) > 0, ce qui donne la troisieme relation de (K KT).
La quatrieme relation provient du fait que L(x,A) > L(x,\) pour tout x € S,
autrement dit, le programme auxiliaire définissant w(A) admet x comme solution
optimale. Il reste a appliquer [1.5.2(c) pour le cas m = 0 sans contraintes, et [1.5.2(b)
pour le cas m > 0 de contraintes affines d’égalité.




Réciproquement, supposons que (x, \) vérifie (K KT) (avec A remplacé par A). Il
en suit que x € S et A € K* de plus, g(x) < 0. Alors la troisieme relation de
(KKT)donne L(z, \) = f(z) > f(x)+Ag(z) = L(z, \) pour tout A € K*. Aussi,
la quatrieme relation de (K K'T') nous dit que z est solution optimale du probleme
auxiliaire associé a w(A), et alors L(x, A\) > L(x, A) pour tout z € S. Donc (z, A)
est un point-col.

Pour démontrer (b), soit (x, A) un point-col, z est alors réalisable pour (P), et A est
réalisable pour (D) selon les premieres deux relations de (K KT'). Les deux autres
nous disent que

flz) = f(z) + Ag(z) = Lz, A) = w().
Donc d’apres le lemme de dualité 2.3.3, pour tout x réalisable pour (P) pour tout
A réalisable pour (D)

fla) = L(z,A) = L(z, A) = w(d) = w(}),

et la partie (b) en découle.
Finalement, pour démontrer (c), rappelons que, par le lemme de dualité 2.3.3] et par
'hypothese de la partie (c)

inf L(z,A) = w(}) = L(z,A) > f(z) =w(d).

resS

Nous avons donc égalité partout, ce qui implique que Ag(z) = 0. Comme g(z) < 0,
on en déduit que

vaie K': L(z,A) — L(z,\) = (A= Nglx) = —Ag(z) > 0,

et alors (z, \) est un point-col. (]



2.3.9. Le théoreme KKT reformulé
Sous les hypothéses du théoreme |2.1.1|, x est solution optimale de (P) ssi I\
de sorte que (z, \) est un point-col.

Démonstration. L'implication "<=" a été démontré déja dans le lemme [2.3.8(b).
L’autre implication est naturellement plus difficile car il nous faut construire ce
vecteur A, a l'aide de la condition (2.1)) de Slater, et des théoremes de séparation.
Soit x une solution optimale de (P), et posons

M:{E} ceRxRV:dzre Stq. f(m)gr,g(z)—l—z<0},
N:{[i eRxRp;zgf@),gzo}.

Nous allons couper la preuve en 9 parties.

(a) M.q. N — M est convexe : Notons que N est un polyedre et donc convexe,
voir [1.2.2, D’apres [1.2.1(g) appliqué a N — M = N + (—) M, il suffit alors de

montrer que M est convexe. Soient |’! Tz] € M et t e|0,1], cest-a-dire,

' | 29
il existent x1, 29 € S t.q. f(z;) <rjet —g(x;) —2; > 0 pour j = 1,2. Alors
r =tx; + (1 —t)xs € S par convexité de S, voir [1.2.1(d). Aussi,

flo) <tf(x1))+ (1 —t)z) <tri+ (1 —t)ro=:7r
par convexité de f, et pour z :=tz; + (1 — t)2y
—g(2)—z = (—g(a?)+tg(a:1)+(1—t)g(xg))+t<—g(m1)—z1)+(1—t)(—g(xg)—22> > ()

car les trois expressions entre parentheses sont > 0 par convexité des compo-
santes de g et par définition de M. Donc [ﬂ € M, et M est convexe.




(b) M.q. 0 & Int(N — M) : sinon, Je > 0 t.q. {8} e N — M, ce qui veut dire que
dr e Sar,z,r,zavecr < f(z), 2 >0, —g(x) — 2z > 0, f(x) < r et avec
r—r=c¢cet z— z=0. Par conséquent,

f@)+e=fla)+r—r<r<flz), —gl)=-gx)-2+220,

c’est-a~dire, x est réalisable pour (P), avec f(x) < f(z), en contradiction avec
I'optimalité de z.

(¢) Appliquons le théoréme [2.2.2| de séparation faible séparant le point 0 € R
et le convexe N — M : sachant que [ _f (x)} € M pour tout x € S alors

g(z)
3¢ = [y, A] € R ¢ £ 0, t.q.

r—f(z)

(¥) Vo €SVr< flz)¥z =0 (b{g(x)Jrz

(d) Montrons que A > 0 : il suffit de remplacer dans (x) la quantité z > 0 par
tz avec t € [0,400) et z > 0, et de faire tendre ¢ — oo, ce qui donne que
Az > 0 pour tout z > 0, et alors A > 0.

(e) Montrons que v < 0 : il suffit de faire tendre r — —oo dans (x).

(f) Montrons que v # 0 : sinon, v = 0 et alors A # 0 par (¢) ce qui implique qu’il
existe un y € R? t.q. Ay > 0. Avec x comme dans la condition (2.1]) de Slater,
posons z = 0 et x = T dans (x), alors Ag(x) > 0. Pour € > 0 suffisament petit,

2.1)) implique que g(7)+ey < 0, mais \(¢(Z)+ey) = A\g(Z)+ely > ey > 0,
en contradiction avec la partie (d)

} = y(r—f(z))+A(z+g(x)) > ¢0 = 0.



(g) Posons A := —\/~v, alors A € K* par (d)—(f). En posant r = f(z) dans (x),
nous concluons que f(z) — f(x) < A(z+g(x)) pour tout x € S et z > 0. En
posant z = —g(z) nous concluons que L(x, A) > L(z, \) pour tout x € S et,
en posant z = 0 et x = z, que Ag(z) > 0.

(h) M.q. Ag(z) = 0 : comme z est réalisable pour (P) par hypothese et A € K*,
nous obtenons Ag(z) < 0, et pour conclure il suffit de combiner avec la derniere
inégalité de la partie (g).

(j) Concluons que (x,A) est un point-col : il suffit d’appliquer (h) et d’observer
que, pour tout A € K*

L(z,A) — L(z, A) = (A = Mg(z) = —Ag(z) = 0.

Une combinaison de [2.3.9 avec [2.3.8(a) donne une preuve du théoreme 2.1.1} de

Karush, Kuhn et Tucker.

2.3.10. Retour a ’exemple [2.3.6|
Dans cet exemple, il existe une solution optimale x = 0 de (P), avec valeur
optimale f(x) = 1. Aussi, 1 est une valeur optimale du probléeme (D), mais il
n’existe pas une solution optimale de (D), et donc, par le lemme|2.3.8(b), nous
n’avons pas un point-col. Ceci n’est pas en contradiction avec le théoreme|2.5.9Y
car, pour cet exemple, la condition de Slater faisant partie des hypotheses du
théoreme |2.1.1] n’était pas satisfaite. Cherchons a comprendre a quel endroit
la preuve du théoreme [2.5.9 cesse d’étre wvalable. Comme dans cet exemple




d=p=1,m =0, les ensembles M et N sont des sous-ensembles converes du
R?, que l'on peut tracer. Introduisons la courbe paramétrée

o R R?, oﬁm::[_;z)]:<

alors on vérifie que

y

] ) -
<IJ61) stx <0
i .

(x_—;%) six >0

M=cR)—U, N=07(0)+U,

avec l'orthant U = (—o00,0] x [0,400). Un petit dessin montre que N — M =
g(0) —o(R)4+U C R x[0,00) est un ensemble fermé, que 0 appartient au bord
de N — M, et que le bord de N — M dans un voisinage de [’origine est donné
par une partie de o(0) — o(R). Comme o'(0) = [1,0]1 existe, tout plan séparant
l'origine de N — M est forcement un plan d’appui en 0, avec une normale
¢ € RY2 orthogonale ¢ o'(0), et donc v = 0, en contradiction avec la partie

(f) de la preuve.

2.3.11. Exercice : Nous souhaitons montrer que le saut de dualité entre les
(b) vaut zéro. On suppose que le pro-
gramme (P) admet une solution optimale x, et que 5 < fzx.

(a) En se servant du Lemme de Farkas|2.2.)

deux programmes linéaires dans le

et un g € RY™™ de sorte que

—pA+~f =0,

2.3

. montrer qu’il existe un v € R

—pa + 8 < 0.



(b) En multipliant par x, vérifier que v > 0, et que 'on peut choisir v = 1.
(c) Conclure.

2.3.12. Exercice :
Considérons le probleme quadratique

. 1 1

avec Ao sdp d’ordre n, Ay, ..., A, ssdp d’ordre n, by, ...,b,, € R", et cq,...,c,, €
R. Notre but est de démontrer que si A est une solution optimale du probleme
dual (D) alors x(A) (qui minimise x — L(x, A) sur R") est l'unique solution
optimale de (P), avec un saut de dualité qui vaut 0.

(a) Ecrire le probléme dual (D) et vérifier que
1
VA>0: w\) = Lz\),\) = c()\)—§b()\)TA()\)_1b(>\), (A) = —AN) (),
avec A(N) = Ag+ MAL+ ... + M\pAn, b)) = by + Aiby + ... + A\pb, et
c(N) = A1+ .+ e
(b) Pour M, N des matrices d’ordre n, M inversible, et t € R, vérifier que
d d
a(M +tN)(0) = N, a(M +tN) 1 0)=-M'NM .

En déduire que, dans un voisinage de [’orthant positif, w admet des
dérivéees partielles, avec valeur

ow
SL) = g5 0)




(N.B. : généralement, 'objectif w du probleme (D) n’est pas différentiable).

(c) Vérifier que A est une solution optimale de notre (D) ssi

ow ow
L — < — = (.

=1
v 29X,

Conclure.



Chapitre 3

Algorithmes
d’optimisation sans
contraintes

Dans la suite de ce cours on s’'intéressera a comment approcher numeériquement la
valeur optimale (et éventuellement une solution optimale) d'un probleme d’optimi-
sation convexe. On commencera par traiter le cas d'un programme sans contraintes

(P): inf{f(z):z € R%.



Pour pouvoir analyser la convergence de notre algorithme, il sera utile de supposer
les propriétés suivantes

(H1) f est convexe de classe C*(RY) ;
(H2) lensemble de nivean C(2V) = {z ¢ R?: f(z) < f(2)} est compact
(H3) f est elliptique : Im > 0 t.q. Vo € O(2V) Vo € R? : 0T V2 f(z)v > moTv.

Rappelons que les hypotheses (H1), (H2) assurent I'existence d'une solution opti-
male, et (H3) la convexité stricte de f et donc I'unicité de cette solution optimale,
notée par x.

Les hypotheéses (H1), (H2) assurent aussi que x — [|[V2f(z)]| est continue, et

alors
IM > 0 t.q. Vo € C(x) vo € R : oTV2f(z)v < MoTv. (3.1)

Rappelons du|1.5.2(c) que x est 'unique solution du systeme V f(x) = 0 a d incon-
nues et d équations non linéaires. Plus généralement, le résultat suivant montre que
|V f(x)]| "petit” signifie que f(x) est "proche” de la valeur optimale f(zx).

3.0.1. Exercice
En s’inspirant de la prewve du |3.1.9, montrer que, sous les hypotheses

(H1),(H2),(H3),

V@I S o g s IS@IF

2m 2M
3.0.2. Exercice : Soit f elliptique dans R?

Im t.q. Yo € Rz € RY . ! V2f(x)v > m|v||*.

vz € C(z?) :

En déduire que C(y) est compact pour tout y € R,



3.1 Algorithmes de descente

Nous cherchons & construire une suite ((zt))); € R? que I'on souhaite faire
converger vers une solution optimale de (C'P), par minimisation successive d'une
fonction a une variable réelle. A I'étape j on dispose de 2U) et on cherche & construire
une direction d¥) ainsi quun nouvel itéré V) = 20 1¢.dV) avec t; € [0, +00)
déduit par minimisation

t; =argmin{q;(t) : t € [0,+00)}, q;(t) = f(aV) +td").

Pour s’assurer que les valeurs f(zU)) decrmssent la direction d( J) est construite de
sorte que la dérivée directionnelle vérifie f/(zV); dV)) = V f(2))dV) = q;(0) <0,

et ¢;(0) = 0 ssi 2U) est une solution optimale.

3.1.1. Lemme : monotonie des valeurs
Si q;_1(0) < 0 alors g;—1(0) = F(@U=1) > q;(0) = f(2Y), en particulier zV) €
C(z).

Le lemme [3.1.1) nous dit que la suite de valeurs (f(2/))); est décroissante, et
bornée car incluse dans le compact C(z\?)) par (H1), par conséquent elle converge.
Cependant, pour relier la limite avec la valeur optimale de (C'P), il faudra savoir
plus sur 1es directions dV),

Si Vf(xW) #£ 0, parmi toutes les directions dV) de longueur fixe ||V f(xU)|| c’est
la transposee du gradient dV¥) = -V f ( ) qui minimise la dérivée directionnelle
1! (ZC(j ). U ) Cette direction donne lieu a la méthode de la plus forte descente, aussi
appelée méthode de Cauchy:.




3.1.2. Methode de la plus forte descente=Méthode de Cauchy
Posons dY) —Vf( ) pour tout j, alors 9) est une solution optimale de
(C'P) ssiq;(0) =0. Si on exclut ce cas pour tout j, alors

(a) Sous les hypothéses (H1) et (H2) : Vf(zY)) = 0 pour j — oo.

(b) Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3) : (x)); converge vers l'unique
solution z de (C'P).

(¢c) Pour tout j > 0

(£ = f@)) < (1= ) (/) = f@).

Structure de la preuve :

1. on calcule ¢j(t), ¢;(0), ¢j (1) ;
2. par TAF pour q}- on montre que t; > 1/M ;

3. par Taylor pour ¢; en 1/M on montre que ‘QM < ( ) f(:l:’(jﬂ));

4. par une somme télescopique on déduit que ¢;(0) — 0 et alors V f (V) — 0
et 2V — Z;

4,(0)]
2m

> f(zU)) —

5. en minorant f par une forme quadratique, on montre que
f(z);

6. ...et on conclut.



Démonstration. En utilisant le [1.4.3] nous obtenons les derivées

qxw=:—VquUVf@ﬁ>—tVf@NUf»

710 =~V £ .

4 (t) = =V ")V f @ =tV @)V faD)
Montrons dans un premier temps que t; > 1/M. Par TAF pour ¢, il existe un
n € [0,1] de sorte que 0 = ¢;(t;) = qJ(O) -+ tqu’(nt) < ¢(0) + t;M|q;(0)] en
utilisant (3. 1 et le falt que 29, x0) 4+ ¢,dV) € C(x?) et que donc par convexité

)+ nt,dV) € O(x). Comme q;(0) < O ceci implique que t; > 1/M.

Nous en déduisons que V) + (1/M)dY) € C(2")) et alors par Taylor il existe
n' € [0, 1] de sorte que

| 1 qin'3) 1 |4;(0)]
4ity) < ¢5(57) = 4(0) + g;(0) 37 + = 2M 7 < 4(0) = =7

ou dans la derniere étape on a de nouveau appliqué (3.1]). Ceci implique que

VS )P
oM

< flaV) = faU) < f(z9) — f(a). (3.2)

D’apres le lemme 3.1.1] la suite des valeurs (f(x1))); est décroissante et bornée, et
donc convergeante avec limite F', ce qui avec (3.3)) implique que

k—1 HQ k—1

HVf

J=0 =0

(f(z9) = f(zU)) < f(2O) = F < co.

| M



Ceci implique que V f (:lz(j ) — 0 pour j — oo ce qui démontre la partle (a).
D’apres le lemme 3.1.1] 1a suite (z1)); reste dans le compact C(z")), et tout point
d’accumulation x vérifie forcément V f(z) = 0. La convexité stricte découlant de
(H3) implique alors que (z)); admet la limite 2 qui est I'unique solution optimale
de (C'P), ce qui démontre la partie (b).

Pour une preuve de (c), rappelons que pour tout z,y € C(x")) nous avons par (H3)

1

Fy) = fl2) +Vf(z)y —2)+ 5y - o) VA f(a+0"(y — 2))(y — )

> @)+ V@) — )+ S ly - l” = hly).

Notons que le minimum de h pour y € R? est atteint pour § = 2 — -V f(z)" (mais
on ne sait pas si ce i appartient a C(2?))). Par conséquent,

2
f(£> = inf f(y) > Inf h(y) > inf h( ) h@’) _ f(il?) . HVf(:C)H
yEC(:z:(O)) yEC(;[;(O)) yeRY M

)

et alors pour z = zU)

IV f (@)

2m

< faV) = fla).
On déduit de cette derniere inégalité et de (3.2) que

||Vf2<]:\c;>>\!2 . (1_%) (F)~ f(2)).

[]

0 < f(zU) = flz) < faV) = fz)—



On déduit alors la convergence (f(a:(j)) —f@)) < (1_%)j (f(a:(O)) _f@)) N

0 avec un taux géométrique (1 —m /M) mais proche de 1 car généralement m < M
(sauf si le Hessien V2 f () est proche de l'identité). Cette convergence lente s’explique
par un comportement Zigzag: deux directions consécutives sont orthogonales car
(dUNT U+ = qi(t;) = 0.

En dimension d = 2, on peut s'imaginer f(x) comme la hauteur d’'une montagne
(convexe) au point x dont on cherche a rejoindre la vallée x. A 'étape j, si zU)
n’est pas encore une solution optimale de (C'P), on se tourne et poursuit son trajet
sur la demi-droite partant de 9 dans la direction de la plus forte descente d\)
(qui est orthogonale & la courbe de niveau {z : f(x) = f(2U)}). On s'arréte au
point le plus bas U+ sur cette demi-droite (la démi-droite est tangentz & la courbe
de niveau {z : f(z) = f(zV*)N)}). Par deux petits dessins pour f(z) = ||| et
f(x) = 2% + 10023 on se rend facilement compte que le comportement Zigzag peut
nuire & la vitesse de convergence. ||

La moralité de ces observations est que, pour trouver une bonne direction y € R?
partant de z € RY, il vaut mieux de ne pas linéariser f mais plutot I'approcher par
une forme quadratique

flo+y) = f@)+V @y + 5 Wy

(&) — SV @WY (@) + Sy + WIS @)Wy + WV ()

1. Une facon de remédier & ce comportement Zigzag est de choisir comme direction d) une combinaison
linéaire appropriée de d¥=1 et V f(zU)T (ou alors de d¥,...,dV=1 et V f(2U))T), donnant lieu & des algorithmes
CG(2) et CG non-linéaires. Ces algorithmes ne seront pas discutés dans ce cours, pour des formes quadratiques
voir le cours ’ANAC2.



https://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_gradient_method#/media/File:Conjugate_gradient_illustration.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/Nonlinear_conjugate_gradient_method

ot W est sdp, et plus précisement une approximation de I'inverse du Hessien V? f(x).
Dans ce cas, le second membre est minimum pour y € R ssi y = —WV f(x)!.
Rappelons qu'une matrice W est sdp ssi elle admet une décomposition de Cholesky

W = VV?! avec V inversible.

3.1.3. Méthode de quasi-Newton
Posons dU) = —Wij(ZC(j))T pour tout j, avec W; = VjV]T sdp de sorte que

PAYA v’ .
(H3) . 3m, M >0tq.¥j > 09z € CaO)yy e R m < V¥ T‘yﬂg@(%y) < M.

Alors £U) est une solution optimale de (C'P) ssi ¢;(0) = 0. Si on exclut ce cas
pour tout j, alors, sous les hypotheéses (H1), (H2) et (H3') :

(a) Vf(xW) = 0 pour j — oo, et (xV)); converge vers l'unique solution z de
(CP).

(b) Pour tout j > 0

(£ ) = f@) < (1= ) (£a9) - f@).
Démonstration. En utilisant le |1.4.3| nous obtenons les derivées

¢i(t) = =V f(aV YW,V f(2U —tWNf@:@)T),
¢;(0) = =V f(z))W;V f(a' )=—|\Vf< DMV, |
¢/(t) = =V W,V f (D) — W,V f(a) YW,V f (a0

Montrons dans un premier temps que t; > 1 /M Par TAF pour q}, il existe un
n € |0, 1] de sorte que 0 = ¢(¢;) = ¢(0) + t;47 (nt;) < ¢5(0) +t,M|q.(0)|, ot dans




inégalité on a utilisé (H 3') et le fait que V), 2V +¢.dV) € C(z\")) et donc par
convexité z\) + nt,dV) € C( ). Comme q](O) < 0, ceci implique que t; > 1/M.
Nous en déduisons que z) + (1/M)dY) € C (:13(0)), et alors, par Taylor, il existe
n' € [0,1] de sorte que

| 1 qin'5) 1 |4;(0)]
4ity) < a5(57) = 4(0) + g;(0) 37 + = 2M 7 < 4(0) = =7

ou dans la derniere étape on a de nouveau appliqué (H3'). Ceci implique que

|4;(0)]

oy = 1) = fU) < V) - fz). (3.3)

D’apres le lemme 3.1.1] la suite des valeurs (f(x\))); est décroissante et bornée, et
donc convergeante avec limite F', ce qui avec (13.3|) implique que

S ACLIE S N
j < ' (f(CL’(])> _ f(x(ﬁl)) < f(g;(o)) — F < 0.

Ceci implique que ¢;(0) — 0 pour j — oo. Par hypotheses (H1), (H2), le Hessien
\Y& f est borné en norme sur le compact C' (x(o)) par une constante ¢ > 0, et alors

VD) < —IIVVf( P = —IQ;/(O)\—>0

par (H3'). Finalement, d’apres le lemme 3.1.1} la suite (z\/)); reste dans le compact
C(z\"), et tout point d’accumulation x Vérlﬁe forcément V f(x) = 0. La convexité
stricte découlant de (H3') implique alors que (1)) ; admet la limite £ qui est 'unique




solution optimale de (C'P), ce qui démontre la partie (a).
Pour une preuve de (b), rappelons que pour tout z,y € C(x") nous avons par
(H3)

1

fly) 2 fl@)+ Via)ly —2)+ 5y - 2)' Vi f(z + 1"y — 2)(y - )

> @)+ Vf(@)ly—2)+ IV — 2 = hiy)

. . . ~ 1
Notons que le minimum de h pour y € R? est atteint pour § = = — EVJ-V]-TV f(x)!
(mais on ne sait pas si ce § appartient a C(z("))). Par conséquent,

, , , V f(z)V;]]?
fw) = i @)= inf hly) > inf Aly) =) = @) — LI
yeC(2(0) yeC(z(0) ycRd 2m
et alors pour z = z\)
/
DO < 1) - fia)
2m
On déduit de cette derniere inégalité et de (3.3]) que
| | 2(0)] m .
< f(UHD)Y _ < £l 0y _ GO _ o om G)y _ |
0< [l = fl2) < f@D) = fla) - e < (1= 1) (F9) - fl)
[]

Notons que la méthode [3.1.2] de Cauchy est aussi une méthode de quasi-Newton
avec W; = V; = I pour tout j, ici 'hypothese (H3') se réduit a (H3) et (3.1)).
D’ailleurs, la preuve du 3.1.2] est obtenue de celle du3.1.3 en posant W; =V, = I.
Le [3.1.3 et sa preuve nous permet de donner I'algorithme avec une condition d’arret
et d’affirmer que I'algorithme s’arrete.




3.1.4. Algorithme de quasi-Newton

En entrée : 70 e R? quec (H1), tolérance € > 0, suite de matrices W; sdp.
Algo : Pour 3 =0,1, ...

poser qi(t) = f(z\) — tW WV f(xU)T)

calculer ¢5(0) = ~Vf(aW;V f(2U)T

arrét si |q;(0)] < e

minimaisation : trouver t; = arg m1nt>0 q;(t)

poser :U(]“) rU) — ¢ WVf( N
En sortie : 29 quec f(zV) < min,cpa f(2) + 55

Le cas particulier le plus important inclus dans 3.1.3| est W, = \V& f (x(j))_1
donnant lieu a la formule

20D = 200 ¢ W2 f (2N (U ¢, =arg min g;(t).

t€]0,400)

Cette formule avec t; = 1 pour tout j est connue comme la méthode de Newton
pour résoudre le systéme non linéaire Vf(x)! = 0, mais I'exemple évoqué dans
'exercice 3.1.9 montre que le choix de notre ¢; est essentiel : en prenant ¢; = 1 pour
tout j on peut observer divergence pour z¥ loin de z = 0.

3.1.5. Remarques sur la convergence pour la direction de Newton
W= V2 f(z)~!
En supposant que f € C? avec Hessien V2 f(x) sdp pour tout x € R?, la quantité

TAve
Vif(z)y
M, = sup max
! zr.xleC (2l )yeRd yTv2f< )




est finie par conpacité de C(zV)). Par conséquent, (H3') est valable pour W, =
V2f(2U) 71 en prenant m = 1/My et M = M,. Comme f(2V)) = f(z), les
ensembles C(m(j)) sont des voisinages de plus en plus petits de x, et donc M; —
0 pour 7 — oo. Une légere modification de la preuve du |3.1.5 donne

(1)~ f@)) < (1= 17) (1) - @),

¢’est-a-dire, la convergence est plus rapide que géométrique. En effet, si f € C?,
alors on peut montrer qu’il existe un L > 0 de sorte que

(£ - f@) < L(Fa) - f@) )

on obtient alors convergence quadratique : si x\9) est déja si proche de x de
sorte que €; .= L(f(zV9)) — f(z)) est petit, alors ;11 < €7 est bien plus petit (on
double des chiffres significatifs de l'erreur aprés la virgule).

Mentionnons sans étude de convergence deux autres méthodes de quasi-Newton.

3.1.6. La direction de Newton simplifiée

Comme pour des larges dimensions il peut étre assez couteux d’évaluer ['tnverse
du Hessien a chaque itération, on peut s‘imaginer avec p > 0 un entier une
vartante de la forme :

V2F(2UN)71 sij est un multiple de p,
Wi SINOon.

dV) = —WV f(aV), W = {

On peut montrer que ['on obtient un comportement de convergence similaire
maais ralenti par rapport a|3.1.5.




3.1.7. La méthode BFGS
Ict la matrice W; est calculée récursivement par

1 yIWy 1
yT's (yTs)2 yTs [S Wy]T
__1 O ) J )
yl's
avec s = V) — 2U) = Vf(2UNT = f(2UNT. Une preuve de convergence
n'est pas triviale, on renvoie le lecteur sur [M]. Ici les matrices W; sont spd
et Wiy = s (la propriété essentielle de BFGS car elle fait le lien entre W
et inverse du Hessien V?f), mais généralement [’hypothése (H3') n’est pas
valable.

Wy = [, Wj+1 = Wj -+ [S, ij]

Dans l'exercice suivant on aborde des choix alternatifs pour notre pas ;.

3.1.8. Exercice
Peut-on assurer convergence si on choisit dans (3.1.2)) ou (3.1.3) le pas t; (non
unique) de sorte que

qj(t;) > =(g;(0) + min g;(?)? (3.4)

t€]0,400)

DO | —

Et si on limite le pas en se donnant 8> 1/M et

t:; = arg min q;(t
J gte[o,ﬂ] %()

pour tout j ¢



3.1.9. Exercice

Considérons la fonction univariée f(x) = log(cosh(x)). Vérifier que le minimum
de f sur R est atteint en x = 0, et que les hypotheses (H1),(H?2),(H3),(H3)
pour Wi = 1/ f"(zV)) sont valables. Vérifier également que la méthode de New-
ton (ou t; =1 pour tout j) ne converge pas forcément.

3.1.10. Exercice : Conditionnement des ensembles de niveau
On définit la largeur d’un convexe C' C R" dans la direction q, ||q|| = 1 par

W(C,q) =supq’ z — inf ¢’ 2.
zeC zeC

La largeur minimale et la largeur maximale de C' sont définies par

Wpin = Inf W(C,q), wmax =sup W(C, q),

lq||=1 Il

et le conditionnement du convexe C' est donné par

Il mesure 'excentricité de ’ensemble (petit si [’ensemble est presque sphérique,
grand si l’ensemble est plus large dans certaines directions que d’autres).

(a) Soit & = {x : (v — x20)l A7 2 — 20) < 1} avec A sdp. Calculer son
conditionnement.

(b) On définit les sous-ensembles de niveau de f fonction elliptique par

Co={z: flx)<a} avee flz) < a < f(=0).



Le conditionnement de ces ensembles est relie a la vitesse de conver-

gence des méthodes itératives de descente. Nous allons donner une borne
supérteure de ce conditionnement.

(b1) Comparons C a des boules. Montrer que C,, vérifie By C C, C Bpax,
avec

Buin = B (:c <2<O‘ ;\j@)) 1/2) , B =B <(g;, (2(04 —mf@))) 1/2>

(b2) Montrer que alors cond(C,) < L.

3.1.11. Exercice : direction de la plus forte descente dans la norme
61

On considere une méthode itérative ou la direction (normalisée) a chaque étape
est donnée par

dn(z) = argmin {V f(z) v, [v]:i<1}

et on prend comme direction d(x) =|| Vf(z) || dn(x).
1. Déterminer d(x).

2. On considere la méthode itérative

2 * ) = 2 4B g (20 gvec ) = argrgiglf(x(k) +td(z™)).

Montrer la convergence de la méthode sous les conditions habituelles pour

f.



3. Expliciter cet algorithme appliqué au probleme suivant

min 3 MA /& = DMD |1,
ij=1

avec D matrice diagonale et M = (M; ;) € R™" Suggestion : considérer
le changement de variables x; = 2log d;.

3.1.12. Exercice : Critere d’arrét pour la méthode de Newton
Soit

f(x +v) = f(z)+ Vf(x)v+ %UTVQf(x)v

Uapproximation quadratique de f au voisinage de x. On pose dy(xr) =
—V2f(2) 'V f(z)! la direction de Newton et \*(x) = Vf(z)V2f(z) 'V f(z)!.
En calculant f(x) — inf, f(y), montrer qu'un critére d’arrét possible pour la
méthode de Newton est \*(z)/2 < e.

3.1.13. Exercice : Méthode de Fletcher-Reeves
On considere [’algorithme sutvant :

Initialisations : 29 donné, dy = =V f(z?) ;
FEtape k
choisir A\, minimisant f(z™® + \dj,)
poser xF D = 2B 4\, d,
définir dypsy = =V f(2% D)) + Bidy., avec By, = ||V f(a* )12 /|| V f(2*)]|?

test d’arrét : si vérifié alors FIN.



Veérifier que si | est quadratique c’est la méthode du gradient conjugué. Il s’agit
donc d’une extension du gradient conjugué a des fonctions quelconques.

3.1.14. Exercice : Méthodes de quasi-Newton

Les méthodes de quasi-Newton sont définies par une formule itérative du type
2 * D = 20 N HL Y f(2™)) avee (3.5)

f(z™ + \dy.) dans la direction

— M\ choisi de fagn a minimiser g(\)

dp = —HpV f(z®) ;

— H;. une suite de matrices qui approchent [inverse du Hessien.
On va considérer le choix particulier suivant pour ces matrices :

Hy matrice symétrique quelconque
Hy1 = Hi + Ay,

avec A une correction de rang 1, A\, = Ozkukug choisie de sorte que
Hyn [V f (")) = V f(@W)] = a0+ — 2,

(a) Montrer que Yk Hy, est symétrique.
(b) Obtenir la formule explicite pour le calcul de Hyyq :

(0 — Hyyi) (0 — Heye)'
H = H; + 3.0

avec 6, = 2W D) — b)) et 4y = Vf(2*+D)) — ¥ f(2).



~

(c) Soit Hy = BBi, et considérons le changement de variables x = ¢(T) =
BiZ, f(Z) = f(z) = f(BT). Vérifier que si z¥) = (%)) alors 21 =
o(Z* 1)), avec THTY obtenu par une itération de la méthode de Cauchy
pour ]? partant de ).

(d) Soit f wune fonction quadratique avec Hessien A défini positif. On
consideére une suite de points 0,z = 20 4§, .. 2" = 0=V 5
avec {(2}?:_01 des directions linéairement indépendantes. Montrer que la
sutte des matrices Hj obtenues par (3.6) converge en au plus n étapes
vers la matrice A™'.

3.2 La recherche linéaire

Les algorithmes abordés dans le chapitre précédent nécessitent a chaque itération
de minimiser (de maniere exacte) la fonction dune variable réelle ¢;(t) = f(ax\) +
tdY)) sur [0, 4+00) sachant que ¢;(0) < 0. Ceci revient a chercher un zéro de la
fonction ¢’.

On pourrait s'imaginer d’appliquer une méthode de dichotomie pour approcher un
zéro de q}7 il reste alors a spécifier une condition d’arrét pour assurer par exemple
3.4). Ceci nécessite 1'évaluation répétée de q;-. Nous discutons ici une autre ap-
proche : la recherche linéaire de Goldstein nécessite seulement d’évaluer ¢;(0) et
quelques valeurs de g; pour chaque 7, ce qui simplifie grandement la recherche du
pas t;. Une variante dite d’Armijo et une variante dite de Wolfe seront abordées en
TD. Dans la recherche linéaire de Goldstein on se fixe deux scalaires 0 < 1 < v9 < 1
(par exemple v = 0.3,72 = 0.7). On dira que le scalaire t vérifie les conditions de




Goldstein pour g; si ¢t > 0, et

¢j(0) + t7245(0) < ¢;(t) < ¢;(0) +t714;(0).

Comme ¢}(0) < 0, un petit dessin montre que I'inégalité a gauche (et a droite)
assure que ¢ est assez grand (et assez petit, respectivement). Par convexité de g;,
'ensemble des pas vérifiant la condition de Goldstein est un intervalle compact.
Comme la méthode de Cauchy est une méthode de quasi-Newton avec W; = I, il
suffit d’analyser la convergence de [3.1.3 pour ce nouveau choix du pas.

3.2.1. Méthode de quasi-Newton avec recherche linéaire de Goldstein
Sous les hypothéses (H1),(H2) et (H3'), considérons la suite définie récursivement
par

LUFD ) thij(x(j))T, =

avec t; > 0 wérifiant les conditions de Goldstein pour q;(t) = f(zV
tW,V f(zNT). Alors zY9) est une solution optimale de (CP) ssi ¢;(0) = 0.
S on exclut ce cas pour tout j alors, pour tout 53 > 0,

m

(£ = @) < (1= 4n( = )7 (F@) - f@).
Démonstration. En utilisant la deuxieme condition de Goldstein en ¢ = ¢
F@U) = q;(t;) < g;(0) + 71t;45(0) < g;(0) = f(2))

pour tout j et alors [2), 20D ¢ C(29) par convexité d'un ensemble de niveau.
Comme dans la preuve du 3.1.3, un développement de Taylor d’ordre 2 nous donne




un 7 € [0,1] avec ¢;(t) = ¢;(0) + tq;(0) + ¢ (nt)t*/2, ce qui avec (H3') donne le
majorant
t2

vee[0,2] (1) < hlt) = g;(0) +1q;(0) + 5 M]g;(0)].
Par stricte convexité, I'équation q;(0) + ¢72q;(0) = g;(t) admet les deux solutions
t=0ett=1t >0,avect <t; par la premiere condition de Goldstein. De méme,
I'équation q;(0) + t2q;(0) = h(t) admet les deux solutions t = 0 et t =" > 0, et
t" <t' car h majore ¢;. Un petit calcul montre que t; > " = 2(1 — ~,) /M.
En réeutilisant la deuxieme condition de Goldstein en ¢ = ¢,

F@U) = g;(t;) < g;(0) + t;q5(0) = f(@V)) — nt;|gi(0)] < f(aV)) 14

Pour conclure comme dans la preuve du 3.1.3, il reste a établir I'inégalitée

|4;(0)] ~
> (]) _ .
o = fl@?) = fla)
ce qui se fait exactement de la meme maniere que dans la preuve du [3.1.3|. ]

On renvoie le lecteur sur [BV, §9] pour des illustrations numériques. Avec la
recherche linéaire de Goldstein, on s’attend alors a un taux de convergence de 1 —
4y1(1 —72) 57 qui vaut 1 — 0.3657 si 1 = 0.3,72 = 0.7. Ceci est un taux légerement
plus faible que dans|3.1.3| mais 'avantage est que le pas ¢; est plus facile a trouver.

La recherche d'un pas t; appropri¢ est encore plus simple dans la recherche linéaire
d’Armijo, voir 'exercice suivant, ol on peut s'imaginer une procédure de backtra-
cking : en initialisant avec le pas de l'iteration précedente, on doit ajuster le pas t;
en multipliant avec ou divisant par un parametre p > 1.




3.2.2. Exercice : algorithme de quasi-Newton avec back-tracking d’Armijo
Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3'), soient v €]0,1] et p > 1. On exclut le
cas q;(0) = 0 pour tout j. Considérons la suile définie récursivement par

20T — 0) thij(a:(j))T, —

avec t = > 0 wérifiant les conditions d’Armijo pour q;(t) = f(z\) —

L
LW,V f (2N
q;(t) < q;(0) +vtq;(0) et q;(pt) > q;(0) + vptq;(0). (3.7)

Cherchons a montrer que, pour tout 7 > 0,

(s - @) < (1 - 222 (169) - fiw).

(a) Montrer qu’il existe 0 <t <t de sorte que {t > 0: q;(t) < q;(0)} = [0, ],
et

=0 pourt=0ett=1]

q;(t) — q;(0) — vtq;(0) ¢ <0 pourt €]0,¢7],
>0 pourt >},

n déduire que t vérifie (3.7) ssit <t/ < ceci explique la mise a jour
b) En dédui t vérifie (3.7) ssit <t} < pt , explique la mise a j
dans l'algorithme : tant que t; > t}’ on met a jour t; <— t;/p, et tant que
pt; <t on met a jour t; <— pt;).

(c) Montrer que, pour t € |0,17],

B () < hy(t) = 0,(0) + 14(0) + L0100,



et que la seule solution > 0 de I"équation h;(t) = q;(0) +~tq;(0) est donnée par
2
/// 1!

Conclure comme dans la preuve du |3.2. 1.

En entrée : 20 € R? quec (H1), tolérance € > 0, suite de matrices W; sdp,
parametres v € (0,1), p > 1.
Algo : Pour 7 =0,1, ...

poser () = (o) = 00,9 a0

calculer ¢;(0) = —Vf (@YW, V f(2UN)T

arrét si |q]( )| < e

initialiser t; > 0 (par exemple t; =t;_1 pour j > 0)

ajuster t;
tant que q;(t;) > q;(0) +7t;q5(0) - t; < t;/p
tant que q;(pt;) < qj(O) + ’ypt]q](()) ;< pt

poser ZL’<j+1) xU) —t; WVf( INT

En sortie : 2 qvec f(zV) < min, g f(2) + 55

3.2.3. Exercice : Regle de Wolfe et Powell
On considére l’algorithme de plus forte pente (steepest descent) pour le calcul
du minimum d’une fonction f vérifiant
— [ est bornée inférieurement;
— V[ satisfait une condition de Lipschitz : Vx,y || Vf(x)—Vf(y) ||<
Klz—yl.



On remplace la minimisation unidimensionnelle par la recherche linéaire de
Wolfe et Powell définie par la régle suivante : fixer les constantes my €0, 1] et
my €|lmq, 1] et choisir t vérifiant

{ gj(t)
g;(t)
(a) Montrer que

fla®) < f(aW) =iyl — 2OV D)),

q;(0) +m1tq;(0)
maq;(0) '

IV IA

(b) En déduire que la série Y o ||z — a®| [V f(@™))]|| converge.
(c) Montrer que

K|z — 2® > (1 = my) |V f(™)]).

En déduire que limy_ |V f(2®)|| = 0.



Chapitre 4

Algorithmes
d’optimisation avec
contraintes affines d’égalité

Dans ce chapitre nous souhaitons résoudre numériquement le probleme d’optimi-
sation convexe sous contraintes affines d’égalité

(P): inf{f(z):2e S}, S={recR’: Ar=a},

avec f convexe et de classe C?, a € R™, et A € R™*? de rang m. D’apres le

corollaire

1.5.2

(b), z € S est une solution optimale de (P) ssi du € RX™ t.q.

Vf(x)+ pnA = 0. Ceci nous donne un systeme d’équations non linéaires a m + d
équations et inconnues.

Nous montrerons dans un premier temps que 'on peut transformer (P) en un
probleme d’optimisation convexe sas contraintes dans R~™. Une deuxieme approche



dans R™* permettra d’exploiter le caractere creux de la matrice A.

4.1 Contraintes affines d’égalité et élimination
de variables

Notre approche par élimination de variables est basée sur le résultat suivant.

4.1.1. Lemme ;
Soient S = {x € R : Az = a}, et 29 € S. Alors il existe une matrice
C e R™I=m) tq §={204Cz:7 e R}

Démonstration. D’apres Pexercice [1.2.7) il suffit! de construire une matrice C' €
R>(d=m) avec Im(C) = Ker(A). Ceci peut se faire on calculant la décomposition
QR de A”. Comme le rang de A’ est donné par le nombre de colonnes, il existe une
matrice Q@ € R?*? orthogonale et R € R™™ triangulaire supérieure et inversible
de sorte que

A= || QR e Q= (01, Qu € BT, Qu e R

Par conséquent, Im(AY) = Im(Q1), et Ker(A) = Im(AH)*t = Im(Q))*+ =
Im(Q3). Donc on peut prendre C' = Q5. (]

On déduit du lemme @4.1.1] que la valeur optimale de (P) coincide avec celle du
probleme

(P): f{f(@):7eR"™), f(@) =f="+C2),

1. Notons qu’une telle matrice est unique a une multiplication a droite avec une matrice inversible.




~

et une Solutign optimale x de (P) induit une solution optimale z = 20 + Cz de
(P). Aussi, f est de classe C?, avec

ViE) =V +cn)e, V@) ="'V + o7)C,

appelés également gradient réduit et Hessien réduit. N

Nous allons appliquer une méthode de quasi-Newton a (P) avec £*) = 0. Dans la
table 4.1/ nous rappelons en deuxieme colonne la méthode de quasi-Newton, que nous
avons exprimeé en troisieme colonne en termes du probleme de départ. Par exemple,

'hypothese (H3)" pour la direction de Newton pour (P) s’écrit aussi en termes du
Hessien réduit, notée (H3)". Les hypotheses de (H1), (H2)" et (H3)" permettant

~

d’assurer la convergence des valeurs f(x)) = f(zU)) vers la valeur optimale de (P),
a comparer avec les [3.1.3, [3.1.5 et [3.2.1] Dans le chapitre suivant, on étudiera de
plus pres ce cas particulier d'une direction de Newton.

4.2 La direction de Newton pour contraintes
affines d’égalité

Dans ce chapitre on revient sur notre probleme (P) : inf{f(x) : z € S}, 5 =
{z € R?: Az = b}, un probleme d’optimisation sous contraintes affines d’égalité.
Dans des nombreuses applications, on se retrouve avec une matrice A € R™*¢
qui est grande et creuse, avec parfois m < d. Ici on ne souhaite pas construire
la matrice C € R™(4=m) du chapitre précédent qui généralement est pleine. Nous
allons donc chercher & obtenir la direction d¥) de Newton pour (P) sans connaitre
C', c’est-a~dire, sans exploiter les formules du tableau 4.1| ni de calculer le Hessien




~

probleme (P) (P)

variable T € R r=1"+ 07 cR?

deplacement U+ = z0) —1— t dU) | UHD) = 20) 4 tidV), dV) = C'dV)

fonction q;(t) = ( ) + td( )= q;(t) = f(zVW) + td(j))

quasi-Newton dV) = —W; VFEINT D) = —WV f(20)T W = CWjCT

ensemble de niveau | (H2) pour (P ) (H2) : K ={z € S f(z) < f(zO)} compact
L 0! CTV2 f(z)C

eHlpthlte ( ) ( ) ( > - SUPg o/ K SUPyecrm—d VTCTVZf (1) C < 0.

~

TABLE 4.1 — La méthode de quasi-Newton appliquée au probleme réduit (P),
exprimé en derniere colonne dans le plan z = 29 + CZ.

réduit ijl = VQf( ()Y, Notons néanmoins que si 29 € S alors 2V € S si et

seulement si d) € Ker(A).

4.2.1. Lemme : calcul de la direction de Newton
Avec les notations précédentes, la direction de Newton d\Y9) a litération j est
['unique solution du probleme d’optimisation

1 |
(P;) : min{ f(zY)) + Vf(zV))z + §zTV2f(a:(j))z 2z € R Az =0}, (4.1)
et peut étre obtenue en résolvant le systeme
Vif(z))y AT [dW) ] [ =V f(at)T (12)
A 0 u | 0 ' '



En particulier, 9 est solution optimale pour (P) si et seulement si d) =0,
et dans le cas contraire ¢;(0) < 0.

Démonstration. Avec la matrice C' du chapitre précédent

Ker(A)={z e R": Az =0} = {CZ : 7 € R"™}

et insérant cette substitution x = Cz dans (4.1
équivalent

nous obtenons le probleme

)

~ 1. N
min{ f(@)) + V f(3V))Z + = 5 IV F(EU)E 7 e R
Avec V2f(z1)), aussi le Hessien réduit V. f(Z9) est s.d.p.. Une unique solution
optimale de ce dernier probleme existe, et est donné par la direction d¥) de quasi-
Newton pour W V2 f ( N~ Par conséquent, I'unique solution optimale de (4.1

est donnée par d) = O dW

D’apres le corollaire 1.5.2(b), d( 7) est Solution Optimale de (4.1)) si et seulement si
il existe un g € RY>™ avec (dV)IV2f(2V)) + Vf(2V)) = pA, et AdY) = 0. En
passant a la transposée de la premiere équation, nous concluons que d¥) et 4 = —pu7T
donnent bien une solution du systeme (4.2). Pour montrer 1'unicité, soit d € R? et

u € R™ tels que
V2f(zW))y AT [ d |0
A 0 wul|l |0

Alors Ad = 0, impliquant que dy t.q. d = C'y. En multipliant la premiere équation
par CT', nous concluons que CTV2f(zU)Cy = —CTATu = 0 et alors y = 0 car le
Hessien réduit est s.d.p. et donc inversible. Par conséquent, A'w = 0, mais comme




les colonnes de A” sont libres par hypothese sur le rang de A, il en suit que d = 0
et w = 0, d’ou 'unicité d’une solution de (4.2)).
Finalement, d’apres le corollaire [1.5.2(b), 21} € S est solution optimale de (P) ssi
Jut.q. ATu = =V f(29)7 ssi la quantité d¥) dans (#.2)) vaut 0. Si on exclut ce cas,
alors par (4.2

~ ~ —~

q;(()) = Vf(zUV)dV) = —(dNTV2f(zU)dV) = —(dINYTV2 f(Z)dY) < 0
car le Hessien réduit est s.d.p.. ]

Notons que résoudre efficacement un systeme (dit KKT) avec matrice de coeffi-
clents
H AY
A 0

par des méthodes directes ou itératives en creux est un sujet de recherche de grande
actualité, en particulier dans le cas ou H est de plus une matrice diagonale (ce qui
dans notre contexte correspond a un objectif a d variables séparées). On rencontre
ces systemes aussi dans la discrétisation d'une EDP de Stokes.

Nous résumons ces considérations dans 1’algorithme suivant.

] . HeR™gdp., et AeR™derang m

4.2.2. Algorithme de Newton pour contraintes affines d’égalité

En entrée : 0 e RY quec Az\Y) = b, tolérance e > 0
Algo : Pour 7 =0,1, ...
calculer dV) par le|4.2.1
poser q;(t) = f(z\) + tdV))
calculer ¢(0) = Vf(g:(j))d(j)




arrét si |q;(0)] < e
minimisation : trouver t; = argming>q q;(t) (ou recherche linéaire)
poser 2+ = 20) 1 ¢,q0)

En sortie : 2V avec f(xV)) proche de min, _ga f(x).

Dans la littérature on trouve aussi un Lagrangien modifi¢ L associ¢ a notre
probleme (P) avec contraintes d’égalités, défini par

R x R™ 3 (z,u) — L(z,p) = f(z) + (Az — b) .

On vérifie aisément que z € R? est solution optimale de (P) ssi Ju t.q. VL(z, u) = 0
(ici on prend le gradient par rapport aux m+d variables données par les composantes
de = et u). Il existe également des variantes de Newton nommées Newton primal-
dual. Ici on utilise aussi la direction de Newton pour résoudre le systeme non-linéaire

VL(z,c) =0, mais les itérées 1) ne sont plus forcement réalisable pour (P), voir
[BV] et I'exercice 4.2.4]

4.2.3. Exercice :

Avec W; € R s.d.p., la direction de quasi-Newton dY) a Uitération j est une
solution optimale du probleme d’optimisation

(P;) : min{ f(z9)) + V f(2V))z + %ZTijlf(x(j))z 2z € R, Az =0}

(a) Montrer que dY) est unique, et peut étre obtenu en résolvant le systéme

AT [ ]



(b) Montrer que AW; A" est inversible. Posons I1; = I — AT (AW, A1) "1 AW;.
En multipliant le premier bloc d’équations par AW;, conclure que u =

(AW; AT LAW;(=V f (2N, et alors
dV) = WIL;(=V f(2U)T) = T W;(—=V f(zV)7).
En déduire que dY) peut étre obtenu par des produits matrices-vecteurs

et la résolution d’un systeme d’ordre m.

(c) Considérons finalement le cas particulier W; = I de la méthode de
la plus forte descente, et la matrice C du lemmes.1.1. Vérifier que
(AT, OV (AT,C) est inversible et diagonal par blocs. En déduire que
[ — ATAADYIA = C(CTC)~ICT et alors

dV) = ccto) et (=v f(zW)).

Comparer avec la direction steepest descent obtenue dans la tabld. 1.

4.2.4. Exercice : Newton primal-dual pour contraintes affines d’égalités
On consideére le Lagrangien modifié L( {ﬂ) = f(z) + (Az — b)Tu pour x € R?
(la variable primale) et u € R™ (la variable duale, ici un vecteur colonne). On
considere l’algorithme

Pour 9 € R 49 € R™, pas forcément ") € S
Pour 3 =0,1, ...
L o7 T2 [ Az0) RO,
calculer direction de Newton V*L( [u(j)} ) [Au(j) = —VI( [u(j)})

. (7+1) () (4)
avec t; > 0, mettre a jour [iUHJ = [i(j)-‘ +1; ﬁi(j)w



(a) Calculer VL et V2L, et montrer que pour tout v,v' € R

v’ b [Au(ﬁ +ul) — o
En déduire I"équivalence que ) est solution optimale de (P) sst dv € RP
avec VL [xfj)]) =0 ssi Azl) = 0.

(b) Montrer que AzVU+Y) —b = (1 —t;)(AzY) — b). En déduire que si t; = 1
alors 'Y est réalisable pour (P) pour tout { > j.

)

V2E([ } — —vi([

U

(c) Soit 29 réalisable pour (P). Montrer que que l'on obtient les mémes
vecteurs dV) = Az et u = v + Aul) que dans Ualgorithme |4.2. 2.

(d) Pour t > 0, posons q;(t) = f(zU) + tAx)). Montrer que ¢;(0) > 0 est
possible (et alors le choix de t ne se fait pas a l'aide de cette fonction
univariée).

(e) Pourt > 0, posons

50 = IVE([j ] + [P

Vérifier que q;(t) > 0, avec ¢;(0) = 0 impliquant que xV) est solution
optimale de (P). Aussi, vérifier que q;(0) = —2¢;(0).

On déduit de la derniere partie que t; peut étre obtenu par minimisation de ¢,
ou alors par recherche linéaire avec q;. Ici on s’arréte si |q;(0)| est assez pe-

tit. En imposant par exemple que V2Z( {ﬂ )71 borné uniformément, on montre

convergence comme dans le chapitre 3, voir par exemple [BV], Chapitre 10.3.5].



Chapitre 5

Divers algorithmes
d’optimisation sous
contraintes

Le but de ce chapitre est d’étudier divers algorithmes pour la résolution numérique
du probleme général d’optimisation convexe

inf{f(x):z€C}, C={xecS:g9x)<0}, S={zxecR: Az =>}, (5.1)

ol comme avant ¢ = (g1, ...,9,)", f, gr sont des fonctions convexes de classe C',
A € R™ de rang m, b € R%. D’autres hypothéses seront précisées ultérieurement.

Nous commencerons a étudier deux méthodes ou on se ramene a une suite de
problemes paramétrés par un scalaire, en rapportant les contraintes “compliquées”
g(x) < 0 dans I'objectif, grace a deux techniques différentes. Dans le chapitre[5.1], on
pénalisera 'utilisation des itérés dans S\ C', ce qui nous donnera une suite d’itérés




qui ne sont pas réalisables pour (P), mais qui convergent vers une solution optimale

de (P).

5.1 Méthode de pénalités extérieures

Pour résoudre le probleme (P) énoncé au ((5.1)), I'idée de la méthode de pénalités
extérieures est de construire et résoudre une suite de problemes paramétrés d’opti-
misation sous contraintes affines d’égalité (ou carrément sans contraintes dans le cas
m = 0) de sorte que I'utilisation des points dans S\ C' soit de plus en plus pénalisée.
Considérons la fonction

H(x) = Z max{0, gr(x)}*.
k=1

alors H est une fonction[!] convexe de classe C! et H(z) > 0 pour tout z € S, avec
H(x) =0ssiz € C. Pour 8 €]0, +00|, on considere le probleme paramétré

(P)s: min{fs(a) :z € S}, fola) = f(a) + BH(a),

et on note par x(8) une solution optimale de (P)3. L'idée de base est que si f — 400
alors le terme pénalisant SH (x) devient de plus en plus important, et alors xz(5)
devrait s’approcher de C' (Ia on H(z) = 0) et éventuellement converger vers une
solution optimale de (P). Les deux résultats théoriques suivants confirment cette
idée.

1. Autres fonctions ayant ces mémes propriétés sont imaginables, notamment parfois 2 est remplacé par un
exposant > 2, voir P'exercice [5.1.4]



5.1.1. Théoreme :
Supposons que C' est non vide, et que f(x) — oo pour ||x|| — oco. Alors, pour
toute suite ([3;); strictement croissante avec limite +00,
(a) la suite (x(05;)); reste bornée;
(b) tout point d’accumulation x de (x(B;)); est solution optimale de (P) (no-
tamment T € C);

(c) (fs,(x(B;))); est croissante, et converge vers la valeur optimale de (P);

(d) B;H(x(8;)) —= 0 pour j — 00,

(e) si de plus f est strictement convexe alors (x(B;)); converge vers l'unique
solution optimale x de (P).

Démonstration. Soit ¥ € C, et B > 0. Par hypothese, f(z) — oo et alors
fs(x) = oo pour ||z|| = oco. Alors d’apres le théoreme|1.5.4(b), (c) et sa preuve, les
ensembles de niveau {x € S : f(z) < f(z')} et {z € S : fs(z) < f3(z'?)} sont
compacts, impliquant que (P) admet une solution optimale z, et (P3) une solution
optimale x(5), avec

z(f)e{xr e S: falx) < fﬁ(x(o)) = f(:v(o))} ClresS: flx)< f(:v(o))},

montrant la propriété (a).
L'inégalité fg,(z) < fs,,,(x) pour tout = € S implique que

fﬁj<aj<ﬁj)) - I:Iflelg fﬁj(x> < g’lelgl f5j+1<x> - fﬁj+1<x<ﬁj+1)) < fﬁj+1<£> = flz),

et donc la suite des valeurs fs.(x(53;)); est croissante et bornée supérieurement par
f(x), donc convergeante avec limite L < f(x). Montrons par absurde que L = f(z),




c’est-a-dire, la propriété (c). Sinon, par (a), il existe une sous-suite de parametres
aussi nommée (3;); de sorte que z(8;) — z, et donc f(x(5;)) — f(z). Il en suit
que B;H(x(f;)) admet une limite finie L — f(x), et donc forcément H(z(5;)) — 0.
Ceci implique par continuité que H(x) = 0, ou alors x € C par construction
de H. En rappelant que x est une solution optimale de (P), nous concluons que
f(x) > L = f(x) > f(x), une contradiction. Donc la propriété (c) est valable, et
par un argument similaire on démontre (b) et (d). Finalement, (e) découle de (b) et
de I'unicité d’une solution optimale de (P).P (]

En pratique on ne résout pas le probleme paramétré (P) g, pour un nombre infini
de parametres, mais seulement jusqu’au rang ou S, H(x(8;)) < € et €/3; “petit”
pour une tolérance e > 0 donnée. Nous affirmons que dans ce cas 'argument ()
permet d’atteindre la valeur minimale de f a pe pres dans un convexe fermé

C'={x el Vk gr) < €/B;},

“légerement” plus grand que C'. Pour le voir, notons d’abord que par construction de

¢’ nous avons 0 < 8;H (x) < pe pour tout x € C". Donc f(z) < fg,(x) < f(x)+pe

pour tout z € C'. Comme z(f;) € C' par hypothese sur 3;, nous déduisons que
min () < f(2(6;)) < fo,(0(8;)) = min fo, () < win fi,(2) < min f(z) + pe.

xeC’ xeC’

ce qu’il fallait démontrer. D’ou la question du taux de convergence de la suite
(B;H (x(8;)), ici sous des hypotheses plus fortes.

2. f strictement convexe implique aussi que fz est strictement convexe et donc z(/3) est unique.



5.1.2. Corollaire :
Sous les hypotheses du |5.1.1 et |5.1.1(e), supposons de plus que les gradients
des contraintes actives en T et les lignes de A sont linéairement indépendants.

Alors B, H(a(3;)) = O(1/3)
Démonstration. Par KKT appliqué a (P)g,, il existe A; € RYP et p; € R™™ de
sorte que

V[(x(6) + A Vg(@(B)) = A, Ajr = 28, max{0, gr(x(5;))}.  (5:2)

Comme ||Aj]|* = 487H (x(6;)), il suffit de montrer par absurde que la suite (A;);
est bornée. Supposons le contraire, alors ||(\;, pj)|| — oo pour j — oco. Posons

- N, [bi
(N, i) = P
PR (s )]

des vecteurs dans la spheére d’'unité du RP™™, un compact. En passant a des sous-
suites, on peut alors supposer que

(A7) — (A, ) #0

pour 7 — oo. Notons par I = {k : g(x) = 0} I'ensemble des indices des contraintes
actives en . D’apres le p.1.1{(e), gr(z(5;)) — gr(x) pour 7 — oo. Comme la limite
est < 0 pour k & I, nous concluons que A, = 0 et donc ,)v\j,k = 0 pour tout k & I
et 7 assez grand, et alors A, = 0 pour k & I. En divisant (5.2) par ||(A;, 1;)||, nous
obtenons pour j — oo la limite

0 = lim ( H f( Z >\j ngk 5J>) ) =0+ Zékv9k<£> — EA,

j=oo \[|( ]Mu])H P P




une combinaison linéaire non triviale entre les lignes de A et les gradients en x des
contraintes actives en z, une contradiction.[] ]

En pratique on ne cherche pas forcément la solution optimale x(3;) du probleme
paramétré (P)g. mais plutot une approximation zV) de x(B;). On initialise en se

donnant B; > 0 et un (% € S. A Détape j, V) est obtenu en faisant quelques n;
itérations d’une des méthodes vue au §3 (pour m = 0) ou §4 appliquées a (P)gs,
partant de 21 et ensuite on choisit 8,1 > B3; (pas trop large car (P) 8., devient
“mal conditionné”). Ici la convergence est plus délicate (en fonction du choix de
Bi+1 — B;), on renvoie le lecteur intéressé sur la littérature spécialisée.

5.1.3. Exercice :

Pour (P) : inf{x?: x € R,1 — x < 0}, vérifier que le probléme auziliaire (P)gs

admet une et une seule solution x(5) = % Vérifier les propriétés énoncées

dans le théoreme |5.1.1, et montrer que le taux du corollaire |5.1.2 est atteint.
En partant de 9 = 0, soit ) obtenu de Y=Y par une itération de steepest

descent appliqué a (P)g,. Vérifier que V) = 2(83;).

5.1.4. Exercice :
Soit £ > 2. Vérifier que H(z) = >, max{gr(x),0}* est une autre fonction
pénalité, de classe C*. Peut-on adapter les résultats de ce chapitre ?

3. En fait, notre hypothese implique unicité des vecteurs A et p dans KKT appliqué a (P), et donc \; — A,
en passant a la limite dans ((5.2)).



5.2 Meéthodes de points intérieurs

Le désavantage de la méthode du §5.1| est que tous les iterés sont non réalisables
(sauf peut étre le dernier). Néanmoins, on obtient des bornes inférieures pour la
valeur optimale de (P). On expose maintenant une méthode alternative qui pénalise
des contraintes actives, et ainsi construit une suite d’itérés réalisables pour (P)
sans aucune contrainte active. Pour simplifier, on suppose que gy, ..., g, € C?, que
'ensemble C' dans (j.1]) est compact et vérifie la condition de Slater, et que 'objectif
f et strictement convexe de sorte que (P) admet une solution optimale unique x.
Néanmoins, ces conditions peuvent etre relachées.

Considérons une barriere logarithmique définie sur un ensemble C' C C comme
sult

p
B(x) = — Zlog(—gk(az)), C'={x eS8 :gr) <0pourtout k=1,...,p},
k=1

ainsi que pour a €]0, oo[ le probleme paramétré
(P)o : inf{Fy(x): 2z € C'}, F.(z)=f(z)+aB(x).

Dans le résultat technique suivant on montre que (P), est un probleme d’optimisa-
tion convexe sur un ensemble C’ n’étant pas forcément fermé, et que pourtant on
peut assurer I'existence et unicité d’une solution optimale x(a) € C.

5.2.1. Lemme :
Pour tout a €]0,00|, notre probleme (P), est un probléme d’optimisation



conveze, et admet une solution optimale unique x(a) € C', caractérisée par
Uezistence d’un u € RY™>™™ tel que
Q Q

Vf(z(a)) + Ma)Vg(z(a)) = pA, Aa) = —(m, m) > 0.

Démonstration. On laissera le soin au lecteur de vérifier que C” est convexe. Pour
montrer que x — B(x) est convexe sur C’; on note que

- S(E) - DEG T

(—gk(x)) gr(x)*

Donc le Hessien de B est ssdp, et alors  — B(x) est convexe sur C’; et x +— F,,(x)
est strictement convexe sur C’. Soit £ comme dans la condition de Slater, alors
r € (') et on obtient I'existence d'une solution optimale de (P), en montrant que
'ensemble de niveau

C" = {x € C": Fulx) < Fa(@)}

est compact. Comme C” C C et C' est compact, il reste & montrer que C” est fermé.
Soient alors V) € C" avec V) — x pour j — oo. Comme F), est continue sur C",
il suffit de montrer que x € C’. La fonction g; étant continue sur le compact C, il
existe un vy de sorte que gk(aj(j)) > ~ pour tout j > 0 et tout k € {1, ..., p}, et alors

—alog(—gi(zV)) = Fu(2V) = f(aV)+a > " log(—gi(a)) < Fo(Z)— f(z)+aplog(—7).

Donc gp(x) = limj o0 gr(29)) < 0 et 2 € C', permettant d’affirmer quune solu-
tion optimale z(a) de (P), existe. L'unicité d'une solution optimale découle de la



convexité stricte de F,.

Finalement, en ajoutant des contraintes vérifiés en x(«) au probleme auxilliaire
(P)q, nous obtenons la méme solution optimale. En conséquence, x(a) est 'unique
solution optimale du nouveau probleme

min{ F(z) :x € S,Vk=1,...;p: gr(x) < gr(x(a))/2},

un probleme qui vérifie la condition de Slater pour x = x(«), et aucune contrainte
d’inégalité est active en x = x(a). Donc d’apres le théoreme KKT, z(«) est unique-
ment caractérisé par 'existence d'un g € R de sorte que VE,(z(a)) = pA. En
observant que VF,(z(a)) = Vf(x(a))+aVB(z(a)) = V f(z(a))+A @) Vg(z(a)),

notre lemme en découle. ]

Dans la littérature, I'ensemble {(o, z()) : a €]0,400[} est appelé le “central
path”. D’apres le lemme [5.2.1), x = x(a) et A = A(a) vérifient le systeme

pour un gt € R™™ c’est-a-dire, un systeme KKT avec une relation de complémentarité
modifiée. Formellement on aurait envie de faire tendre « — 0+, bien que l'on
sache pas encore si x(a) et A(a) admettent une limite pour « — 0+. Pour un
lien plus précis entre (P), et (P), on fera appel aux propriétés du Lagrangien

L(x,A) = f(z) + Ag(z).

5.2.2. Théoreme des points intérieurs :
Nous avons pour tout a €0, +00| que

flz(a)) —pa < f(z) < f(z(a)),



autrement dit, x(a) minimise f sur C' a pa pres. En particulier, f(z(a)) —
f(x) et x(a) = x pour a — 0.

Démonstration. La caractérisation donnée dans le lemme [5.2.1] nous donne un p €
R™™ de sorte que

VE(x(a)) = Ve L(z(a), Ma)) = pA.
Par la théorie du Lagrangien, nous concluons que

wAa)) = L{z(a), Ala)) = min Lz, Ma)) < f(z).

Comme L(z(a), Ma)) = f(x(a)) + AMa)g(x(a)) = f(ax(a)) — pe, nous concluons
que f(x(a)) — pe < f(x), l'inégalité f(z) < f(x(a)) vient de la définition de x
et du fait que z(a) € C. La relation f(z(a)) — f(x) pour a — 0 en découle
directement.

Pour en déduire la relation x(ar) — z pour @ — 0, on raisonne par absurde.
Supposons alors qu’il existe a; — 0 avec z(aj) 4 x pour j — 0o. Par compacité de
C', on peut extraire une sous-suite convergeante x(«a;) — x # z, mais f(x(a;)) —
f(z) par la premiere partie et donc f(x) = f(x) par continuité de f, ce qui est en
contradiction avec I'unicité d'une solution optimale de (P). ]

En posant F,(z) = +oo pour z € R?\ C’, nous obtenons une fonction F,
R? —+ R U {+o00} continue, et notre probleme auxiliaire (P), peut étre reformulé
comme

min{ F,(x) :x € S, Fy(x) < F,(7)},



avec £ € C" quelconque. Autrement dit, tant que I'on reste dans l’ensemble de
niveau de parametre F,(x), on doit résoudre un probleme auxiliaire sans contraintes
(si m = 0) ou avec contraintes affines d’égalité, par une des méthodes vues dans §3
(pour m = 0) ou §4.

Comme dans le chapitre [5.1], en pratique on ne cherche pas forcément la solution
optimale z(c;) du probleme paramétré (P),, mais plutot une approximation zU)

de z(a;). On initialise en se donnant c;; > 0 et un ¥ € S vérifiant la condition
de Slater, c’est-a-dire, (9 € C"'NS. A D'étape j, 2U) est obtenu en faisant quelques
n; itérations d’'une des méthodes vue au §3 (pour m = 0) ou §4 appliquées a (P),,
partant de zU~1. Ensuite on choisit le nouveau parametre a1 < Q.

[l existe des études de complexité pour des sous-classes de problemes (comme par
exemple la classe des programmes linéaires de la forme inf{hx : x > 0, Az = b})
qui montrent que, meme pour le choix n; = 1 on obtient pour 7 = J une erreur
|2/) — z|| inférieure & la précision machine pour un J qui ne dépend pas des
données. Par exemple, un choix appropri¢ de «;; en fonction de ) nous amene
a la fameuse méthode de Karmarkar, une des premieres méthodes de complexité
polynomiale pour résoudre des programmes linéaires. Dans le cas général, prendre
une suite géometrique o = K’ g pour un parametre x €0, 1] et n; = 5 est suggere
dans la littérature.

5.2.3. Exercice :
Considérons le programme linéaire

(P) :min{hz : Cx <c}, hecR™, CecR> ccR.

(a) Ecrire le probléme paramétré (P), avec objectif Fo(x) = f(z) + aB(z), et
la solution optimale x(a). Montrer que F, est convexe. Donner une condition


https://en.wikipedia.org/wiki/Karmarkar's_algorithm

suffisante sur C de sorte que F,, est strictement conveze.
(b) Montrer que h est un multiple scalaire de V B(x(«)), autrement dit, I’hyper-
plan {x € R : hx = hxz(a)} est tangent a la courbe de niveau {x € R?: B(z) =

B(z(a));.

5.2.4. Exercice :
Considérons le programme linéaire

(P) :min{hx :x >0,Az =b}, heR™ AcR™ becR™

(a) Ecrire le probléme paramétré (P), avec objectif Fo(x) = f(z) + aB(z), et
la solution optimale x(«). Montrer que F,, est strictement convexe.

(b) Notons X; = diag (zV)), 4; = AX;, et e = (1,...,1)T. Montrer que une
itération de Newton pour (P), sous contraintes affines d’égalité est donné par

, . . 1
CC(]+1) = ZC(]) -+ tjd(j) = X]‘ (6 + t]<[ — A;(A]A]T>_1A]><€ — aX]hT>)

5.2.5. Exercice :

Pour démarrer la méthode du point intérieur pour (P), on a besoin d’un point
x’ de sorte que Ax' =b et gp(2') <0 pour k=1,....p.

(a) Soit 2" avec Ax" =b. Comment démarrer une méthode de point intérieur
pour réesoudre

min{s: Ax =b, pourk=1,....p: gi(x) < s}

de valeur optimale s* 7
(b) Conclure en fonction du signe de s*.



5.3 Le gradient a pas fixe avec projection sur
un convexe

Le but de ce chapitre est de résoudre le probleme
(CP) min{f(x):z€C}

ol on supposera que f est de classe C! (plus d’autres conditions sur le gradient), par
contre, la forme précise de convexe fermé C' C R? n’est pas imposée, il faudra juste
savoir calculer pour tout y € R la projection II(y) sur C, c’est-a-dire, I'unique
élément le plus proche de y dans C, voir les [1.3.5] et [1.5.5, Pour un pas fixe p a
spécifier plus tard, on envisage l'algorithme

2WeC etpourj=1,2,.... U =TI(2V) — pV f(zUNT). (5.3)

Notons que dans le cas C' = R?, TI(y) = y pour tout y € R?, et donc (5.3) se réduit
a l'algorithme du steepest descent a pas fixe.

L’étude de convergence va etre différente a celle du chapitre 3 : pour une solution
optimale z, on cherchera pas a estimer la différence des valeurs f(zV)) — f(z), mais

directement la différence des arguments ||z — 2|, & I'aide du théoreme du point
fixe dans RY,

5.3.1. Théoreme du point fixe.
Soit ' C R un fermé, h : F — F, et supposons qu’il existe k < 1 de sorte que

Vr,y € Foo |[h(@) = hy)l < wllz =y (54)



(h est dit une contraction sur F' de rapport k). Alors il existe un et un seul
x € F vérifiant x = h(zx) (dit point fize de h). De plus soit ) Obtenu par
litération de Picard 2% € F, et pour j = 0,1,2,... : 2Vt = h(2V)). Alors
(aj(j))j admet la limite x, avec estimations d’erreur

K
l—k
Démonstration. L’unicité du point fixe découle directement de ([5.4)). Pour mon-
trer 'existence d’un point fixe, étudions la convergence de la suite de Picard. Par
récurrence sur j en utilisant le fait que hA(F) C F, on montre que zU) e F| et que
donc la suite de Picard est bien définie. De nouveau par récurrence on montre que
[2U+D) — 20| < w7 ||z — 2O, et que, pour m > j > 0,

k)
|2 — 2D < |2 — | (5.5)

lz — 2P| < kllz — VY| <
1l —kK

m—n—1 1 : ,
[0 — 20 < S gt it < |zt — 20| g

[z — 2.
Il —kr ~ 11—k

On déduit de la derniere inégalité que la suite de Picard est une suite de Cauchy, et
donc admet une limite x, et x € F' par fermeture de F'. La relation (/5.4 implique
que h est continue en x et alors

z = lim V%Y = lim h(zY) = h(z),
j—$00 j—$00

et donc x est un point fixe. Les estimations d’erreur sont obtenus en faisant tendre
m vers +o00. []

Notre algorithme (5.3) est alors l'itération de Picard pour la fonction h(x) =
[I(x—pV f(x)), ce qui nous fournira les estimations d’erreur. Il faudra alors analyser
de plus pres cette fonction h.




5.3.2. Lemme
Soit I1(y) la projection de y € R? sur le convewe fermé C, alors

Vo,y € R [|TI(y) — ()| < ly — 2.

Démonstration. Rappelons du|1.5.5(la caractérisation (II(y) — y)! (2 — II(y)) > 0
pour tout z € C. Alors

ITI(y) — ()|
= (I(y) — y)" (I(y) — () + (y — 2)" (U(y) — (2)) + (= — O(2))" ((y) — (z))
< (y— ) (I(y) — I1(2)),

et le résultat en découle en appliquant Cauchy-Schwarz. ]

5.3.3. Lemme
Avec la fonction h(x) = l(z — pV f(x)"), z € R? est un point fize de h sur C
si et seulement si x est une solution optimale de (C'P).

Démonstration. Posons y = x — pV f(z)!. Alors d’apres le théoréme [1.5.1)on a les
équivalences

r=1I(y) <= z=argmin{||ly—z|?:2€C} <= VzeC: (z—y)(z—2)>0
— Vze(C:Vflz)(z—2)>0 <= zxz=agmin{f(z):2z¢€C}

Ce travail préliminaire nous permet de donner un théoreme de convergence.



5.3.4. Théoreme de convergence pour ’algorithme du gradient a pas
fixe avec projection sur un convexe.
Soient f de classe C' et o, 8 € R de sorte que, pour tout x,y € C

IV (@) = Vi) < Blle —yl, (56)
(Vi) = Vi) @ —y) = alz—y|* (5.7)
et soitt 5
p €0, 5—02‘[ k= /1—2pa+ pB2 € [0,1].

Alors (C'P) admet une unique solution optimale x.

Finalement, soit la suite (2Y9)); calculée par Ualgorithme (5.3). Alors on a sta-
tionnarité zUTY = zU) g5 £ = T, et sinon (a:(j))j converge vers I, avec
estimations d’erreur ([9.5)).

Démonstration. D’apres le théoreme du point fixe p.3.1 et le lemme[5.3.2il suffit de
démontrer que h : C' + C définie par h(z) = [I(z — pV f(x)! est une contraction
de rapport k sur C'. On obtient pour x,y € C'

Ih(2) = h(y)|* < llz—y = p(Vf(x)" =V Iy)")IIF  (parle lemme[5.3.2

= |z —ylI> = 2p(Vf(x) = V(y))(x —y) + p*|IVf(z) = V)|
r — y||*(1 = 2ap + 5%p?) (par I'hypothese sur f)
ol ]

I

4. Le lecteur intéressé vérifiera que s prend la valeur minimale /1 — «2/3% pour le choix p = o/



Pour une tolérance € > 0, les estimations (.5)) nous donnent aussi la condition
d’arrét ||zU+Y) — 2U)|| < € car dans ce cas [|[2VTY — z|| < ex/(1 — k).

5.3.5. Exercice

Dans le cas ou f est une forme quadratique avec Hessien H s.d.p., vérifier
que les hypothéses du théoréme 5.3.4 sont wvalables avec f = ||H|| et a =
L/||H7Y|, et que le meilleur tauz de convergence est donné par p = F etk =

v/ 1—1/cond?(H). Comparer avec le taux obtenu au chapitre 3.

5.3.6. Exercice

Soit f comme dans le théoreme |5.53.4 et, de plus, on suppose que les inéqalités
5.0) et (5.7) soient valables pour z,y € R,

a) En observant que q(1)— ))dt pour toute fonction
(a) q 0
q € CY([0,1]), montrer que

f<y>—f<f>-Vf<f><y—f>{iﬁHz:iH??%

(b) En déduire que f est strictement convexe sur R?, et que f(x) — oo si
||| — oo, et qu’il existe une solution optimale unique z de (C'P).

(c) Soit de plus f € C%. En posant y = x + tv, vérifier que les hypothéses
(H3) et (3.1) du chapitre 3 sont valables.

On rappelle que l'algorithme ((5.3)) nécessite d’évaluer la projection I(y) pour
certains y € RY, ce qui est assez facile pour les ensembles convexes et fermés C




discutés dans le [1.5.5
cas général

mais il n’existe que rarement de formules explicites pour le

)

p
C =z eR": gilzx) <0}
k=1

(sans contraintes d’égalité) avec gj convexe, ou méme pour le cas d'un polyedre C.
Ici, en utilisant la théorie de la dualité et du Lagrangien L(z, \) = f(x) + Ag(x)
exposée dans le chapitre 2, on peut se ramener a un probleme dual (D) avec comme
seule contrainte que A > 0. L’application au probleme dual (D) de I'algorithme du
gradient a pas fixe avec projection sur un convexe (ici U'orthant positif) donne lieu
a l'algorithme d’Uzawa que l'on va spécifier dans le reste de ce sous-chapitre.

Le premier ingrédient du probleme dual est de trouver pour un vecteur ligne
A € RV avec A > 0 fixé un minimiseur de la fonction o — L(x, \) sur R?. Par
exercice [5.3.6(b), cette fonction est strictement convexe et admet un et un seul
minimiseur sur R%, noté par x(\). On sait aussi que 2(\) est I'unique solution z du
systeme V,L(z, ) = V f(x) + AVg(x). Nous arrivons alors au probleme dual

max{w(\) : A € R¥P A >0}, w()\) = L(z(\), \).

Rappelons que A — —w(\) est convexe sur orthant positif, mais peut ne pas
etre différentiable. Pour combler a cette dificulté, on supposera ici que 'application
M 2(N) est différentiable (ce qui nécessite d’ajouter des hypotheses sur f et g,
voir le DS1 et I'exercice2.3.12). Le lecteur intéressé pourrait vérifier que dans ce cas
aussi A+ w(\) est différentiable sur I'orthant positif, avec dérivée

ow
AN\,

(A) = gez(A)).



L’algorithme d'Uzawa prend alors la forme suivante.
5.3.7. Algorithme d’Uzawa

En entrée : MO >0 tolérance € > 0, pas fize p > 0

Algo : Pour 3 =0,1, ...
chercher minimiseur £V de x +— L(x, \Y)) sur R?, calculer g(z\))
pour { =1, ...,p calculer )\éjﬂ) = max{0, )\éj) + pge(z))}
arrét si |AUTD — AU)|| < ¢

En sortie : A\9) approzimation de A sol. opt. de (D) avec |[AV) — \|| < €/(1 — k),
xY) approzimation de x sol. opt. de (CP) avec ||zV) — || < (iﬁ_"j;’/g.

5.3.8. Théoreme de convergence pour Uzawa sur polyedre C
Considérons g(x) = Bx — b avec B € RP*? de rang p, de sorte qu’il existe une
inverse a droite Bt = B*(BB*)™L. Soit f comme dans le théoréme|5.3.4| et, de
plus, on suppose que les inégalités (5.6)) et (5.7) soient valables pour z,y € RY.
Soit finalement

2 2pa0 — p?|| Bl|?
p €]0, - , /4;:\/1 po — p ||| e [0,1].

1B B2 BT

Alors (D) admet une seule solution optimale X\, et nous avons les estimations
d’erreur

K K

— A0 )
l -k

A=AV < KA =AY <

1 -k

H)\(j) _ )\(j—1>H <



et

A0 — Al < A0 = 208 120) — | < BIBI AU — X))

1 —k (1— k)32
Démonstration. Avec II la projection sur orthant positif M C RP, montrons

que h : M+ M défini par h(X) = II(A+pg(x(X))?) est une contraction de rapport
k. En se servant du lemme [5.3.2, nous obtenons pour tout A\, u € M

[R(A) = h(p)||* < (A = ) + p(z(X) — z(w)" B[]
= |A = ull” + p7| B(x(A) — z(u)[|* + 20(A — p)B(z(A) — ()
<A = pl? + 2N BIPlz(N) — z(w)|]” = 20(V f (X)) = V f(z(w)(z(A) — z(w))

o dans la derniere inégalité nous avons utilisé le fait que Vf(z(p)) = —puB et
V f(x(A)) = —=AB. En utilisant I'hypothese sur f, nous arrivons a
IR(A) = h()[I* < A = ull* = [=p*II BII* + 2ap] lz(A) — 2 (p)]I* (58)

ou on remarque que le terme entre crochets est > 0 par hypothese sur p. Il reste

alors de minorer
1 A=) Bl A= g
[z(A) —z(u)|| = IV (@A) = Vf(z(w)] = 5 > BB

En combinant les deux inégalités, nous obtenons bien une contraction de rapport k.
Par conséquent, il existe un seul point fixe A = h()), et on montre comme dans le
Lemme [5.3.3 que A est alors la seule solution optimale du probleme dual (D). Les
estimations d’erreur pour AY) découlent alors du théoreme du point fixe. De plus,
par la forme particuliere du projecteur, nous obtenons pour x = x(\) que

A=TI\+ pg(x)) > A+ pg(z)T




impliquant que z est réalisable pour (CP), et A > 0, avec A\, > 0 impliquant que
gr(z) = 0. Donc (z, A) est un point-col de notre Lagrangien, et alors x = x())
est (I'unique) solution optimale de notre probleme (C'P). De I'équation ((5.8)) avec
A=A z(\) =2 et p= A, 2(u) = z nous déduisons que

AN = AP > [=p?||BI* + 2ap] |2V — z|* = B2 BYP(1 — &%) |2V — 2|

ce qui implique la derniere inégalité (conditions d’arrét). (]

5.4 La méthode d’Active set

Dans ce dernier sous-chapitre on souhaite donner un algorithme fini pour la mini-
misation d'une forme quadratique strictement convexe sur un polyedre de la forme
{z € R?: Bz < b}. Deux raisons expliquent pourquoi un tel cas particulier est de
grande importance

— un tel probleme doit etre résolu si on veut projeter sur un polyedre sous la
forme indiquée ci-dessus:

— dans la procédure du sequential quadratic programming (SQP), on construit
une suite approchant un minimiseur de f sur (_{z € R? : gi(z) < 0}
comme suit : étant donné ), on remplace l'objectif par son développement
de Taylor d’ordre 2, et les contraintes par leur linéarisé (=leur développement



de Taylor d’ordre 1), donnant lieu & litérationp]

U = arg min{f(x(J)) + fo(J)(x _ :1:(])) + 5(:{: _ ZC(]))TVQf<ZIZ(‘7)><ZlZ _ x(])) :

Vi =1,...p: gr@Y) + Vgn(zV)(z — 29)) < 0}.

Notre but est alors de résoudre le probleme

(P): min{f(z): Bz <b}, flz)= %xTHx KT,
avec H € R™4 s d.p., B € R de rang p, b € R?, h € R Rappelons que ce
probleme admet une solution unique x par stricte convexité de f et par le fait que
les ensembles de niveau de f sont compacts. * Posons J = {1,...,p}, et pour un
sous-ensemble I C J on notera B; € RII*9 1a sous-matrice obtenue en extrayant
les lignes a indice 5 € I de B, et par by le sous-vecteur en extrayant les lignes a
indice j € I deb.
Au lieu de résoudre directement (P), nous allons résoudre pour une suite de
différents ensembles I les problemes avec contraintes affines d’égalité

(P);: min{f(x): Bjx =0b;}, avec solution optimale x(I),

ot 'existence et unicité de x(I) se démontre comme pour (P). On voit que le
théoreme KKT pour (P); se réduit a un systeme d’équations linéaires (comparer
avec le lemme (4.2.1| dans le cas by = 0) : x(I) est solution optimale du probleme

5. Dans ce document on ne va pas se retarder de montrer convergence pour SQP, ce qui nécessite des résultats
supplémentaires sur nos fonctions f, g1, ..., gp.



(P); ssi il existe p(I) € R™ dit multiplicateur de Lagrange de sorte que

H BY z(I) | | —h
[Bl 0 ] [M(DT b | (5:9)
Rappelons que la matrice dans ([5.9) est inversible car les lignes de B et donc celles de
By sont libres. Pour un # € RY réalisable pour (P), on notera par E(z) 'ensemble
des indices des contraintes actives : E(x) = {j € J : g;(x) = 0}, g(v) = Bx —b.

Le lien entre (P) et (P); est donné par le lemme suivant qui spécifie la condition
d’arret de notre algorithme.

5.4.1. Lemme.

Soit x réalisable pour (P), et I C E(x). Si f(x) < f(z(I)) alors x = z(I), la
solution optimale de (P);.

Si de plus u(I) > 0 alors x = x(I) = z, la solution solution optimale de (P).

Démonstration. Par définition de E(x), Bjxz = by, autrement dit, x est réalisable
pour (P)y, et donc f(x) > f(x(I)) par définition de x(I). Si alors f(x) < f(x(1))
alors x coincide avec I'unique solution optimale x(7) de (P);. Pour démontrer le
résultat de la deuxieme phrase, soit A € R'? défini par \; = u(I); pour j € I, et
A; = 0 sinon. Alors, en utilisant (5.9),

A>0, Vf(x)=a'H+h" = —u(l)B; = —\B,

aussi, x est réalisable pour (P), et finalement, A;g;(z) = 0g;(z) = 0 pour j & I et
Aigi(x) = A0 = 0 pour j € I, c’est-a-dire, nous obtenons une solution (z, ) au
systeme (KKT) pour (P), et x = x est 'unique solution optimale de (P). ]



5.4.2. Algorithme ” Active set” pour minimiser une forme quadra-
tique sur un polyedre

En entrée : 20 € R? réalisable pour (P), 1) = E(2)).
Algo : Pour 5 =0,1, ...
On dispose de V) € R? réalisable pour (P), IV) C E(zV).
calculer y = x(IY)) et p(IV) par (5.9
si f(zV) < f(y)
si (cas (1a)) w(IV)) > 0 alors STOP
sinon (cas (1b)) chercher k € IV) avec ,u([( My <0
poser zUTY = 2U) JUH) = B(20)\ {k}.
sinon (cas (2))
calculer aj = max{a € [0,1] : (1 — )2V + ay réalisable pour (P
poser zUTY = (1 — a;)z) + ajy, TUHY = B(zUHD).
En sortie : zY) solution optimale de (P).

5.4.3. Théoreme : Finitude.
L’algorithme |5.4.2 est fini.

Démonstration. Notons plus explicitement /) = x(I)). Si dans le cas (2) a; = 1
(ssi yU) est réalisable pour (P)) on parlera du sous-cas (2a), et sinon du sous-cas
(2b). Supposons par absurde que 'algorithme ne s’arréte pas.

(i) Montrons que la suite (f(2"))); est décroissante. Dans le cas (2) nous obtenons
par convexité de f que f(zVU)) < (1 — o)) f(aD)) + a; f(yV) et f(y)) < f(zV))

par construction. Donc f(zVU+Y) < f(2U)) ce qui trivialement est aussi vrai pour le
cas (1b).



(ii) Montrons que si le cas (1b) est Vrai pour 1indice g alors le cas (2) est valable
pour l'indice j 4+ 1. Rappelons que f(z) < f(yY)) et IV) c E(zV)) impliquent
que ) = yU) par le lemme [5.4. 1 et alors :U(J +1) — U) Par absurde, supposons que
F(zUTD) < f(yUtD et alors f(zU)) < f(yU+Y). Comme par construction 1U+Y
E(21)), nous déduisons du lemme 5.4.1| pour IUFD) que yU+t) = 2b) = 40 et
donc

u(f(”l))Bzw = uw(IV) By

par (5.9). Par construction k € 10\ TUFD et ;4(1U)), # 0, cette derniere relation
implique que la kieme ligne de B est une combinaison linéaire des autres lignes de B,
une contradiction avec Ihypothese sur B. Donc f(zU*D)) > f(yU+l  cest-a-dire,
nous avons le cas (2) pour l'indice j + 1.

(iii) Montrons que si (1b) est vrai pour l'indice j alors f(zU+?)) < f(x\)). Dans
la partie (ii) nous avons montré que le cas (2) est valable pour l'indice 7 + 1, et
TU+H) = B(zU+HD)\ {k}, ainsi que f(zU+)) = f(2)) > f(yY*V) par construction.
Revenons sur la preuve de (i). Supposons un instant que ;41 > 0 ce qui sera montré
ci-dessous. Dans ce cas, 2U+2) = (1 — a;j1)2UH) + a1y pour un a1 €0, 1],
et par convexité de f

2V < (1= ) f@Y) g fly )
< (1= aj) f@7Y) + o faUY) = faU) = f(a1)),

ce qu'il fallait démontrer. Par absurde, supposons que a1 = 0. Dans ce cas, par
construction il existe un indice £ avec go(zU+Y) = 0 et go(yY ™) > 0, c'est-a-dire,
forcément ¢ € E(xU*D) \ TUFD et alors ¢ = k € IY). Posons py, = —u(I9),,

e = (I, pour £ € TV \ {k}, et py = 0 pour tout autre indice dans E(z\)).




Alors en comparant avec (5.9) on vérifie que (y(IY)), 1) est solution du systeme
(KKT) pour le probleme convexe

(P') - min{ f(z) : gp(x) > 0,Vi € TV - gi(z) = 0}.

et alors 2UT) = yU) = 2(I1U)) est solution optimale de (P'), et yU*V) réalisable
pour (P'), en contradiction avec I'hypothese que f(zUFD) > f(yU+D).

(iv) Montrons que si le cas (2a) est vrai pour l'indice j alors le cas (1) est valable
pour l'indice § + 1. Par construction nous avons que zUtY = ) réalisable pour
(P), et 1U) C E(yY)) = IUT). Donc y) est réalisable pour le probleme (P) 1),
ce qui implique que f(yY¥)) > f(yYU*)) et alors f(xUT)) > fyUtD) le cas (1)
pour l'indice 7 + 1.

(v) Montrons que si le cas (2b) est valable pour les indices successives j, j + 1, ..., j’
alors j' — j < p. En effet, si ¢ € {j 4+ 1,....5'} alors I¥) = E(2") (car le cas
(2b) était valable pour I'indice £ — 1). Pour tout k € I¥) = E(2)) nous avons par
construction que gp(x¥)) = 0 = gp(y'Y) = gp(2*Y), mais par définition de ay on
doit avoir un indice k ¢ I\ avec gr(x (”1)) = (1 — ap)gr(@) + amgr(y'?) = 0.
Donc I = B(z"V) o 1O U{k} 2 I, autrement dit, 7" contient au moins
un élément de plus que I¥). mais ne peut pas contenir plus que p éléments. Donc
j=J<p

[l découle du (ii), (iv) et (v) que si 'algorithme ne se termine pas alors le cas (1b)
doit étre vrai pour un nombre infini d’indices, disons pour 5 € A. Si j; < jo sont des
éléments de A alors on a le cas (2) pour U'indice j; + 1 par (ii) et alors jo > j; + 2.
En utilisant j; € A, le (iii), le (i), et finalement j5 € A nous concluons que

fla(IW)) = f(@W) > faUF2)) > f(@) = fz(17)),



ce qui implique que 1V = 1U2), Done les listes IU) pour j € A devraient étre dis-
tincts, mais on peut seulement construire un nombre fini de sous-ensembles distincts
de {1, ..., p}, une contradiction. Par conséquent, 'algorithme se termine. ]

5.4.4. Remarque.

Presque le méme algorithme (et la méme preuve de finitude) s applique si on
veut résoudre un probleme de la forme

min{ f(x) :Vk=1,...m: (Bx = by =0,Vk=m+1,....p: (Bx — ), < 0}.

1l suffit de remplacer le test w(IV)) > 0 par (1Y), > 0 pour £ = m +1,...,p,
et de choisir sur la ligne sutvante k > m. L’algorithme aura alors la propriété
que {1,...m} C I U pour tout j, c’est-a-dire, les contraintes d’égalité seront
bien actives pour x(1V).
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