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Chapitre 1

Introduction

1.1 A propos de ce texte

Ce document contient le cours et les exercices de la partie “Résolution de grands systemes
linéaires provenant de la discrétisation d’'une EDP” du cours "Equations aux dérivées partielles et
Analyse numérique” dispensé (élecroniquement avec le site moodle) en avril 2020 dans le Master
1 de Mathématiques de I’Université de Lille. Nous commencerons a rappeler quelques pré-requis
pour ce module, et donnerons ensuite 1’origine et quelques propriétés des grands systemes creux
liés a résolution numérique d’un certain nombre d’EDP en dimension d € {1,2}. Ici nous ferons
appel aux éléments finis déja étudiés, mais nous parlerons également d’une discrétisation par
différences finies.

Nous aborderons ensuite le cadre général des méthodes de projection, avec comme cas
particuliers la Méthode de la plus forte pente et celle du Gradient Conjugué, applicable si la
matrice de coefficients est symétrique définie positive (sdp). Nous enchainerons ensuite avec
plusieurs méthodes des sous-espaces de Krylov (Arnoldi, FOM, GMRES, Lanczos, BiCGStab),
nécessitant aucune hypothese sur la matrice. Quelques techniques de préconditionnement seront
étudiés (SSOR et factorisation de Choleski incomplete) pour accélérer la vitesse de convergence
de ces méthodes itératives. Finalement, nous donnerons quelques éléments sur le calcul approché
des valeurs propres, et une bibliographie avec plusieurs livres trouvables sur internet.

1.2 Quelques pré-requis

Au moins implicitement, ce cours est la suite d’'un module L3 d’Algebre linéaire numérique,
ou vous avez vu la résolution des systémes d’équations linéaires par le pivot de Gauss
(décomposition LU, pivotage), ainsi que la résolution des problemes de moindres carrés
(décomposition QR, transformations de Givens/Householder), voir par exemple [ADOS|, Sec-
tions 1,6,7,8].

Dans ce document, nous utilisons seulement la norme euclidienne ||z| = /377, [z;|*> pour

les vecteurs x = (z1, ..., z)* € C", ainsi que deux normes matricielles, la norme spectrale et la
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norme de Froebenius

Ax
1Al = Si%w — VoA < Al =[S 1Al
T ],k

avec p(B) = max{|A| : A valeur propre de B} le rayon spectral d’'une matrice carrée B. On
remarque que, pour une matrice inversible A (et donc en particulier carrée), cond(A4) :=
|A||[J[A7Y| > 1. Pour une matrice carrée E de norme ||E| < 1, on peut former la série de
Neumann

(I-E) 1:ZE]7 (I — E) 1H§ZHEH]:1—7HEH’ (1.1)
=0 =0

ot I dénote une matrice identité (de taille appropriée), E® = I, et E/*! est le produit F fois
E7 (on peut montrer que les sommes partielles de cette série forment une suite de Cauchy, donc
admettent une limite).

D’autres propriétés seront importantes.

1.2.1. Matrices diagonalisables et bases de vecteurs propres

Une matrice A € C™*" est dite diagonalisable si 3V € C™*" inversible 3D = diag (A1, ..., An)
tels que AV =V D. Ceci implique que les \; sont les valeurs propres de A, et la jieme colonne
de V contient le vecteur propre associé (a droite) de A. Comme V1A = DV =1 la jieme ligne
de V=1 (plus précisement la jieme colonne de l'adjoint (V~1)*) contient le vecteur propre a
gauche de A. Donc A est diagonalisable ssi il existe une base de vecteurs propres.

Si A est normale (ce qui veut dire A*A = AA*) ou hermitienne (A = A*) alors il existe une
base orthonormée de vecteurs propres, autrement dit, il existe une matrice V unitaire (ce qui
veut dire (V*V = I ou, en mots, V admet des colonnes orthonormées) avec V1AV = V*AV
une matrice diagonale.

1.2.2. Forme de Schur, Forme de Jordan

Pour toute matrice A € C" ™ il existe une matrice unitaire V.€ C"*" tel que V*AV est
une matrice triangulaire supérieure (dit forme de Schur). Notons que, forcément, cette matrice
triangulaire comporte les valeurs propres de A sur la diagonale.

Finalement, pour toute matrice A € C™*™ il existe une matrice V€ C"*" inversible (un

changement de base) tel que VLAV est une matrice diagonale par blocs, chacun des blocs étant

de la forme bidiagonale
A 1 0 cee 0

0

J() = 0

: . |

0 L. L 0 by
de taille variable (peut étre réduit au scalaire \) la taille de ces blocs et leur nombre étant un
invariant. En particulier, A est diagonalisable ssi tous ses blocs de Jordan sont d’ordre 1, et une
condition suffisante est que A admet des valeurs propres distincts. Exemple :

A= [ 8 (1) ] est un bloc de Jordan et donc pas diagonalisable.
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On termine ce chapitre en rappelant la définition suivante : une matrice A est dite
symétrique définie positive (abrégée sdp) si A = A* (symétrique dans le cas réel, hermitienne
sinon), et si pour tout vecteur x # 0 nous avons z* Az > 0.

1.2.3. Exercice : Montrer qu’une matrice hermitienne admet des valeurs propres réelles. Plus
précisément, soit A sdp. En notant par Amin €t Amax la plus petite valeur propre de A (et la plus
grande, respectivement), montrer que

¥ Az . Az 1 Amax
Amax = 1’;128( poev = HAH, Amin = Iznlg o = HA_IH, COTLd(A) = .

)\min

1.2.4. Exercice (Inégalité de Kantorovitch) :
Soit B une matrice symétrique définie positive réelle de dimension n, et soit

0 <A< < A,

ses valeurs propres. On veut montrer l'inégalité :

(Bz,z)(B 'z, ) < (M + )\n)Q'

vz 70, (z,7)? AN\,

1. En utilisant une diagonalisation de B, mettre le membre de gauche sous la forme

(o) (£3)

ot les B; sont des coefficients a définir.

2. Onpose X =), Bi\i. En utilisant la convexité de la fonction 1/x sur Uintervalle [A\1, Ap],

montrer que
() (53] seren

ou a et b sont deux coefficients a définir.

3. En déduire 'inégalité de Kantorovitch.

1.2.5. Exercice :

(a) Pour une matrice M € C™™ sdp, montrer que l'on peut définir un produit scalaire et
une norme (dite norme d’énergie) par les expressions

Ve,y € C" . (z,y)p =y "Mz, |z||u =V (z,2)um.

(b) Supposons que l’on dispose d’une factorisation M = F*F (par exemple de Choleski).
Vérifier que ||xz||pr = || Fz||.

(¢) Supposons que A est une autre matrice sdp. En notant par Amin €t Amax la plus petite
valeur propre de M~ A (et la plus grande, respectivement), montrer que
x*Ax 1

A
= |F*AF! Ay = mi = A(F*AF~1) = 222X
| I A =00 nre = A )= N

\ ¥ Az
= max
max z£0 x*Mx
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1.3 Discrétisation d’une EDP elliptique par différences finies

Dans la suite de ce cours on s’intéresse a résoudre d’une maniere approchée les deux
problemes elliptiques suivants.

1.3.1. Le probléeme de Poisson en dimension d

Etant donné un ouvert (simplement connexe) Q C RY et des fonctions f et g, f donné sur €, g
donné sur le bord OS2 de ), on cherche une fonction u définie sur la fermeture de 0 de classe
C? (au moins) de sorte que

d

VeeQ: —Aulz):=— Z(;%)Qu(m) = f(a),

7j=1
Ve e d:  wu(x)=g(x) dites conditions au bord.

Dans la suite on s’intéresse en particulier au cas d = 1 avec Q2 =]0, 1] un intervalle ouvert,
avec les deux extrémités 02 = {0,1} ot —Au(z) = —u”(z) fait apparaitre la dérivée seconde. Si
on suppose que les primitives de f sont connues (par exemple dans le cas ou f est un polynéme,
ou carrément f = 0), ce probleme a plutét un intérét pédagogique car pour trouver u vérifiant
—u"(x) = f(x) on doit juste former deux primitives, et adapter des constantes d’intégration
pour vérifier les 2 conditions au bord (en 0 et en 1).

Le probleme de Poisson est bien plus intéressant dans le cas d = 2, par exemple Q =
10, 1[2 le carré unité, O comportant les 4 arétes. Pour motivation, on pourrait s’imaginer v un
potentiel électrique en électro-statique (pas de dépendance du temps, autrement dit, on cherche
Péquilibre) : on impose une charge électrique g sur le bord 912, et dans Q le potentiel est une
fonction dite harmonique (ce qui revient a dire que le Laplacien s’annule sur 2). Une autre
interprétation peut étre la répartition de la température u dans une salle {2 en imposant la
température aux murs (il n’y a pas échange de température avec l'extérieur). Ici le cas f = 0
modélise la diffusion de la température sans sources de chaleur, sinon un terme f non nul peut
étre une source unitaire de chaleur. Encore une fois, on s’interesse & des solutions stationnaires
ne dépendant pas du temps (I’équilibre), ce qui se voit encomparant notre EDP avec 1’équation
générale de chaleur.

Si le matériau n’est pas homogene, on doit faire face a un coefficient de conductivité x qui
donne lieu a un probleme légerement plus complexe.

1.3.2. Le probleme de diffusion en dimension d

Etant donné un ouvert (simplement connexe) Q C R et des fonctions f,x et g, f,k donné sur
Q, g donné sur le bord OS2 de €, on cherche une fonction u définie sur la fermeture de €0 de
classe C% (au moins) de sorte que

d
0 ou
Ve e 0Q:  u(x)=g(x) dites conditions au bord,

ot le cas k = 1 permet de revenir a notre probléeme de Poisson.
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Pour €2 un produit cartésien d’intervalles (ici Q =]0, 1[%), I'idée des différences finies est que
l'on discrétise la ferméture [0, 1]d de 2 par un maillage d’un nombre fini de points, et au lieu
de chercher une fonction on cherche juste a approcher les valeurs de la fonction sur ce maillage
de points. Ceci nécessitera de remplacer des dérivées par des différences finies (autrement dit,
on ne passe pas a la limite dans la définition d’une dérivée). Voir aussi [ADOS8|, Chapitre 16.1 et
16.2] ou alors les ressources électroniques [H19, Chapitres 1.3, 1.5 et 1.8].

1.3.3. Quelques différences finies dits centrées
Montrer que, pour une fonction u d’une seule variable et suffisamment différentiable,

u(z +h) —u(z —h)

(a) 57 =u'(z) + O(h*)n 0,
(0) 2u(z) — u(x —;2}1) —u(x — h) — () + O(hz)hao,
by 4ok(z— 1)) —u(z k(z+ 1) —ulx—h)k(z — 2
@ MO e ) ulo b Wee ) ue D) v o)

1.3.4. La méthode des différences finies en dimension d =1
On introduit pour un entier N > 1 le maillage (ici équidistant)

‘ . 1 .
Vi=0,1,..,N+1: z;=jh, h—m (dit pas),

et on cherche a trouver uj approzimation de u(z;) de sorte que

. 2U; — Ui — Ui
Vi=1,..,N: g ]}—L; I = f(x;)

pour le probléme de Poisson (égalité en tout point a lintérieur du maillage) ou les valeurs
up = g(zo) = ¢g(0) et unt1 = g(xn41) = g(1) sont imposées. Autrement dit, on cherche les N
composantes du vecteur x solution du systéeme Bx = b, avec la matrice tridiagonale

2 -1
0 O go + h*f1
-1 2 -1 . uy h2 fo
B=| 9o . . . o |[eRVY w=] |, b= : )
T | uN h?fn—1
0O --- 0 -1 2 | 9N+ RN

ot on a utilisé les abréviations f; = f(x;), g; = g(x;). Un systéme triangulaire similaire est
obtenu pour l’équation de diffusion en dimension d =1, avec

[ K1 —|—/<J§ —K3 0 0 T
2 2 2 k1go+ h2f1
—K3 K3 + K5 —K5 2 9
2 73 3 h” f2
- h*fn-1
N-1 B2
0 0 2 Ky LIN+1 T+ N
_ | 2
_ CERLESLY
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1.3.5. Exercices :
(a) Pour le probléme de Poisson en dimension 1, montrer que B est symétrique définie positive,
et que les éléments propres sont donnés pour k =1, ..., N par

N 201 km ) V2 (si km . 2km . Nk=m )
= — COS —/— V. = S1n S1n cee . SIN .
K N+1” T UNrt1 N+1" " N+4+1" 77 N+1

On pourra se servir de la formule 27 Bx = 2% + 23, + ij:Q(xj —xj_1)2.
(b) Pour le probleme de diffusion en dimension 1, montrer que B est symétrique définie positive.

Il se pose alors le probleme suivant : comment résoudre d’une maniere efficace un systeme
triangulaire (et en plus symétrique). Vous avez probablement vu en L3 qu’il existe un algorithme
en complexité O(N) obtenu en spécifiant la décomposition LU (ou alors Choleski) qui fait
apparaitre des matrices bidiagonales, voir par exemple [H19, Chapitre 1.8].

Par contre, en dimension d > 2, le systeme sous-jacent devient plus compliqué. Il nous faut
d’abord I’équivalent de I’Exercice pour des fonctions de d > 2 variables, ce qui peut encore
étre obtenu par le théoreme de Taylor (on fixe toutes les variables sauf une).

1.3.6. La méthode des différences finies en dimension d = 2 pour Poisson
On introduit pour un entier N > 1 le maillage (ici équidistant)

— ) o Jjh 9 1 .
Vi, k=0,1,....N+1: %’k—[k:h}eR’ h_iN—kl (dit pas),

et on cherche a trouver ujy, approzimation de u(x;) de sorte que

, 2Ujk — i1k — Y-k 2Uk — Ukl — Uik
Vi k=1,..,N: 12 + 02 = f(zjr)
pour le probléme de Poisson (égalité en tout point a lintérieur du maillage) ot maintenant les
valeurs uj = g(x;5) sont imposées pour les indices de sorte que xjj € 052, ¢’est-a-dire, pour

G,k) € {(0,k):k=1,...,N)U{(N+1,k):k=1,..,N}
U{(j,0):j =1, ,NYU{(j,N+1):j=1,..,N}.

Notre schéma (dit a 5 points, il y en a d’autres dans la littérature) pour discrétiser le Laplacien
relie alors une inconnue ujyj au centre avec ses quatre voisins wj+1k et wjp+1 (Souvent nommés
en se servant des 4 directions d’une rose des vents). Pour écrire un systéme d’équations linéaires
Ax = b avec x comportant nos N? valeurs inconnues, il nous faut encore fizer un ordre dans
notre maillage, pour pouvoir énumérer les équations mais aussi nos inconnues. Ici on choisit
une énumeration par ordre de k croissant et pour chaque k fixe par ordre de j croissant, ce qui
donne
T = (Ul,lau2,17 <o UN1, UL 25 ooy WL N, U2 N5 --'>UN,N)*a

avec la matrice tridiagonale par blocs

[ B+2r —T 0 .- 0
—-I B+2I —I
A= 0 .. .. . 0 ERNQXNQ‘
.
0 0 —I B+2I |
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1.3.7. Exercices :

(a) Construire élément par élément la matrice et le second membre pour N = 4.
(b) Vérifier que A admet au plus 5 élements non nuls par ligne.

(c) En vous inspirant du cas d = 1, vérifier que A est sdp.

(d) Comment généraliser cette étude au cas d = 3 ¢

(e) Comment généraliser cette étude au cas d’une équation de diffusion ?

Contrairement au cas d = 1, il n’existe pas une méthode en complexité O(N?) (N? étant le
nombre d’inconnues) pour résoudre notre systeme Az = b. Il y a juste le cas f = 0 des fonctions
harmoniques permettant de déduire un algorithme de complexité O(N?log(N). 1l est fortement
basé sur l'analyse de Fourier discrete (plus précisément la transformée DST de sinus discrete)
par laquelle on peut calculer le produit Vy avec V la matrice unitaire des vecteurs propres de
B € R™¥ (voir Exercice et y € CV en complexité O(N log N).

1.3.8. Exercices :

Considérons le probléme de Poisson en dimension d = 2 avec avec une source f = 0 triviale, et
écrivons B = VAV™ avec V' la matrice unitaire des vecteurs propres donnés en Ezxo et A
la matrice diagonale des valeurs propres. .

(a) Vérifier que V. =V"*.

(b) Montrer que le systeme d’équations linéaires donné dans peut s’écrire comme

BX+XB=G

avec X = (ujr)jr € RV*N la matrice contenant nos inconnues, et rang(G) < 4 (venant des 4
segments formant le bord de ). En déduire qu’il exviste M, N € RV** tels que G = M N*.
(c) Montrer que l’on obtient I’équation équivalente

AY +YA=MN*, M:=VM, N:=VN
(MN*)j )

Nt Dk
(d) Donner un algorithme de complexité O(N?log(N) pour trouver X.

dont la solution est explicitement donné par' Y = (

On peut encore donner sans preuve d’autres propriétés pour nos matrices B (pour d = 1)
et A (pour d = 2), qui sont également valables pour d > 2.

1.3.9. Propriétés du probleme de diffusion discrétisé par DF :
Notons ici par A(?F(/ﬁ}) € RNN' 14 matrice de coefficients obtenue par application des
différences finies centrées au probleme de diffusion sur Q =]0,1[%, et supposons que

0 < Kinf := inf k(z) < Keyp 1= sup < 0o, (1.2)
S

Q €N

alors APT (k) admet des propriétés suivantes :

(a) elle est sdp, inversible, irréductible, a diagonale dominante ;

(b) elle est une M-matrice (son inverse admet seulement des éléments > 0 ce qui donne lieu
une propriété de principe de mazimum discret) ;

(c) si k =1, sa plus petite valeur propre se comporte comme 4ndh?, sa plus grande valeur propre
se comporte comme 4d pour N grand, en particulier cond(AP¥ (1)) = O(N?)nooo ;

* A\DF
(d) finalement, pour tout vecteur x # 0 nous avons Kin < ~ Ay )z

S FAPF(): < Kmax, €n particulier
cond(APT (k)) = O(N?) N_so0-
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1.4 Discrétisation d’une EDP elliptique par éléments finis

Pour résumer la discrétisation en éléments finis (EF), on regardera directement le
probleme de diffusion, en commencant par le cas g = 0 des conditions au bord homogenes.
Un des avantages de la méthode EF est qu’elle s’applique a des domaines polyédrique (une
intersection finie de demi-espaces par exemple), et pas seulement a des produits cartesiens. On
supposera alors de disposer d’un tel ensemble €2, avec bord 92, et on supposera que le coefficient
de conductivité x vérifie la condition ce qui assure que les hypothéses du Lemme de Céa
sont bien valables.

La premiere étape dans une discrétisation par éléments finis est de passer a une formulation
faible, ou on cherche une solution dans un espace de Hilbert V' (de fonctions suffisamment
différentiables qui s’annulent au bord 9f2). En utilisant une formule de Green, on obtient la
formulation : chercher u € V' tel que, pour tout v € V,

/E($)<vu(l‘),vv($)>d$:/f(l‘)v(l‘)dSU. (1.3)
Q Q

On montre que (1.3) admet une solution unique, qui est aussi une solution de notre problémem
de diffusion & condition que la fonction f est suffisamment différentiable.

Pour en déduire une solution approchée et un systeme d’équations linéaires AEF (K)x =b
avec n inconnues, on considere des sous-espaces V,, C V de dimension n dont on dispose une
base ¢1, ..., ¢n. Ici on cherche une solution approchée de la forme

un(z) = Z crPr(z)
k=1
avec coefficients ¢, € R inconnus de sorte que, pour j = 1,...,n,
/g)ﬁ(m)(Vun(w), Voj(x))de = /Qf(x)qﬁj(:v)dac. (1.4)

ce qui nous amene au systeme AdEF (k)x = b avec le vecteur d’inconnus x € R™ comportant les
coefficients ¢y, ..., ¢, la matrice de coefficients (dite matrice de raideur) et le second membre
étant donnés par :

AF ) = ([ @)oo Voslas) b= ([ f@ews) )
Q 7,k=1,...,n Q 7j=1,...,n

Voila le principe, mais le travail n’est pas fini : pour une dimension d de ’espace, il faut main-
tenant choisir V,, et sa base ¢, ..., ¢, faire une étude d’erreur de v — u,, spécifier comment
évaluer les intégrales (par des formules de quadrature ce qui introduit d’autres erreurs), écrire le
systeme et le résoudre. Il est peut-étre utile de sous-ligner que ’on n’a pas besoin véritablement
de la solution exacte du systeme AdEF (k)x = b parce que, de toute fagon, wu, est seulement
une approximation de la solution de notre EDP (cette remarque s’applique aussi aux systémes
venant des différences finies).

1.4.1. Propriétés du probléeme de diffusion discrétisé par EF :
La matrice A5T (k) est symétrique définie positive.
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Démonstration. La symétrie est évidente. Soit x € R™ \ {0} alors, en posant v(z) =

> b1 Tkr(T),
¥ AFE (k)x = /

k(z)(Vo(z), Vo(z)) dx > Kins / |Vo(z)||? dz.
Q Q

Comme v est un élément non nul de I'espace V, sa semi-norme H' de Sobolev s’annule pas, et
donc est strictement positive. O

Dans la précédente preuve on a vu que la norme énergie pour la matrix de raideur (comparer
avec Exo [1.2.5)) est liée & la semi-norme H' de Sobolev d'un élément de V. On peut aussi
considérer la matrice dite de masse

7,k=1,...n

MER ) = ([ r@onta)o @dn)

dont la norme énergie fait le lien avec la norme L? (& poids si x # 1).

On va ici se limiter aux éléments finis de type P; en dimension d = 1 et d = 2. Ici on coupera
) en un certain nombre de morceaux, et V,, est un espace de fonctions qui sont continues sur la
ferméture de €2, et affines sur chacun des morceaux.

1.4.2. Le probleme de diffusion pour d =1 discrétisé par EF :
Dans le cas Q =]0,1[ de dimension d = 1, on commence par introduire un maillage de 2, ici
des points équidistants j/(n+ 1), j = 0,1,2,...,n+ 1, et on coupe Q en intervalles [j/(n +
1),[(G+1)/(n+1)] pour j = 0,...,n. Une fonction v € V,, s’annule en 0 et en 1, est affine
sur chacun des intervalles, mais on raccorde les droites de sorte que, globalement, la fonction
v est continue sur Q (on parle des splines affines). Il n’est pas trop difficile de voir qu’une
telle fonction est uniquement déterminée en fonction de ses valeurs (quelconques) auz points
intérieurs du maillage. Par conséquent, on peut construire une base ¢1, ..., ¢, de Vy, a laide des
fonctions chapeauz : la fonction ¢; prend la valeur 1 en x = j/(n+1), et la valeur 0 en tout point
z=Fk/(n+1) pour k=0,1,...,n+1, k # j.|Un petit dessin montre que ces fonctions ¢; ainsi
que leur gradient/dérivée sont non nuls seulement sur lintervalle [(j—1)/(n+1), (j4+1)/(n+1)],
et
ng(z):{ n+1 sur](.j—1)/(n—|jl),j/(n+1)[,
J -n—1 surlji/(n+1),(j+1)/(n+ 1),

ce qui permet de vérifier que, pour une conductivité k = 1 constante et un maillage équidistant,

1

ABF(1) = (n+ D)APF(1) = ¢

APF(1), (1.6)
avec APT (1) = B donné dans|1.5.4, Aussi, il est intéressant d’observer que + APT (k) est une
approximation de A{EF(F;) ou l'intégrale est remplacée par la formule de quadrature du point
milieu.

1.4.3. Le probleme de diffusion pour d = 2 discrétisé par EF :

Ici on coupe notre domaine £ en triangles, voir par exemple ici. Formellement, une triangulation
de Q consiste a couper Q) en triangles de sorte que deux triangles distincts aient soit une aréte
en commun, soit un sommet en commun, soit une intersection vide. Par n on note le nombre


https://www.cs.bham.ac.uk/~slb/courses/Graphics/fig881.gif
https://www.researchgate.net/profile/Ning_Liu9/publication/326569379/figure/fig3/AS:651722657644545@1532394198704/The-effect-of-the-feature-preserving-triangulation-a-the-initial-mesh-of-the-classical.png
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de sommets a lintérieur de ) de cette triangulation. Une fonction v € V,, s’annule sur 050, avec
restriction sur chacun des triangles une fonction affine (ce qui fait trois de degrés de liberté),
mais on raccorde ces morceaur de sorte que, globalement, la fonction v est continue sur €. Il
n’est pas trop difficile de voir qu’une telle fonction est uniquement déterminée en fonction de ses
valeurs (quelconques) aux sommets intérieurs du maillage. Par conséquent, on peut construire
une base ¢1,...,¢, de Vi, a Uaide des fonctions chapeauz : la fonction ¢; associé au sommet
intérieur d’indice j prend la valeur 1 en ce sommet, et la valeur O en tout autre sommet. Encore
une fois on observe que ces fonctions ¢; ainsi que leur gradient sont non nuls seulement sur
la réunion des triangles qui comportent ce sommet. En comparant avec (1.5) on peut conclure
qu’un élément a la position (j,k) s’annule pas si j et k sont des sommets d’un seul triangle
(autrement dit, les extrémités d’une aréte). Sur notre dessin ci-dessus, chaque sommet admet
au plus 7 sommets intérieurs adjacents, et donc chaque ligne de AQE‘F(H) comporte au plus 8
éléments non nuls (un peu plus que dans la méthode des différences finies).

1.4.4. Exercice :

Construisons une triangulation de Q =]0,1[? avec comme n = N? sommets internes le maillage
uniforme décrit dans ou chaque sommet au centre C' est connecté par une aréte avec
les sommets voisin au nord, sud, ouest, est, nord-est et sud-ouest (dessin ?). Il est connu que,
dans ce cas, AFY(1) = APF(1) (et plus généralement AFF (1) = APF(1)hd=2). Vérifier pour
N e€{1,2,3}.

Une grande partie des propriétés énoncés en [1.3.9 pour la méthode des différences finies
reste valable pour les éléments finis. Par exemple, si le plus petit angle dans la triangulation (en
fonction de n) ne tend pas vers 0, alors

cond(AFT) = O, u. (1.7)
Nous avons aussi le résultat suivant.

1.4.5. Exercice :
Pour une triangulation quelconque et pour tout vecteur x # 0, montrer que

a* AFE (k)

Hlnf S T AFE /4N — Hmax-
e*AFF (1)

1.4.6. Remarque : Les conditions au bord non homogénes.

On peut aussi utiliser les éléments finis pour résoudre un probléme de Dirichlet non homogéne.
Pour cela on note par ¢; pour j =n+1,...,n+p les fonctions chapeau associés aux sommets j
a la position x; € 0), et on utilise l'ansatz

n n+p
Up, = > endn + > glar) o
k=1 k=n+1

—— ~— ——
solution faible pour f #0 et g =0  solution faible pour f =0 et g # 0

1.5 Les projecteurs

Dans ce chapitre on va identifier une application linéaire B : C"™ +— C™ avec sa
représentation matricielle dans C™*™ (qui dans ses colonnes comporte les images des vecteurs
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canoniques). On notera

Im(B) = espace engendré par les colonnes de B = {By :y € C"},
Ker(B) = le noyau de B = {y € C" : By =0},

dont on rappelle la somme orthogonale
C™ =Im(B) ® Ker(B"). (1.8)

De cette équation on peut déduire que Im(B) = Ker(B*)* = {y € C" : y L Ker(B*)}
(Porthogonal de 'ensemble Ker(B*)), de plus on sait que dim(Im(B)) = dim(Im(B*)) =
rang(B).

On appelle projecteur (oblique) une matrice P € C™*" vérifiant P? = P.

1.5.1. Exemple :
Soient U,W € C™™ qvec W*U € C™ ™ inversible, alors P = U(W*U)~"*W* est un projecteur,
et Im(P) = Im(U), Ker(P) = Im(W)*.

La réciproque de Exemple est aussi valable, en spécifiant Im(P) et Ker(P) on fixe
un projecteur P.

1.5.2. Théoréme : projecteurs obliques
Si les colonnes de U,W € C™ ™ formes des bases de Im(P) et Ker(P)*, respectivement, d’un
projecteur P alors W*U est une matrice inversible, et P = U(W*U)~1W*.

Démonstration. Par définition de U nous avons Vx € C" 3z € C™ t.q. Pz = Uz. Ceci donne les
propriétés

Ve € C": P(I — P)x = (P - Pz =0

Im(I — P) C Ker(P)

Vee C": W*(I — P)x =0 par déf. de W

Ve e C"3z e C™" t.q Wz = W*Uz.

L

Comme Im(W*) = C™, on en déduit que YVa € C™ 3z € C™ avec a = W*Uz, autrement
dit, W*U est inversible, et z = (W*U)"'W*z. Donc Vz € C" nous avons que Pr = Uz =
UW*U)~tW+a. O

On dira que le projecteur P est une projecteur orthogonal si Im(P) = Ker(P)* (ce qui per-
met de prendre U = W dans le théoreme précédent). Le résultat suivant montre qu’un projecteur
orthogonal est une matrice hermitienne (mais généralement pas orthogonale ou unitaire).

1.5.3. Théoréme : projecteurs orthogonaux

Pour un projecteur P on a équivalence entre les quatre propriétés suivantes :
(a) P est un projecteur orthogonal ;

(b) IW € C™™ q colonnes orthonormées (W*W =1) tel que P = WW* ;
(c) I(W, W) € C™" unitaire tel que P=WW*, I —P =WW*;

(d) P = P~
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On écrira dans la suite P = Py pour un projecteur orthogonal.

Démonstration. (a) = (b) : Choisir U = W dans le théoréme avec colonnes formant une
base orthonormée de I'm(P) = Ker(P)> .
(b) = (c¢) : D’apres le théoreme de la complétition d’une base, on trouve toujours W de sorte

que les colonnes de (W, W) forment une base de C". Par conséquent, (¥, W) est une matrice
unitaire, et, avec un produit par blocs,

I=(W,W)W,W)*=WW*+WW*=P+WW*

(¢) = (d) : Trivial.
(d) = (a) : D’apres (1.8), Im(P) = Ker(P*)* = Ker(P)*, la derniere égalité découlant de
P = P*. 0

Dans le cas du plan n = 2 nous avons seulement des projecteurs non triviaux Py avec
m = 1 et alors W € C?*! représente un vecteur de longueur 1. Ici, la projection Pz d’un
x € R? est en effet la projection orthogonale de z sur la droite passant par I’origine, de direction
W. Tentez de donner une interprétation géométrique similaire pour un projecteur oblique (non
orthogonal).

Le théoréme de Pythagore dans R? relit les longueurs des arétes du triangle avec sommets
0,z et Px. Il est aussi vrai en C"

1.5.4. Corollaire : Pythagore
Pour un projecteur P orthogonal avec les notations du théoréme [1.5.

Vo e C": o lz|® = | Pal® + || - P)a|)” = [W*a|® + [W*z|?,
en particulier ||P|| < 1.

Démonstration. Pour montrer la premiere égalité il suffit de développer ||z||? = ||Pz+ (I —P)z|?
et d’observer que

(Pz,(I — P)z) = (I — P)x)*Pz = 2*(I — P)Px = 2*(P — P*)z = 0.

La deuxieme égalité vient du fait que || Pz||? = 2* P?z = 2*Px = ||W*z||?. La derniére relation
en découle en observant que Yz € C" nous avons ||Px| < ||z|. O

Dans le corollaire précédent, il a été important de supposer que P est un projecteur ortho-
gonal, car pour tout projecteur P # 0 nous avons par submultiplicativité de la norme spectrale
que |[P]| = | P2 < |[P|1%, ce qui implique que || P > 1.

1.5.5. Exercice :
Soit P un projecteur dans C™.

1. Montrer que I — P est aussi un projecteur et que
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2. Montrer que tout projecteur admet comme valeurs propres 0 et 1 et en déduire que
3V matrice inversible telle que V~'PV est une matrice diagonale (et un projecteur
orthogonal).

3. Construire U € C™" base de Im(P) et W € C™" base de Ker(P)* avec W*U =1 en
fonction de la matrice V de la question précédente.

4. Soit P un projecteur orthogonal. Montrer que
Vz e C" min ||z—y|=||z—Px].
yelm(p)

1.5.6. Exercice :
Soient W € C™™ ¢ colonnes orthonormées, et B € C™*". Montrer que |B|% = trace(B*B).
En déduire que

IWB| =B, [WB|r= Bl

1.5.7. Exercice :
Soient A1, Ay des matrices avec un méme nombre de colonnes. Pour la norme de Froebenius on

vérifie aisément que
Ay 0
>
I 11,205

A Daide d’un projecteur orthogonal a construire, montrer que la méme propriété est valable pour
la norme spectrale.

= [| 42| -

F

1.5.8. Exercice : Soit P € C™" un projecteur orthogonal, on adapte les notations du[1.5.3

(a) Soit A € C"*". Pour la norme de Froebenius, montrer que la relation de Pythagore
|A||% = [|[PA|% + ||(I — P)A||% reste valable, mais que cette relation peut étre fausse
pour la norme spectrale.

(b) Soit A € C"*™. Montrer que
argmBi)n |AW — WB|p =W*AW, argrr}gin |AW — WB| = W*AW.
Motivation : on se demande si Im(W) est A-invariant, c’est-a-dire, A Im(W) C Im(W)

(ce qui serait par exemple le cas si Im(W) est engendré par certains vecteurs propres
de A).



Chapitre 2

Résolution de grands systemes creux

2.1 Motivation

Le but de ce chapitre est de résoudre (d’'une maniere approchée) des systemes d’équations
linéaires Az = b ou la matrice de coefficients est supposée étre ”grande” et ”creuse” (et inver-
sible). Ceci signifie que A contient tellement de zéros que, algorithmiquement, il est intéressant
d’en tenir compte.

Revenons par exemple a la discrétisation par différences finies du probleme de Poisson en
dimension d = 2, voir Si on utilise N = 100 points de discrétisation par coordonnée (ce
qui n’est pas beaucoup, le pas h = 1/(NN 4 1) devrait étre "petit”), on se ramene a un systéme
an = N? = 10000 inconnues. Pourtant, chaque ligne de A ne comporte que au plus 5 élements
non nuls. Pire encore, les phénomenes physiques nécessitent souvent une simulation dans R3.
Ici N =100 nous amene a un million d’inconnues, ou la matrice admet au plus 7 éléments non
nuls par ligne. Ce méme phénomene se produit pour les éléments finis : des simulations d’EDF
sur le crash d’un avion sur une usine nucléaire nous amenent a des systemes avec un milliard
d’inconnues car on souhaite discrétiser avec une erreur assez petite. Ici on utilise des tetrahedres
dans R3, mais le nombre d’éléments non nuls dans la ligne d’indice j est borné par le nombre
de tetrahedres ayant comme sommet ce jieme sommet, comparer avec [1.4.3

Dans la suite on se placera dans la situation suivante :

2.1.1. Hypothése sur nos systémes.
On supposera que l’entier n est si grand que l’on peut encore stocker et manipuler un petit
nombre de vecteurs dans C™. Par contre, on n’a pas assez de mémoire de stocker la matrice
inversible A € C"*™ en entier : on dispose seulement d’une boite noire permettant de

— calculer pour y € C" le vecteur Ay en complezité O(n) ;

— calculer le produit scalaire entre x,y € C™ en complexité O(n) ;

— saxpyE] s calculer pour x,y € C™ et a € C le vecteur ax +y en complezité O(n).

Dans le contexte de notre hypothese la notion de complexité correspond au nombre
d’opérations élémentaires (additions, soustractions, multiplications et divisions dans C), et au

1. synonyme pour ”single precision a x plus y”.

16
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besoin de mémoire. Ici on ne parlera pas trop du fonctionnement de ces boites noires : on peut
s'imaginer de stocker seulement les éléments non nuls de A ainsi que leur position, et on effectue
le produit Ay en parcourant seulement les éléments non nuls de A. Cela permet d’arriver a la
complexité désirée si A ne contient que O(n) éléments non nuls (ce qui est le cas chez nous).
Il faut savoir qu'il existe des boites noires (dites BLAS, basic linear algebra subroutines) ou
nos trois opérations, tres adaptées a un calcul paralléle ou un calcul par coeur/threads, sont
optimisées pour chaque architecture d’ordinateur.

Notre hypothese sur n et A rend impossible d’appliquer les méthodes vues en L3
comme le calcul explicite de A~ ou les décompositions LU ou QR. Ici on calculera une suite
g, T1, T3, .. de vecteurs dans C™ avec une erreur x,, — T qui on espere tendra rapidement vers 0
pour m — oo. Ici on note # = A~'b la solution exacte de notre systeme. On écartera les méthodes
itératives ”classiques” basées sur un un splitting A = M — N avec p(M~'N) < 1 (comme les
méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel, la méthode SOR etc) qui souvent ne convergent pas tres
rapidement (méme si 'analyse de convergence est assez belle).

2.1.2. Définition du résidu.
Comme on ne dispose pas de T, l'erreur T — x,, n’est pas calculable, par contre on peut calculer
le résidu

Tm = AT — ) = b— Az,

avec
17 = zmll < AT el Ml < JAI 7 = 2]l

Donc si le conditionnement cond(A) = || Al ||[A™Y|| n’est pas trop élevé, Uerreur et le résidu sont
du méme ordre de grandeur.

2.2 Meéthodes de projection

Dans une méthode de projection on part d'un xg € C™ (que l'on veut une bonne approxi-
mation de Z, mais en pratique on prend souvent zo = 0). A I’étape m > 0, on détermine deux
espaces vectoriels Ky, £y, de méme dimension d = d,;, (qui peut dépendre de m) avec comme
bases les colonnes de Vj,, U,, € C"*?, respectivement, de sorte que

Tmtl € T + Ky, Tma1 =b— Axpar L Loy, (2.1)

avec espace affine z + K, = {z +vy : y € K}. On corrige alors notre itéré x,, par un
élément dans KCp,. Notons que z,,+1 dépend seulement du choix des espaces, mais pas du choix
de leur bases. Afin d’assurer 'existence et I'unicité du x,,+1 dans , mais aussi pour pouvoir
I’exprimer en termes de projecteurs, il nous faut supposer que

Uy AVp, est inversible, (2.2)
ce qui est vrai si par exemple A est sdp, et Uy, = Viy,.

2.2.1. Lemme : représentation a ’aide de projecteurs.
Nous avons

Tl = T + ViU AV ) U 1,
T'm+4+1 = (I - Qm)"“ma Qm = AVm(U;‘LAVm)_IU;L
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Démonstration. Notons que Ty,11 € T+ ICppy si et seulement si Jy € C? avec Tm+1l = Tm + Viny-
Donc
T'm+1 = b— A$m+1 =Tm — Ame L L, = Im(Um)

ssi U (rm — AVyy) = 0 ssiy = (U}, AV LU . O

Une méthode de projection devient ”intéressante” si on choisit Ky, £y, de sorte que U}y, AV,,
devient une matrice ”simple” (un scalaire, une matrice diagonale, etc). Donnons deux approches
pour estimer l'erreur en termes de projecteurs (orthogonaux).

2.2.2. Lemme : estimation d’erreur.
Notons par Py, le projecteur orthogonal sur KC,,, alors

[rmarll <N = Qum)AUT = Pa) (I = Prn) (T — ) ||-

Interprétation : a l'itération m on cherche a choisir K, et donc P, de sorte que ||(I —
P,,)(T — xy,)|| soit petit (et 'autre facteur pas trop grand), veut dire T pas trop loin de ’espace
affine x,, + IC,,. En particulier, on en déduit la condition suffisante de terminaison suivante : si
T €y + Ky, alors x,01 = T.

Démonstration. D’apres le lemme Tmt1 = (1 = Qum)rm = (1 — Qm)A(T — xn), avec

(1—Qm)AP, = (1—Qun)AV,(ViVi) v
_ (AVm - Avm(U;AVm)—lU;AVm) (V5 Vi) "LVE =0,

et donc
"m+1 = (1 - Qm)A(I - Pm)(f - xm) = (1 - Qm)A(I - iDm)z(f - xm)?

ce qu’il fallait démontrer. O

Dans le deuxiéme résultat, au lieu de quantifier la taille du résidu, on cherche a borner une
norme énergie de lerreur.

2.2.3. Théoréme : estimation optimale.
Si AM € C™™ ™ qvec M*A sdp, et si L, = MK, alors notre condition (2.2)) est valable, et

1T — zpms1l|rea = minf||Z — x||pea 2 € Ty + K}

Interprétation :
e si M*A = I on minimise la taille de ’erreur (choix idéal mais théorique) ;
e si M = A on minimise la taille du résidu ;
e si A sdp et M = I on minimise la taille de ’erreur en norme énergie.

Démonstration. Dans un premier temps, observons que les formules du lemme|[2.2.1|ne dépendent
pas du choix des bases U, Vy,, on peut alors prendre U,, = MV,, et alors U} AV,, =
V*(M*A)V,, qui est sdp (car M*A l'est par hypothese, et les colonnes de V;, sont libres).
En particulier, U;;, AVp, est inversible ce qui nous donne la condition .
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_ Ensuite, introduisons la décomposition de Choleski M*A = C*C et le projecteur orthogonal
P sur Im(CV,)
P = CV,,(VEC*CVy)tVECH,
et donc ﬁC’Vm =CV,,.
Posons vy, = (U, AVy) LU rp de sorte que & 41 = T + VinYm. Nous avons € xp, + Ky,

un candidat a la minimisation si et seulement si dy € C™ avec x = x,, + Viy. Donc, par
Pythagore,

[T = zllpmea = (T—2)"M*A®T - 2) =0T - 2)|?
= H(jcfi;xnﬂ _’CﬂﬂnyHZ _ _
> (I =P)CE —xm) — (I = P)CVipyl* = (I = P)C(T — zm)|%,

avec égalité si et seulement si

0= PC(ZT — &) — PCViy = PCA 'ry, — CViny
= OV (VEC*CVp) WVEC*CA Yy = CVpy
= OV (UL AV, YU AA Yy, = CVy car VECHC = U A
= CViym = CViy.
Comme les colonnes de C'V,,, et de V,,, sont libres, cette derniere propriété est valable ssi y = yp,

ssi & = Zpp+1. On vient donc de montrer que le minimum est atteint pour = x,,,11 (et que ce
minimiseur est unique). O

2.2.4. Remarque sur la minimisation du résidu.

Dans le théoréme avec M = A nous avons Tmi1 = Tm + ViYm avec (Vi A* AV )ym =
V. A*ry, (les équations normales d’un probléeme aux moindres carrés), ce qui équivaut au fait
que Y, est solution du probléme des moindres carrés

min [|AV,y — |
yeCd
a n équations et d = d,, inconnues.

Dans la suite de ce document on donnera plusieurs exemples de méthodes de projection,
d’autres exemples seront étudiés dans les exercices.

2.3 La méthode de la plus forte descente

Dans la méthode de la plus forte descente (en anglais ”steepest descent”, aussi parfois
appelé la méthode de Cauchy) on suppose que A est une matrice sdp, et que A,b,T sont &
coefficients réels. Par conséquent, on peut appliquer le formalisme du théoreme|2.2.3|avec M = I
et K,, = L, de dimension 1, c’est-a-dire, on souhaite minimiser la forme quadratique

J(x)=|T —a||a = (T —2)TA@T — 2) = TAT — 22Az + 27 Az
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sur I’ensemble des vecteurs de de la forme = = x,, + av avec a € R pour un vecteur v € R" fixé.
Pour choisir v on remarque que, pour a € R ”petit”,

J(xm + av) — J(z,)

~ VJ(xm)v

(chez nous, le gradient est un vecteur ligne), le second membre étant minimum parmi toutes les
directions v de longueur fixe ssi
v=-VJ(zn)! =2r,

(il est fortement conseillé de vérifier cette derniere égalité). Le choix K,, = L, = span(r,,) dans
nous donne ’algorithme suivant.

2.3.1. Algorithme de la plus forte descente.

Choisir zg € R™ et calculer
Pour m = 0,1,2,... jusqu’a ||rm,|| "petit”
_ _(rmyrm) — + — _ A
Om = (Arrm) Tm+1 = Tm OmTm 5 Tm4+1 = T'm Qm AT'm
Besoins de stockage : trois vecteurs (on stocke sur place).
Complexité par itération : 2 produits scalaires, 2 saxpies, 1 produit matrice-vecteur.

Au lieu d’utiliser le formalisme général des méthodes de projection, on aurait pu aussi
minimiser a la main la fonction R 3 a — J(z, + ary,) € R, une parabole ayant un minimum
unique.

Interprétation géométrique : a l'itération m, on se trouve a I’endroit z,, sur la courbe de
niveau {z € R" : J(z) = J(xm)} (une ellipse dans R%, une ellipsoiide dans R3). Pour joindre
la vallée (& la position Z) on décide de partir sur une demi-droite de direction la plus raide
rm orthogonal & cette courbe de niveau, et on s’arréte a 41, le point le plus bas sur cette
demi-droite, ce qui veut dire que r,, est tangent en x,,11 a la courbe de niveau {z € R" : J(x) =
J(xm+1)} (faites des dessins avec des ellipses allongées). On observe alors que ryp11 L 7 (&
vérifier), ce qui géométriquement signifié que l'on fait des zigzags, manifestement une stratégie
qui n’a pas 'air d’étre la meilleure. On aurait envie de partir directement dans la direction de
la vallée T, mais le probleme est que 1’on ne sait pas ou cette vallée se trouve.

2.3.2. Théoréme : Estimation a priori du taux de convergence. Posons k = cond(A),
alors pour tout m >0

_ K — _
17— zmsrlla < =7 17— zmlla
—1\m
Hf—meAg(ﬁ_i_l) 17— zolla = 0 sim— oo
K

Démonstration. On observe d’abord que
J(@m41) = T = i1l = rmrilia = Comrr, A s
et que 741 L 7. Donce

J(xm—&—l) = (Tm-l—ly Ailrm - Oéme) = (Tm—l—l, Ailrm)
= (rm — amArm,A_lrm) = J(zm) — Wm(Tm, ™m)

= stan) (1= (S < e (57)°
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ou dans la derniere inégalité on a appliqué I'inégalité de Kantorovitch vue dans I’exo O

Comment se servir d’'une telle estimation a priori? Le théoreme [2.3.2] nous dit que si
cond(A) = 1 alors, pour tout zg, on trouve la solution exacte 1 = T en une itération (cette
observation devient beaucoup moins étonnante si on cherche des matrices sdp avec un condition-
nement égal a 1, c’est forcement 'identité). Plus sérieusement, si on dispose d’une matrice sdp
A avec un conditionnement qui ne dépend pas de n, alors pour tout € > 0 et tout choix initial
xo, on peut trouver un m indépendant de n de sorte que ||T — x| < €, ce qui veut dire que
I'on trouve la solution a une précision prescrite en complexité O(n). Encore une fois un résultat
étonnant, car on a une complexité proportionnelle au nombre d’inconnues, mais la constante de
proportionnalité (qui dépend de k, z¢ et €) peut étre grande.

Nos matrices A € R™*" venant d’une discrétisation par différences finies ou éléments finis
en dimension d sont bien sdp (voir [1.3.5] [1.3.7} [1.4.1]) et sont bien creuses, mais ils ont un
conditionnement d’ordre ¢;n?? avec une constante c¢;, voir et . En prenant m =
chnZ/ dJ avec une constante ca > c1, nous trouvons que

(’<6 1) H H ( 202) ” ”
x xT ~ exp xT Y
P 0llA 1 ollA

ce qui devient petit si co > c;. Par conséquent, on doit s’attendre a une complexité O(nHz/ 4,
donc O(n?) pour d = 1 (comme I’algo de Gauss pour une matrice pleine) mais O(n?) pour d = 2
et O(n®/3) pour d = 3, on y gagne.

La complexité devient plus favorable pour des méthodes ou on dispose d’une estimation
d’erreur ou k est remplacé par /k. Ceci est le but du chapitre suivant.
2.3.3. Exercice. On cherche a résoudre le systéme linéaire Ax = b en effectuant une projection
sur K =z + span(vg) ot vg = Alry, orthogonalement a L = span(Avy,).

1. Déterminer xx41 et Tipy1.

2. Ecrire Ualgorithme correspondant.

3. Posons f(z) =|| b— Az ||?>. Montrer que déterminer xpy1 par cette méthode est
équivalent & calculer xx11 par la formule

ok + GV flae)',  Go=argmin{f(zx + (Vf(zp)") : ( € R}

(partant de zy, on minimise [ sur la droite de la plus forte descente de f).

4. Montrer que déterminer xpy1 par cette méthode est équivalent a appliquer la méthode
de la plus forte pente au systéme linéaire A' Az = Ab (équations normales).

2.3.4. Exercice. Soit A € R™"™. Nous rappelons qu’une méthode de projection pour résoudre

Ax = b consiste a chaque itération a trouver xyy1 vérifiant :

K L )
{ Try1 € T + Kg (projection sur Ky orthogonalement a Ly)

b—Ax L Ly
1. Supposons A symétrique définie positive. On choisit

Kr = Ly = span{rg, Ary} .
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(a) Construire une base A-orthogonale pour Kj.
(b) Calculer xi1 et ryy1. Expliciter lalgorithme
(c) Montrer que

(res k) (Ths i) )

" — xpyr |a<]] 2" — xp A(l—
| +1 llas] | (Arg,ry) (rg, A= ry)

et en déduire la convergence.

2. Supposons A définie positive. On applique la méthode de projection avec
Ki = span{rg, Ary}, Lr = AK.

(a) Construire une base {ri,pr} de Ky telle que (Ary, Apy) = 0.
(b) Donner l'itéré d’ordre k + 1 et le résidu correspondant.

(¢) Etudier sa convergence.

2.3.5. Exercice. On considére le systeme linéaire Az = b avec A symétrique définie positive.

1. On considére la suite de projections sur un espace de dimension 1 avec K = L = span
(e;) ou la suite des indices i est arbitraire. Soit x4 le nouvel itéré aprés une étape de
projection a partir de x. On note :

r=b—Az,d=A"'b—z,d = A" b—x,.
Montrer que
(Ady,dy) = (Ad,d) — (r,e)*/aq.
Cette égalité prouve-t-elle la convergence de la méthode ?
2. Si on prend les vecteurs e; dans l'ordre e1,e9,+ -+ ,en,€1,€9, -+ quelle méthode retrouve-
t-on ?

3. Supposons maintenant que i est choisi a chaque étape de la méthode de projection tel
que :
| = mave .

Montrer que :

1 1/2
d <|1l-— dlla -
ldillas (1= o) 1l
(Suggestion : utiliser l'inégalité ‘e?r’ >n V2| r||2).
Cette inégalité prouve-t-elle la convergence de la méthode ?

2.3.6. Exercice. Soit K un sous—espace tel que AK C K, avec une base donnée par les colonnes
de V. On considére une étape d’une méthode de projection

r1 €xo+ K, r LL
dont on suppose qu’elle est bien définie. Notre but est de démontrer que si ro € K alors x1 ==

est la solution du systéme Ax = b.

(a) Vérifier qu’il existe une matrice B telle que AV =V B. En faisant le lien avec U*AV,
déduire que B est inversible.

(b) En déduire que T — xo = A~ 'rg € K, et que 1 = T.
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2.4 Le gradient conjugué

Soit A une matrice sdp, et A, b a éléments réels. La méthode du gradient conjugué (Hestenes
& Stiefel, 1952), aussi dite ”conjugate gradient” ou CG, est une méthode de projection avec
K = Ly, = span(py,) de dimension 1, avec des vecteurs p,, bien choisis :

2.4.1. Définition : Des vecteurs pg, pi, ..., pm sont dits conjugués ou A-orthogonaux si, pour
0<j,k<m
=0 sij#k
A

Un telle famille de vecteurs {po, ..., pm } peut étre produite par une procédure de type Gram-
Schmidt partant de la famille des vecteurs {rg, ..., rm}

m—1
(ATmapj)
Pm = Tm — pi———— (2.3)
kzzo 7 (Apj. pj)

(et donc pyp = rp), bien que l'on sache pas encore si po, ..., pm # 0. Voici l'intérét des directions
conjuguées.

2.4.2. Théoreme. Soient po, p1, ..., Pm des directions conjuguées. Pour £ =0, ...,m soit x4 et
son résidu ryyq calculé par une méthode de projection pour Ky = Ly = span(po, p1, ..., pe). Alors
les formules de mise a jour des itérés xy et des résidus Ty sont les mémes que pour le cas
Ly =Ky = span(pe).

Démonstration. Par récurrence sur £. Le cas £ = 0 est trivial, cherchons & montrer la pro-
priété pour £ = m. Notons d’abord que po,...,pm directions conjugués implique que ces
vecteurs sont libres (donner une preuve). Par conséquent, les colonnes de V,,, = U, =
(D0, P1s ooy Pm) € C(MFD) forment une base de l'espace L, = K, = span(po, p1, ..., pm), €t
U AV, = diag((Apo,po), -y (APm, Pm)) est une matrice diagonale et inversible. Par hypotheése
de récurrence £ = m — 1 et construction, le résidu r,, est orthogonal a p; pour j < m, et alors

Tma1l = Tm + Vm(U,*nAVm)flU;rm

1
(Apo,po) 0 - 0 0
0 : : Tms
e AV : :merMm,
. . 0 0 (Apma pm)
1
0 o 0 (Apm,pm) (rm,pm)
la formule de mise & jour du cas L, = K,;, = span(p,). O

Formule (2.3) donne la (fausse) impression qu’il faut stocker py, ..., p;—1 pour calculer p,,.
Pour obtenir une version simplifiée de mise a jour, montrons les deux résultats suivants.

2.4.3. Lemme. Soient ro,r1,...,7m 7 0, alors

(a) Po,P1y s Pm 7é 0;

(b) span(po, ..., pm) = span(ro, ..., ),  de dimension m+ 1 ;
(€) rms1 L ro,riy ey T
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Démonstration. Par récurrence sur m. Pour m = 0 les propriétés (a) et (b) sont triviales car
po = T0, et la propriété (c) provient de (b) et Supposons maintenant (a)-(c) valable pour
les indices 0,1, ...,m — 1, et montrons ces propriétés pour 'indice m. L’hypothese de récurrence
(c) et ’'hypothese 7, # 0 montrent que ry, ..., r,, sont libres. Par construction et hypothese
de récurrence (b) nous avons

Pm —Tm € Span(p07 -'-7pm—1) = span(rg, ooy rm—l)

d’olt p,, # 0, et (a) et (b) sont valables. Finalement, (c¢) découle du choix de £L,,, dans la définition

(2.1), et de (b). O

2.4.4. Lemme. Soient ro,71,...;7m # 0, alors cm = (Tm,"m)/(APm,Dm) # 0, et pp, = rm +
/Bmflpmfl’ avec Bmfl = (Tmyrm)/(rmflyrmfl)-

Démonstration.
m(Apm, Pm) = (T, Pm) Parm
- (Arm, p;)
= (Tmarm Z pj7 m)( i ]) par "
P Dj; Dj

= (rm,Tm) #0 par mb ),(c) et hypothese.

Aussi, pour j < m,

(AT’m,pj) (Tm7 Apj) 1 (Tm’ Tj+1 — Tj)
—t = =~ eI par 2%2
(Apj, pj) (Apj, pj) a;j  (Apj,pj)

(TmyTm)

—0jt1m— - = —0jt1mPm1  par[24.3(c)
(r,75)

et donc pp, = T + Bm—1Pm—1 par " . O
2.4.5. Algorithme CG.

Choisir xo € R™tol > 0 et calculer pg = r9 = b — Axg, po = (10, 70)
Pour m=0,1,2,...

Oy = (Apfnim,pm)’ Tm+1 = Tm + OmPm , Tm+1 = "'m — amApm

Pmt1 = (Tmt1; Tmt1)

Arrét si pyma1 < potol?

m = ,Dm7:17 Pm+1 = Tm+1 + BmPm-

Besoins de stockage : quatre vecteurs (on stocke sur place).
Complexité par itération : 2 produits scalaires, 3 sazxpies, 1 produit matrice-vecteur.

On se rend compte qu’une itération de ’algorithme du gradient conjugué ne cofite
pas bien plus chére qu'une itération de ’algorithme du steepest descent. En effet, CG est
préférable pour des raisons suivantes :

— au moins sans les erreurs d’arrondi, I’algorithme CG s’arréte avec un indice m < n avec

Tm+1 = 0 (ce qui équivaut & zp,+1 = E)ﬂ,

2. Par conséquent, si on ignore les erreurs d’arrondi, alors pour les problemes de discrétisation de nos EDP
on obtient une complexité d’au plus (9(112)7 mais on saura encore améliorer cette borne.
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— on obtient une estimation d’erreur a priori pour CG qui est plus intéressante que celle
de steepest descent ;
— les experiences numériques confirment que CG a bien souvent besoin de moins
d’itérations que steepest descent, au moins pour les systemes qui nous intéressent.
Le but du reste du chapitre est de fournir des preuves pour ces premieres deux propriétés. La
premiere est facile a démontrer : si rg,...,r, sont # 0, alors rg,...,r, € C™ sont libres par
le lemme [2.4.3|c), et donc forcément m + 1 < n. Notons que sur ordinateur on a des erreurs
d’arrondi, et donc les résidus r,, "récursives” peuvent étre différent des ”vrais” résidus b — Ax,,.
Aussi, pour une tolérance tol trop petite, on risque d’avoir des boucles infinies dans nos deux
algorithmes et : il vaut mieux introduire un compteur d’itérations que ’on limitera,
et un drapeau indiquant si on n’a pas atteint la tolérance désirée. Chercher des estimations
d’erreur a priori en présence des erreurs d’arrondi est un sujet actuel de recherche, dans la suite
on va négliger ces erreurs.

Pour une matrice A d’ordre n et un vecteur ¢ € C", on introduit I'espace de Krylov
Km(A,c) = span(c, Ac, ..., A" L), (2.4)
qui est de dimension < m.

2.4.6. Lemme. Soient ro, 11, ..., # 0, alors

span(ro, .., Tm) = K1 (A, o).

Démonstration. Par récurrence sur m, le cas m = 0 est trivial. Soit m > 0, alors le
lemme M(C) nous affirme que ry, ..., 7, sont libres. Donc pour affirmer 'égalité, il suffit de
montrer que span(ro, ...,7m) C Km+1(A4,70). Par hypothese de récurrence et le lemme (c),
Tm—1,Pm—1 € Km(A,rg). Par conséquent, Ap,,—1 € AK,(A,r0) C Kmi1(A, 1), et alors
Tm = Tm-1— am—lApm—l € ,Cm—l—l(A; TO)~ O

2.4.7. Théoréme : Estimation a priori du taux de convergence. Posons k = cond(A).
ST 70, .oy Tm—1 7 0 alors

VE—1\m
V1) 17wl

Démonstration. Dans la premiere partie de la preuve nous souhaitons montrer que, pour tout
polynome p de degré < m avec p(0) # 0,

7 = wmlla <2 (

T — zmlla < |7 — x0lla max{ ||p§g\;|| : X valeur propre de A}. (2.5)
p
Soit alors p comme dans (2.5)), et g(x) = %, un polyndéme de degré < m — 1 et alors

q(A)rg € Kin(A, 7). Les formules des lemme 2.4.3(b) et montrent que
Tm—1— o € span(po, -, pm—1) = Km (4, o).

Donc
_ P(A> -1 —_ P(A) —p(O)I -1 -1
=T ——A " rg=— —>——"—A"rg— A1
p0) " p(0) ’ ’
A
=x0 — L) € xo + K (A, 70) = Tym—1 + span(po, .., Pm—1)-

p(0)
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Par conséquent, le théoreme [2.2.3| avec m + 1 remplacé par m et M = I nous permet d’affirmer
que

0

p(0)* p(0)
Notons par A, > ... > A1 > 0 les valeurs propres de A, et par v, ..., v, la base orthonormée des
vecteurs propres associés, alors en écrivant ry dans cette base, nous obtenons

_ _ PA)"  _p(A
17 = 2mla < |17 — % = rg XA g1 P(A)

ro=Y_ B, IIF—wolh =154 0= BV
J

j=1 j=1

et finalement

_ UBP POWP
|7 - all3 = < |17 = wol[4 (max
D OlE au

ce qui donne ([2.5)).

Il reste & construire un "bon” polynéme p, ou on fera appel a des polynomes de Chebyshev
(que vous avez peut-étre déja vu). Posons

1 1 _)\n+)\1—2y
A A wa
et
)\n+)\1—2y 1 1

=Tp(—————) = = (v + —),
alors on peut montrer que les T, vérifient une récurrence a trois termes, ce qui permet d’affirmer
que T}, et alors p est un polynoéme de degré < m.
Siy € [A1, Ay alors 3(w + 1) = % € [-1,1], avec solutions w € C, |w| = 1, et alors
p(y)| < |3(w" + 25| < L.

Si par contre y = 0, alors ’équation %(w + %) = % = z—ﬂ > 1 admet une seule
solution w = % > 1, et alors p(0) = $(w" + %) > w"/2, ce qui ensemble avec (2.5) nous
donne I'estimation désirée. O

En comparant avec la discussion apres le théoreme [2.3.2] portant sur la complexité de
steepest descent, on obtient une meilleurs constante (cachée) pour la complexité O(n) si le
conditionnement de A ne dépend pas de n. Par contre, pour nos matrices A € R™ " venant
d’une discrétisation par différences finies ou éléments finis en dimension d, on a un véritable
gain : ici Kk = e;n?/%, ¢; > 0 une constante. En prenant m = |v/can?/| avec une constante
co > 1, nous trouvons que

—1\m
(Y23) "= aulla  exp(=2, [ 2) [ = 2ol

est "petit”. Autrement dit, on doit s’attendre & une complexité O(n'+1/?), donc O(n?) pour d = 1
(ce qui n’est pas encore la complexité idéale pour des matrices qui pourraient étre tridiagonales),
mais O(n??) pour d = 2 et O(n*/3) pour d = 3, on y gagne en grandes dimensions.
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Terminons par une remarque sur le choix optimum d’un polynoéme p dans . Bien souvent
on n’observe pas un comportement ||T — zp,|la = C - p™ avec C' > 0,p € (0,1) indépendant de
m dit de convergence linéaire, mais plutot une convergence super-linéaire ou le taux p décroit
avec m. Dans notre preuve du théoreme [2.4.7] nous avons construit un polynéme p en fonction
des bornes du plus petit intervalle comportant toutes les valeurs propres de A, ce qui donne une
borne assurant au moins convergence linéaire. En fait, des meilleurs choix de p tiennent compte
de la répartition des valeurs propres. Par exemple, une valeur propre isolée bien plus grande
que toutes les autres valeurs propres (on parle d’un outlier) n’influence pas vraiment le taux de
convergence p mais plutot C', la constante multiplicative.lﬂ Donner des estimations d’erreurs a
priori dépendant de la répartition des valeurs propres de A reste encore a ce jour un sujet de
recherche sur lequel des theses sont soutenus, voir articlel| et article2.

2.4.8. Exercice. Soit A une matrice d’ordre N symétrique définie positive, de valeurs propres
A1, A2, a laquelle on applique la méthode du gradient conjugué a partir de xg.

1. Montrer que pour tout polynéome Qpn,—1 de degré m — 1 on a

| Tm — T [|5< max (1= NQm-1(\)* | 2o — T |4,

avec T la solution du systéme a résoudre Ax = b.
2. Montrer que si A ne ne posséde que p < N waleurs propres distinctes, alors la méthode

du gradient conjugué converge en au plus p itérations.

2.4.9. Exercice. Soient (xr) la suite des itérés obtenus par l'application de la méthode du
gradient conjugué a la résolution de Az = b avec A symétrique définie positive, et (ry) la suite
des résidus correspondants. On pose q; = r;/ || ri ||, i =0,--- ,k — 1 et Qx la matrice (N x k)
dont la j-eme colonne est le vecteur q;_1.

1. Montrer que Qy est orthogonale.

2. Montrer que xj peut s’écrire sous la forme

zr, = 20 + Qr(QLAQK) ' Q4o

(la matrice Ay, = Q4 AQy d’ordre k est la restriction de la projection de A sur Ki(A,ro).

3. En utilisant les relations de récurrence de la méthode du gradient conjugué :

{ T = pj—Bj—1pj1

Tl = Tj— ajAp;
montrer que les q; vérifient la relation :

\//87%41 + < ! + Bj_l) q; — lBj_le—l-

(o7 Qo a1

AQj:—

4. Montrer que sous forme matricielle on obtient

AQy = Ty — Y=L

k€L
k—1

en explicitant Ty,. Montrer que T}, est définie positive.

3. 1l suffit de prendre dans (2.5) que des polynémes qui s’annulent en ce outlier.


https://math.univ-lille1.fr/~bbecker/ano/pub/1999/ano405.pdf
https://arxiv.org/abs/1707.07871
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5. Montrer que lon a la décomposition LDL! suivante pour Ty, : Ty, = L;CD;.CLfC avec

1
—VpBo 1 1 1
Lk: . . 7Dk’:dlag(77"'1

. Qo (0778 ]
—/Br—2 1

6. Montrer que Ty a les mémes valeurs propres que A. La méthode de Lanczos
symétrique pour le calcul des valeurs propres d’une matrice consiste a calculer di-
rectement ces matrices Ty, ce qui permet de généraliser ’algorithme aux matrices her-
mitiennes mais pas nécessairement définies positives.

2.5 La méthode d’Arnoldi

Tous les exemples étudiés dans le §1 donnaient lieu & une matrice A symétrique définie
positive. Cependant, dans la discrétisation des edp, il est courant de rencontrer des matrices
non symétriques. Voici par exemple une équation de diffusion-convection-advection/ (1), avec sa
formulation faible (2). On y retrouve également une discrétisation par éléments finis (4). Il n’est
pas difficile de vérifier que A est symétrique pour b = 0 et définie positive si de plus la fonction
c est a valeurs > 0. En fait, au moins pour un vecteur b de convection constant, une intégration
par parties montre que la partie A — A* anti-symétrique vient de la discrétisation du terme
convectif. Il est donc intéressant de considérer des systemes Az = b sous ’hypothese mais
juste avec A inversible.

Avant de discuter dans le des méthodes de projection pour K, = K, (A4, v1) un espace
de Krylov, présentons la construction d’une base othonormée pour une matrice A quelconqueﬁ
Ici on appliquera 'algorithme de Gram-Schmidt modifié : étant donné un systeme libre w; =
V1, W, ..., Wy, € C", v1 de norme 1, a I’étape £ on retire de wy,1 des multiples appropriées des
vecteurs vy, ..., vy déja calculés, et on normalise pour obtenir vy41. Le choix w; = A7y, semble
canonique, mais risque de donner une tres grande perte de précision sur ordinateur (au moins
pour A hermitienne, cela s’explique par le conditionnement élevé des matrices de Krylov). C’est
pour cette raison que I'on prend pour la méthode d’Arnoldi le choix récursif wp,1 = Avy.

2.5.1. L’algorithme d’Arnoldi.

On dispose de v1 € C" avec |jv1]| =1
Pourft=1,2,...m
w = Avy

Pour j =1,2,...,¢
hje = (w,v;), w=w — h;v;
her1e = ||w]|
Arrét si hpp10=0
Vep1 = w/hpyr g

4. Ce travail a été déja fait pour A sdp dans les lemmes c) et[2.4.6] ici une base orthonormée est donnée
par {ro/[|7olls . Tm—1/|[rm-1[l}-


http://redbkit.github.io/redbKIT/math/AdvDiffReact/
https://math.univ-lille1.fr/~bbecker/ano/pub/1997/ano380.pdf
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Besoins de stockage : m + 1 vecteurs.
Complezité : O(m?) produits scalaires, O(m?) saxpies, m produits matrice-vecteur.

On pose hj, = 0 pour j > £+ 1, et on range les quantités calculées dans des matrices

Vin = (v1, .0, ) € CP™,

H,, = (hje)j=1,2,. m+14=1,..m €
Hy = (hjg)j=12,...me=1,..m € C™™,

m+1,m
C ;

ou on remarque que H,, et H,, sont des matrices de Hessenberg (supérieures) ayant que des
¢éléments 0 en dessous de la sous-diagonale principale, et H,, est obtenu de H,, en supprimant
la derniere ligne.

2.5.2. Lemme.

Supposons que l’algorithme ne s’arréte pas avec ||w| =0 auz itérations £ = 1,...,m — 1.
(a) V¢ =1,...,m qe_1 polynome de degré =€ —1 t.q. vp = qu—1(A)v1.

(b) {v1,...,um} est une base orthonormée de KCp, (A, v1)

(c) Nous avons la décomposition dite d’Arnoldi

AV = m+1ﬂm = VinHp, + hm+1,mvm+1(07 - 0, 1)

(d) Hy, =V AV,

Démonstration. La propriété (a) se montre par récurrence sur ¢ sachant que, par construction,

/41
VW=1,...m: Av = Z hj.ev; (2.6)
j=1

(ou dans le cas hy+1,m = 0 on omet le terme hyyi1,mVUm+1). Pour démontrer (b) on remarque
que, par construction, {vi,...,v,,} est une base orthonormée de span(vy,..,vy,) C Kp(A,v1),
I'inclusion venant de la partie (a). Comme 'espace de Krylov est au plus de dimension m, on
obtient égalité. La partie (c) est une conséquence immédiate de en observant que le second
membre est égal a la fieme colonne de V;,,41H,,. Finalement, par (c),

VAV = Vi Vi1 H,, = [1,0|H,,, = Hpy,.

O]

Nous déduisons du lemme [2.5.2(b) et (c) que si hpq1,m = 0 alors l'espace de Kry-
lov K, (A,v1) est un espace A-invariant de dimension m. Plus précisément, d’apres exer-
cice b), hm+1,m > 0 mesure la distance de Im(V},) & un espace A-invariant :

2.5.3. Exercice : Montrer que

ngn |AV,, — Vin B = mBin AV, — Vi Bllr = |AVi, — Vin Hi || = Bant1,m, (2.7)
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2.6 Les méthodes FOM et GMRES

2.6.1. Définition de FOM. Le miéme itéré de FOM(=full orthogonalization method) est ob-
tenu par une itération d’une méthode de projection avec Ko = Lo = Ky, (A, o), ¢’est-a-dire

Tm € 2o+ Kin(A,70), 7Tm L Kn(A, ).

Pour obtenir une base orthonormée de K., (A, rg), posons S = ||ro||, v1 = ro/B et V,,, =
(V1 ey V) € CY™ 0 Hy € C™™ comme dans Ialgo d’Arnoldi m

2.6.2. Lemme : propriétés de FOM.

La condition (2.2)) est valable pour le miéme itéré de FOM si H,, est inversible. Dans ce cas.
(a) xm = 10 + Vinym avec ym = BH,ter et eg = (1,0,...,0)* € R™.

(b) T = —hmi1mVms1ei, Hyte1 8, avee ey = (0,...,0,1)* € R™,

(©) lrmll/liroll = Pans1mles Hy e

Démonstration. La partie (a) découle directement du lemme sachant que V; AV, = H,,
par le lemme [2.5.2(d), et V,*ro = SV,*v; = Pe;. Pour la partie (b), notons que, d’apres (a),

Tm =710 — AV UYm =10 — Vint1 H  Ym € Kimt+1(4,710), L K (A4, 10),
et alors 7, est un multiple de v,,+1 par le lemme [2.5.2(b), donc

* * * *
"Tm = Um+1VUpm1T™m = _Um+lvm+1vm+1ﬂmym = _Um—i-lem.;_lﬁmym = _hm+1,mvm+1emyma

ce qui démontre (b). Partie (c) est une conséquence immédiate de (b). O

Il est difficile de déduire du lemme [2.6.2|(c) une estimation a priori ou alors une simple
formule pour x,, — xp,,—1 sans hypotheses supplémentaires sur A. Notons toutefois que hpyi1,m

peut étre petit, comparer avec (2.7)).

2.6.3. Exercice : Soit A € C"*"™ hermitienne.

(a) Montrer que H,, est hermitienne. En déduire une version de [’algorithme d’Arnoldi
nécessitant seulement O(m) saxpies et produits scalaires.

(b) Donner b,z et une matrice A symétrique et inversible avec ro = ey de sorte que le
premier itéré de FOM n’existe pas (car Hy n’est pas inversible).

(c) Soit de plus A sdp. Pour chercher le lien entre les itérés de CG et FOM, montrer que

H,, est inversible, et que x%G € l'gG + Kn(A,19). En déduire que si acgbG = a:f;;OM est

valable pour m = 0 alors c’est valable pour tout m.

Notons que la propriété énoncée dans 'exercice [2.6.3(c) n’est généralement plus valable sur
ordinateur car les vecteurs 5 et 279M ne sont pas calculés par le méme algorithme.

2.6.4. Exercice : Soit p un polynome de degré < m. Montrer (d’abord pour les mondomes et
ensuite pour des polynémes généraux) que

p(A)Ul = Vmp(Hm)el-

Quelle est donc la valeur de p(Hp)er avec p = qj—1 comme dans le lemme ? En déduire
que le miéme résidu de FOM vérifie rm = qm(A)ro/qgm(0)
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2.6.5. Exercice : L’image numérique d’une matrice carrée B d’ordre k est définie par

B0 e o qopy

B =100

(ensemble des quotients de Rayleigh).

(a) Vérifier que les valeurs propres de B appartiennent a W (B). En déduire que 0 ¢ W (B)
implique que B est inversible.

(b) Supposons de plus que B est sdp. Vérifier que 0 & W (B).

(c) Supposons que 0 & W (A). Montrer que la condition est valable pour le miéeme itéré de
FOM pour tout m <n (avant Uarrét d’Arnoldi).

On observe que derriere FOM il n’y a généralement pas une propriété de minimisation. Par
contre, dans I’approche suivante on minimise la taille du résidu, comparer avec le théoreme [2.2.3
avec M = A.

2.6.6. Définition de GMRES. Le miéme itéré de GMRES(=generalized minimal residual)
est obtenu par une itération d’une méthode de projection avec Ky = Ky, (A, 1) et Lo = AK,
c’est-a-dire

Tm € o+ Kim(A,1m0), Tm L AK(A,10).

Exprimons les itérés de GMRES en termes des quantités 5 = ||rol|, v1 = ro/5, Vin, H,,, de
la méthode d’Arnoldi.

2.6.7. Lemme : propriétés de GMRES.

Si Ualgorithme d’Arnoldi s’arréte a l'itération m alors le mieme itéré de GMRES donne la
solution exacte x,, = T.

Si Ualgorithme d’Arnoldi ne s’arréte pas avant litération m alors le miéme itéré de GMRES
est bien défini, et est donné par la formule xn,, = xg + VinYm, avec ym, solution du probléeme des
moindres carrés

in |H,,y— Bei.
yrgg}nllfmy Bei|

Démonstration. Comme 'algorithme d’Arnoldi ne s’arréte pas avant l'itération m, on dispose
de V,,, avec colonnes qui d’apres le lemme [2.5.2] engendrent Ko. Pour appliquer le lemme
on prend les matrices V,,, et U,, = AV,,. Donc

Uy AV, =V (A*A)V,, sdp car A*A sdp, et rang(V,,) = m.
Donc la condition (2.2]) est valable et le mieme itéré de GMRES =z, est bien défini. De plus,
T = 9 + Vinym, ou d’apres les lemmes et
ﬂjnﬂmym = (Vm—i—lﬂm)*vm—l—lﬂmym = Ur*nAmem = U;@TO = ﬂinvnt,+11]1,3 = H;knelﬂ-

On vient donc de démontrer que ¥y, est la solution unique du systeme des équations normales du
probleme des moindres carrés donné ci-dessus (1'unicité vient du fait que rang(H,,) = m), ce qui
demontre la deuxieme partie. Finalement, si Arnoldi s’arréte a I'itération m alors Apy1m = 0
et H,, est de rang m, avec une derniere ligne égale a zéro. Par conséquent,

0= min B,y — Bell = |Epym — Beall = Vi1 (Hpym — Ber) | = [[b — Az,

et alors 7, = 0. O]
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Pour résoudre le probléme des moindres carrés du lemme|2.6.2] on calcule une décomposition
QR dite économique H,, = QmnR, avec @, € Clmt)xm 5 colonnes orthonormées et R,
une matrice triangulaire supérieure inversible. On se ramene au systeme Ry, = BQ;,e1 qui
se résout par une remontée. Comme H,, est déja de forme Hessenberg, il suffit d’annuler les
éléments sur la sous-diagonale, sans détruire les zéros ailleurs sous la diagonale, ce qui peut se
faire de maniére efficace par des rotations de Givens (ou par transformations de Householder).

Pour comparer FOM et GMRES, on donne la formule suivante (sans preuve)

HTGMRESH2 ZHTFOMHQ’

FOMHQ

avec la convention que Hr = 00 si Hj n’est pas inversible. On en déduit la monotonie

GMRES GMRES ’
17m < {7 = j<m,

I EES | < M,

RS2 = miny || H,,y —Bey| et du

GMRES”

(que 'on aurait pu aussi déduire par exemple du fait que ||r
fait que H,,_; est emboité dans H,,). Aussi, GMRES stagne a 'itération m avec ||r
|rGMEES || ssi le mieme itéré de FOM n’est pas défini.

Pour GMRES; les estimations a priori d’erreur ne sont pas si facile a obtenir, il existe des
estimations dans le cas 0 ¢ W(A). On se contentera seulement du cas de la matrice hermitienne
(dont on sait déja d’apres l'exercice m( ) que le calcul de V;,, H,, et donc zGMRES e simplifie,
voir le lien dans la littérature avec MinRes).

2.6.8. Théoreme : estimation a priori pour GMRES.
Soit A = A*, et k = cond(A).

(a) Nous avons

k— 1\ L5
Irmial < il < 21lroll (S5) 7

(b) Si A est de plus sdp alors

VR = 1ym
=2l (E5)
Il < 2ol (V2

Démonstration. Par construction,
Tm €70+ Em(A7 TU) - Km+1(A7 TO)'

Il existe alors un polynéme P,, de degré < m de sorte que 7., = P, (A)rg, Pn(0) = 1. Aussi,
d’apres le théoreme avec M = A, pour tout polynéme @, de degré < m avec @,,(0) =1

nous avons Ou(4)
el < 11257
Q

ce qui implique la premiere inégalité dans la partie (a) par le choix Q41 = P, et la partie (b)
par le choix de ), en fonction des polynomes de Chebyshev comme fait dans le théoreme [2.4.7]
Finalement, dans le cas (a) d’'une matrice A seulement hermitienne, si m = 2k est pair, on se
rameéne par le choix Q,,(z) = Qi(2?) avec Q) comme avant au cas d'une matrice A% sdp, avec
cond(A?) = cond(A)2. O
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Résumons un peu le contenu de ce chapitre : il est bien plus compliqué de résoudre (d’une
maniere approchée) un systeme d’équations linéaires Az = b dans le contexte si A n’est pas
sdp. Les méthodes FOM et GMRES s’appliquent dans le cas d’une matrice A quelconque (mais
inversible), ce ne sont cependant pas des méthodes itératives. Pour obtenir les itérés zg, .., y,, il
faut d’abord calculer par Arnoldi une base orthonormée de 'espace de Krylov KC,, (4, 79) ce qui
nécessite le stockage de m + 1 vecteurs du C”* et O(m?) saxpies et produits scalaires. le calcul
restant, par exemple une décomposition QR de H,, ou H,, est de complexité O(m?), mais le
produit Vj,y., nécessite encore O(m?) autres saxpies (ou juste O(m) si on calcule le mi¢me
itéré). Pour des matrices A symétriques, par une implémentation sophistiquée on peut réduire

le nombre de saxpies & O(m), voir les exercices et

En vue des besoins de stockage, on peut conclure que cette approche est seulement viable
si m < n. Si on n’a pas encore atteint la précisions souhaitée, on redémarre GMRES en gardant
seulement en mémoire le dernier itéré de GMRES et son résidu, ce qui donne la méthode de
projection suivante.

2.6.9. Algorithme GMRES(m)=GMRES redémarré apres m itérations.

On dispose d’un entier m > 0, de xg € C" et de son résidu rg = b — Axg
Pour ¢ = 0,1,2,.. jusqu’a ||r¢|| assez petit
Calculer xp11 € xp + K (A, 1)
avec résidu roy1 L A (A, 1) par m itérations de GMRES.
Besoins de stockage : m + 2 vecteurs.
Complezité par itération : O(m?) produits scalaires, O(m?) sazxpies, m produits matrice-vecteur.

Aux applications, on prend souvent m € {2, 10,50} suivant les besoins de stockage. Notons
que, dans le cas général, il n’existe pas une étude compleéte de convergence de cet algorithme. Une
stratégie similaire de redémarrage peut étre imaginée pour d’autres algorithmes, par exemple
FOM(m). On remarque (exercice) que C'G(1) donne la méthode de steepest descent, avec le
comportement de Zigzag observé avant.

2.7 D’autres exercices sur les méthodes de Krylov

2.7.1. Exercice : Notons par Kj(B, d) le sous—espace vectoriel de C" engendré pard, Bd, - - - ,Bi14,
oud e C" et B e C" ™. On considére la suite (x;) définie par

xj —x9 € KCj(A,r9), 1 =0— A.xj orthogonal a K;(A*,y),

ot b,xg,y € C" et A € C"*",
1. Montrer que x; est déterminé par la solution d’un systeme d’équations linéaires H;.z; =
c; avec Hj a préciser.
2. Montrer que rj admet le représentation rj = P;(A).ro avec Pj un polynéme a préciser.
3. Montrer que pour chaque B € C"*" d € C" il existe un entier k = k(B,d) > 0 tel que
J st 0<7 <k,
K St j > k.

dimkC; (B, d) = {
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4. Supposons que A soit hermitienne définie positive, et que y = 1o,k = Kk(A,rg). Montrer
que les vecteurs x1,--- ,x, sont bien définis, ro,- -+ ,Tx—1 sont deux & deux orthogonaux,
et que r, = 0. En déduire que l’on retrouve la méthode du gradient conjugué.

2.7.2. Exercice : Algorithme IOM (Incomplete Orthogonalization Method)

Un inconvénient de ’algorithme d’Arnoldi (et donc de FOM et GMRES) est 'augmentation de
l’espace mémoire utilisé quand m croit. Pour éviter ce probléme on va proposer une variante qui
consiste a faire une orthogonalisation incompléte : Pour un entier k > 1 dit indice de troncature,
on construira des vecteurs v?, Ugg, ...,v% € R" de sorte que

Vi b=1,...m: sil|j—4¢ <k alors <v§9,v§2) = 0j0. (2.8)
On dispose de U? € C" avec ”U?H =1
Pourft=1,2,...m—1m
w= Av?
Pour j =max(1,0—k),...0 —1,¢
hje= (w, U]Q), w=w— hj,gv;’?
heyie = [lw]
Arrét st hppq0=0
vgl =w/het14-

Le calcul de U?LH nécessite alors de stocker seulement vgfk, 0.

1. Posons lespace de Krylov KCp, := K (A, U?), et supposons que I’Algorithme d’Arnoldi

avec V] = le ne s’arréte pas avant ’itération m. Montrer que

U? ek, etpourtl=2,..,m: veQ € Ko\ Ko—1.

En déduire que {v?, ...,Uf%} est un systeme libre, et alors une base de ICy,.
2. Montrer que (2.8) est valable.

3. Sim < k+1 ou si il existe un polynome q de degré < k avec AT = q(A), montrer que
{v?, .., 08} nous donne bien la base d’Arnoldi.

4. Posons V9 = (v?,...,v%). En analogie avec la mérhode d’Arnoldi, trouver HS une
matrice bande avec une sousdiagonale et k superdiagonales de sorte que

AVE = V2 HS.

5. Avec v? =19/B,8 =|| 7o ||, notons par HE la matrice carrée obtenue en gardant les
premieres m lignes de ﬂ% Le mieme itéré de la méthode IOM est calculé par la formule

T = 20 + ViSym avec ym = (HZ) ' (Be1)
dont on suppose que Hg est inversible. Em comparant avec FOM, vérifier que x,, €

xo+ K, que vy, := b — Axy, est un multiple de vfﬁﬂ, mais que en général rn, n'est pas
orthogonal a ICp,.
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6. Supposons que Hé‘? est inversible pour £ = 1,2,...m de sorte qu’il existe une
décomposition LU de la forme H,, = LU, avec Ly, triangulaire inférieure ayant
des 1 sur la diagonale, et Uy, triangulaires supérieure. Vérifier pour les éléments de Ly,
et Uy, que

pour j >0+1:|Lj, =0, pourl>j+k+1:U;,=0,
c’est-a-dire, Ly, et U,, sont des matrices bandes.

7. On va proposer une forme récursive pour calculer les xy, basée sur la décomposition
précédente.

(a) On pose P, = Vi, UL, Montrer que ., peut s écrire sous la forme T, = xo+ Ppnzm.
Ezxpliciter le vecteur z,,.

(b) On note pg, ¢ =1,--- ;m les colonnes de P,,. Montrer que

m—1

1
Pm =7 UTC}?@ - Z Ué,mpé

{=max(1,m—k)

(c) Montrer que zy, = < Zz:‘_l ) avec G = —Lpmm—1Gm—1-
m

(d) Conclure que Ty = Ti—1 + CmPm-
(e) Détailler l’algorithme obtenu.

2.7.3. Exercice : Lanczos symétrique
La méthode de Lanczos symétrique est la méthode qui résulte de application de la méthode FOM
a la résolution d’un systéme avec A symétrique.

1. Montrer que dans ce cas, avec les notations usuelles, on a :
Hm =1y = tm’diag(ﬁi, (073 Bi+1)-
2. Montrer que l'on a la décomposition suivante :

1 m B

Bm

avec Ni = Bi/ni—1, i = @i — Nif;.
3. Nous voulons calculer récursivement les itérés de la méthode de Lanczos pour résoudre
Az = b. Nous rappelons qu’ils sont donnés par

T = X0 + VinYm avec Y, = Tgl(ﬂel)

On pose Py, = Vi, UL 2 = L1 (Ber) et donc on a = 20 + Przm.
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(a) Calculer p,, (la m-iéme colonne de Pp,) a partir des p; (i < m) et vp,.

Montrer que z,, = < Z?_l > avec Cm = —AmGm_1 et que Ty, = Tm—1 + CnPm-
m
(b) En utilisant les relations précédentes écrire ’algorithme de Lanczos pour résoudre

Ax =b.

4. Soient rp, = b—Axy, les résidus produits par Lanczos, py, les vecteurs auxiliaires obtenus
a la question précédente.

(a) Montrer que Ym, Ty, = OmUmt1, aVec oy, Scalaire et conclure que les résidus sont
deux a deux orthogonauz .

(b) Montrer que les vecteurs auziliaires p; sont A-orthogonauz, i.e., (Ap;,pj) = 0 Vi # j.

(¢c) Quel algorithme retrouve-t-on ¢

2.7.4. Exercice :
Montrer que pour la méthode GMRES [’approzimation x,, a l’étape m peut s’écrire

Tm = 2o + Viny

oty est la solution du systéme (HL H, Yy = HZ (Bey).
(indication : appliquer la formule générale pour une méthode de projection dans le cas K =

Km(A, 7‘0), L= AKm(A, 7'0))

2.7.5. Exercice :
Soit A une matrice de la forme

=(0 1)

1. Montrer que les matrices I, A, A% sont liées.

2. Quel est le nombre maximal d’étapes pour trouver la solution du systéme Ax = b par la
méthode GMRES ?

2.7.6. Exercice : Implémentation pratique de GMRES
On rappelle que la méthode GMRES consiste a projeter sur KK = K,,(A, 1) orthogonalement a
L= AK; (A, 1) et donc a calculer

Tm = 2o+ ViYm

Ym = argmin, || Ber — H,y |2

avec H,, matrice de Hessenberg (m + 1) x m obtenue par la méthode d’Arnoldi. Le but de cet
exercice est de donner une méthode efficace de résolution de ce probléme de moindres carrés
(sous la seule hypothése que H,, € RMADXM oot yne matrice de Hessenberg de rang m).

1. Montrer par récurrence sur £ = 1,...,m qu’il existe une rotation de Givens €y obte-
nue de lidentité d’ordre m + 1 en remplacant la sous-matrice d’ordre 2 formée des
lignes/colonnes d’indice { et £ + 1 par

[ co —sy

2 2
S0 co :|, C[,SZGR, C€+Sé:1,
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de sorte que

Q.M H, = [ RE]‘ * ]

est une matrice de Hessenberg, avec Ry € R une matrice triangulaire supérieure.

m

0

R, € R™™ yne matrice triangulaire supérieure inversible ayant comme sous-matrice

2. Montrer que Qm = Qpy,...001 est une matrice orthogonale, et que QmH,, = [ ] avec
principale d’ordre £ la matrice Ry.

3. Vérifier que

Q€~-~Qlﬁel = |:%,€ :| , gé = |: g]ﬁ :| ERZ-‘rl’ Ye e R.

4. Montrer que notre probléeme des moindres carrés revient résoudre
, Ry
Yym = argminy [ g, —| " 1y

avec solution Yy = R, gm, et ||Ber — HyYmll = [ym| = |5152---8m] 8-

5. Montrons une premiére formule récursive. En observant que

ge—1
QZ = CrYe—1 s et alors Yo = Se7Ve—1,
See—1

montrer que

Ym = [ y’%_l } +Cm"}/m_1R;11€m

6. Montrons une formule explicite pour le résidu. Vérifier que

Ber — 7mym = fBer — Q* [ I(?)n :| [ImaO]Qm/Bel'

En déduire que Ber — H,,Ym = YmQem+1-
7. Montrons une formule récursive pour le résidu. En observant que

* *_ 0 * *_ €
Qrem+1 = [ 78 1 1 } Q em+1 = Sm [ Qm01 mn ] + Cm€m+1,

montrer que

Ber — H,,ym = 52,

/861 m 1Ym—1
0

:| + CmYmEm+1-

2.7.7. Exercice : Méthode QUASI-GMRES
Soient Vg,Hg,ﬂ%,xo,ro,ﬁ,v? = 19/B comme dans [’exercice . La méthode QUASI-
GMRES est définie par

T = 2o+ Vi, i = argmin | Hgy — Ber .
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1. Vérifier que @ =b— A% = Vn?+1(561 — H%y,,).
2. Exploitons les résultats de l’exercice appliqué a la matrice de Hessenberg ﬂ?n

(a) Montrer que
2 < IVt | < VI + Tliml-

(b) On pose Py = VéQRé_l. Vérifier que Py = (Py—1,p¢), et que

29 =22 |+ cove_1pm,

avec pmy calculable par

m—1

L (c
" R CED DN )
’ {=max(m—k—1,1)

(c) Montrer que
2 ,.Q

rf;% =S8mTm—1 T cm’ymvglﬂ.
Notons par z%, le mieme itéré de IOM, et par rl, = b—Ax!, son résidu. En utilisant le
fait qu’un résidu peut s’écrire comme P(A)rg avec un polynome P vérifiant P(0) = 1,
déduire que

_.2.Q 2 I _ .2 .Q 2 I
T?m - Sm’r‘mfl + CnTmo SC;C,% - Smxmfl + CnTm-

3. Regardons le lien entre GMRES (avec xf,’;,rg et QUASI-GMRES. On suppose que la
méthode d’Arnoldi ne s’arréte pas avant l'itération m.

(a) Montrer que l'on a la décomposition QR économique VY = VinSm avec Sy, une

matrice triangulaire supérieure inversible, et cond(V;%) = \/cond((VTg)*Vn?) =
cond(Sp,).
(b) Avec H,, la matrice de Hessenberg de la méthode d’Arnoldi, montrer que
Hi, = Sy H oS
(c) En déduire que
min [|Be; — Hyl| < 9,30 min||Ber — H,,yll.

(d) Conclure que
1 G G \|I.G
WH%@H < Il < cond(V,g 1) IrS -
m+1
2.7.8. Exercice : Biorthogonalisation de Lanczos
L’algorithme de biorthogonalisation est le suivant :
Soit v1 et wy tel que (vi,w1) =1, soit f1 =51 =0, wg = vy =0,
Pour j=1,2,....m

aj = (Avj,w;)
U1 = Avj—ajuj — Buj
Wi = Alwj — ajwj — Sjw_y
dje1 = |@1,@550)[Y 8§11 =0 Stop
Bit1 = (Ujt+1,Wj+1)/dj+1
wit1 = Wj+1/Bj+1

Vi1 = Uj41/8im



2.7. D’AUTRES EXERCICES SUR LES METHODES DE KRYLOV 39

1. Montrer par récurrence que les vecteurs v; et w; forment un systéme biorthogonal, i.e.
(vi,wj) = 5ij7 1 S ’i,j S m,

et que {v;}i=1,..m est une base de Kp,(A,v1), {wi}ti=1,.. m est une base de K (AT Jwy).

2. Soit T), = tridiag(0;, a;, Bi+1). Montrer les relations
AVm = Vme =+ 5m+17)m+1€§17

AW, = Wi TE 4 By 1wmyrel,

WLAV,, = Tp.

2.7.9. Exercice : Gradient Biconjugué
On considére un systéme Axr = b et un systeme dual ATx* = b*. La méthode du gradient
biconjugué consiste a projeter sur K,, = span {vl,Avl, “ee ,Amflvl} orthogonalement a L, =
span {wl, ATwy, -, (AT)m_lwl}.

Soient xo et xf donnés. On pose vi = ro/||roll, w1 = r§/||r§l|. On applique la méthode
de biorthogonalisation de Lanczos pour générer les bases biorthogonales {vi,va, - ,vm} et
{wy,wa, -+ ,wn}, ainsi que la matrice tridiagonale T, =tridiag(d;, i, B;).

1. Montrer que les itérés x,, et xy, sont donnés par :
T = 20 + Vinm, avec ym = Tt (Ber),
Ty = 4 + Wintim, avec yr, = (T5,) ™ (der),
ou B = [rollz et 6 = [|rg][2.
2. Montrer que
rjo= —0j1e] Y,
r;o= —ﬁj+1€?y;Wj+1.

3. L’algorithme peut s’écrire sous la forme suivante :
— caleul de rg = b — Axg, r§ =b— AT}
— poser py = ro, Py =T,

— pour j =0,1,--- jusqu’a convergence faire
aj = (rj75)/(Apj,p;)
Tjt1 = Tj+ a;p;
Ti+v1 = Tj— Oszpj
T o= i - ajATp;-
B = (enrin)/(5.79)
pj+1 = Tit1+Bip;
Piy1 = Tt Bp;
(a) Montrer les relations d’orthogonalité et A-orthogonalité suivantes (d’ou le nom de la
méthode) :

(riyri) =0 Vi#j, (Api,p;) =0 pouri # j

(b) Obtenir une relation de récurrence a trois termes entre les résidus.
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2.8 Le gradient conjugué préconditionné

La convergence des méthodes itératives étudiées dans les chapitres 2.2-2.7 dépend bien
souvent du conditionnement de A ou de la répartition de ses valeurs propres, d’ou I'idée de
remplacer le systéme Az = b par Ax = b, A= C—1A, b= C7'b, avec C choisi tel que :

— la matrice A = C~!A donne un meilleur taux de convergence (par exemple C 1A ~ [

ce qui correspond de choisir C' =~ A);
— on peut facilement implémenter le produit z = C~'Ay ce qui équivaut a poser d = Ay
et résoudre le systeme C'z = d.
Ici on considere seulement l'algorithme CG pour une matrice A sdp, mais C~'A n’est
généralement pas sdp. On va donc varier 1légerement ’approche, et considérer seulement des
matrices C' ayant une factorisation connue C' = TT* (avec T triangulaire inférieure pour pou-
voir facilement résoudre le systeme C'z = d). On considere le systeme

A7 =b, A=T AT, b=T"1'p, 7=T'
avec A sdp (et semblable a /T) étant mieux conditionné que A, ou ayant une répartition de
valeurs propres plus favorable, par exemple dans un petit intervalle bien séparé de 0, plus
quelques outliers.
Notons par Ty, 7, = b— gik, Dk les vecteurs obtenues par CG appliqué au systeme Az = g,
voir Nous souhaitons écrire cet algorithme en termes des nouveaux vecteurs

T = T_*.%k, T ‘= b— Awk = T(g— A/.%k) = TFk,
pe =T P, 2k :=C'ry =T "7,
pour obtenir directement une suite xj approchant la solution de Az = b. Observons tout d’abord
que 'on obtient la méme expression pour la norme énergie (et donc les estimations d’erreurs)
2 = zplla = [IT77(@ — Zk)l|la = |7 — 2kl 5.

Aussi, Porthogonalité des résidus 7, se traduit en une C-orthogonalité ou C'~!-orthogonalité, ou
alors une biorthogonalité

(Tks7T5) = (Tks7j) -1 = (2, 25)c = (%, 25) (= 0 pour j # k).

De méme, (pj, px)a = (D), px) 1 = (Apk, P;), qui s’annule pour j # k.
Ces substitutions dans se traduisent en ’algorithme suivant.
2.8.1. Algorithme PCG=gradient conjugué préconditionné.

Choisir g € R™, tol > 0 et calculer ro = b — Axy,
résoudre Czg = rg, poser py = zo et po = (20,70)
Pour m = 0,1,2, ... jusqu’a pm/po < tol?
Qm = (Apf:nim’pm); Tm+1l = Tm + OmPm 5 Tmtl = T'm — amApm
résoudre Czmy1 = Tmi1, Pmt1 = (Zma1s Tmi1)
Bm = pgil: Pm+1 = Zm+1 + BmPm-
Besoins de stockage : cing vecteurs (on stocke sur place).
Complexité par itération : 2 produits scalaires, 8 saxpies, 1 produit matrice-vecteur,
une résolution d’un systéme avec matrice C'.
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Comparé a l’algorithme du gradient conjugué, on stocke un vecteur de plus, et par
itération on doit résoudre un systeme avec C' comme matrice de coefficients. On note que
PCG se réduit & CG dans le cas d'un préconditionnement trivial C' = I et alors

ri=2zj.

Notons que dans PCG on n’a pas besoin de connaitre la décomposition C' = TT* de
Choleski. Par exemple, pour C' = AP¥ (1) sdp et d’ordre n = N2, on peut se servir du solver
rapide décrit dans l'exercice en complexité O(nlog(n)). Pour un probleme de diffusion
discrétisé avec A = AP¥ (), on a vu dans I’exercice M(c) et avec la propriété M(d) que le
conditionnement de A ne dépend pas de n. Donc O(1) itérations de PCG suffisent pour obtenir
notre solution z du systéme Ax = b avec une précision fixe. Ceci donne en total une complexité
O(nlog(n)), bien moins que pour CG ou steepest descent.lﬂ

Une conclusion similaire est valable pour les éléments finis, au moins si on travaille sur un
maillage uniforme comme dans Pexercice [L.4.4] car dans ce cas C = APF(1) = AFF(1). Ici, on

a vu dans les exercices |1.2.5|( et |1 4. 5| que le conditionnement de A ne dépend pas de n.

On vient de discuter un cas ou la complexité de la résolution du systeme C'zx = 1 détermine
la complexité totale de PCG, car elle est légérement plus élevée que celle d'un saxpy (par un
facteur log(n)). Si par contre on veut explicitement travailler avec la décomposition de Choleski
C =TT il faudra alors choisir T avec au plus O(n) éléments non nuls. On peut alors résoudre
C'z, = ri, en complexité O(n) par une descente 7'y = 7 en creux suivie d’une remontée Tz = y
€n Creux.

Un préconditionnement d’un systeme linéaire venant de la discrétisation d’'une EDP a été
largement discuté dans la littérature. Cependant, pour une matrice creuse générale vérifiant
I’hypothese il est difficile de donner des préconditionneurs qui fonctionnent toujours. Gene
Golub, un fameux mathématicien en algebre linéaire numérique, disait un jour que la construc-
tion d’un préconditionneur pour une matrice donnée réleve plutot de ’art et pas des maths.
Donnons ici deux boites noires implémentées par exemple sous Matlab, qui pour une matrice
A avec O(n) éléments non nuls donnent aussi une matrice 7" avec O(n) éléments non nuls. Ces
boites noires fonctionnent assez bien pour des problemes modeles comme le probleme de Poisson
discrétisé par différences finis en dimension d € {1,2}.

2.8.2. Préconditionnement SSOR
Dans les méthodes itératives comme Gauss-Seidel, Jacobi, SOR etc on écrit Ax = b comme une
équation de point five x = C~'b + (I — C~YA)x que l'on résout par une itération de Picard

Tppr =C 7o+ (I —C 1Ay,

On sait que cette méthode converge pour tout b et xg ssi p(I — C~LA) < 1, le but est alors de
trouver C' associé a une méthode itérative avec p := p(I—C~1A) € (0,1) le plus petit possible (au
moins pour certaines classes de matrices A comme des M -matrices). D’aprés l'evercice -(c)
on peut pour C' sdp localiser les valeurs propres de A dans Uintervalle [1—p, 14 p|, avec

1
cond(A) < 1 i—g

5. La complexité O(nlog(n)) avec le solveur rapide doit étre comparé avec O(n?) trouvé pour steepest descent
apros le théoreme [2.3.2) avec O(n®/?) trouvé pour CG aprés le théoréme [2.4.7] et avec O(n®/*) trouvé pour PCG
avec SSOR ci-dessous.
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Dans la méthode de Jacobi on prend C = D, avec D une matrice diagonale comportant les
éléments diagonauz de A (qui sont tous > 0 et donc C est sdp). Ici on peut voir pour A = AL (k)
ou A = APF (k) que A se comporte asymptotiquement comme AEF(1), ou APT(1), veut dire,
avec un préconditionnement diagonal de Jacobi que le nombre d’itérations PCG nécessaires pour
atteindre une précision donnée ne dépend pas du coefficient de conductivité k.

Dans la méthode SSOR on choisit un paramétre w €)0,2], et on écrit A= D — E — E* avec
D comme avant, et —FE strictement triangulaire inférieure ne comportant que les éléments non
nuls de A en dessous de la diagonale, et

w D D
= —— (= —-E) D Y= -FE*
C=5— (o -ED( )

et alors avec la factorisation de Choleski D = DY/2D'/2 D=1/2 = (D1/2)~1,

7= /-2 _ppr
2-—w w
On observe bien que T est triangulaire inférieure, et que T +T* admet des coefficients non nuls
a la méme position que A. Aussi, on peut montrer que pour A = APT (1) avec conditionnement
O(n) et w tel que 2 — w proportionnel & 1//n on obtient une matrice A avec un meilleur
conditionnement d’ordre O(y/n).

2.8.3. Préconditionnement IC(0)=Choleski incomplet.
Ici on construit C = TT™* avec T une matrice triangulaire inférieure et T + T* des coefficients
non nuls a la méme position que A en demandant que

V(j, k) avec Ajp #0: (A—=TT");r=0.

Une telle matrice T peut étre calculée par un algorithme de type Choleski en parcourant seulement
des éléments non nuls de A, en complexité O(n), au moins si chaque ligne de A ne comporte
que O(1) éléments non nuls. Notons que en général T n’est pas le facteur de Choleski de A
car ce dernier comporte bien plus d’éléments non nuls (comparer avec le théoréme du front qui
nous renseigne sur le remplissage des facteurs L et U dans une décomposition LU d’une matrice
creuse).

On peut montrer que, pour le probléme de Poisson ou de diffusion en dimension 1, la
matrice A est tridiagonale et donc A= I, et une itération de PCG donne la solution exacte. En
dimension 2 on sait également que PCG avec IC(0) se comporte de la méme maniére que PCG
avec SSOR avec un paramétre optimal w. Il n’y a pas de paramétres a déterminer pour 1C(0),
ce préconditionneur est donc généralement préféré.

Nous renvoyons le lecteur intéressé a [SO3] pour une étude des variantes de IC(0) comme
IC(m) ou alors IC par seuil.



Chapitre 3

Le calcul approché de valeurs
propres par des techniques de
projection

Notons par W, Wy, Wy, ... € C™*"™ des matrices & colonnes orthonormées, et par Py le
projecteur orthogonal sur Im(W).

Dans les chapitres suivants on montra que Py, — Wy pour kK — oo. Une simple applica-
tion de l'inégalité triangulaire montre que Wi — W implique la convergence des projecteurs,
mais la réciproque peut étre fausse (passez & (—1)*W, qui donne le méme projecteur). Le
théoreme suivant donne des formulations équivalentes, par exemple le fait que W*W}, se com-
porte pour k grand comme une matrice unitaire. Notons que, par hypothese, W*Wp, est de
norme < [[W*||||Wg] = 1, donc la quantité définie dans la partie (d) est bien € [0, 1] et peut
s’écrire comme le cosinus d'un angle[[] dans [0, 7/2].

3.0.1. Théoréme sur convergence de projecteurs.
Soient W, Wy, W1,... € C"™ des matrices a colonnes orthonormées. Alors mous avons
équivalence entre

(b) VY eC™™  avec YW inversible : lim Wi (Y*Wy) ™t = WY *w) 1

k—o0
(¢)  lim Wp(W*Wy)~ ! =W;.
k—o0
- W Wy
d lim cos =1, avec cos ‘= min ———

De plus,
sin(¢r) < ||[Pw, — Pw|| < 2sin(¢y).

1. Si on définit le cosinus de I'angle entre y € C™ et un espace vectoriel X C C" par

[(y,2)| .
max{ g e 2 €NV ON

alors ¢y, est bien le plus grand des angles entre un élément de Im(W}) et 'ensemble Im(W).
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