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Analyse Numérique, c’est quoi ?

L'analyse numeérique intervient apreés la phase de modélisation ou on a traduit
une situation concrete en un modele mathématique (par exemple on cherche
I'inconnue dans une équation (différentielle))...

Les étapes :

1. simplification/discretisation du probléme, par exemple on cherche a approcher
quelques valeurs au lieu de chercher une fonction entiere ;

2. choix/construction des algorithmes, critéres possibles : efficacité, adaptation
a un ordinateur/langage de programmation, stabilité;

3. analyse d’erreurs de calcul, erreurs de |la discrétisation.

Dans ce cours : arithmétique de l'ordinateur, approcher fonctions, droite de
régression, analyse de fréquences, FFT, jpeg, approcher intégrales, et plus si
besoin...

Références : C. Brezinski, Introduction a la pratique du calcul scientifique, BU
J. Baranger, Introduction a I'analyse numérique, BU.
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Arithmeétique de l'ordinateur

L’ordinateur se trompe

Calculons|y = 1 + x — x pour différentes valeurs de z (z = 107, 7 =1,2,...,20)

Petit code Scilab :
for j=1:20
x=10"j; y=1+x-Xx;
disp(["x=10"",string(j),’> , 1+x-x=’,string(y)]);

end;

On trouve y =1 pour 5 < 15, mais y = 0 pour 5 > 16.
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POURQUOI? En maths, 1+ 2z —x =1+ (z —x) = 1, mais I'ordinateur calcule
y=1+z)—=

et 1 +x=ax7 Oui, a cause de la représentation des nombres machine.

CONCLUSION : I'addition (multiplication) n’est plus associative, I'ordre du calcul
est important.

CONCLUSION ENCORE PLUS IMPORTANTE : ... il faut se meéfier de

I’ordinateur ...!
Des petites erreurs peuvent s'accumuler et avoir des impacts majeurs!

Il y a des fameux exemples comme |'échec d'une Missile " Patriot” pendant la
premiere guerre de |'Irak, ou I'explosion d’'une Ariane 5 montrant que I'arithmétique
de l'ordinateur est primordiale, voir

— http ://www.ima.umn.edu/~arnold/455.f96 /disasters.html

— http ://www.irisa.fr/sage/jocelyne/cours/precision/insa-prec-1101.pdf
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Les nombres machine (en base 10)

Un nombre machine en virgule flottante normalisée dit nombre flottant vaut 0 ou
S’'écrit sous la forme

S
r=1mb°, m = ag.a1a2...a5 = Z
j=0
ap,ai,...,as entiers entre 0 et b — 1, e entier entre epin €t emax, ag £ 0,

45

bi’

avec m la mantisse (a s chiffres), b la base, (ici b = 10 décimal, sur ordinateur
b = 16 hexa-décimal), et e I'exposant (qui aussi est limité en taille).

EXEMPLES : —1/(3 %= 10'7) s'écrit —3.3333333107'® ou - 3.333D-18 sous Scilab.
100/7 s'écrit 1.4285714 10" ou 14.285714 sous Scilab.

D'ailleurs, on voit bien aux exemples que les flottants sont des réels, mais la
réciproque est fausse.

Sous Scilab : b=2, s =52, € = %eps™ b ~ 2.2107 1%, enax = —emin = 1024.
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1.1. Definition : Pour associer un flottant fi(z) a un réel z, il faut distinguer

trois cas :

— si bemin L |z| < bmex alors on procede (ici) par arrondi et choisit comme fi(x) le
nombre flottant le plus pres;

— Si |z| > b®m=x on parle d'overflow : fi(x) € {NeN,+too};

— Si || < be=in on parle d'underflow : fi(z) € {NeN,0}.

1.2. Lemme : si il n'y a pas dépassement vers 0, +co (underflow, overflow) alors
I'erreur relative est bornée par

z — fi()] _

ol

avec précision machine e=1b"".

€
27

Un bon modele pour les 4 opérations arithmeétiques de base ¢, ©, ®, © sur
ordinateur est

rdy=fllx+y), zoy=fllr—y), zQy=fllrxy), z0y=fl(z/y)

c'est-a-dire, le calcul est effectué avec une précision plus grande, et ensuite stocké
sous format d'un flottant.
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Cancellation

1.3. Définition : On dira que = approximation de x a p chiffres significatifs
si fl(x) = fl(z) avec une mantisse a p chiffres (— I'erreur relative vérifie

|f|;|$| < 1077)

EXEMPLES : 0.333 approximation de 1/3 admet 2 chiffres significatifs,
3.13 approximation de = = 3.1415927... admet 1 chiffre significatif.

1.4. Lemme : Si x approximation de = et y approximation de y admettent p
chiffres significatifs alors = ® y approximation de =z x y admet au moins p — 1
chiffres significatifs (on s'y trompe pas trop).

Le lemme précédent est faux pour l'addition : si on additionne sur machine deux
nombres de méme taille et de signe opposé, il se peut que le résultat n'a plus
aucun chiffre significatif. On parle du phénomeéne de cancellation.

Dans notre premier exemple, 1 = fI(1) = 1.000000010°, = = 10'® = fI(10'®) =
1.0000000 108, mais 1 ® xz = fl(1 + z) = z (absorption), et (1 ®z) Sz = 0
(cancellation).

D'ailleurs, toujours d'apres le phénomeéne d’absorption, pour toute suite (an)n
convergeant vers 0, la somme sur ordinateur >, a,, est finie, méme P>~ !
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Conditionnement d’'un probleme

Considérons un probleme de calcul de f(b) pour une donnée b € R ou b € R™, par

exemple

— évaluation de la fonction f(b) =b" pour b= 17;

— résolution =z = f(b) = A~'b d'un systéme d’équations linéaires Az = b avec
second membre b € R".

Ce probleme est mal conditionné (en b) (c'est-a-dire, délicat a résoudre) si une

petite erreur relative sur b peut entrainer une grande erreur relative sur la valeur :

on mesure le facteur d’'amplification (au pire)

o 1f(b+ Ab) = £B)] IAb] -
o (8) = timsup == (r )

EXEMPLE 1 : Dans le cas d’'une fonction f : R — R nous avons (b)) = |b}c;g)’)|,
faites un développement asymptotique (plus délicat dans R").

EXEMPLE 2 : Pour la résolution d'un systéme Ax = b :

1AL b
kr(b) = su :
1) = S0P e A

s ) = |4l AT > 1.

.| - B. Beckermann [first|[F1][oack][goto][F1][last] §1.4, page 8



M206: AN pour Informaticiens Villeneuve d'Ascq, 28/1/2008

Stabilité numérique d’un algorithme de résolution

Un algorithme de calcul de z = f(b) est dit numériqguement stable si on trouve par
une suite de calculs une réponse z étant "bon’”, plus préciseément :

stabilité forward : I'erreur |T — x| est petite (inconvénient : souvent surestimation
importante de |'erreur).

stabilité backward : la solution numériqgue = est solution exacte = = f(E) pour des
données proches (|b — b|/|b| petit).

Comme les données sont souvent entachées d'erreurs (des résultats des
expériences, obtenues par passage aux flottants), cette deuxieme notion est
plus réaliste.

EXEMPLE : algorithme de Gauss avec pivotage partiel est backward stable.

NB : La stabilité numérique n'est pas a confondre avec le conditionnement :
I'un décrit la qualité d’'un algorithme, |'autre le probleme lui-méme! Pour les
problemes bien conditionnés, backward stable implique forward stable.
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EXEMPLE : comment trouver les solutions d’'une équation de deuxieme degré
224+br+c=07

En maths on a vu la formule

B —b+ Vb?2 — 4c —b— Vb2 —4c

To —
2 ’ 2

X1

Regardons le cas d'un zéro proche de 0 (c petit devant b). On obtient sous Scilab
b =3.333333333107!, c = 1.428571429 10~ 14 77 = —4.285460875 104, z3 = —3.333333333 101,
avec Ty approximation de x5, ayant 9 chiffres significatives, mais x; approximation
de x; ayant seulement 2 chiffres significatifs.

Pourquoi 7 Dans la formule pour z; on a une cancellation entre 0 < b et 0 < /b? — 4¢c =~ b.

Comment faire mieux 7 On peut écrire x; sous une autre forme

—b—Vb? —4c 2c

ry = X =

" _b— Vb —dc  —b— VB2 —4c
et dans I'expression a droite il n'y a plus cancellation : on obtient sous Scilab |la valeur
x1 = —4.285714286 10~ 14, et sous ordinateur

(x —%1)(x — T2) = 2* 4+ 3.333333333 10 ' = + 1.428486958 10~ ™,
(x — Z1)(z — T2) = =% + 3.333333333 10" ' = + 1.428571429 10~ *
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Interpolation polynomiale

Position du probleme

Etant donné des abscisses distincts xzg, xz1,...,x, € R et des valeurs yo, y1, ..., yn € R,
trouver un polyndme p de degré au plus n de sorte que p(z;) = y; pour j =0,1,...,n.
Exemple 1, |[Exemple 2.|

Motivation : Reconstruire/approcher une fonction f avec f(z;) = y;...

Notons par P, I'espace des polynOmes a coefficients réels de degré < n.

P,, espace vectoriel de dimension n + 1, base go,...,g, € P,,, C’'est-a-dire,
Vp € P J1a9,...,an, € R aveC p = apgo + a191 + ... + angn.

Quelle base ? Il suffit que g; soit un polyndbme de degré exactement j, par

exemple

— base de mondémes g;(z) = 2/ ;

— base décentrée g;(z) = (x — xo)’ pour un zp € R;

— base de Newton pour abscisses xg,x1,...,x,—1 € R définie par
gij(x) = (x — xo)(x — x1)...(x — xj—1) (en particulier go(z) = 1).
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comment évaluer un polynome ?

Comment évaluer d'une maniere efficace p(z) = 2% +32?> —4x — 12 en 2 =27
Idée : mettre z en facteur p(z) = ((L*x+3) xz —4) xx) — 12...

v=a(n) ;

for j=n-1

2.1 Algorithme de Horner. Tache :
a1(x—xo)tas(x—x0)(x—x1)+...4+an(x—x0)(x—x1)...(T—2Xp—_1) Z:EZ?;O(yjI]i;B(x——xj).

Code Scilab (n multiplications et 2n additions) :

évaluer en x = z I'expression p(z) = ap +

:=1 :0, v=( z-x(j) )*v + a(j) ; end;

Ecriture sous forme de tableau :

Qn an—1

Z 0

(2 — Tn-1)vn

a1 ao

(z — xo)v1

Vnp = Qnp,

VUp—1 = somme

V1 = somme Vo = U

B. Beckermann
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EXEMPLE : évaluer p(z) = 23 + 322 — 42 — 12 en z = 2 (en rouge les données)

1 3 —4 —12
2] 0 2 10 12
1 5 6 0=p2)

2.2. Lemme : Notons (v, ...,v9) = Horner(zo; an, ..., ao; Tn-1, ..., o) (Coefficients et
abscisses a l'envers!), alors

a0+ a1(x — xo) + az(x —xo)(x —x1) + ... + an(x — x0)(x — x1)...(T — Tp—_1)

= vo +vi(x — 20) + v2(x — 20)(x — o) + ... + Vp(z — 20)(x — x0)(z — x1)...(T — Tp—2)
RETOUR A L'EXEMPLE : dans la derniere ligne on trouve coefficients dans la base de
Newton pour abscisses 2,0,0 : p(z) = 1(z — 2)(z — 0)(x — 0) + 5(x — 2)(x — 0) + 6(x — 2) + 0.

Conséquence : Si on applique n fois le schéma de Horner

pour j =0,1,....n — 1 : (aj+17n, ...,aj+1’j) = Horne’r(zj;ajm, ey @5 55 Lp—j—1,Lpn—j—2, ...,330)

ao,0 + ap,1(x — xg) + ap2(x — xo)(x — x1) + ... + ap.n(x — x0)(x — x1)...(T — Tp_1)

=a1,0+ az1(x —20) +asz2(x—20)(x —21) + ... +@nt1,n(®x—20)(—21)...(x — 2n-1)
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EXEMPLE 1 : p(x) =23 +32%2 -4z — 12 =b3(x — 1)(x + 1)(z —2) + bo(z — 1)(z + 1) +
b1(w—1)—|—b0

Ici rTo =21 =22=20, 20 =1, z1 = —1, 29 = 2.
1 3 —4 —12 abscisses a I'envers 0,0,0
1 0 1 4 0
1 4 0 —12 =by abscisses a I'envers : 0,0(,1)
-1 0 —1 =3
1 3 —3=b abscisses a I'envers : 0(,—1,1)
2 0 2
1=b3 5=b abscisses a I'envers : (2,—1,1)
et [donc

pz)=1x(x—1)(z+1)(z—2)+5*x(x—1)*x(x+1)—3*(x —1)—12.
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EXEMPLE 2 : p(z) = (z—D(z+ 1)z —2)+5xz—-1)(z+1) —3(x—1) — 12 =
b3($—2)$2 —|—b2£172 + bix + bg

Ici ro=1, x1 = —1, x9 = 2, 29 = 0,2’1 = 0,22 = 2.
1 5 —3 —12 abscisses a I'envers 2,—1,1
0 0 —2 3 0
1 3 0 —12 = by abscisses a I'envers : —1,1(,0)
0 0 1 —4
1 4 —4 =b abscisses a l'envers : 1(,0,0)
2 0 1
1=0b3 5=b abscisses a lI'envers : (2,0,0)
et donc

p(x) =1(x — 2)z° + 5xx*—4 * x—12.
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Existence, unicité : les polyndomes de Lagrange

2.3. Théoreme : Etant donné des abscisses distincts xg,x1,...,x, € R et des
valeurs vyo, y1,...,yn € R, il existe un et un seul polynGme p de degré au plus n de
sorte que p(z;) = y; pour j =0,1,....,n (dit polyndme d’interpolation).

Avec les polyndmes de Lagrange ¥4y, ...,£, asSSOCiés aux abscisses xg, x1, ..., T,

n

(= zo)(z— 1) (T — xR 1) (2 — Tpg1) (T — ) T — &
be(@) = (rr — x0)(zp — x1)...(xk — Tp—1)(Tk — T11)..-(TK — Tp) N H Tl — $j’

j=0,j#k

ce polyndme peut s’écrire a |'aide de la formule de Lagrange

p(z) = yolo(z) + y1li(z) + ... + ynln(z).

Preuve 1 : Existence : vérifier propriétés du candidat. Unicité : théoréme
fondamental d’algebre.

Preuve 2 : écrire le systéme sous-jacent d’équations linéaires pour coefficients
inconnus a; d'un candidat p = aogo + a1g1 + ... + angn.

NB : la quantité [¢y(z)| + ... + [€n(x)| indique le changement de p(x) (au pire) si on
perturbe yo, ..., yn-
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Calcul récursif : differences divisées, Formule de Newton

Etudiant : La formule de Lagrange n’est pas utile si on veut ajouter une condition
d'interpolation.

2.4. Définition : Etant donné une fonction f: R +— R et zg,x1,... € R distincts,
on notera par p;; le polyndme de degré < j —i de sorte que p; ;j(zr) = f(xx) pour
k=1,14+1,...,7, et par

(i, Tig1, ..., ;] f dit " différence divisée”

le coefficient de p;; devant z/~* (coefficient " de téte").

2.5. Lemme : Nous avons p;i(x) = [x;]f = f(xi), et pour j > 1

pz',j(ili‘) — (m — m@)(x — $@'+1)...($ — acj_l) [ZEZ', Li41y eeey :Ijj]f f— pi,j_l(m).

2.6. Corollaire : Nous avons la formule de Newton

pon(z) = Z(x —x0)(x — x1)...(x — xj-1) [x0, 1, ..., T4 f-

Prof : Donc il suffit d’ajouter un terme a cette somme!
Etudiant : Mais comment calculer ces différences divisées ? D'ou vient leur nom 7
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Observation : Ni le polynOme d’'interpolation p;; ni la différence divisée
(i, xit1..., 2] f dépend de |'ordre des abscisses z;, Tit1..., T .

En retirant de notre formule de Newton celle obtenue pour les abscisses
LO, L1y eeeey Tn—2,Tn,Tn—1, ON trouve

(a:——xg)Cv——aq)“”(x-—:tn_z)(hxh.”,xn_g,xn_i]f—%(a:——xn_l)hxh.”,xn_g,xn_l,xnlf)

::(17—-xo)CE——ln)uu(w'—éﬁn—2)<kwb-u,xn_2,anf—F(x-—:rn)hm,.u,xn_g,xn,xn_q]f).”

2.7 Corollaire : Nous pouvons calculer récursivement pour ¢ < j

(i) f = fxs), [z, Tigr.., z5]f = [Zi+1, Tito.., 2] f — |20, Tit1.. 2] f
L5 — Iy

Petit code Scilab (n(n 4 1)/2 divisions, n(n + 1) additions)

for j=0:n, x(j)=1+j/5; d(j,j)=log(x(j)); end;

for k=1:n
for j=k:n
d(j-k,j)=C d(j-k+1,j) - d(j-k,j-1) )/ x(G) - x(j-k));
end;
end;

On remarque qu'il suffit de travailler avec un tableau 1D par dd(j) =d(j — k,j).
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Schéma de calcul sur papier :

xo | [zo]f [0, 1] f = [za]f=[zolf [ " ’
. [£U1]f x xl:? [5130,5131,:B2]f — mh@x :50,1’1
T2 | [x2] f |

EXEMPLE : |calculer| la valeur en 1/2 du polyndme d’'interpolation p € P; de
f(x) = sin(mwx/2) aux points 0,1, 2, 3.

On commence a calculer les différences divisées et applique ensuite Newton et Horner

0] f(0)=0 1-0

5 :—:1
1] f(1)=1 [zo j};—ﬁ——l [300,961,$2]f:_21__()1:_1 [z, 1, T2, T3] f =
2| f(2)=0 ;Ul,ZBQ]f = —_11—0 — 1 [z1, T2, T3] f = _13_—(1_1> - D ’
3|r@=-1 T e

donc d'aprés Newton p(z) =0+ 1(z —0) + (—1)(z — 0)(z — 1) + 5 (2 — 0)(z — 1)(x — 2). Horner :

1/3 -1 1 0 abscisses a l'envers 2,1,0
1/2| 0 —1/2 3/4 7/8
1/3 —=3/2 7/4 T7/8=p(1/2) =0.875 f(1/2) ~0.707
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Estimation d’erreur : formule de Cauchy

2.8. Théoreme : Pour z,xo,x1,...,T, € |a,b] distincts
f(x) —pon(z) =(x —20)(x — 21)....(xT — X0 [X0, T1,y ooy T, x| f
et si f e C"([a,b]) alors

FrrD (&)
3¢, € [a,b] de sorte que [xo,T1,....,Tn, x| f = CEE
mn U

La preuve de la deuxieme partie est admise ici, elle utilise le théoreme de Rolle.
Notons que la dépendance de &, de xz est compliguée. La deuxieme propriété
contient ce que |I'on appelle le théoreme des accroissements finis :

_ f(b) = f(a)

fec([a,b)]) : FHelod] ta. [ab]f=—— = ().

2.9. Corollaire : Si f € C""([a,b]) alors pour tout z € [a, b]

(n+1)
£@) = pon(@)] < (@ —20)(z = @1)..o.(2 = 20)| max |j;n+ ff!)‘.
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2.10. Résultat sans preuve : Si z; = "% 4 222 cos(r 2%1) € a, b[ alors

Vo € [a,b] : [(x — x0)(z — 21)....(x — 2,)| < 2((b—a)/4)"™ (borne optimale...)

EXEMPLE : retour au polyndme d'interpolation pg s interpolant f(xz) = sin(nz/2)
aux points z; =73, 7=0,1,2,3.

Posons
f(@) =

et donc avec w(z) = (x — xo)(x — x1)(z — x2)(x — 3),

a,b] = [0, 3], alors f € C*([a,b]), avec

[
2 COS(7)7 f(x) = —(5)2 Sin(g)a f(x) = —(5)3 005(7% [ (z) = (5)4 Sin(;),

(4) 2)4 1 15
PN 2T b95a, jw(dy = 22 ~ 0.0
£€(a,b] 4! 24 2 16
ce qui implique que [f(1/2) — po3(1/2)] < M |w(1/2)] < 0.238 (c'est une surestimation,
f(1/2) — po,3(1/2) ~ —0.16).
Par un calcul élémentaire, on trouve que w s'annule en a,b, et que w’ s’annule en 3/2 et
3/2 £+/5/2, donc

max |£(z) — pos(@)| < M max |w(z)|
x€a,b] x€la,b]

3—+/5 3 3+ 5

5wl lw(—

Notons que I'erreur devient |plus petit/si on prend plus de points d'interpolation dans [0, 3].

)|, lw(b)|} = M ~ 0.254.

— M max{|w(a)], |

.| — B. Beckermann [first][-1][pack][goto|[+1][last] §2.5, page 21
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AU dela de l'interpolation polynomiale

Dilemme de l'interpolation polynomiale :
— Si le degré est petit le polynOme d’'interpolation est lisse mais |I'erreur n'est pas

forcement petite ;
— Si le degré est grand alors le polynOme risque d'osciller, a ce moment |'erreur

n'est pas petite non plus!

Phénomene de |Runge :|

1
1+ 22’

la,b] = [—5,5], f(x)= (n+ 1) abscisses équidistantes z;, = —5 + 10%.

Solutions :
— approximation au sens des moindres carrés (droite de régression) ;
— interpoler avec d’autres fonctions.

.| — B. Beckermann [first][-1][pack][goto|[+1][last] §3.0, page 22
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Approximation au sens des moindres carreés

Ici on dispose des couples (z;,y;) pour ¢ =0,1,...,m et on cherche les coefficients
a; dans I'expression g(x) = apgo(x) + a1g1(x) + ... + amgm(x) avec m bien plus petit
que n de sorte que la somme des distances au carré

mn
F(CLQ,CLl, '°°7a’m) — Z ‘g(xj) _ y]’2
7=0

soit le plus petit possible.

APPLICATION m =1, go(x) =1, gi(x) = x : droite de régression.

EXEMPLE :In+ 1= 11 points avec m =1 et m = 2.
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SOLUTION 1 : en annulant les dérivées de

n

F(aop,a1,...,am) = Z(y‘7 — Em:akgkr(aﬁj))2
k=0

J=0

par rapport a ag,ai,...,a, on obtient un unique point stationnaire par un systeme
d'éguations linéaires avec inconnues ag,ai, ..., a,, —> Solution de ce systeme donne
coefficients optimaux.

SOLUTION 2 : on peut écrire notre probleme sous forme matricielle

go(z0) ++ gm(xo) | ay | w0 |
min [[Aa—yl, A= go(:xl) gm(:xl) , a= a:1 Coy=|
i 90(5'371) gm(xn) | i Am | i Yn |
avec || - || la norme (distance) euclidienne. Cela donne un probleme des moindres

carrés, résolu sous Scilab par a=A \ y.

.| — B. Beckermann [first][-1][pack][goto][+1][last] §3.1, page 24
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Interpolation avec splines cubiques

Ici on interpole avec des fonctions étant par morceaux des polyndmes, raccordés
de sorte que globalement la fonction soit lisse (I'oeil percoit seulement régularité
C?).

Etant donnés noeuds ... <ty < t1 < t2 < ... on définit la B-spline |B;| étant
— un polyndme de degré < 3 sur chaque sous-intervalle [tx,tr11];

— de classe C?(R), identiquement zéro en dehors de [t;,t;14];

— Ve eR : B](ac) = 0, Zj BJ(ZE) = 1.

L'expression mathématique pour B;(z) dépendant seulement de ¢;,..,t;44 est trées compliquée :

( (z—t5)° si tit;
(tj+3—tj)(tj+2—tj)(tj+1—tj) x € [ J J+1['
x—1; z—t; tito—x z—t; tits—x z—tj11
Lita—tj tje—ti T2 —ti4r ot Tl Giga T4 tipe—hi4a
titg—x (x—t;a1) .
jt+4 j+1
Sl x t. t,; .
Bita—tit1 (E43—Ej4+1)(Ej+2—Ej41) € lt+1,ty 42
B](x) =, x—1; (tj+3—sc) tita—x rc—tj11 tits—x
tj+3—t; (tj+3—ttj+1)(tj+3t—tj+2) byt —ti1 tibs b4t ety
j+4—% j+4—% _T—tj4o ;
Sl x € |t; 0 .
tj—|-4_tj—|:-31 tita—tjya tjrs3—tiqo [ J+2 .7+3[
(tjya—x) .
Sl x € |t; T )
(jra—tj+1)(E1a—t12)(E1a—t513) [£5+3:t+al
0 sinon.

.| - B. Beckermann [first|[F1][pack][goto][F1][last] §3.2, page 25
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En choisissant les noeuds t; en fonction des z; on peut interpoler : par exemple,
avec
t—l < t() < tl < t2 < Ty < t37 ---,tn—l < Tp < tn < tn—i—l < tn—|—2 < tn—|—3

on peut définir B_4, By, ..., Bh,—1, et on trouve p € span(B_-i1, Bo, ..., B,—1) avec
p(z;) =y; pour j=0,1,...,n par

_ - -1 ~ -

B_1(x0) Bo(xo) -+ Bn-1(z0) Yo
B_1(z1) Bo(z1) -+ Bp—1(z1) Y1
p(z) = |B-1(2), Bo(®), ..., Bn—1(3)|
i B—l(xn) BO(xn) Bn—l(mn) i | Yn |

Attention : |la matrice est inversible ssi z; €|tj_1,t;+3] pour 57 =0,1,...,n.

On peut aussi utiliser une approche moindres carrés (si les données (z;,y;) sont
entachées d’erreur) : pour m < n, on trouve p € span(B_1, By, ..., B,,—1) avec

n 2 ..
Zj:o(p(xj) —yj) minimum par

[ B_l(xo) Bo(mo) Bm—1($o) | [ Yo |

B_1(x1) Bo(zr1i) -+ Bm-1(z1) Y1

p(@) = |B-1(®), Bo(@), ..., Bm—1(2)] | | . \ .
| B—l(fﬁn) BO(xn) Tt Bm—l(xn) ] | Yn |

EXEMPLE avec n = 10,m € {10,7,4}, |sans bruit| et|avec bruit.|
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Points de controle, courbes et surfaces splines
Courbes g : R — R?

g(z) =Y P;Bj(w), P; ¢ R? dits points de controle.
=0

Dans la CAO (conception assistée par ordinateur), le choix de ces points de
controle permet de donner a la courbe une allure souhaitée, tout en gardant une
régularité C2.

— la courbe "suit” des points de contrGle, mais elle n'y passe pas;

— changer un point de contrdole change seulement une partie de |la courbe.

'Simulation|

Surfaces g : R? — R3

g(u,v) =Y > P;xBj(u)Bi(v), P;, € R® dits points de contrdle.
7=0 k=0

LLe choix de ces points de controle permet de déformer localement d’une maniére
capot d’'une voiture. |Simulation 1, |Simulation 2,

lisse |la surface. Application :
Simulation 3.
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Analyse de fréquence et jpegd

Une fonction f: R — R est dite périodique de période T'>0siVx e R: f(x+T) =
f(z).
Pour analyser la vibration d'une barre ou le son d’'une guitare, on décompose un

signal donné par une fonction s: [0, 27w[— R (et prolongé périodiquement sur R par
la relation s(x) = s(x + 27)) par une somme dite de Fourier de la forme

Z(aj cos(jz) + b;sin(jx)).

Les a;,b; sont alors les amplitudes des fréquences propres, utilisés aussi dans la
compression d’'images, la téléphonie mobile, etc etc.

Probleme : Comment définir/calculer rapidement ces coefficients a;,b; ?

Idée 1 : on remplace la somme infinie par une somme partielle, et on demande
que cette expression coincide avec f en un certain nombre de points.

Idée 2 : on se sert de la formule d'Euler e”* = cos(jx) + i¢sin(jz) pour travailler
avec une seule classe de fonctions. Défaut : on passe par les nombres complexes
C (on y reviendra).
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La DFT et la IDFT

Conventions : z;" = 2r*te,
On note les coefficients d’'une somme de Fourier d'ordre n par des majuscules

F(x) = i F; exp(tjx)

et les valeurs f, = F(z,’") par des miniscules.

DFT (discrete Fourier transform) : passage des valeurs aux coefficients
(Fr)k=0,...m-1 = DFT((fx)k=0...n—1) = DFT*"((fx)k=0,...n—1)-

IDFT (inverse discrete Fourier transform) : passage des coefficients aux valeurs

(fi)k=0...m—1 = IDFT((Fx)k=0,.. n—-1) = IDFT*"((Fi)k=0....n—-1),
j(k + oz)>

n

fr. = ZF exp( 27T7,

7=0

.| — B. Beckermann [first][-1][pack][goto][+1][last] §4.1, page 29
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Formule pour la DFT

4.1. Lemme : Pour j,¢,n des entiers

— ik Lk +a) nexp(2mi®t) si j — ¢ est divisible par n,
Zexp(—sz—)exp(Zﬂz—) — n
k=0 " n 0 sinon.

Idée de la preuve : On pose g = exp(zm%), alors ¢" = 1, et la somme devient

/ n—1
exp(27r7j%) Z q~.
k=0

4.2. Théoreme : Pour toute fonction f de périodicité 27 il existe une et une seule
somme de Fourier discrete F' d’'ordre n vérifiant les conditions d'interpolation
f(zy") = F(z,") pour k=0,1,....,n — 1.

Ses coefficients sont donnés par la DFT explicite (pour 7 =0,1,....,n — 1)

o =l .
1 k

F; = — exp(—27m'%) Z exp(—QWiJ—)fk.
n n’ = n

'Simulation 1|sans bruit, [Simulation 2/ avec bruit.
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Lien entre moindres carrés et DFT

Comme dans le Théoreme 4.2. on montre le résultat suivant :

4.3. Corollaire : Etant donné une fonction f de périodicité 2m et sa somme de
Fourier discrete d'ordre n

n—1
F(z) = )  Fjexp(ijz),
j=0
alors la somme tronquée d'ordre m < n
_ m—1
F(x) = Z F;exp(ijx)
7=0

réalise une erreur

n—1
> If @™ = Flag™)P?
k=0

Mminimale parmi toutes les somme de Fourier d’ordre m.

La transformée de Fourier discrete permet alors de combiner a la fois les avan-
tages d'approximation au sens des moindres carrés avec le principe d’'interpolation.

: En cas d’erreurs sur les données, il vaut mieux [tronquer| la somme de Fourier.

.| - B. Beckermann [first|[F1][oack][goto][F1][last] §4.3, page 31
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La FFT : transformée de Fourier rapide

Le calcul DFT = DFT*"™ par les formules

n—1 n—1
a,n oidkta) 1 opied o —omidk
fk;:F(CCk ):E Fje L Fj:—e E & nfk
— mn k—0

nécessite O(n?) multiplications pour I'ensemble des coefficients. Pour n une
puissance de 2, on peut faire mieux par une approche récursive :

Comme z"" = 2r%t% on trouve pour le coefficient F; de (F));j—o,...2n-1 = DFT®?"

e—2migh 71 o, 20k e—2migl T o 3(2E+1)
) e i for +—) e 2n for+1
n S L v 2n 15 i i v
:e—QWi% :f(xg];2n):f($:/27n) 26—27”'23—716—27%% :f(mgléinl):f(xl(ca—l-l)/%n)
4.4. Théoreme : Pour y =0,1,....n—1
1
a,2n __ a/2,n (a+1)/2,n

DFT{*" = _[DFT{/*" + DFT, ]

1 Q
9 . 2, +1)/2,
DFT}{3" = o exp(=2mi_)[DFT;/*" — DFT;*)/*")
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L’algorithme FFT

Notons que pour les vecteurs de valeurs :

f=f1:2n)=(Fp)k=0,.. 201 =>
FA:2:2n—1) = (F@*™))kmo...m-1, f(2:2:2n) = (F """ izo....no1.

Donc sous Scilab on obtient la fonction suivante

function [F]=mon_FFT(f, )
// f vecteur de valeurs au points 2mw(k+a)/n pour k=0,1,..,n-1
// n puissance de 2, F=DFT*"
n=length(f)
if (n==1) then
F=f ;
else
Fl=mon FFT(f(1 :2 :n/2),a/2) ; F2=mon FFT(£(2 :2 :n/2),(a+1)/2);
e=exp(-mia) ; // valeurs tabulées
F=[ F1 + F2 , ex (F1-F2) 1/2;
end ;

endfunction ;

Complexité : O(nlogn) (mulz, = 2mul, + 2n, mul; = 0)
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Et comment se ramener a une arithmétique réelle ?

Ecrivons IDFT = IDFTY/22» DFT = DFTY/22n

Qk 1 anl ( ) 1 . »
fk: F(T(' 2+ ) o Z F eﬂ"LJ 2;:1 7 Fj _ —6_7”23_” e_ﬂ-z%fk.
=0 k=0

Si la fonction f de départ est 2m-périodique et symétrique f(w + x) = f(w — x), alors
fro = f(wQ’;:l) f(2m — 2"3“) fon—1—%, €t donc

1 n—1

1 i —p _pidk ridnloh) ) 2k + 1 .
F; = 5 2n e Y e n Z cos(jm )fx =: DCT}" = —Fay,_j,
k=0
n—1 n—1
. J .(2n—j 2k ].
fk: — FO + Z Fj [671'@.3(2216:-1) _ Tt (2 J2)7(12k+1)] _ FO + 9 Z Fj COS(jT(' + ) _. [DCT,?
j=1 j=1 an

4.5. Théoreme : Pour tout f : [0,7] — R il existe un unique |polyndme
trigonometrique de la forme C(z) = Cy + 22?:—11 C'j cos(jx) vérifiant les conditions
d'interpolation f(r2:tl) = C(r2tL) pour k = 0,1,...,n — 1. Dans ce cas, nous
avons des transformées de cosinus discretes ¢ = IDCT(C), C = DCT(c), avec

2k + 1 s 2k + 1 2k + 1
cr, = C(m i ) =Co+ 2 Z Cj cos(jm i )ER, C; Z cos(jm i ek €
1=1 k 0
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Quelques remarques sur nos transformeées de cosinus

discretes

— Il existe plusieurs transformées de cosinus discretes (de DCT-1 a DCT-8).
Dans cette nomenclature, notre IDCT est DCT-3 et notre DCT est DCT-2 (a

des facteurs pres), voir par exemple Wikipedia (anglais).

— Il existent des méthodes FCT pour le calcul "rapide” comme FFT, mais ces
méthodes sont plus compliquées.

— Le résultat du corollaire 4.3 (sommes partielles et approximation au sens des
moindres carrés) peut étre généralisé aux sommes des cosinus.

— On peut résumer schématiquement le calcul ¢ = DCT(¢), ¢ = IDCT(C) comme

avecC

Co
Ch

C%—l

—1 _ A 1 1
et M~ =diag(:, 5,

. | USTL

Co

C1

Cn—1

B. Beckermann

C:M*C, C:M_l*ca

1 2 cos(5-) 2cos(25-)
1 2COS(§—Z) 2608(22—2)
, M =
1 2003(%) 2608(2%)
1 T

[first]FI][back][goto][F1][last]

2cos((n —1)5-)
2cos((n —1)37)

2 cos((n — 1)%)

§4.7, page 35
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Principe de seuillage

Idée : Si on supprime dans

n—1
C(x) =Co+ 2 Z C cos(jx)

J=1

un terme C cos(jx) avec |C;| < e " petit” alors on obtient une erreur absolue < 2e.

Strategie de seuillage : on se fixe un seuil e > 0 et on remplace un C; par O si

n—1
|Cj| < e (seuillage absolu), ou |Cj| <€) |Cy| (seuillage rélatif).
=0

Avantage : compression de données, car en stockant seulement les coefficients
C; non nuls on garde moins d'information, tout en gardant la possibilité de
pouvoir reconstruire (assez bien) le signal.

'Simulation 1|sans bruit, [Simulation 2| avec bruit.

On vient de comprendre le principe de base du mode de compression jpedg, méme
Si les images, c'est du 2D.
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C’est quoi une image en couleurs ?

Une image 334 x 460 est représenté par trois matrices AR, AV, AB (ici de taille

334 x 460) :

— Trois couleurs de base : rouge - vert - bleu

— On introduit une grille de 334 lignes et 460 colonnes
AR(j,k), AV (j,k), AB(j,k) € {0,1,...,255} (deux chiffres en hexadécimal)
décrivent l'intensité de chaque couleur (codage RGB) du pixel a la position

(4, k).

B=102

B=153 B=204 B=255

‘| - B. Beckermann [first|[F1][pack][goto][F1][last] §4.9, page 37
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Stratégie compression par JPEG

Philosophie : Stocker une matrice creuse (avec beaucoup d’'éléments = 0) prend

moins de place.
— Faire pour chacune des trois matrices couleurs :

— Couper en morceaux y de taille 8 x 8 (ou 16 x 16), et faire pour chaque

morceau
— Calculer Y = DCT(y) = M =y M, de méme taille que y

— Seuillage : remplacer des éléments " petits” dans Y par 0
— garder les nouvelles matrices Yy, en mémoire
— au moment de I'affichage, calculer yo = IDCT(Yy) = (MT)=t x Yy« M1,
Question : yg~y7?

Réponse : ca dépend du seuil (d'ailleurs aussi le taux de compression).

Photo 1//Photo 2

§4.10, page 38
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En réalité il y a un peu plus de détails.

Ligeolpage Transforma- | Sous- | | Codage
ok tion de &charitillon- OCT Qartification RLE et
bloc de
: couleurs nage Hutfman
pixel=s
| Compreszion JPEG
phiei Image
5 4 conpressée
Lo zelon JPEG
< Déecompression JPEG | iL
recanstitu- Transforma- =ur- | i Décodage
tinde [ tion de échantillon- ¢ ol e pnleation " FRLE=
l'image couleurs nage Hutffman

Aussi, JPEG date de 1991, et maintenant d'autres compressions sont plus

prometteurs (JPEG2000, etc)

B. Beckermann

‘ I USTL

[first][-1][back]|[goto][+1][last]
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Calcul approché des intégrales

Objectif : calculer par exemple f_lle—xQd:z:.
Probleme : pas de primitive élémentaire! Il faut donc approcher I'intégrale (on
parle des méthodes de quadrature).

Idée de lI'intégrale de Riemann : aveC c=yo < y1 < ... < yny = d on décompose

d
Tea(£) i= | £(2)do = Tyou(5) + Tyn () + o+ T sl (D

et l'intégrale pour chaque sous-intervalle [a,b] " petit” est approchée par une
formule simple (approchant I'aire sous la courbe), par exemple ( [ex1|, |ex2|)

formule du rectangle : Q% (f) = (b—a)f(a)
for. du point milieu : Qi (f) = (b—a)f(a;_b)
formule du trapeze : s (f) = (b— a)f(a) —; /)
| 4f (2Lt b |
formule de Simpson : Q7 (f) = (b— a)f(a) il f(62 )+ S0) _ %Qf’;fb](f) + ng‘ﬁ)](f).

.| - B. Beckermann [first|[F1][oack][goto][F1][last] §5.0, page 40
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Formule versus methode de quadrature
Pour simplifier, on prend ici toujours points équidistants y; = ¢+ (d — c)%, et alors
Yo=c, yn =d, yj+1 —y; = (d—¢)/N.

Chaque formule de quadrature donne une méthode de quadrature a N sous-
intervalles, a titre d'exemple la méthode des trapezes :

N-—1 d— N-—1 ' '
Q’lj\;r(f) _ Z ,[Z:;Z,yj+l](f) _ = C Z f(y]) +2f(yj+1)
J=0 j=0

= e+ pan + LS ; ens

2

Estimation d’erreur ? On majore l'erreur pour la méthode en majorant |'erreur
pour une formule

N—1
e (f) = QO < D Hie.q) () = Quuy a1 (F)],
7=0

mais comment traiter les formules ? Lien avec interpolation polynomiale!
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Formules de quadrature et interpolation par constantes
Regardons d’abord un cas particulier : avec £ € [a, b], nous trouvons p(x) = f(&)

comme polyndme d'interpolation de f de degré < n =0 au point xg = £. Aussi,

b
I1a,0)(P) =/ f(§dz = (b—a)f(§), Veelab: |f(z)—p)|<|z—E T Lf' ()

d'aprés le chapitre sur l'interpolation polyndmiale (ou le théoreme des accroisse-
ments finis), et alors

iap)(p) = (b—a)f(§)] = [japn(f —P)| < Liap(|f —pl)

b— 2 . 2
s;rmwiM/Wx—ax—wmxu@m' il Sl

2

5.1. Corollaire : Si f € C!([c,d]) alors

@ max 1P, ea(D-@ () < Co

IC Rect < -7
Hiea)(f) =@n" (N § 55— max i

/
Imax .
y€le,d] |f (y)|

.| — B. Beckermann [first][-1][pack][goto|[+1][last] §5.2, page 42
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Formules de quadrature interpolatoires

5.2. Definition : Une formule Q,; est dite interpolatoire pour des abscisses
distincts xzo, z1,...,2n € [a,b] SI Q5 (f) = Ij45(p) avec p le polyndme de degré au
plus n interpolant f aux abscisses xoq, ..., x,.

EXEMPLE : la formule du rectangle et du point milieu sont interpolatoire pour

xo = a, et zop = % respectivement.
2

5.3. Lemme : Une formule Q,; est interpolatoire pour des abscisses xo, x1, ..., Tn
si et seulement si elle prend la forme

Qun(f) =D wif(zs), w; = Tay(),
5=0

avec Yy, ..., Y, les polyndmes de Lagrange.

EXEMPLE : montrons que |la méthode des trapéezes est interpolatoire pour les abscisses

To=a, xr1 =20b

r—a br—a b—a br—b b—a
£0<$) — I[a,b] (60) — /a dx = 9 ) I[a,b] (KI) — /a 0 bdfc — 9 .

b—a’ b—a

EXERCICE : Montrer que la formule de Simpson est interpolatoire pour les abscisses
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Estimation d’erreur pour les formules interpolatoires

5.4 Theéoreme : Si @, est interpolatoire pour des abscisses o, x1, ..., z, €t
f € C"([a,b]) alors avec M, (..q(f) = max,cieq | (y)|/n!

b
a1 = Qe (D] < Masi o () | 1@ = z0)(e = 21).(& = 20)| do

5.5 Corollaire : Si f € C?([c,d]) alors

d — 3
e~ QT < C My ().
5.6 Corollaire : Si f € C3([c,d]) alors
| d— )4
e () — QNI < C= hy e (£).

Moralité : I'estimation d’erreur est proportionnel a une puissance de 1/N, " petite”
pour N grand.

NB1 : on peut montrer que I 4(f) — QN'(f)| < (fQ_J\CIfMg(f) si f € C?([e,d]).

NB2 : on peut montrer que QY'(f) < Ii.q(f) < Q4 (f) pour f convexe sur [c,d].
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Un dernier exemple

Comment choisir N pour calculer f_llexp(—a:Q)da: a l'aide de la méthode des
trapézes avec une erreur < 10767

Ici f(z) = exp(—x?), [c,d] = [-1,1],

Tr(f) = il + e—(2j/N)2.

Calculons d'abord M, 1 1)(f)
fl(x) = —2ze ", f(x) = (42* — 2)6_302, " (z) = (—8z° + 12x)e™*

et donc f'(—z) = f"'(z), f"(z) = 0 pour =z € [0,1], et alors My 1 (f) =
max{|f"”(0)|,|f"(1)|}/2 =|f"(0)|/2 = 1. Il suffit donc de choisir

(d— c)? 41

107° > Mo [,
- Mapea(D) = 575

ou N > /5106 ~ 1154.7.
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Algorithme de Gauss
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