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Baréme indicatif : 2+6+3+1+8. Les exercices sont autonomes et peuvent étre traités
dans un ordre arbitraire.

1. Exercice

On travaille dans 'anneau des polynémes a r variables R = K[zy,...,2,] sur un
corps K. On dit qu'un polynéme f(x1,...,x,) € R est homogene de degré m lorsqu’il
s’écrit comme une combinaison linéaire de mondmes de degré total m (de monémes z™ =
xt -zt tels que ng+- - -+n, = m). On note R,, C R le sous espace vectoriel de 'anneau
des polynomes engendré par les polynémes homogenes de degré m. On a R =@, _, R,
tout polynome f € R pouvant se décomposer de fagon unique en somme f = >"7_ fi de
polynémes homogenes fr € Ri. (On appelle ces polynomes les composantes homogenes
de f.) On notera également que si f € Ry et g € Ry, alors on a fg € Rgyy.

Soit I C R un idéal de ’anneau des polynomes. Prouver que les conditions suivantes
sont équivalentes:
(1) Si h € I, alors les composantes homogenes de h vérifient encore hy € I, pour tout k.
(2) L’idéal I est engendré une famille de polynoémes homogenes f, € R, , a € T.

On dit alors que I est un idéal homogéne de R.

2. Exercice

Expliciter une base de Grobner de 'idéal engendré par les polynomes fi(x,y,2) = z+
y+z, folz,y,2) = xy+zz+yz et f3(x,y,2) = xyz+1 par rapport a l’ordre lexicographique
gradué inverse.

3. Exercice
On considere le Z-module M tel que

Zu1 EB ZUQ EB ZU3

M =
Z(?)Ul + 2UQ - 2U3) D Z(—4U1 — Ug + 4U3)

qui est donc engendré par des éléments uq, us, us avec comme relations génératices 3uq +
2uo — 2usz = —4uy —ug +4us = 0. Déterminer les facteurs invariants de la matrice associée
a cette présentation. Déduire de ce calcul que M est un Z-module libre d’'un rang r que
I'on explicitera. Expliquer comment on obtient une base (vi,...,v,) de M et expliciter
I'expression des éléments (uq,ug,us) dans cette base (vy,...,v,.) dans M.

4. Exercice

Soit P un idéal premier dans un anneau A. Soient Iy,...,I; des idéaux tels que
Iy -...- I C P. Montrer que 'on a I; C P pour un des facteurs I; de notre produit
I=1,-...- 1.

— Suite au verso —



5. Probleme

On suppose dans tout ce probleme que K est un corps algébriquement clos.
5.1) Prouver que I'application I — V(I) qui a unidéal I C Klzq,...,z,| associe 'ensemble
algébrique affine V(I) = {(a1,...,a,) € K"|f(a1,...,a,) =0 (Vf € I)} vérifie les relations

V(A) =0, VO L)=(\V{U), VUINJ)=V{I-J)=V{I)uV(J),

de sorte que les ensembles algébriques affines définissent les parties fermées d’une topologie
sur K", la topologie de Zariski.
5.2) Prouver que toute suite décroissante de fermés pour la topologie de Zariski

FEDOFD---DF,D---

est stationnaire: on peut trouver un rang ng tel que n > ng = F,, = F,,. On dit que
la topologie de Zariski est noethérienne. Indication : On utilisera les propriétés de la
correspondance qui & un ensemble algébrique affine S associe l'idéal I = I(S) tel que
S=V{).

5.3) On dit qu'un ensemble fermé F' pour une topologie est irréductible si pour toute
décomposition F' = Fy U F, avec Fi et F5 fermés, on a nécessairement F' = F} ou F = Fs.
Montrer qu'un ensemble algébrique affine S est irréductible pour la topologie de Zariski si
'idéal associé I(S) est premier. Indication : Pour f1, fo € Klz1,...,x,] tels que fifs €
I(S), on considérera les ensembles Fy = SNV (f1) et Fo =SNV(f1).

5.4) Prouver, en utilisant le résultat de la Question 2, que tout ensemble algébrique affine
S admet une décomposition en réunion finie S = Fy U- - -U F} avec chaque F; irréductible.

— Fin du devoir —



