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§1. Idéaux premiers et maximaux (compléments)

1. Exercice
Soit A un anneau. On pose radA = {x ∈ A|∀a ∈ A, 1− ax ∈ A×}.

1.1) Prouver que radA est un idéal de A.
1.2) Prouver que l’on a radA ⊂ M pour tout idéal maximal M de A. Indication : On se donne
x ∈ radA. On utilisera que pour un idéal maximal M, on a l’implication x ̸∈ M ⇒ M+Ax = A.
1.3) Inversement, on suppose que l’on a x ∈

∩
Mmax

M, où l’intersection s’étend sur l’ensemble
des idéaux maximaux de A. Prouver que x ∈ radA. Indication : On utilisera que 1 − ax ̸∈ A×

entrâıne qu’il existe un idéal maximal M tel que 1− ax ∈ M.
1.4) Conclure: radA =

∩
Mmax

M. Cet idéal radA définit le radical de Jacobson de A.

§2. Localisation, anneaux et modules de fractions

1. Quiz
Déterminer l’anneau de fractions R[1/x] pour R = K[x, y]/(xy).

2. Exercice
Soit R un anneau muni d’une partie multiplicative S ⊂ R.

2.1) Montrer que si 0 → K → M → N → 0 est une suite exacte courte de R-modules, alors la
suite de S−1R-modules associées 0 → S−1K → S−1M → S−1N → 0 est encore exacte.
2.2) Montrer que si P et Q sont des sous modules d’un R-modules M , alors on a S−1P ∩S−1Q =
S−1(P ∩Q) et S−1P + S−1Q = S−1(P +Q) dans le S−1R-module S−1M .
2.3) Montrer que si I et J sont des idéaux de R, alors on a les identités d’idéaux S−1I + S−1J =
S−1(I + J), S−1I ∩ S−1J = S−1(I ∩ J) et S−1I · S−1J = S−1(I · J).

3. Quiz
Décrire l’ensemble des idéaux de l’anneau des nombres décimaux Z[1/10].

4. Exercice
Soit M un module sur un anneau A.

4.1) Soit x ∈ M . Montrer que l’ensemble ann(x) ⊂ A constitué des éléments α ∈ A tels que
αx = 0 définit un idéal dans A (c’est l’idéal annulateur de x). Montrer que l’on a x ≡ 0 dans un
module localisé S−1M si et seulement si la partie multiplicative S vérifie S ∩ ann(x) ̸= ∅.
4.2) Montrer que si on a MM = 0 pour tout idéal propre maximal M de A, alors on a M = 0.
Indication : Pour x ∈ M tel que x ̸= 0 ⇒ ann(x) ⊄= A, considérer un idéal maximal M tel que
ann(x) ⊂ M.

5. Exercice
Soit M un module de type fini sur un anneau local (R,M).

5.1) On veut prouver M/MM = 0 ⇒ M = 0. On fixe e1, . . . , er ∈ M une famille génératrice
de M . On a M/MM = 0 ⇔ M = MM . On suppose donc ei =

∑
j aijej , avec aij ∈ M, pour

i = 1, . . . , r, et on considère la matrice A = (aij) ∈ Mrr(R).
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Prouver que l’on a Det(I − A) ∈ R×. Puis montrer que l’on a ei = 0 (∀i) en utilisant une
matrice inverse de I − A donnée par les formules de Cramer, soit U = (uij) ∈ Mrr(R) telle que
U(I −A) = I. Conclure.
5.2) Prouver en utilisant le résultat de la question précédente qu’une famille d’éléments de M , soit
(x1, . . . , xr), est une famille génératrice du R-module M , dès lors que (x̄1, . . . , x̄r) est une famille
génératrice du R/M-espace vectoriel M/MM .

§3. Localisation et structure des modules de type fini sur un anneau principal

1. Problème
Le but de ce problème est de montrer que deux modules de type fini sur un anneau principal

R sont isomorphes si et seulement si ils ont un facteur libre de même rang et les mêmes facteurs
invariants. Plus explicitement, si pour deux modules M et N , on écrit M = R/d1R⊕· · ·⊕R/dkR⊕
Rr, avec d1| · · · |dk, d1 ̸= 1, dk ̸= 0, et N = R/e1R ⊕ · · · ⊕ R/elR ⊕ Rs, avec e1| · · · |el, ej ̸= 1,
ej ̸= 0, alors on a M ≃ N si et seulement si r = s, k = l et di = ei (∀i).

Pour simplifier, on va se concentrer sur le cas R = Z, mais les arguments ne changent pas
dans le cas général.
1.1) Pour un Z-module de type fini M , on note Mtors le sous module de M constitué des éléments
de torsion, c’est à dire des éléments x ∈ M vérifiant une relation d’annulation ax = 0, pour un
élément a ̸= 0. Identifier le quotient M/Mtors lorsque M = Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/drZ⊕ Zr.

En déduire que, dans les notations utilisées dans le préambule du problème, on a la relation
M ≃ N ⇒ r = s. Dans la suite, on supposera M = Mtors (et N = Ntors).
1.2) On fixe un nombre premier p. On considère le système multiplicatif Sp = Z \ Zp et l’anneau
localisé Z(p) = S−1

p Z. On note également M(p) = S−1
p M le Z(p)-module localisé associé à un

module M .
Prouver que l’on a la relation (Z/dZ)(p) = Z/pvZ, lorsque l’on applique cette localisation à

un Z-module de la forme M = Z/dZ, où on pose v = vp(d). En déduire que lorsque l’on écrit
M = Z/d1Z ⊕ · · · ⊕ Z/dkZ avec d1| · · · |dk comme dans le préambule, on a M(p) = Z/pvp(d1)Z ⊕
· · · ⊕ Z/pvp(dk)Z, pour la suite croissante de valuations telle que vp(d1) ≤ · · · ≤ vp(dk).

Dans la suite, on réécrit cette expression comme M(p) = Z/pv
1
pZ⊕· · ·⊕Z/pv

kp
p Z, en éliminant

les termes nuls éventuels de la suite vp(d1) ≤ · · · ≤ vp(dk), de sorte que l’on a (vp(d1), · · · , vp(dk)) =
(0, · · · , 0, v1p, · · · , v

kp
p ), où on ajoute k−kp termes nuls à la suite v1p ≤ · · · ≤ v

kp
p . Le nombre k associé

à notre module de départ se détermine par k = max{kp} (car d1 =
∏

p p
vp(d1) ̸= 1 suppose qu’au

moins une suite vp(d1) ≤ · · · ≤ vp(dk) commence par un terme vp(d1) ̸= 0).
1.3) Pour un Z(p)-module S, on considère la suite emboitée de sous Z(p)-modules S ⊃ pS ⊃ · · · ⊃
pmS ⊃ · · · tels que pmS = {pmx|x ∈ S}, pour m = 0, 1, . . ..

Montrer que les sous-quotients pmS/pm+1S héritent d’une structure de Fp-espace vectoriel par
quotient de l’action de Z(p) sur S. Prouver que pour un Z(p)-module de la forme S = Z/pvZ, on a
dimFp p

mS/pm+1S = 1 si m < v et pmS/pm+1S = 0 sinon.

En déduire que pour un module localisé comme dans le résultat de la question précd́ente

M(p) = Z/pv
1
pZ⊕ · · · ⊕ Z/pv

kp
p Z, on a dimFp p

mM(p)/p
m+1M(p) = ♯{vip|vip > m}.

1.4) Montrer à partir du résultat de la question précédente que si on a M ≃ N , pour deux
modules tels que M = Z/d1Z ⊕ · · · ⊕ Z/dkZ et N = Z/e1Z ⊕ · · · ⊕ Z/elZ, alors en écrivant

M(p) = Z/pv
1
pZ⊕ · · ·Z/pv

kp
p Z et N(p) = Z/pw

1
pZ⊕ · · ·Z/pw

lp
p Z, on a kp = lp et vip = wi

p (∀i), pour
tout nombre premier p.
1.5) Conclure quant au résultat annoncé.
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