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§1. Idéaux premiers et maximaux

1. Exercice
Soit P un idéal premier dans un anneau A. Soient I1, . . . , Ik des idéaux tels que I1 · . . . ·Ik ⊂ P .

Montrer que l’on a Ii ⊂ P pour un des facteurs Ii de notre produit I = I1 · . . . · Ik.

2. Exercice (lemme d’évitement des idéaux premiers)
Soient P1, . . . , Pk des idéaux premiers deux à deux distincts d’un anneau A. On veut prouver

que pour un idéal I, si I ⊂ P1∪· · ·∪Pk, alors on a I ⊂ Pi pour un des facteurs Pi de notre réunion
S = P1 ∪ · · · ∪ Pk.
2.1) On peut supposer Pi ̸⊂ Pj pour tout couple i ̸= j (qui à éliminer des idéaux premiers de notre
famille). Construire des éléments ai, i = 1, . . . , k, tels que ai ̸∈ Pi et ai ∈ Pj si j ̸= i. Indication :
On construira ces éléments ai, i = 1, . . . , k, à partir d’un choix d’éléments tels que aij ∈ Pi et
aij ̸∈ Pj pour i ̸= j, en utilisant la propriété des idéaux premiers.
2.2) On suppose par l’absurde que l’on a I ̸⊂ Pi pour tout i, et on fixe des éléments bi, i = 1, . . . , k,
tel que bi ∈ I et bi ̸∈ Pi. Prouver que l’élément c =

∑
i aibi vérifie c ∈ I, mais c ̸∈ Pi quel que soit

i. Conclure.

3. Exercice
3.1) Soit I = (f1, . . . , fk) un idéal de K[x1, . . . , xr]. Montrer qu’un polynôme g ∈ K[x1, . . . , xr]
vérifie g ∈

√
I si et seulement si le polynôme unité constant vérifie

1 ∈ (f1(x1, . . . , xr), . . . , fk(x1, . . . , xr), 1− yg(x1, . . . , xr))

dans l’anneau K[x1, . . . , xr, y]. Indication : On s’inspirera de la démonstration du théorème de
Nullstellensatz fort donnée dans le cours.
3.2) Prouver que le polynôme g(x, y) = y − x2 + 1 vérifie g(x, y) ∈

√
(xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1)

dans K[x, y]. Indication : On déterminera une base de Gröbner de l’idéal (xy2 + 2y2, x4 − 2x2 +
1, 1− z(y − x2 + 1)) par rapport à l’ordre lexicographique.

Référence: David Cox, John Little, Donal O’Shea. Ideals, varieties and algorithms. An
introduction to computational algebraic geometry and commutative algebra. Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag, 1992. Chapitre 4. Section 2.

4. Problème
Le but de ce problème est de montrer que la racine d’un idéal I, telle que définie dans le cours,

s’identifie à l’intersection des idéaux premiers contenant I.
4.1) Montrer que pour un idéal P tel que I ⊂ P , on a f ∈

√
I ⇒ f ∈ P .

4.2) Inversement, on se donne un élément s ∈ A tel que s ̸∈
√
I, c’est à dire tel que l’on a sN ̸∈ I,

∀N ∈ N. On note alors C l’ensemble des idéaux de A contenant I qui ne contiennent aucune
puissance de s.

Prouver que C forme un ensemble inductif: tout ensemble totalement ordonné d’idéaux de C
(pour l’inclusion) possède un majorant dans C. En déduire en appliquant le lemme de Zorn que
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C possède un élément maximum, c’est à dire qu’il existe un idéal P0 ∈ C qui ne possède pas de
majorant strict dans C. Montrer que cet idéal P0 est premier. (Indications: pour x ̸∈ P0 et y ̸∈ P0,
on observera que l’on a P0 ⊂ ̸= P0 + Ax ⇒ P0 + Ax ̸∈ C et P0 ⊂ ̸= P0 + Ay ⇒ P0 + Ay ̸∈ C, ce
qui implique qu’il existe k et l tels que sk ∈ P0 + Ax et sl ∈ P0 + Ax. On montrera que l’on a
alors sk+l ∈ P0 + Axy et on utilisera la relation sk+l ̸∈ P0 pour conclure que l’on a xy ̸∈ P0. On
justifiera soigneusement chacun des arguments utilisés.)

Déduire de cette analyse qu’il existe un idéal premier P tel que I ⊂ P et s ̸∈ P .
4.3) Conclure des résultats des questions précédentes que l’on a l’identité annoncée

√
I =

∩
I⊂P P ,

où l’intersection s’étend sur l’ensemble des idéaux premiers P tels que I ⊂ P .

§2. Interprétation en géométrie algébrique

Dans toute cette section, on suppose que K est un corps algébriquement clos (par exemple
K = C).

1. Exercice
1.1) On considère les variétés algébriques affines P = V (Y −X2) (la parabole) et H = V (XY −1)
(l’hyperbole). Montrer que Γ(P ) = K[X,Y ]/I(P ) est isomorphe à un anneau de polynômes à une
variable K[T ] mais pas Γ(H) = K[X,Y ]/I(H).
1.2) Montrer que l’ensemble C = {(t, t2, t3)|t ∈ K} (la cubique gauche) définit un ensemble
algébrique affine dans K3 et déterminer des générateurs de l’idéal associé I(S) ⊂ K[X,Y, Z].
Prouver que Γ(S) = K[X,Y, Z]/I(S) est isomorphe à un anneau de polynômes à une variable
K[T ].

2. Exercice
Montrer que l’on a les relations

√
I · J =

√
I ∩ J =

√
I ∩

√
J . Indication: On utilisera le

Nullstellensatz pour déduire ce résultat de la relation V (I ∩ J) = V (I · J) = V (I) ∪ V (J) établie
dans le problème suivant.

3. Problème
3.1) Prouver que l’application I 7→ V (I) qui à un idéal I ⊂ K[x1, . . . , xr] associe l’ensemble
algébrique affine V (I) = {(a1, . . . , ar) ∈ Kr|f(a1, . . . , ar) = 0 (∀f ∈ I)} vérifie les relations

V (A) = ∅, V (
∑
α

Iα) =
∩
α

V (Iα), V (I ∩ J) = V (I · J) = V (I) ∪ V (J),

de sorte que les ensembles algébriques affines définissent l’ensemble des parties fermées d’une topolo-
gie sur Kr, la topologie de Zariski.
3.2) Prouver que toute suite décroissante de fermés pour la topologie de Zariski

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ · · ·

est stationnaire: on peut trouver un rang n0 tel que n ≥ n0 ⇒ Fn = Fn0 . On dit que la topologie
de Zariski est noethérienne.
3.3) On dit qu’un ensemble fermé F pour une topologie est irréductible si pour toute décomposition
F = F1 ∪ F2 avec F1 et F2 fermés, on a nécessairement F = F1 ou F = F2. Montrer qu’un
ensemble algébrique affine S est irréductible pour la topologie de Zariski si l’idéal associé I(S) est
premier. Indication : Pour f1, f2 ∈ K[x1, . . . , xr] tels que f1f2 ∈ I(S), on considérera les ensembles
F1 = S ∩ V (f1) et F2 = S ∩ V (f1). Montrer que la parabole, l’hyperbole, et la cubique gauche,
considérées dans l’Exercice 1 de cette section, sont des fermés irréductibles.
3.4) Prouver, en utilisant le résultat de la Question 2, que tout ensemble algébrique affine S admet
une décomposition en réunion finie S = F1 ∪ · · · ∪ Fk avec chaque Fi irréductible.
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