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Feuille d’exercices 3

§1. Diagrammes et suites exactes de modules
1. Exercice

Soit R un anneau. On dit qu’'une suite de morphismes de R-modules

M, f1 M, f2 M, f3 fn M,

est eracte si on a im f; = ker f;;1 pour ¢ = 1,...,n — 1. (On note que cette hypothese entraine
fix1 0 fi = 0.) Ainsi, si on considéere le morphisme nul 0 — M’, qui a pour image le sous-module
trivial de M’, et le morphisme nul M” —,0, qui a pour noyau le module M" tout entier, alors une

suite

f g

0 M’ M M 0

est exacte quand ker(f) = 0 (donc f est injectif), im(f) = ker(g) et im(g) = M" (donc g est
surjectif).
Un carré de morphismes de R-modules

Mo, SN My,
est commutatif si on a f1 o gg = g1 0 fo.
1.1) On se donne un diagramme
M, f1 M, f2 M, I3 M, J2 M,
IR
NO g1 Nl g2 N2 g3 N3 94 N4

constitué de carrés commutatifs (on dit que le diagramme est commutatif) et dont les lignes forment
des suites exactes. On suppose que ug est surjectif, u; et ug sont bijectifs, uy est injectif. Montrer
que usg est bijectif.

1.2) On dit qu’une suite exacte courte

f g

0 M’ M M 0

(comme ci-dessus) est scindée quand il existe un morphisme de R-modules s : M — M tel que
gos = idy. Observer que lexistence d’un scindage s : M — M équivaut a existence d’un
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morphisme u : M’ & M" — M rendant le diagramme

0 M —+M oM s M 0
[
Lok
Y
0—>M —L s —2 -

commutatif. Que peut-on conclure de la question 2.1) quant & ce morphisme u?
1.3) Montrer que les suites exactes courtes dont le R-module de droite M" est libre de type fini
sont scindées. Si on suppose également que M’ est libre de type fini, alors que peut-on en conclure
quant au module M?

Application : Retrouver un résultat classique concernant le rang et la dimension du noyau
d’un morphisme d’espaces vectoriels f : U — V en considérant la suite

0 ——ker f U im f 0.
1.4) Déterminer l’ensemble des suites exactes courtes de Z-modules

0 7)2 L ¢

(Remarque : On pourra utiliser le résultat de la question suivante qui affirme que M possede 4
éléments.) Utiliser ce résultat pour donner un ou des exemples de suites exactes courtes qui ne
sont pas scindées.

1.5) On se donne une suite exacte courte de Z-modules

0— M —L ¢

M" 0

telle que M’ et M" sont finis. On veut montrer que M est également fini de cardinal §M =
gM’ - §M" : observer que les classes d’équivalences de M modulo M’ sont en bijections avec les
éléments de M" et conclure.

2. Exercice
On se donne un diagramme commutatif de la forme suivante :

M’ M M 0
do A
0 N’ N N"

ou les lignes sont exactes. Montrer que ’on a alors une suite exacte de morphismes
ker(f’) > ker(f) > ker(f") > coker(f') - > coker(f) > coker(f")

qui relie les noyaux et conoyaux des morphismes verticaux de ce diagramme (lemme du serpent).
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§2. Facteurs invariants et structure des Z-modules de type fini

Soit A une matrice n x m a coefficients dans une anneau euclidien (ou principal) R. On
rappelle que la forme normale de Smith de A est une matrice de la forme

di 0 oo i e o 0
0 dy 0 :
0
B= d.- 0
0 O
0 .0
0 <+ cov cei oo 0O
avec di|dz| ... |d, dans R et qui est reliée & A par une relation
B = PAQ
ou P € GL,(R) et Q = GL,,(R) sont des matrices inversibles. Si on identifie A & la matrice d’un
morphisme entre modules libres ¢ : @;nzl Rf; — D", Re; munis de bases € = (eq,...,e,) et
f=1(f1,--., fm), ce que I'on écrit symboliquement

o(f1) - O(fm)

€1 ail - A1m
A= : :
. . Qg . ’
€n Qan1 T Anm
. . N . . N /
alors B s’identifie & la matrice de ¢ relativement & de nouvelles bases ¢/ = (ef,...,¢el) et f =
(fi,--., fl) et P et @ sont les matrices de changement de bases
/ !
e e o
€1 fuinr - Uln fi fon 0 v
P=: : : = . :
. . Uij . ) Q . . Vij
/
€n \Up1 o Unn fm Um1i " Umm

Si notre anneau R est euclidien, alors on peut obtenir B par une suite finie d’opérations

L; < Lj, L; < L; —qLj (équivalentes a des changements de base au but) et d’opérations C; <+ Cj,

C; < C; — qC; (équivalentes a des changements de base a la source). On procede comme suit:

(1) On fixe un coefficient a;; avec v(a;;) minimal (ot on note v : R\ 0 — N le stathme associé a
R). On effectue des opérations Ly <+ L; et C; <+ C; pour amener a;; a la position (1,1). On
suppose donc (7,7) = (1,1) dans la suite.

(2’) S’il existe j tel que ajq /falj, alors on a par division euclidienne aq; = ga11 +r avec r # 0 tel
que v(r) < v(aq1). On effectue I'opération C; <— C; — qC1, ce qui a pour effet de remplacer
le coefficient a;; par un coefficient a; = r avec v(a};) < v(ai1) et on reprend I'algorithme &
létape (1).

(27) S’il existe i tel que ai1 fa;1, alors on considere de méme la division euclidienne a;1 = gaq1 +r
et on effectue 'opération L; < L; — gL effet de remplacer le coefficient a;; par un coefficient

aiy = r avec v(a};) < v(ai1) pour reprendre l'algorithme a létape (1).
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(2) Sion a air]ai; (Vj # 1) et aii|a;n (Vi # 1), alors on effectue les opérations C; «+ C; —
(a1;/a11)Ch et L; <= L; — (a;1/a11)L1. On obtient alors une matrice de la forme

aj; 0 -+ 0

o 0 bap -+ bapy
S
0 bn2 e bnm

(3”) Sl existe (i,7) tel que ai1 /b;j;, alors on effectue l'opération L; < Li + L; et on reprend
l'algorithme & létape (27).
(3) Sionaaj|b; (Vij), ce qui équivaut a la relation a1 pged(b;j,ij), alors on reprend I'algorithme
avec la matrice
boo -+ bam
B = . bij
bn2 e bnm
Cet algorithme termine pour aboutir une matrice diagonale, comme dans la forme normale de
Smith, et la relation a1 pged(b;j,ij) dans I'étape (3) assure que les coefficients diagonaux obtenus
vérifient la relation de divisibilité demandée dy|ds]---|d,. On peut déterminer la matrice P du
changement de base correspondant a notre réduction en reportant sur la matrice I,, les opérations
L; <+ Lj et L; < L; —qL; utilisées dans ’application de 'algorithme et on détermine la matrice )
en reportant sur la matrice I,,, les opérations C; <+ C; et C; <= C; —qCj utilisées dans ’application
de I’algorithme.
On a aussi l'identité dy - - - dy = pgcd(|Alrs, 41 = §J = k), pour k = 1,..., min(m,n), ol on
considre le pged des déterminants mineurs |A|;; de la matrice A tels que §I = §J = k.

1. Exercice
Quels sont les facteurs invariants de la matrice

6 18
0 417
8 16

2. Exercice
On se donne un Z-module engendré par des éléments (u1, us, ug) avec les relations

3U1 + QUQ — 2U3 = 0,

—4uq — uso + 4ug = 0.
Déterminer les facteurs invariants de la matrice correspondant a ces relations. Déduire de ce
calcul que M est un Z-module libre. Expliquer comment on obtient une base de M. On notera

(u1,...,u,) cette base. Comment s’écrivent les éléments (uq,us,us) dans la base (u,...,u,)?
Inversement, comment s’écrivent (uq,...,u,) en fonction des générateurs de départ (uy,usz,us)?

3. Exercice
On considere le Z-module M engendré par des éléments (u1, ug, us, ug, us) avec les relations

3'LL1 — 4U2 + 5'LL3 + 3U4 + 7U5 = 0,
3up + 2us — wuz — 3ug + us = 0,
S8u; + 2us — 2uz — 8ug + 2us; = 0,
11y, — 8us 4+ Y9us — Bduy + YYus = 0.

Construire une présentation par générateurs et relations réduite de M. On explicitera la relation
entre les générateurs obtenus (vy,...,v4) et les éléments (uq, ..., us).
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