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Feuille d’exercices 2

§1. Bases de Grobner / ordres monomiaux

1. Exercice

1.1) Montrer que les ordres lexicographique pure, lexicographique gradué et lexicographique gradué
inverse sont bien des ordres monomiaux comme affirmé dans le cours.

1.2) La relation définie en oubliant la comparaison des degrés dans la définition de l'ordre lexi-
cographique gradué inverse définit-elle une relation d’ordre monomial?

2. Exercice
Prendre un polynéme au hasard et ordonner ses termes par rapport a ’ordre lexicographique
pure, a l'ordre lexicographique gradué et a I’ordre lexicographique gradué inverse.

3. Exercice

Soit w = (w1, ...,w,) € R’ un vecteur de poids. On note z-w = xyw; + - - - + x,w, le produit
scalaire d'un vecteur z = (z1,...,2,) € R" avec w € R’ . On considere la relation sur les monomes
telle que 2 < 22 si w - m < w - m. Montrer que cette relation définit un ordre monomial lorsque
les nombres wy, ..., w, sont Q-linéairement indépendants.

§2. Bases de Grobner / réduction et calcul de bases de Grébner

1. Exercice

Prendre une famille de polynémes au hasard (gi,...,gx) avec k = 1,2 ou 3. Prendre des
polynémes f au hasard et calculer leur division par rapport a la famille (g1, ..., gr). Expliciter des
exemples de polynomes tels que f —* r; et f —* ry pour des polynoémes réduits tels que r1 # rs.

2. Probleme

On détermine completement les écritures standards f = qi1g1 + - - - + qrgx + 7 que algorithme
de division peut produire, pour une famille de polynémes donnée g¢i,...,gx, en supposant que
dans ’algorithme de division, lorsque I'on a lm(g;)|w; pour plusieurs polynémes Im(g;) on choisit
toujours d’effectuer la réduction

CtW¢
ft—1 = fr = fi—1 — Gi
lt(glt) "
pour le premier polynéme g;, tel que Im(g;, )|w; qui vient dans 'ordre de la famille (g1, ..., gk)-

On écrit Im(g;) = (%) le monéme dominant de chaque polynoéme g;. On pose

k—1
Ap=m()+ N, Ay:i=m2) +N)\ Ay, ..., Ap=(m(k)+N)\ [ J A,

=1

(On notera que ces ensembles A;, i = 1,..., k, et A forment une partition de N".)
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2.1) Montrer que n = (ny,...,n,) vérifie n € A; si 2 divise 22 et 272() ne divise pas x pour
j < i. Montrer que n. = (ny,...,n,) vérifie n € A si aucun mondome () pe divise 2.

2.2) Montrer que dans une expression f = q1g1 + - -+ + qrgx + r retournée par un algorithme de
division, on a 22 € supp(¢;) = n + m(i) € A; et 2™ € supp(r) = n € A.

2.3) Montrer que, pour un polynéme f donné, on a une unique décomposition f = q1g; + - +
qrgx + 7 qui satisfait les conditions de la question précédente. L’écriture standard de f qui résulte
de l'algorithme de division est donc caractérisée par ces conditions.

Référence: voir [3, §2.3, exercice 11].

3. Exercice

Les polynomes (22 — y, 23 — z) forment-ils une base de Grobner dans I’ordre lexicographique
gradué? Dans l'ordre lexicographique pure lorsque 'on prend z < y < z? Lorsque I'on prend
x>y > 27
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4. Exercice
Construire une base de Grobner de I'idéal I = (22 — 2yz, 2y? + 22, yz + 2) pour l'ordre lexi-
cographique gradué et pour l'ordre lexicographique gradué inverse.

5. Exercice

Soient G = (g1,...,9m) et H = (hi,...,hy,) des bases de Grobner associé a des idéaux
I =(g1,...,9m) et J = (h1,...,hy). On suppose que l'on a pged(lm(g;),lm(h;)) = 1 (Vi,7).
Montrer que la famille GUH = (¢1,...,9m, 1, .., hy,) forme alors une base de Grobner de 'idéal
I+J.

§3. Idéaux monomiaux et applications

1. Exercice
Soient I et J des idéaux d’un anneau de polynémes K[z1, ..., z,] tels que I C J. Montrer que
si on a Im(7) = Im(J) pour un ordre monomial donné, alors on a I = J.

2. Exercice
Soit I un idéal de K[zy,...,z,] muni d’une base de Grébner G = (gi1,...,g9x). Pour f €

—G o .
K[z1,...,z,], on note f le résultat du processus de division de f par les polynomes G =

—G =G .
(91,---,9k), de sorte que f —* f~ et f donne l'expression de f dans la base de K[z1,...,z,]/]
consistuée des classes des monomes tels que w ¢ lm([I) (voir cours). Prouver que I’on a les relations

—G
At =R +R et A =hf

§4. Anneaux noethériens

1. Probléeme
Le but de ce probleme est de démontrer le théoreme de la base de Hilbert laissé en exercice
dans le cours: “Si un anneau R est noethérien, alors 'anneau des polynomes R[z] est noethérien.”.

Partie 1.
Pour un idéal I de R[z], on note d,,(I) le sous ensemble de R tel que:

dn(I) :={0}U{a # 0|3p(x) € I avec p(z) = az™ + a,_12" '+ ...+ ag}.
1.1) Prouver que d,, (1) forme un idéal de R. Observer que 'on a d,,(I) C d,,+1(I) pour tout n € N.
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1.2) Soient I et J des idéaux de R[z] tels que I C J. On note que l'on a clairement d,,(I) C d,(J),
pour tout n € N. Prouver que pour de tels idéaux I et J tels que I C J, on a d,,(I) =d,(J) (Vn €
N) < I = J. Indication: Considérer un polynéme de degré minimal dans J\ I, soit ¢(z) € J\ I, et
un polynome p(z) € I de méme coefficient dominant que p(x) via d,,(I) = d,(J) pour n = deg q(z).
Que peut-on dire du polynéme q(z) — p(x)?

Partie 2.
Soit Iy C I; C -++ C I C - - une suite croissante d’idéaux de R[z]|. On forme la double famille
d’idéaux d, (I), (n, k) € N2, qui forme une double suite d’inclusion:

do(lo) ——— do(Iy) ——— -+ ——do(Iy) —— do(Ix1) —
n n n n
di(Io) ——dy(I) ——— - ———di (Iy) ——— di([p1) —
n n n n
n n n n
dn(Ip) —=— dn () —= = dn(I) ——— dn(Ip1) —
n n n n
dn1(To) —— dnia(I1) — = dpi1(Ii) 1 (Tis1) —
n n n n

d’apres les observations de la partie précédente.

1.3) Prouver que d,, (1), (n,k) € N2, possede un élément maximal ou, de facon équivalente, qu’il
existe un couple (m, 1) tel que n > met k >l = d,,(Ix) = dn(I;). Indication: On pourra considérer
la famille diagonale d,,(I},).

1.4) Pour n < m fixé, on considere la suite d,,(Ix), k € N, et U'indice k,, tel que k > k,, = d,,(I}) =
di (I, ), en utilisant ’hypotheése que R est noethérien. Puis on pose K = max(l, ko, ..., km—1).
Prouver que pour k > K, on a d,,(Ix) = d,(Ix) quel que soit n € N. Indication: On distinguera
lescasn>met n <m.

1.5) Conclure que 'on a k > K = I}, = I en utilisant les résultats de la partie précédente.

2. Exercice
2.1) Soit

¢1 ¢)2 DR ¢T ¢r+1 DY

Ay

Ao Ao

une suite de morphismes de K-algebres ¢, : A._1 — A,. On définit la colimite de cette suite
comme ’ensemble A., constitué des couples (a,,r) tels que r € N, a, € A,, quotienté par la
relation d’équivalence telle que (a,,r) = (¢r41(ar),7 +1). On note i, : A, — A, Papplication
canonique qui envoie a, € A, sur la classe de (a,,r) dans A.

Montrer que A, hérite d’une structure de K-algebre telle que chaque application i, : A, — A
définit un morphisme de K-algebres. Montrer que A, peut-étre caractérisé (a isomorphisme de K-
algebre pres) par la propriété universelle suivante: “Pour toute K-algebre B munie de morphismes
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fr+ A — B tels que fry110.41 = fr (Vr), il existe un unique morphisme fo, : A, — B tel que
foolr = fr (¥r).”. On matérialise la construction de ce morphisme dans un diagramme:

(bl ¢r ¢T'+1 ¢T'+2

Ao Ay Arpa T Ao
[ Er.
. v
fo B

2.2) On pose A, = K]z,] pour une indéterminée z, et on considere la suite de morphisme de
K-algebres ¢, : K[z,_1] — K[z,] tels que ¢, (x,—1) = 2], pour r = 1,2,.... On note par abus de
notation z,. 'image de la variable x, € A,. dans A, et on pose x = xg. Soit B un anneau. Montrer
que se donner un morphisme de K-algebres f. : Aoo — B revient a fixer un élément b € B tel que
b= foo(x) et un systéme de racine de b, c’est a dire une collection d’éléments b,,, n € N*, tels que
b = b et qui satisfait la relation de cohérence be = b, sd lorsque d|n. (Indication: Quelle relation
lie z, et © = ¢ dans A7) On interprete donc Ao, comme un anneau universel K[ml/ " n € N*|
que Pobtient en ajoutant formellement des racines de la variable z'/", n € N*, dans I'anneau des
polynomes K[z].

2.3) Prouver que cet anneau A = K[z'/",n € N*] n’est pas noethérien en exhibant une suite
strictement croissante infinie d’idéaux Io C Iy C --- C I,. C I, C --- dans A.
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