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Documents et calculatrices interdites.

Baréme indicatif : 6+5+1+4+4. Les exercices sont tous indépendants et peuvent étre traités dans un

ordre arbitraire.

1. Exercice

On considére la matrice )

0

A=
0

=N OO
_ O O O
O O N =

0
et Papplication linéaire associée ¢ : R* — R*, définie par ¢(X) = AX pour tout vecteur X € R%.

1.1) Calculer le polynéme caractéristique de ¢. Indication: on utilisera des méthodes de développement
pour mener a bien ce calcul.

On calcule Py(\) = Det(A — AI). On utilise un développement par rapport & la premiere colonne :

-2 0 1

0 o ; A 0 2 0 1 1 0o 1 1
Det(A=M)=| 5 o o, o |=(N-10 =X 0 [+2-]-x 0 2 |-1-|-x 0 2|
L1 0 1 0 - 1 0 —x 0 —x -1

On applique ensuite la régle de calcul des déterminants 3 x 3 pour calculer les déterminants mineurs de cette
somme :

Det(A—X)=(=A)- (X3 +0+0-0-0+2\)+2-(0+0+2-0—-22-0)—(0+22+0—-0—0—0).

On a donc :
Py(\) = A =507 + 4.

1.2) Déterminer les valeurs propres de ¢.

On utilise que les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique. Si on pose T = A\?, on
aT?—5T +4= (T —1)(T — 4) (factorisation d'un trinéme), et donc :

PaN) =N =D =4 =A-1DA+1D)A-2)(A+2).
On en conclut que les valeurs propres de ¢ sont :

)\1 = 1, )\2 = —1, )\3 = 2, )\4 = 2.

1.3) Donner une base de chaque espace propre associé a ¢.

On détermine Ey = ker(¢p —11d). On a :

xr1 -1 0 1 1 X
o X9 B . o 0 -1 0 2 To o
X = T3 S ker(¢> Id) = (A I4)X = 9 0 1 0 3 = Opa

24 1 1 0 -1 24

—x +x3 +xz4 =0

—I9 +2xr, =
< (*) 2371 —I3 =0
X1 +xo —x4 =0



On applique la méthode du pivot :

—x1 4+x3 x4 =0 Ly : ligne pivot
—T2 +2x4 =0
S w3 42z4 =0 Ly Ly +2L
X9 “+xs3 =0 Ly<+ Ly+ Ly
—X1 +£E3 +l’4 = O
o —T9 +2x4 =0 L : ligne pivot
x3 +2x4 =0
r3 +2x4 =0 Ly Ly+ Lo
—1 +z3 +x4 =0
PN —X2 +2x4 =
r3 +2x4 =0 L3 : ligne pivot
0 =0 L4 < L4 — L3
On remonte les équations pour déterminer la forme générale des solutions :
L3 = x3 = —2x4
Lo = 190 = 214
Li=x1=23+x4=—24
On a donc :
I —T4 -1
Xx=|%|crap-10) s x=| 2 | =0, | 2
T3 —2z4 -2
T4 Ty 1

pour un parametre x4 € R. On en conclut :

-1
E; =ker(¢p — Id) = Ru; avec wuy = _22 (vecteur définissant la base de Fy).
1
On applique la méme méthode pour déterminer F_; = ker(¢ + 11d). On a
T 1 0 1 1 I
o T2 o 01 0 2 . xIo o
X = s cker(¢p+1d) & (A+ 1) X = 290 1 0 (1‘3 = Ogs
Ty 1 1 0 1 Ty
T +x3 +x4 =0
T2 +2z4, =0
< (*) 233‘1 +x3 =0
X1 “+2T9 +z4 =0
On applique la méthode du pivot :
T +x3 +x4 =0 L1 : ligne pivot
X2 +2z4, =0
(6 = s 21, =0 L3+ Ly—2L,
T —XI3 = L4 — L4 — L1
1 +z3 44 =0
To +2x4 =0 L5 : ligne pivot
4
—X3 72334 =0
—x3 —2x4 = Ly<+ Ly— Lo
T +x3 +x4 =0
o X2 +2x4 =0
—x3 —2x4 =0 L3 : ligne pivot
0 =0 L4 — L4 — L3



On remonte les équations pour déterminer la forme générale des solutions :

L3 = x3 = —2x4
LQ = x9 = —214
L1 = Tl = —T3 — T4 = T4
On a donc :
Tq XTq 1
_ | %2 N 27 -2
X = 5 cker(p+Id) & X = Com, | T o |
Ty T4 1

pour un parametre x4 € R. On en conclut :

1
E_; =ker(¢ + Id) =Ruy avec wug = :g (vecteur définissant la base de F_1).
1
On détermine Ey = ker(¢p — 21d). On a :
a;‘l —2 O 1 1 Z‘l
o i) B _ - 0 -2 0 2 i) o
X = 3 € ker(gf) 2]d) = (A 2[4)X = 9 0 _9 0 3 = Opa
Ty 1 1 0 —2 Ty
—2x4 +z3 +z4 =0
—2x9 +2x4, =0
< (*) 23?1 —21‘3 =
1 —+x9 —2x4 =0
On applique la méthode du pivot :
X1 +Zo —2z4 =0 Ly & Ly
—2x9 +2x4 =0
() =93 2 — 23 =0
—2x1 +x3  Fx4 =0
1 +xo —2x4 =0 L, : ligne pivot
—2I2 —|—2.’,E4 =0
—2x9 —2x3 +4xy =0 Lg < L3 — 204
229 +x3 —3x4 =0 Ly« Ly+ 2L,
+x9 —2x4 =0
—2To +2x4 =0 Ls : ligne pivot
—2r3 4+2x4 =0 L3+ L3— Lo
xrs3 —x4 =0 Ly Ly+ Lo
+xo —2x4 =
—2.132 +2.134 =0
—2x3 +2x4 =0 Lg : ligne pivot
0 =0 L4(—L4+1/2'L3

On remonte les équations pour déterminer la forme générale des solutions :

L3 = I3 = T4
Ly = a0 =1ux4
L1 =x1=—29+2x4 =14
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On a donc :

T Ty 1

o i) o _ Ty o 1
X = s €ker(¢p—2Id) & X = IR E

T4 T4 1

pour un parametre z4 € R. On en conclut :

Ey =ker(¢p —21d) = Ruz avec ug= (vecteur définissant la base de F»).

— =

On applique la méme méthode pour déterminer F_5 = ker(¢ +21d). On a :

1 2 01 1 X1
o Xro o 0 2 0 2 Xro o
X = . €ker(p+21d) & (A+20)X = 9 0 2 0 s = Opu
Xy 1 1 0 2 Ty
2301 +x3 +x4 =0
219 +2xr, =
&) 9 g 1275 -0
1+ +2x4 =0
On applique la méthode du pivot :
r1  +xo +2x4 =0 Ly < Ly
2To +2xy =
(*) < 21‘1 +21'3 =
2x1 +x3 +x4 =
1 +xo +2x4 = L, : ligne pivot
N 219 +2xr4 =
—2x5 +2x3 —4dxy = L3+ L3 —2I4
—2x9 +T3 —3xzy =0 Ly Ly—214
xr1 +x9 +2x4, =0
N 2xo +2x4 =0 Lo : ligne pivot
203 —2x4 =0 Ly L3+ Lo
T3 —X4 =0 L4 — L4 + L2
r1 +x9 +2x4 =0
N 2$2 +2£L‘4 =0
223 —2x4 =0 Ls : ligne pivot
0 =0 L4<—L4—1/2'L3
On remonte les équations pour déterminer la forme générale des solutions :
L3 = XT3 = T4
L2 = To9 = —X4
L1 = Tl = —T9 — 23?4 = —T4
On a donc :
I —T4 -1
| e _ I 70 -1
X = s Eker(p—21d) & X = . =za| >
T4 T4 1



pour un parametre x4 € R. On en conclut :

-1
-1
1
1

E_5 =ker(¢+21d) =Ruy avec wuy= (vecteur définissant la base de F_3).

Remarque: Une autre technique pour déterminer ces noyaux consiste a appliquer la méthode d’échelon-
nement selon les colonnes.

On considére par exemple le cas de E; = ker(¢ — iId). On note ¢; = ¢ — Id par commodité. On
obtient :

p1(e1) ¢i(e2) ¢iles) oi(eq) o1(er) oi(es) di(es) di(el)
€1 -1 0 1 1 e1 1 0 0 0 (' : colonne pivot
€2 0 —1 0 2 €2 0 —1 0 2 Cs « C3+C (1)
es 2 0 -1 0 es 2 0 1 2 Cy + Cy +C
€4 1 1 0 -1 €4 1 1 1 0
A-1I4
p1(ef) di(en) diles) ¢ulel)
el -1 0 0 0 C5 : colonne pivot
— €2 0 -1 0 0 Cy < Cy+2C,  (2)
e3 2 0 1 2
7] 1 1 1 2
o1(ef’)  ¢ley’) di(es’) oaley’)
€1 -1 0 0 0 Cj : colonne pivot
> €2 0 -1 0 0 Cy+ Cy—2C3 (3)
(] 2 0 1 0
€4 1 1 1 0
et :
e ez €3 €4 ey e ez €
es/1 0 0 O e2 /1 0 1 1\ Ci:-colonne pivot
el 0 1 0 0)m=efo 1 0 0]CeCta (1)
es{ 0 0 1 O esl 0 0 1 O Ci—Cs+Ch
e4a N0 0 0 1 e4 N0 0 0 1
Iy
el e ef e
es /1 0 1 1\ Cs:colonne pivot
— el 0 1 0 2| Ci+Csi+20 (2)
es{ 0O 0 1 O
ea N0 0 0 1
6/1// e//l 6131/ e///
et/ 1 0 1 =1\ C3:colonne pivot
e[ 0 1 0 2 | Ci+Cy—2Cs (3)
ezl O 0 1 -2
es \ 0 0 0 1

On conclut de Pexpression échelonnée de la matrice de ¢1 = ¢ — Id dans la base (ef’, e}, e4’, e}’) au départ

que 'on a :

-1
2
-2
1

E; =ker(¢ — Id) =Rel)’ =R



On retrouve le résultat obtenu par I’autre méthode.
On consideére ensuite le cas de E_1 = ker(¢ + Id). On note ¢_; = ¢ + Id par commodité. On obtient :

¢-1(e1) d-1(e2) ¢-1(e3) d-1(ea) d-1(e1) o-1(ez) ¢-1(e5) d-1(e})
el 1 0 1 1 e1 1 0 0 0 (1 : colonne pivot
€2 0 1 0 2 — €2 0 1 0 2 Cs < C3 —C(1)
€3 2 0 1 0 e3 2 0 -1 -2 CyCyi—Ch
€4 1 1 0 1 €4 1 1 -1 0
A+I,
bo1(el) bor(ef) borlel) doilel)
€1 1 0 0 0 Cs : colonne pivot
> €2 0 1 0 0 Cy+ Cy—2()
es ( 2 0 -1 —2
€4 1 1 -1 —2
o_1(e) br(es) Doal(ef) boa(e)
e1 1 0 0 0 C3 : colonne pivot
— €2 0 1 0 0 Cy < Cy —(303
e3 ( 2 0 -1 0
€4 1 1 -1 0
et :
€1 €2 €3 €4 ey e ey €
ee/1 0 0 O e1 /1 0 =1 -1\ Ci:colonne pivot
e2( 0 1 0 O »—)62(0 1 0 0)C3<—C3C1 (1)
esl 0 0 1 0 es{ 0 0 1 0 |CyieCy—0C
ea\N0 0 0 1 ea N0 0 0 1
Iy
el ey ey e
e1 /1 0 =1 =1\ C5:colonne pivot
e 001 0 =2 | CiCyp—20, (2)
esl 0 0 1 0
ea\N0 0 0 1
el ey ey ey
e1 /1 0 1 1 Cj5 : colonne pivot
el 0001 0 —2 | CiCyi—2C3 (3)
63( 0 0 1 -2
es \ 0 0 0 1

On conclut de l'expression échelonnée de la matrice de ¢_; = ¢+ Id dans la base (ef’, e, e}’ e}y’) au départ
que 'on a :

1

-2

-2

1

E_ | =ker(¢p+ Id) =Re) =R

On retrouve le résultat obtenu par 'autre méthode.
On consideére le cas de Ey = ker(¢) — 21d). On note ¢ = ¢ — 21d. On échelonne la matrice de ¢ par
la droite, ce qui sera plus simple (plus économe en fractions ou en opérations d’échanges). On obtient :

p2(e1) da(e2) ¢ales) ¢2(ea) p2(e1)  da(ez) ¢ales) ¢2(e))
el -9 0 1 1 el 0 0 0 1 C}4 : colonne pivot
€2 0 -2 0 2 — €2 4 -2 -2 2 C3 < C3—Cy (1)
€3 2 0 -2 0 €3 2 0 -2 0 C+ C1 +2C,
€4 1 1 0 -2 €4 -3 1 2 -2
A—2I,



p2(ef)  ¢2(ez) oa(ey)  @a(ef)
el 0 0 0 1 (s : colonne pivot
) 0 0 -2 2 CoCy—C5  (2)
€3 -2 2 -2 0 Ci+ C1 +2C3
€4 1 -1 2 -2
pa(el’)  da(es’)  ¢a(ey’)  aley’)
€1 0 0 0 1 Cs : colonne pivot
= €2 0 0 -2 2 CL+ CL+ 0y (3)
€3 0 2 —2 0
es \ 0 -1 2 —92
et :
€1 €2 €3 €4 €y €y € e
es/1 0 0 O esr /1 0 0 0\ Cj:colonne pivot
e2l 0 1 0 0 |w=ef0 1 0 0|C+C5-0Cy (1)
es{ 0 0 1 O esl 0 0 1 0 ) Ci«Cr+20y
ea N0 0 0 1 eaN2 0 -1 1
Iy
el e e e}
et /1 0 0 0\ Cs:colonne pivot
— el 0 1 0 0 | Ce+Cy—0Cs (2)
es| 2 -1 1 0| CieC 4205
es \ 0 1 -1 1
6/1// /2/1 eg/ eZ/
et/ 1 0 0 0\ Cy:colonne pivot
— e 1 1 0 0 | Ci«+Ci+0Cy (3)
€3 1 -1 1 0
eq \ 1 1 -1 1

On conclut de I'expression échelonnée de la matrice de ¢o = ¢ — 2 I'd dans la base (e}’ ey, e’ el)’) au départ

que 'on a :

Ey =ker(¢p—21d) =Re" =R

e

On retrouve le résultat obtenu par I’autre méthode.

On considére ensuite le cas de E_s = ker(¢ + 21d). On note ¢_5 = ¢ —21d. On échelonne encore la
matrice de ¢_o par la droite, ce qui sera plus simple (plus économe en fractions ou en opérations d’échanges).
On obtient :

p-2(e1) ¢-2(e2) d-2(e3) ¢-2(eq) d-2(e1) d-a(ez) d-a(ez) d-a(ey
el 2 0 1 1 e1 0 0 0 1 C} : colonne pivot
€2 0 2 0 2 €2 —4 2 -2 2 Cs « O3 — Cf1)
€3 2 0 2 0 es 2 0 2 0 Cr+ C1 =20,
€4 1 1 0 2 €4 -3 1 -2 2
A—2I,
d—2(ef) ¢-2(e5) d-2(e3) P—2(el
el 0 0 0 1 Cj5 : colonne pivot
— e 0 0 —2 2 Cy < C2 + ()
es -2 2 2 0 C1+ C1—2Cs
€4 1 -1 -2 —2



p-2(e)’) od-2(e') d-a(ez’) P_2(e])
el 0 0 0 1 C5 : colonne pivot
) 0 0 -2 2 C1 < C1 HBh
€3 0 2 2 0
€4 0 -1 -2 —2
et :
€1 €2 €3 €4 ey ey €y €
ee/1 0 0 O es /1 0 0 0\ Cj:colonne pivot
e2f 0 1 0 0| =e| 0 1 0 0]C«+C3-0Cy (1)
es{ 0 0 1 0 esl 0 0 1 0] Ci+C—2Cy
ea\NQ0 0 0 1 ea\N=-2 0 -1 1
Iy
el e ey e
er /1 0 0 0\ Cjs:colonne pivot
— e 0 1 0 0 | Co+Co+0C3 (2)
es| -2 1 1 0 Cp + C1 —2Cs
eaN 0 -1 -1 1
el ey ey ey
er /1 0 0 0 C5 : colonne pivot
el 11 0 0 | Ci+Cr+0Co (3)
el -1 1 1 0
ea\—-1 1 -1 1

On conclut de I'expression échelonnée de la matrice de ¢_o = ¢ + 2Id dans la base (ef’, el e’ e)’) au
départ que 'on a :

1

1

-1

-1

E_ o =ker(¢p+21d) =Re]’ =R

On retrouve un résultat équivalent au résultat obtenu par ’autre méthode.
1.4) Prouver que ¢ est diagonalisable et expliciter la matrice de ¢ dans sa base de vecteurs propres.

On a dim(Ey @ By © By ® E_p) = dim(Ey) + dim(E_) + dim(E) + dim(E_) =4 = E1© E1 &
E, ® E_5 =R*, ce qui prouve que ¢ est diagonalisable, et la matrice de ¢ dans la base de vecteurs propres
u= (ulv Uz, us, U4) S’écrit .

d(ur)  Pluz) @(uz) ¢(ua)

w /1 0 0 0

ME¢) = u2| 0 ~1 0 0
uz| 0 0 2 0
usg \ 0 0 0 —2

Remarque : On peut aussi conclure que ¢ est diagonalisable sans avoir calculé les espaces propres,
en invoquant le théoreme du cours qui affirme qu’un endomorphisme est diagonalisable des lors que son
polynome caractéristique est scindé et que toutes ses racines sont simples.

2. Exercice
On considére la matrice

-1 2 2
B=1 0 1 -2
0 0 -1

et 'application linéaire associée 1 : R® — R3, définie par 1(X) = BX pour tout vecteur X € R3.
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2.1) Déterminer le polynéme caractéristique de ).
On a

“1-x 2 2
Py(A)=Det(B—A)=| 0 1-X =2 |=(=1-X\)(1-X\)(=1-))
0 0 —1-2A

=Py(\) = (=1 -1 -))

(déterminant d’une matrice triangulaire).
2.2) Prouver que 1 vérifie la relation (1 + Id)? o (¢ — Id) = 0.

On a d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton :
Py(¥) = (=Id—¢)? o (Id—1) = 0= (=1)*( + Id)* o (¢ — Id) =0 & (¢ + Id)* o (v — Id) = 0

d’out le résultat.
Remarque : On peut aussi vérifier directement que (B + I3)%(B — I3) = 0 pour prouver la relation de la
question.

2.3) On pose F = ker((¢ + Id)?) et G = ker(y) — Id). On a F& G = R3. Comment se justifie cette relation?

On a pged((z + 1)%,(z — 1)) = 1, ce qui d’apres le théoréme des noyaux entraine que la somme de ces
espaces est directe et on a de plus

ker((v + Id)2) ® ker(¢) — Id) = ker((¢p + Id)2 o (¢ — Id)) = ker(0) = R?

avec le résultat de la question précédente.

Remarque : Les espaces F = ker((¢) + I1d)?) et G = ker(y) — Id) forment les espaces caractéristiques
de ¢, d’apres le calcul du polynéme caractéristique de v, dans la question (2.1), et on peut aussi invoquer
les résultats du cours qui affirment que ces espaces sont en somme directe et ont I’espace tout entier R?
pour somme, pour répondre & cette question. L’autre facon de prouver le résultat F' @ G = R3 consiste &
déterminer des bases de F' et de G (on résoud donc les questions qui suivent en premier) et & vérifier que la
concaténation de ces bases fournit une base de R3.

2.4) Expliciter une base de F. On notera cette base (v1,v2) en observant que dim(F) = 2.

On calcule (B + I3)? :

0 2 2 0 4 —4
(B+L)?*=10 2 2| =([0 4 —4
00 O 00 O
On a ensuite :
X1 4I2 —4I3 =0
X=|mx | €ker((p —Id)*) & (B-1)*X =0 { 40y —4daz =0
< To = T3
I 1 0
sSX=|xz3 ]| =210 | +23| 1],
I3 0 1
pour des parametres x1,z3 € R. On en conclut :
1 0
F=ker((¢p+1d)?) =Rv; @Ry avec vy =|0], wvo=[1 (vecteurs définissant la base de F').
0 1



2.5) Expliciter une base de G. On notera cette base w = (wy) en observant que dim(G) = 1.

Ona:
-2 2 2
(B - 13) = 0o 0 -2
0 0 -2
On a ensuite :
1 —2x1 4+2x9 +2x3 =0
X =1z eker(d)fld) = (B+13)X:O<:> —2x3 =
T3 721’3 =0
PN {.Ig =0
Ty = T2
X9 1
S X=| 29 =z | 1],
0 0

pour un parametre o € R. On en conclut :

G =ker(¢p — Id) =Rw; avec wy=|[1

,  (vecteur définissant la base de G).
0

2.6) Soit u = (v1,v2,w1) la base de R3 que l'on obtient en concaténant les bases de F' et G déterminées
dans les questions précédentes et en utilisant la relation F @ G = R3. Donner I'expression de la matrice de
¥ : R3 — R3 dans cette base u = (v1,v2,w1). On note C cette matrice, et on pose

-1 0 0
D= 0 -1 0], N=C-D,
0 0 1
de sorte que 'on a C = D + N.
On calcule :
-1 2 2 1 -1
BUl = 0 1 -2 0 = 0 = d)(’l}l) = —U1
0 0 -1 0 0
-1 2 2 0 4 1 0
Buvy, = 0 1 -2 1 = -1 =410 — 1 :>1Z)(1)2) =4v; — vy
0 0 -1 1 -1 0 1
-1 2 2 1 1
Bw1 = 0 1 -2 1 = 1 = ’l/)(wl) = w1
0 0 -1 0 0
On a donc :
¢(Ul) ¢(02) ¢(w1)
VU1 -1 4 0
¢= Vg 0 -1 0
wy 0 0 1

2.7) Prouver que N est nilpotente et commute avec D. Puis donner Iexpression de C* = (D 4+ N)*, la
matrice de ¥ : R* — R* dans la base u = (uy,us,w,), pour un exposant k € N,
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N=C-D=

o O O
S O
(el en i an)

On trouve immédiatement :
0 -4 0
N?2=0, e¢ DN=ND=|0 0 0
0O 0 0

Comme D et N commutent, on peut appliquer la formule du binéme qui donne :

Ck(D+N)kDk+ka1N+(§>Dk2N2+"'+<kk1>DNk1+Nk

=CF = DF + kD*IN

puisque N2=0= N2=N3=... = N¥ =0. On a ensuite :
(—1)k 0 0
DF = 0  (=1)* o
0 0 1

(- 0 0 (—1)F1 0 0 0 40
ct = 0 (=% 0]|+k 0 (—1)*=1 0 00 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0
(=% dk(-1)*1 0
= 0 (-DF o,
0 0 1

pour tout k£ € N.

3. Quiz
Soit ¢y : R2 = R? I'endomorphisme associé a la matrice

a 1
-3 1)
Expliciter le polynome caractéristique de ¢y et déterminer les valeurs du parametre a € R pour lesquelles
cet endomorphisme ¢ est diagonalisable.
Le polynéme caractéristique de ¢y s’écrit :

a— A 1

PU()\> = Det(U — )\12) = 0 1-\

RICEPVCEPY

(déterminant d’une matrice triangulaire). Les valeurs propres de ¢y (éventuellement comptées avec multi-
plicités) sont donc A\; = a et Ay = 1.

Lorsque a # 1, on obtient que le polynéme caractéristique de ¢y est scindé a racines simples, et d’apres
un théoreme du cours, on est assuré que ¢y est diagonalisable dans ce cas. Lorsque a = 1, on obtient que
¢y n’a que A = 1 comme valeur propre double. Dans ce cas, on a

)

X = (5”1) € ker(py — Idge) & (U—1)X =0 (0 1) : (ml) Sy =0,
i) 0 0
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soit

X = (2) € ker(¢y — Idg2) & X = (%1) =2 (é)

pour un parametre 3 € R. On en conclut dimker(¢y — Idgz) = 1, donc ker(¢y — Idg2) ;Cé R2 ce qui prouve
que ¢y n’est pas diagonalisable dans le cas a = 1.
En résumé, on obtient que ¢y est diagonalisable si et seulement si a # 1.
4. Quiz
Dans cet exercice, on dit par abus de langage qu’une matrice carrée est diagonalisable lorsque I’appli-
cation linéaire associée I'est. On pose
0 1 1
J=1-1 0 1
-1 -1 0

4.1) Expliciter un polynéme de degré 3, soit P(x) = x® + az? + bx + ¢, tel que P(J) =
pourra utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton ou calculer les puissances J*, k = 0,1,
directement une telle équation.

0. Indication: On
2,3, pour trouver

On calcule le polynome caractérique de J pour appliquer la suggestion de ’énoncé. On a :

-2 1 1
Py(A)=Det(J —A3)=|-1 X 1 |==-X4+1-1-A=-X-X=-X\3-3)\
-1 -1 =X

d’apres la formule de calcul du déterminant d’une matrice 3 x 3. D’ou :
Py(J)=0=—-J%-3J=0

d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.

4.2) On considére la matrice par blocs

Calculer les puissances M*, k = 0,1,2,3, observer que M annule un polynéme de degré 3 que I'on explicitera,
puis montrer en utilisant cette observation que M est diagonalisable lorsque I'on travaille sur le corps K = C
des nombres complexes.

D’apres les calculs des produits de matrices par blocs, on a :

s (0 J\ (0 J\ (2 0 s (0 J\ (2 0N _ (0 J°
M_(JO><JO)_<O 2) M=y 0) o 2)=r o)

On a ensuite : ;
a3 _ 0 -J°=3J\ (0 0
M 3M = (—J3 - 3J 0 —\0 O

d’apres le résultat de la question précente. Donc, la matrice M annule le polynome p(z) = —a® — 3.
On a p(z) = —x(2? + 3) = —x(x + iv/3)(x — iv/3). On obtient donc que M annule un polynoéme scindé
a racines simples, ce qui implique que M est diagonalisable d’aprés un théoreme du cours.

4.3) Déterminer les valeurs propres de M. Indication: On argumentera a partir des résultats de la question
précédente plutét que d’effectuer le calcul (fastidieux) du polynéme caractéristique de M.

Comme M annule le polynéme p(z) = —x(2? + 3) = —z(x + iv/3)(z — iv/3), on a en fait :
ker(M) @ ker(M — iv/3Ig) @ ker(M + iv/3Ig) = C°
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d’aprés le lemme des noyaux. On a donc que les valeurs propres de M vérifient A € {0,4/3, —Z\/g}
On obtient plus précisément que I’ensemble des valeurs propres de M est le sous-ensemble des scalaires
A € {0,iv/3, —iv/3} tels que ker(M — M) # {Ocs }. On voit rapidement que :

1
0 J Xo 0
0 c3 pour 0 ) € (J 0)(0) (JXQ) ( )

d’apres les formules de multiplication des matrices par blocs. Donc ker(M) # 0. Comme M # 0, on a
ker(M) G CO, et il est exclus d’avoir ker(M — iv/3I) et ker(M + iv/3Is) nuls tout deux. On a vu en cours
que pour une matrice a coefficients réels, les espaces associés a des valeurs propres complexes conjuguées ont
méme dimension. On a donc dim ker(M — iv/31¢) = dim ker(M +iy/315) dans notre cas. On en conclut que
les espaces ker(M — iv/315) et ker(M + iv/31) sont tout deux non-nuls et donc que A = iv/3 et A = —i\/3
sont toutes deux valeurs propres de M.

On obtient au final que I’ensemble des valeurs propres de M est exactement {0, V3, —Z\/g}

Remarque: Ce n’est pas 'approche proposée dans 1’énoncé, mais on pourrait en fait montrer que l'on

ker(M):(C<)go> @C<)?o)’

ker(M—¢\/§)=<c(§1> @(C(_)%) ot ker(M+i\/§):(C<§1) @(c(_);l)

ot X est le vecteur considéré ci-dessus et X est un vecteur tel que JX; = iv/3X; (un vecteur propre de .J
pour \ = iv/3).
5. Question(s) de compréhension du cours

Le but de cet exercice est de mettre en application la démonstration du lemme des noyaux dans un cas

particulier. On se donne un espace vectoriel sur un corps K, soit E, et un endomorphisme ¢ : E — E tel
que l'on a la relation ¢® + ¢ = 0 dans I'espace des endomorphismes de E.

5.1) On considére les polynéomes P(x) = x? + 1 et Q(x) = x. Prouver que I'on a la relation P(¢) o Q(¢) =
Q(¢) o P(¢) = 0.

On a P(¢)oQ(¢) = Q(¢)o P(¢) = (PQ)(¢), ot on consideére le polynéme produit (PQ)(z) = P(x)Q(z),
et P(2)Q(x) = (2% + 1)z = 23 + 2 = (PQ)(¢) = ¢ + ¢ = 0 par hypothese.

5.2) Prouver que pgced(P(x),Q(z)) = 1 en explicitant un couple de polynéme (A(x), B(z)) tel que I'on a la
relation de Bezout A(x)P(x)+B(x)Q(xz) = 1. Puis justifier que I'on a une relation A(¢)oP(¢)+B(¢)oQ(¢) =
Idg dans I’espace des endomorphismes de E, ot on note Idg I’endomorphisme identité.

On a
2 2
+l=z-zc+1le 1 -(2°+1)+(-2) =z =1,
~— ~~
=A(z)  =p(z) =B(z) =Q@)

ce qui donne une relation de Bézout en prenant A(xz) = 1 et B(xz) = —z. Si on applique cette identité de
polynomes a ¢, on obtient :

Idg o(¢°+ 1)+ (—¢)o ¢ =Idg
~ —— =~ =~
=A(¢) =P(¢) =B(¢) =Q(¢)

(on remplace x par ¢ en faisant apparaitre le morphisme identité dans les termes constants).

5.3) Soit u € E un vecteur quelconque. On pose v = A(¢) o P(¢)(u) et w = B(¢) o Q(¢)(u). Montrer que
lon a la décomposition uw = v+ w. Puis montrer que 'on a v € ker(Q(¢)) et w € ker(P(¢)) pour en déduire
que 'on a la relation E = ker(P(¢)) + ker(Q(9)).

On applique l'identité d’endomorphisme obtenue dans la question précédente au vecteur u. On obtient :

A(¢) o P(¢)(u) + B(¢) 0 Q(¢)(u) = Idp(u) = u,

=v =w
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ce qui donne la relation voulue v + w = wu.
On a ensuite :

Q(9)(A(¢) o P(¢)(u)) = Q(¢) 0 A(¢) 0 P(d)(u) = A(9) o P(¢) 0 Q(¢)(u),

puisque les polynoémes en ¢ définissent des endomorphismes qui commutent, puis :

A(¢) o P(¢) 0 Q(¢)(u) = A(¢)(0r) = O

puisque l'on a vu que P(¢)oQ(¢) est 'endomorphisme nul. D’ot la relation v = A(¢) o P(¢)(u) € ker(Q(9)).
On a de méme :

et :

B(¢) o P(¢) 0 Q(¢)(u) = B(¢)(0r) = O,

d’ott la relation w = B(¢) o Q(¢)(u) € ker(P(¢)).

La formule v = v + w donne donc une décomposition de u en un vecteur de ker(Q(¢)) plus un vecteur
de ker(P(¢)), ce qui montre que 'on a u € ker(P(¢)) +ker(Q(¢)). Comme ceci est valable pour tout vecteur
u € E, on en conclut que on a u = ker(P(¢)) + ker(Q(¢)

)-
5.4) Montrer maintenant que 'on a u € ker(P(¢)) Nker(Q(¢)) = u = O en utilisant la décomposition de
la formule précédente. Conclure que les espaces ker(P(¢)) et ker(Q(¢)) sont en somme directe et que l'on a

ker(P(¢)) & ker(Q(¢)) = E.

Siu € ker(P(¢))Nker(Q(¢)) = u = 0g, alors dans la décomposition de la question précédente u = v+w,
on a

v=A(¢) o P(¢)(u) = A(¢)(0p) =0p et w=B(¢)°Q(¢)(u) =B(¢)(0p) = 0g,

d’ott u = 0g + 0 = 0g. On en déduit que l'on a la relation ker(P(¢)) Nker(Q(¢)) = {0g} qui montre que
les espaces ker(P(¢)) et ker(Q(¢)) sont en somme directe. On en conclut que l'on a :

ker(¢? +1) @ ker( —¢ ) = E.
SN—— ~~
=P(¢$) =Q(¢)

— Fin du devoir —
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