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Documents et calculatrices interdites.
Baréme indicatif : 5+6+1+4+4. Les exercices sont tous indépendants et peuvent étre traités dans un
ordre arbitraire.

1. Exercice
On considére la matrice

et I'application linéaire associée ¢ = ¢4 : R® — R3, définie par ¢(X) = AX.
1.1) Déterminer le polynéme caractéristique Py()\) = Det(¢ — Aid) ainsi que les valeurs propres de ¢.
Le polynéme caractéristique vaut Pg(\) = Det(A — AI3), ot on note I3 la matrice identité. On calcule

ce déterminant en utilisant les propriétés d’homogénéité du déterminant et d’invariance par rapport a des
opérations sur des lignes et des colonnes. On obtient :

—A 1 -1 1—X 1-—-2AX 0 | Ly« L1+ Lo

Det(A—Mz)=| 1 -x 1 |=|1 -x 1
1 1 = 1 1 -
1 1 0 1 1 0 L2<_L2_L1.
—(1-N|1 =X 1]{=1-N[0 —1-X 1 |Ly« Ly—1IL,
1 1 =X 0 0 -

=1 -=XN(=1=X)(=XA) (déterminant d’une matrice triangulaire)

Les valeurs s’identifient aux racines du polynome caractéristique d’apres le cours. On obtient donc que
l’ensemble des valeurs propres de ¢ est {1, —1,0}.

Remarque: On peut également calculer le polynéme caractéristique de ¢ par la formule du déterminant
en dimension 3. On obtient alors Det(A—\I3) = —A3+\, et on retrouve Det(A—\I3) = (1—=A)(=1—=X\)(=])
en factorisant cette expression.

1.2) Expliciter une base de chaque espace propre de ¢.

Les espaces propres sont définis par E) = ker(¢ — Aid). On détermine une base de ces espaces pour les
valeurs propres A = 1, —1, 0 trouvées dans la question précédente.
Pour A = 1, on considere la matrice :

-1 1 -1
A—1I3= 1 -1 1
1 1 -1
On a
T 1 —x1+ %2 — T3
X=|a | €ker(¢—id) = (A—13) | 22 | = | 21— 22+ 23 = Ops
I3 I3 1+ X9 — T3
—x1 4z —23 =0
& (k) 1 —x2 tx3 =0
€Tq “+xo —Tr3 = 0
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On utilise des opérations sur les lignes pour échelonner ce systeme :

“+x9 —X3 =0

(x) & 0 =0 & 90y 215 =0

—X1 +l‘2 —XI3 = 0 { —x
21‘2 —21‘3 =0

[On prend L; : ligne pivot, Ly < Lo + L1, L3 + L3z + Ly.] On remonte les équations dans le systéme
échelonné pour exprimer les variables associées & des échelons (z1,x2) en fonction de 'autre variable x3 :

me{n In

r1 =29—23=0"

d’ou on tire :

X1 0 0
X=|2 | €ker(¢p—id) e X=|z3 | =23[1],
I3 T3 1

pour un parametre s € R quelconque. On en conclut immédiatement que le vecteur

0
Uy = 1
1
forme une base de E; = ker(¢ — id).
Pour A = —1, on considere la matrice :
11 -1
A+I;=11 1 1
1 1 1
On a
T T T1+ T2 — T3
X=|zo | €ker(p+id) & (A+1I3)| 22 | = z1+ 22+ 23 | =0ps
T3 T3 1+ T2+ 23
I “+2x9 —r3 = 0

S ry +re +x3 =0
r1 +x2 4x3 =0

r1 +x9 —x3 = 0
< (*) {1’1 +z2 +z23 =0

On utilise des opérations sur les lignes pour échelonner ce systeme :

1 +x2 —x3 = 0
() & { 25 =0

[On prend L, : ligne pivot, Ly < L — L;.] On remonte les équations dans le systéme échelonné pour
exprimer les variables associées & des échelons (z1,x3) en fonction de 'autre variable xs :

me{m 20

T1 = —Ta+x3=—T2

d’ou on tire :

Iy —T2 -1
X=|2 | €ker(ptid) & X=| 22 | =22 1 |,
T3 0 0



pour un parametre zo € R quelconque. On en conclut immédiatement que le vecteur

-1
U = 1
0
forme une base de E_; = ker(¢ + id).
Pour A = 0, on considere la matrice :
01 -1
A-03=A=[1 0 1
1 1 0
On a
T T To — I3
X=|x2 | €ker(¢ —0id) =ker(p) = A| 22 | = | 21+ x5 | = Ops
T3 T3 T1+ T2
T2 —T3 = 0
< (%) 4 71 +x3 =0
xr1 +29 =0
On utilise des opérations sur les lignes pour échelonner ce systeme :
T +x3 = 0 T +xr3 = 0
(*) <~ Z2 —I3 = 0 <~ T2 —I3 = O o {xl . iig - 8
r1 +T2 =0 g —x3 =0 2 3

[On fait Ly <> Lo, puis on prend L : ligne pivot, L3 < L3 — L1.] On remonte les équations dans le systeme
échelonné pour exprimer les variables associées & des échelons (z1,z2) en fonction de 'autre variable x3 :

we{r Z7

r1 — —I3

d’oll on tire :

T —X3 -1
X=|22 | €ker(¢p) & X = T3 =x3| 1 |,
I3 I3 1

pour un parametre s € R quelconque. On en conclut immédiatement que le vecteur

-1
Uz = 1
1

forme une base de Ey = ker(¢ — 0id) = ker(¢).

Remarque: une autre méthode pour déterminer les noyaux E) = ker(¢ — A\id) consiste & échelonner la
matrice de ¢ = ¢ — \id selon les colonnes, ce qui revient & effectuer des changements de base au départ
dans I'expression de ¢ = ¢ — \id, et a reporter les opérations effectuées sur la matrice identité pour avoir la
matrice de changement de base correspondante.

Dans le cas A =1 et ) = ¢ — id, on obtient ainsi :

v(er) v(e2) v(es) V() v(es) v(es) .
(1) AT — e1 -1 1 -1 . er -1 0 0 (' : colonne pivot
37 e 1 -1 1 (D) 1 0 0 Cy + Cy + ’
€3 1 1 -1 €3 1 2 -2 ) C3+C3-C
v(er) v(ez) v(es)
) e1 -1 0 0 C5 : colonne pivot
(2) ey 1 0 0 C3 + C3 + ’
€3 1 2 0



et :

€1 €2 €3 €1 €9 €3
esf1 0 O esr {1 1 =1\ Ci:colonne pivot
(1) Iy = e2l 0 1 0 ~ e2l 0 1 O Cy <+ Cy+ (1 )
es\0 0 1 es\0 0 1) C3+C3-C;
el e ef
et/ 1 1 0\ Cs:colonne pivot
@) Telo 1 1| CeCtC
0

es \ 0

On conclut de lexpression échelonnée de la matrice de ¢ = ¢ — id dans la base (e, e}, %) au départ que
I'on a :

0
ker(1)) = ker(¢ —id) =Rely =R | 1
1
Dans le cas A = —1 et § = ¢ + id, on obtient ainsi :
ber) Oes) Oes) ARG N
e 1 1 -1 e1 1 0 0 1 : colonne pivot
(1) Atls= | 1 1|7 e 1 0 2 | CoeCo—C
es 1 1 1 e3 1 0 2 C3 + C3+C
o(f) 0(fy) o(fs
@) Lo 1 0 0 Cy < C3
€2 1 2 0 ’
€3 1 2 0
et :
e1 ex €3 1S
1 JA 1 0 0 et/ 1 —1 1\ Cj:colonne pivot
(1) 57 el 0 1 0] T elo 1 0]|CGe-C
es\0 0 1 es\0 0 1) C3+Cs3+Cy
foB R
erf1 1 =1\ Co+0Cs

2) T el o o0 1 )

e3 \ 0 1 0

On conclut de V'expression échelonnée de la matrice de 6 = ¢ + id dans la base (f{, 5/, f§) au départ que

l'on a :

-1
ker(0) =ker(¢ +1id) =Rfy =R | 1
0
Dans le cas A =0 et ¢ = ¢ — 0id, on obtient :
pler) ¢le2) ¢les) o(91) o(93) o(g5)
(1) gl 0 1 -1\ el -1 1 0 Cr < Cs
Toer 1 0 1 € 1 0 1
€3 1 1 0 €3 0 1 1
o(91) o(9s) o(g5)
9 e1 -1 0 0 C1 : colonne pivot
2) T e 1 1 1 | CaeCotCr
€3 0 1 1
o(g") olgs") gy’
e1 -1 0 0 C5 : colonne pivot
(3) ey 1 1 0 C3 + C3 — (o ’
€3 0 1 0



et :

er e e 91 92 95
(1) Ia = €1 1 0 0 N €1 0 0 1 Cl <~ 03
57 el 0 1 0 el 0 1 0
e3s\ 0 0 1 es\'1 0 0
97 93 95
9 es/ 0 0 1\ Ci:colonne pivot
® T el 0 1 0| G+
es\1 1 0
W o
3 esf 0 0 1 C5 : colonne pivot
( ) — €2 0 1 -1 C3+ C3—0Cy ’
e3 \ 1 1 -1

On conclut de I'expression échelonnée de la matrice de ¢ dans la base (g{”, g5, g§") au départ que 'on a :

1
ker(¢) = ker(¢p — 0id) =Rgy' =R | —1
-1

1.3) Prouver que ¢ est diagonalisable, et expliciter la matrice de ¢ dans la base de vecteurs propres obtenue.
Ona By =Ru; = dim(Ey) =1, E_; = Ruy = dim(E_1) = 1, Ey = Rug = dim(Ey) = 1, et par suite
dim(Ey @ E_1 ® Ey) =3 = E; ® E_1 ® Ey = R? par égalité des dimensions. Soit :
Ru; & Rup @ Ruz = R®.
—~ O~ =~
=F- =F_1 =Fy

On obtient donc que (uy,usz,u3) forme une base de R?® constituée de vecteurs propres pour ¢. Ceci prouve
que ¢ est diagonalisable, et la matrice de ¢ dans cette base de vecteurs propres u = (uy, us, ug) s’écrit :

d(ur)  P(uz)  ¢(us3)
MO= (0
us 0 0 0

Remarque: Le polyndome caractéristique de ¢ a la particularité d’étre scindé a racines simples. On
pouvait conclure que ¢ est diagonalisable des cet instant, sans calculer explicitement les espaces propres. On
a en effet Aracine du polynéme caractéristique = E) # {Ors} = dim(E)) > 1, et lorsque 'on a trois racines
simples en dimension 3, solent A1, A2, A3 € R, ceci implique que I’on a nécessairement dim(Ey, @ Eyx, DEy,) =
dim(E)\l) + dim(E)\z) + dim(E/\S) >3= E>\1 D E)\z (&) E‘,\3 =R3.

2. Exercice
On considére le déterminant n X n tel que :

s+t st o - .- 0
1 s+t st :
Ap=Det| Y 1 ,
’ st 0
: 1 s+t st
0 R (| 1 s+t

avec des coefficients s+t sur la diagonale, des coefficients 1 sur la diagonale “en dessous”, des coefficients st
sur la diagonale “au dessus”, et des 0 partout ailleurs, pour des parameétres s,t € Q tels que s # t.
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2.1) Montrer en utilisant des méthodes de développement que l’on a la relation
A, = (S + t)An,1 — stA,_9
pour tout entier n > 3.

On effectue un développement selon la premiere colonne. Comme seul les deux premiers coefficients de
la premiere colonne sont non nuls, on obtient un développement a deux termes :

st 0 0 - ... 0
s+t st 0 O 1 s+t st 0 0

1 . . . ' 0 1 :

N (1) SJlrt ‘:ft : 1 s+t st
5 o -+ -0 1 s+t

On identifie le premier déterminant mineur qui apparait dans ce développement au déterminant A,,_;. On
effectue un développement du second déterminant mineur selon la premiere ligne. Comme cette ligne n’a
que le premier coefficient de non nul, ce second développement ne produit qu’un seul terme. On a donc :

s+t st O 0 s+t st O 0
1 e e T : 1 . :
An=(s+8)-| 0o . . st 0 |“Lst-)f 0 T . st 0
: 1 s+t st .1 s+t st
0 - 0 1 s+t 0 - 0 1 s+t
=An_1 =An_2

On constate que le nouveau déterminant mineur n — 2 X n — 2 obtenu s’identifie & A, _s. On obtient donc
la formule :

A, =(s+t)Ap_1 — stA,_o

qui est valide lorsque n —2 > 1< n > 3.

Remarque: On peut obtenir le méme résultat en commencant a developper selon une ligne plutét que
selon une colonne.
2.2) Déterminer Ay et Ay en fonction de s et t, puis montrer en utilisant un argument de récurrence que

l’on a la formule

Sn+1 _ tn+1

A =
" s—t

pour tout n > 1.

On a A; = s+t (déterminant d’une matrice 1 x 1) et

s+t st

Ag:Det( 1 s+t

)z(s+t)2—st232+st+t2

d’apres la formule d’un déterminant 2 x 2. On a aussi

s2—t*  (s—t)(s+t)

= = t=A
s—1t s—1t s+ !
3 3 2 2
—t —t t+t
s :(5 )(s% + st + )252+st+t2:A2
s—t s—t

d’apres les identités remarquables classiques. Si on a n > 3 et on suppose que par récurrence que l’on a
Ay, = (st — k41 /(s — t) pour tout k < n, alors on a :

sn — sn—l _ tn—l Sn-i—l — st 4+ ts™ — tn-i—l — ts™ + st Sn+1 _ tn+1

A, = (sH)AL_1—stA,_o = A, = (s+1) p— —st - = —

s—t



Donc la formule
sn+1 _ tn+1

A =
" s—1
est valable pour tout n > 1 par principe de récurrence.
3. Quiz
Déterminer la décomposition en cycles a supports disjoints et donner la signature de la permutation de

{1,...,7} telle que :
o 1 23 456 7
“\5 4 2 71 6 3)°

o= (15)(2473),

et
sgn(o) =sgn(1 5)sgn(2473) = (—1)'(-1)* =1

d’apres la formule sgn(c) = (—1)!~! vue en cours pour la signature d’un cycle de longueur .

Remarque: on peut aussi compter le nombre d’inversions pour déterminer sgn(o). On trouve fInv(c) =
12. [Ne donner les 0,5pt de la détermination de sgn(c) aux étudiants qui ont suivi cette ap-J]
proche que si le nombre d’inversions est correctement déterminé]

4. Exercice

On note %, le groupe des permutations a n lettres, défini comme le groupe des bijections de {1,...,n}
dans {1,...,n}. Soient 0 € ¥, et T € ¥,. On considére la permutation § € X, telle que :
0:< 1 “e. 7, ce. p p_l’_l P p+k ce. p+q )
o) -+ o(@) - op) p+7r(1) - ptTk) - p+7(9)

4.1) Sous quelle condition une paire i < j telle que 1 < i < j < p définit-elle une inversion pour la
permutation 7 Sous quelle condition une paire p+k < p+1 telle que p+1 < p+k < p+1 < p+q définit-elle
une inversion pour la permutation 07 Qu’en est-il des pairesi < p+k avecl <i<petp+1<p+k <p+q?

Pour une paire i < j telle que 1 <14 < j < p,ona (i) =o(i) et (j) = o(j). Donc 0(i) > 0(j) < o(i) >
o(7). Donc i < j forme une inversion pour 8 si et seulement si ¢ < j forme une inversion pour o.

Pour une paire p+ k < p+ltellequep+1 <p+k<p+li<p+qgonaldlp+k)=p+r7(k)et
Olp+1)=p+7(). Donc O(p+k) >0(p+1) < p+7(k)>p+7() < 7(k) > 7(). Donc p+k < p+1 forme
une inversion pour 6 si et seulement si k < [ forme une inversion pour 7.

Pour une paire i < p+kavecl<i<petp+1<p+k<p+gq,onali)=oc(i)etO(p+k)=p+7(k).
Comme o(i) € {1,...,p} par définition d’une permutation, on a 6(i) = o(i) < p. On a inversement
O(p+ k) > p+ 1 puisque 7(k) €€ {1,...,q} = 7(k) > 1. On a donc nécessairement 0(i) < 6(p + k) pour
toutes les paires de la forme i < p + k, ce qui montre qu’aucune de ces paires est une inversion.

4.2) Déterminer le nombre d’inversions de 6 en fonction du nombre d’inversions de o et du nombre d’inversionsj
de T.

On a
Inv(9) = {i < jli < j inversion de o} II {p + k < p + |k < [ inversion de 7}

d’apres le résultat de la question précédente. D’ou :

fInv(0) = tInv(o) + § Inv (7).

4.3) Déterminer une expression de la signature de 6 en fonction de la signature de o et de la signature de 7.

On a
Sgn(@) = (_1)ﬁ1nv(9) — (_l)ﬁlnv(a)+ﬁ1nv(fr)

7



d’apres le résultat de la question précédente. On en déduit :

sgn(6) = (—1)*™) - (—1)F™ = sgn(6) = sgu(o) - sgu(r).

5. Question(s) de compréhension du cours

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps K muni d’une base e = (e1,ea,e3). Soit
¢: F x E x E — K une forme 3-linéaire alternée. Soient u,v,w € E des vecteurs et

u=xie1 + x263 + 363, (T1,72,23) € K,
v=1y1e1 +y2e2 +yses, (Y1,Y2,y3) € K?,

3
w = z1€1 + zpe2 + z3€3, (21,22, 23) € K7,
leur écriture dans la base e = (e, ea, e3). Démontrer la formule
P(u,v,w) = (T1Y223 + Tay321 + T3Y122 — T2Y123 — T3Y221 — T1Y322) - P(e1, €2, €3)

en détaillant bien les propriétés de ¢ utilisées. (Remarque: Il s’agit du cas particulier n = 3 de la formule
de développement d’une forme n-linéaire alternée vue en cours — on demande de redonner la démonstration
de cette formule dans ce cas et en suivant les notations utilisées dans l’exercice.)

On applique la linéarité de ¢ par rapport a la premiere variable. On obtient :
(b(uv v, ’LU) = ¢(x1€1 + T2€2 + rs3es, v, U/) = $1¢(61, v, U)) + xQ(b(eQa v, 'IU) + x3¢(€3, v, ’LU)

On applique ensuite la linéarité de ¢ par rapport a la seconde variable pour chacun des termes obtenus dans
ce développement. On peut aussi utiliser que ¢ s’annule quand deux variables sont égales (propriété de forme
alternée) pour simplifier 'expression obtenue :

P(u,v,w) = x1¢(e1,y1€1 + Y2e2 + Y3es, w)
+ z20(e2, Y161 + y2e2 + yzes, w)
+ x3¢(es, yre1 + yae2 + yszes, w)
= z1(y1 d(e1, e1,w) +y20(e1, e2,w) + yzp(er, e3,w))
N———
=0
+ z2(y10(e2, 1, w) + Y2 P(ez, e2,w) +ysd(ez, e3,w))
———
-0
+ 23(y19(e3, €1, w) + yad(es, e2, w) + y3 P(es, €3, w))
——
=0
= r1y20(€1, €2, w) + T1Y30(e1, €3, W)
+ zoy1¢(ea, e1,w) + Tayzp(es, ez, w)
+ x3y19(e3, €1, w) + T3Yy20(€3, €2, W).

On applique ensuite la linéarité de ¢ par rapport a la troisieme variable et on utilise encore que ¢ s’annule
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quand deux variables sont égales pour simplifier I’expression obtenue :

d(u, v, w) = z1Yy20(e1, €2, z1€1 + 22e2 + 23€3) + T1Y3P(e1, €3, z1e1 + z2€2 + 23€3)
+ xoy10(es, e1, 2161 + 222 + 23€3) + Tayzd(ea, €3, 211 + 20€3 + z3€3)
+ xz3y10(es, €1, z1€1 + 22€2 + 23€3) + T3Ya(e€3, €2, 2161 + 2262 + 23€3)

= z1y2(21 (€1, e2,e1) +22 d(eq, €2, €2) +230(e1, €2, €3))

-0 =0
+ 21y3(21 ¢(e1, e3,e1) +220(e1, e3,e2) + 23 p(e1, e3,€3))
—_— ————
0 =0
+ xoy1 (21 P(ez, €1, e1) +22 d(ez, e1, €2) +23p(e2, €1, e3))
0 =0
+ woys(z1¢(ea, 3, 1) + 22 ¢(e2, €3, €2) +23 d(e2, €3, €3))
-0 =0
+ x3y1(21 ¢(e3, €1, e1) +2ah(e3, e1,e2) + 23 ¢(es, €1, €3))
———— ————
0 =0
+ z3y2(216(e3, €2, €1) + 22 @(e3, €2, €2) +23 ¢(e3, €2, €3))
-0 =0

= z1y2230P(e1, €2, €3) + T1y3220(e1, €3, €2) + Tay123P(e2, €1, €3)
+ x2y3z10(e2, €3, €1) + T3y1220(€3, €1, €2) + T3Y2210(e3, €2, €1).

On utilise les propriétés d’antisymétrie (la forme change de signes quand on transpose deux variables) pour
exprimer les facteurs ¢(e;, e;, ex) obtenus en fonction de ¢(eq, ez, €3) :

On obtient finalement :

d(u,v,w) = z1y2230(e1, €2, €3) — T1Y3220(€1, €2, €3) — Tay1234(€1, €2, €3)
+ zoysz1P(er, 2, e3) + T3y1 zag(e1, €2, €3) — Tay2z10(e1, €2, €3)

= (T1y223 + T2y321 + T3Y122 — TaY123 — T3Y221 — T1Y322)P(€1, €2, €3),

ce qui est le résultat voulu.

— Fin du devoir —



