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L’exposé qui suit est une introduction a la théorie des foncteurs polynomiaux. Il y
a essentiellement deux définitions de foncteurs polynomiaux: I'une est issue de la théorie
des représentations du groupe linéaire, 'autre des travaux de Eilenberg, Mac Lane, Dold
et Puppe en théorie de 'homotopie. C’est cette derniere qui est présentée ici.

Ce texte ne contient pas de résultats originaux. On reprend en partie des résultats
exposés par T. Pirashvili au groupe de travail “Algebre et Topologie” de Strasbourg en 96.
La présentation que nous en donnons simplement est différente.

On introduit (avec quelques exemples) les notions de bases de la théorie dans la
premiere partie de ces notes. On fait également des rappels systématiques sur les fonctions
polynomiales. La deuxieme partie est plus spécifiquement consacrée a I’étude de la struc-
ture de la catégorie des foncteurs polynomiaux. La catégorie des foncteurs polynomiaux
est filtrée par le degré. On identifie les catégories sous-quotients pour cette filtration. On
explicite aussi des générateurs projectifs pour la catégorie des foncteurs de degré inférieur
a r, ce qui permet d’identifier cette catégorie a une catégorie de modules sur un anneau.

On donnera quelques reperes bibliographiques sans prétendre a I’exhaustivité.

§1. Définitions et exemples

1.1. Applications polynomiales
On fixe un anneau de base commutatif k. Les produits tensoriels seront pris sur k.

1.1.1. Extension linéaire des applications

Soit V' un groupe abélien. On note k[V] lalgebre de groupe associée. Si v € V, alors
[v] désigne I’élément correspondant de k[V]. L’idéal d’augmentation de k[V], noté IV est
engendré par les éléments [v] — 1, v € V.

Soit W un k-module. Toute application f : V — W a une unique extension linéaire
f : k[V] — W. De méme, une application pointée (i.e. nulle en 0) s’identifie a une
application linéaire de IV dans W.

1.1.2. Applications polynomiales

Notons P.(V) le quotient k[V]/IV™"1. Considérons l'application p.. : k[V] — P.(V)
dont l'extension linéaire est la projection k[V] — k[V]/IV"™1. Une application est polyno-
miale de degré inférieur a r si son extension linéaire factorise par la projection p!. (de fagon
équivalente, f : V. — W est polynomiale si son extension linéaire s’annule sur IV"*1).
On notera deg f < r.

Notons Pol,.(V, W) le groupe abélien des applications polynomiales de degré inférieur
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a r. On a la relation d’adjonction
Pol,.(V, W) = Mody (P.(V), W).

En d’autres termes, p/. est I'application polynomiale de degré inférieur & r universelle. Ce
qui est immeédiat, vu la définition.

Dans le cas pointé on peut remplacer P.(V) par le quotient P.(V) = IV/IV"T1L.
L’application p,. : V. — P.(V), donnée par p.(v) = [v] — 1, est universelle parmi les
applications pointées et polynomiales de degré inférieur a r.

Les applications polynomiales vérifient les propriétés formelles suivantes.

1.1.3. PROPOSITION

La somme de deux applications polynomiales f :V — W et g: V — W est polyno-
miale. De plus deg(f + g) < max(deg f,degg).

Le produit tensoriel de deux applications polynomiales f:Vy — Wy et g: Vo — Woy
est polynomial. De plus deg(f ® g) = deg f + degg.

La composée de deux applications polynomiales f : U — V et g : V. — W est
polynomiale. De plus deg(go f) = degg - deg f.

On va écrire une caractérisation explicite de la notion d’application polynomiale.

1.1.4. Différences successives
Soit f une application de V dans W. La différence r-ieme de f est 'application définie

par
Arf(vla oo 7”7”) = Z(_l)ri#sf(z vi)u
s icS
ou S décrit ensemble des parties de {1,...,r}. Par exemple, les différences premiére et
deuxieme de f sont les applications
Ay f(z) == f(z) — f(0),
Ao f(z,y) = flxz+y) — f(x) = f(y) + f(0).

Vu que dans k[V] on a I'indentité
(i) = 1) (o] = 1) = Y (=) #3_wil,
S €S

A, f(vy,...,v,.) représente la valeur de f en ([v1] —1)---([v,] — 1).
Les produits ([v;] — 1) -+ ([v,] — 1) engendrant V"1 on obtient immédiatement:

1.1.5. LEMME
Une application f :V — W est polynomiale de degré inférieur a r si et seulement si
sa différence r + 1-ieme A,11f est nulle.

Ainsi, une application polynomiale de degré 0 est une application constante.
Si f(0) = 0, alors on a l'identité

flx+y) = f(z)+ fly) + A2 f(z,9).
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Donc une application pointée et polynomiale de degré 1 est une application additive. En
quelque sorte, Asf(xz,y) mesure le défaut d’additivité de f. On peut généraliser cette
derniere identité et controler la différence f(vy +---+wv,) — (f(v1)+---+ f(v,)) au moyen
des différences successives comme le montre la proposition suivante.

1.1.6. PROPOSITION
On a lidentité

f(vl_l—"'_l_v'r’): Z Asf(viw"wvis)‘

1< < o <ig <

Cette proposition est une conséquence immédiate du calcul suivant:

FAIT: Dans k[V], on a lidentité

o1+ ol= Y (a] =1 (] - 1),

1<ig < <ig<r

Le terme fonction quadratique désigne une fonction polynomiale de degré 2. On peut
vérifier que f est quadratique si et seulement si la fonction f(z+y)— f(x)— f(y)+ f(0) est
biadditive. On peut généraliser cette assertion et obtenir des caractérisations inductives
de la notion d’application polynomiale:

1.1.7. LEMME
Une fonction f est polynomiale de degré r si et seulement si sa différence deuxieme
Ao f est polynomiale de degré r — 1 par rapport a l'une quelconque de ses variables.

1.1.8. LEMME
Une fonction f est polynomiale de degré r si et seulement si sa r-iéme différence
successive A, f est multi-additive.

Ces énoncés sont des conséquences du lemme suivant qui montre que les différences
successives s’obtiennent en itérant la différence deuxieme.

1.1.9. LEMME
La différence deuxieme de A, f par rapport a l'une quelconque de ses variables redonne
A1 f. Plus précisément, pour r > 1, on a lidentité

Ar+1f("l]1, ey Ui—1,U5, V5415, V542, - -« ,UT+1) = Arf(vl, ey Vi1, 0 + Vit1yVi42, - ,UT+1)
— Ap f(U1, 40 Vim1, Uiy Vg2, - V1)
— Ap f(U1, 4 Vi1, Vi1, Vi 2, -y Urge1).

(La fonction A, f est nulle quand un de ses arguments est nul.)

Preuve: 11 suffit d’établir I'identité correspondante dans k[V], ce qui résulte d’'un calcul
facile et laissé au lecteur.

Passons aux exemples. On commence par caractériser les fonctions polynomiales
quand k est 'anneau des entiers ou un corps premier.



1.1.10. Polynomes numériques

La fonction de Z dans k = Z, k = Q ou k = F,, donnée par le coefficient binomial (f)
est polynomiale de degré inférieur a i. En effet, le coefficient binomial (f) est clairement
une fonction polynéme si k£ = Q,. On en déduit que (f) est polynomiale comme fonction
a valeurs dans Z. Par suite sa classe résiduelle modulo p est aussi polynomiale.

1.1.11. PROPOSITION
Soit f une fonction polynomiale de Z dans k =Z ou k =F,. Alors f(x) est combi-
naison linéaire des fonctions binomiales (f), 0 <.

Preuve: Notons ¢f la fonction f(x + 1) — f(x). Autrement dit df(z) = Asf(x,1). Si
f est polynomiale de degré r, alors 6"*'f = 0. La fonction 6" f est donc constante,
égale a cg. D’autre part, d’apres l'identité de Pascal, on a (5(::) = (zfl) On en déduit
6" (f(x) —co(?)) = 0 et la proposition s’ensuit par induction.

De ce résultat, on déduit aisément les proposition suivantes.

1.1.12. PROPOSITION
Soit f une fonction polynomiale de F,, dans ¥,,. Alors f(x) est combinaison linéaire
des fonctions binomiales (f), 0<i<p.

1.1.13. PROPOSITION
Soit f une fonction polynomiale de Q dans Q. Alors f(x) est combinaison linéaire
des fonctions binomiales (f), 0<q.

Soient V', W des k-modules de dimension finie. Si a est une application r-linéaire de
V dans W, alors I'application f(v) := a(v,...,v) est polynomiale de degré r. En effet, on
a

Arf(ur,...,v0) = ZU a(Vo(1), -+ Va(r)),
o décrivant I’ensemble des permutations. Réciproquement, on a le résultat suivant:

1.1.14. PROPOSITION
On suppose que k est un corps premier. Si f : V. — W est polynomiale avec V et W
de dimension finie, alors il existe des applications multilinéaires

a; VO - W telles que flv) = Zai(v, co,v), Vo

Preuve: On peut supposer W = k. Fixons v,w € V, alors 'application qui a x € k associe
f(v+ zw) est polynomiale. Soit eq,...,eq une base de V. En appliquant inductivement la
caractérisation des fonctions polynomiales de k dans k£ obtenue dans une des propositions
précédentes, on montre que la fonction f(xi1e;+---+z4e4) est un polynéme en zq, ..., z4.
La conclusion s’ensuit aisément.

1.1.15. Autres exemples dans la nature
Une puissance ou une opération de puissance divisée =, : A — A est polynomiale. En
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effet, dans une algebre aux puissances divisées, on suppose vérifiée 'identité

Yr(a+b) = (@) =3 () = > vila)y—i(b).

0<i<r

De méme, une A-opérations A" : A — A est polynomiale: dans un A-anneau, on
) )
suppose vérifiée I'identité

Ar(a+b) = Ar(a) = An(D) = D Ai(a)Ar—s(b).

o<i<r

Le Frobenius d’une algebre de Lie p-restreinte est polynomial de degré p, car on a la
relation de Jacobson qui exprime la différence F(x +y) — F(x) — F(y) comme une somme
de polynémes de Lie universels ¢;(z,y), 0 < i < p, de degré i en x et p — i en y. Ainsi,
pour p =2, on a

Fz+y) — Fz) - F(y) = [2,4].

On peut aussi calculer la différence p-ieme du Frobenius:

ApF(Iljl, e ,xp) = Z [ .. Hl‘a(l),xo(g)], :1:,,(3)], e ,xa(p)].
o(1)=1

(Dans la somme, o décrit 'ensemble des permutations vérifiant o(1) = 1.)

Quelques indications bibliographiques
La structure polynomiale de k[V] a été le centre de nombreux travaux en théorie des

groupes (dans ce cadre, on ne suppose pas nécessairement V' abélien). Citons a ce sujet
les articles de Passi [23], [25] et [26].

1.2. Foncteurs polynomiaux

On fixe une catégorie additive A et une catégorie abélienne B. On suppose que les
morphismes forment des k-modules et que la composition est k-linéaire.

1.2.1. Extension linéaire
Par extension linéaire, la composition des morphismes induit

E[A(V,W)] ® k[A(U, V)| — k[AU, W)].

Par suite, on peut former une catégorie k[A] avec les mémes objets que A et dont les
morphismes sont les groupes k[A(X,Y)]. On notera o la composition des morphismes dans
A ou k[A] pour la distinguer du produit d’algebre de k[A]. Les formules de distribution
suivantes, dont la démonstration est immédiate, nous seront tres utiles.



1.2.2. LEMME
Dans k[A], on a les relations de distribution

[@lo(Wy--- W) = ([g] o Wa]) - - ([¢] 0 W),
(@1 @p) 0[] = (Rro[Y]) - (P o [Y]).

Comme la composition des morphismes est linéaire, I’extension linéaire de la compo-
sition passe au quotient et induit

PL(A(V,W)) ® P.(A(U,V)) — P.(AU,W)).

T

On définit ainsi des catégories P/ (A) intermédiaires entre A et k[A]. On a des analogues
pointés I A et P,.(A) obtenu en prenant respectivement I.A(V, W) et P.(A(V,W)) comme
k-modules de morphismes.

1.2.3. Foncteurs polynomiaux

Soit T': A — B un foncteur. L’application T : A(V,W) — B(TV,TW) s’étend
linéairement en T : k[A(V,W)] — B(TV,TW), et donc T définit un foncteur de k[.A] dans
B. On dit que T : A — B est polynomial de degré inférieur a r si ce foncteur passe au
quotient et induit un foncteur de P,(A) dans B. Autrement dit, un foncteur 7': A — B
est polynomial de degré inférieur a r si I’application

T: AV,W) — B(TV,TW), V,IW € A

est polynomiale de degré inférieur a r. On notera degT < r. Comme pour les fonc-
tions polynomiale, on va écrire une caractérisation plus explicite de la notion de foncteur
polynomial.

1.2.4. Effets croisés
Soient Vi,...,V,. € A. Notons m; : Vi @& --- @V, — Vi ®&--- @V, le projecteur sur la
1-ieme composante de V; @ --- @ V... On considere 1’élément

I, ekl AVi®---aV,,Vi®---aV,)

qui est défini par
M, = (] = 1) (] 1) = (173 m)
s icS

On observe que II,. est idempotent dans k[A(V; @ --- @ V., V1 @ --- @ V)] pour le produit
de composition.
Par suite, son image par T'

T(,) =) (1) #7()_m)
S ies

est idempotent dans B(Vi®- - -@V,., Vi®---®V,.). L’image de T'(I1,.), notée A, T'(V1,...,V,),
est appelée le r-ieme effet croisé de T. Quand on ne précise pas le r, il s’agit du 2-ieme
effet croisé.



1.2.5. LEMME
Le foncteur T est polynomial de degré inférieur a r si et seulement si son r + 1-iéme
effet croisé est nul.

Preuve: L’idéal IA(V, W)™ est engendré par les élément de la forme ([¢1]—1) - - - ([¢,-]—1).
En particulier, IT,. € TA(V, W)™, ce qui prouve que le r+ 1-iéme effet croisé d’un foncteur
polynomial de degré inférieur a r est nul. Réciproquement, on a 'identité

(] =1 (o] =1) = [pr & - dr] 0 Tpy1 0 [0],

ot § : V. — VOl est Iapplication diagonale. Aussi, T(Il,) = 0 entraine T'(([¢1] —
1)---([¢] = 1)) =0.

Comme pour les différences successives d’une fonction (cf. 1.1.9), on peut obtenir les
effets croisés d’ordre supérieur par itération du deuxieme effet croisé, et en déduire des
caractérisations inductives de la notion de foncteur polynomial:

1.2.6. LEMME
Leffet croisé de AT par rapport a l'une quelconque de ses variables redonne le r+ 1-
1eme effet croisé de T'.

1.2.7. LEMME
Le foncteur T est polynomial de degré r si et seulement si son effet croisé AT est
polynomial de degré r — 1 par rapport a l'une quelconque de ses variables.

1.2.8. LEMME
Le foncteur T' est polynomial de degré r si et seulement si son r-iéme effet croisé A, T
est multi-additif.

1.2.9. Foncteurs constants, additifs, quadratiques

Explicitons les notions de foncteurs de degré r, pour r petit. Un foncteur de degré 0
est un foncteur constant.

Comme pour les fonctions, on dit qu'un foncteur T est pointé si T'(0) = 0. Un foncteur
pointé de degré 1 est un foncteur additif. En effet, dans ce cas, on a une suite exacte courte

0 — AT(V,W) - T(VeW) - TV)eT(W) — 0,

la fleche de droite étant induite par les projections canoniques de V@& W sur V., W. Cette
suite exacte admet un scindage naturel fournit par les inclusions canoniques de V', W dans
V @& W. Comme principe général, on en tire que AsT mesure le défaut d’additivité d’un
foncteur T'.

Un foncteur T' est quadratique (polynomial de degré 2) si et seulement si son effet
croisé AT est biadditif.

Comme dans ’étude des fonctions polynomiales (cf. 1.1.6), on peut généraliser la
suite exacte précédente et controler le noyau de la projection

T(Vl @ . @ m) (T(pl),...,T(pT)) T(Vl) DD T(Vr)

au moyen des effets croisés supérieurs:



1.2.10. PROPOSITION
On a la formule de décomposition canonique

TWho--oV)= @ ATV;,,.... Vi)

1<y < <4 <r

Preuve: Comme dans 1.1.6, on déduit la proposition de la formule de décomposition

W= >  (m]-1-(m]-1.

1<ip < <ig<r
On vérifie aussi que les termes de la somme sont orthogonaux deux a deux.

On peut aussi généraliser la suite exacte courte
0 — ATV, W) = TVaeW) - TV)eT(W) -0
pour caractériser A, T comme le noyau d’une application simple:

1.2.11. LEMME
On a une suite exacte courte
0= ATV, Vo) = T(Vig--0V,) - PTVie-e0e---aV,)

i=1
la fleche de droite étant induite par les projections canoniques de @, Vy, sur ©pz; V.

Preuve: On peut déduire ce lemme de la proposition précédente. On va donner une autre
preuve en établissant les identités ad hoc dans I’algebre de groupe k[Hom(Vi@®---®V,., V1 &
-+ @ V,)]. 11 s’agit de montrer l'exactitude de la suite

TVi@-aV,) > TVie-aV) > Prvie -av)
=1

avec la fleche de gauche induite par II, et la fleche de droite par les projections ) i Tn =
1-— ;.

On a déja [1 — m;] oII, = 0, ce qui montre que la composée des fleches est nulle.
Ensuite, en distribuant succesivement chacun des facteurs [r;] — 1 dans le produit IT, =
([r1] = 1)+ ([7r,] — 1), on obtient

I = [m](fme] = 1) -+ (] = 1) = (fr2] = 1) -+ (Imr] = 1)
[m1 + mo)([ms] = 1) - ([mr] = 1)
= ([ma)(fms] = 1) ([m] = 1) + ([m2] = 1) -+ ([m] = 1))

=[m 4+ 7
—([7T1+"'+7Tr—1]+"'+[7T1‘|‘"'+7Tz‘—1]([7ri+1]_1)"‘([7Tr]_1)+"‘

+([ma] = 1)+ ([m] = 1)).



Notons s;, 1 < 7 < r, les termes de la somme entre parentheses. Explicitement, on a
si=[m 4+ - +mi_1]([mix1] — 1) -+ ([m] = 1). Aussi s; 0 [1 — ;] = s;. Donc finalement on
a obtenu l'identité

1=1I, +syo0[l =m]+ -+ s.0[1l —m]

Ce qui montre 'exactitude de la suite.

1.2.12. Le foncteur de Schur associé a une représentation
Soit K une k-algebre. Le produit en couronne K ¢ S, est le k-module K®"[S,.] muni
du produit

Ay A 0) - (Ao AL 07) = (AN (1) -+ s Ar A g (3 0700).

Un K ! S,-module & droite M est donc un K®"-module & droite avec une action de S, a
gauche compatible. Si V est un K-module, alors V®" est un K S,-module & gauche pour
le produit

ALy s Ars0) - (V1,005 0) = (AMUs(1)s - -+ 5 ArUo(r))-

On consideére alors

t(M,V):= (M Q@ger VE)s, et y(M,V):= (M Qger VE),

1.2.13. PROPOSITION
Les foncteurs t(M,—) et v(M,—) sont polynomiaux de degré r.

Cette proposition est une conséquence du calcul suivant:

1.2.14. LEMME
SiT=t(M,—) ouT =~v(M,—), alors on a lidentité

ATT(‘/I>7‘/7’) :M®K®’” (VI®®VT)7

pour tout K-modules Vy,..., V..

Preuve: Décrivons le calcul pour T'= t(M, —). On a la suite exacte courte

0= P Mege V@ W5, 15, = T(M,VOW) — T(M,V)®dT(M,W) — 0.

s+t=r

On en déduit l'identité (cf. 1.2.9):

AQT(V7 W) = @ (M ®K®’" V®S & W®t)ss><5t'

s+t=r

On applique le méme procédé pour calculer effet croisé de AT'(V, W) par rapport a V'
et ainsi de suite jusqu’a obtenir A,T.



1.2.15. Foncteurs homogenes

On suppose k = F,. Dans ce cas, ['(V) = @,(V®")5" représente I'algébre aux puis-
sances divisées libres engendrée par V. Si v € V, alors sa puissance divisée dans I'(V') est
donnée par la puissance tensorielle v,.(v) = v®". On note I'.(V) = (V®7)5" la partie de
poids r de I'(V). On a un produit associatif

L.(V)T,. (W) - T' (VW)
induit par I'application évidente
VT QW — (Ve W)®" .

Aussi, pour toute catégorie additive k-linéaire A, on a une catégorie I',.(A) dont les mor-
phismes sont donnés par les k-modules T',.(A(X,Y)). L’opération de puissance divisée
induit un foncteur

v A — I (A).

Un foncteur pointé est dit homogene de degré r sl factorise par ;.. Les foncteurs ¢(M, V)
et v(M, V) introduits au numéro précédent sont homogenes de degré r.

L’application de puissance divisée étant polynomiale, on a une factorisation naturelle
Yy = 1y o p, pour un certain n, : I(V)/I(V)"™t — T.(V). On constate que 7, induit en
fait un foncteur de P.(A) dans I'.(A) (il suffit de vérifier que 7, préserve le produit de
composition, ce qui est a peu pres immédiat). Par suite, un foncteur 7" homogene de degré
r est polynomial de degré inférieur a r. On peut retrouver cette assertion en explicitant
’effet croisé de T

Notons toujours 7; : Vi®- - -dVy — Vid---dV la projection sur la i-ieme composante.
Soient ag, ..., as des entiers tels que oy + -+ - 4+ as = r. L’élément

Yoy (1) = Ve (7s)

est idempotent dans T',.(A(V1 @ -+ - @ Vi, Vi @ -+ @ V). L’image de cet idempotent est
notée T(al"“’o‘s)(Vl, ..., V), on lappelle 'effet croisé homogéne de T. Les effets croisés
homogenes entrent dans une formule de décomposition

TVio--aV)= & T, V).
ot Fag=r
En fait, dans une algebre aux puissances divisées, on a l'identité
(4 m) = Y Yo, (1) Yo, ()
ar+-tos=r

et on vérifie aussi que les termes de la somme sont des idempotents orthogonaux. Le
lemme suivant peut se déduire de cette formule. Finalement, la formule de décomposition
précédente est un rafinement de la formule de décomposition générale

TWVie--aV)= B ATVi..... Vi)

1< << <s
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1.2.16. LEMME (cf. [5])
Les effets croisés de T se décomposent en somme d’effet croisés homogénes. Explicite-
ment, on a

ATV, V)= P T,V
ar+-tos=r
(on somme sur des familles d’entiers oy, ..., as non nuls).
En particulier, il est clair que A T(Vi,...,Vs) est nul pour s > r puisque dans

I'identité du lemme '’ensemble de sommation est vide. La notion de foncteur homogene a
été introduite par Bousfield (cf. [5]).

Le foncteur I, qui a V associe I'idéal d’augmentation de k[V], n’est pas polynomial,
comme le montre la proposition suivante.

1.2.17. PROPOSITION
On a A I(Vy,..., V) = I(V}) ® --- ® I(V,). Plus précisément, lapplication 7 :
IN) - - I1(V,) - ATV, ..., V,) définie par la formule

(([] =1) @ @ ([v] = 1))
.= [(v1,0,...,0)] = 1)---([(0,...,v;,...,0)] = 1)--- ([(0,...,0,0,)] = 1)

est un isomorphisme.

Preuve: On vérifie que l'application 7’ : I(V1 & --- @ V,) — (V1) ®---®I(V,) définie par
la formule
(] =1) =(m@]-1) & (@) -1).

induit un isomorphisme réciproque.

Par contre le foncteur P, qui & V associe le quotient I(V)/I(V) 1 est polynomial.
L’application 7 : I(V}) @ --- @ I[(V,) — A,I(Vi,...,V,) introduite plus haut passe au
quotient: on a un diagramme commutatif

V) --IV,)  AIVL,....V,) <= IWVa&---aV,)

l l l

Vi@V, - APV, V) = P2V,

Les projections
I@--ol(V;) > ViV, et Iie---aV,) - PVid®---aV,)

ont des sections (ensemblistes) et le diagramme correspondant commute. En conclusion:
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1.2.18. PROPOSITION
OnaA.P.(V1,....,V.) =V1 ®---®V,. Plus précisément, l'application 7 : V1 ® -+ ®
V. — AP.(V4,...,V,) définie par la formule

(v ® - @vp) = [(v1,0,...,0)] = 1)--- ([(0,...,v,...,0)] = 1)---([(0,...,0,0,)] — 1)

est un isomorphisme.

Quelques indications bibliographiques

Les modules d’effets croisés des foncteurs ont été introduits en théorie de ’homotopie
par Eilenberg et Mac Lane dans [13]. Les progres récents de la discipline ont permis de
mieux comprendre les travaux d’Eilenberg-Mac Lane et la place des foncteurs polynomiaux
en théorie de I'homotopie (cf. [18]). Mentionnons aussi que les notions développées dans
cette section sont des outils privilégiés pour appliquer ’algebre homologique aux catégories
de foncteurs:

- soit pour I’étude des foncteurs dérivés a la Dold-Puppe et de leurs relations avec les
opérations de Steenrod (cf. [11], [5], [6], [10]);
- soit pour le calcul de I'homologie de Mac Lane (cf. [17], [29], [14]).

Des notions plus ou moins voisines de foncteur polynomial existent aussi en théorie
des représentations (cf. [16], [19], [20], [21]).

Pour un exposé de la théorie des foncteurs polynomiaux en caractéristique nulle, on
pourra consulter [22]. Sinon, & ma connaissance, il n’existe pas d’ouvrage ou d’article de
synthese sur le sujet.

Récemment, des tentatives ont été faites pour étendre la théorie au cadre non abélien.
Dans cette direction, on consultera [2], [3] et [31].

§2. Filtration polynomiale. Applications

Soit toujours A une catégorie additive et B une catégorie abélienne k-linéaire. On note
F (A, B) la catégorie des foncteurs de A dans B nuls en 0 et F,.(.A, B) la sous-catégorie pleine
formée par les foncteurs de degré inférieur a r. Ainsi F1 (A, B) est la catégorie des foncteurs
additifs de A dans B. Le but de cette partie est d’étudier la filtration de catégories

Dans la premiére section, on construit des fleches it, : F(A,B) — F.(A,B) et rt, :

F(A,B) — F.(A,B) respectivement adjointe & gauche et a droite de 'inclusion. Dans la
deuxieme section, on identifie les sous quotients de la filtration

JTT('A’ B)/fr—l(-Ay B)

aux catégories de représentations des groupes symétriques ... Les résultats de cette partie
sont pour la plupart dus a Pirashvili et contenus dans ’article [28].

2.1. Foncteurs analytiques
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2.1.1. Notations
On note i,, : V. — V@ l'inclusion de la n-iéme composante de V" et p,, : VO™ — V

la, projection sur la m-iéme composante V®". On a ainsi m, = i,p,. On note A, €
k[A(V,V®")] le produit

Ay =[] = 1) (li] =) =) (=" inl.

S nes

De sorte qu'on a lidentité A, = I, 0 [d], § : V — VP désignant la diagonale § =
i1 + -+ +i,. De méme, on note V, € k[A(V®" V)] le produit

Ve=(p] =1 (o] = 1) =Y (=1"#5>_ pal.

S nes
De sorte qu'on a l'identité V, = [o] o I, 0 : V" — V désignant la codiagonale o =
p1+ -+ pr

On se donne un foncteur 7. On considere le foncteur quotient It T' := coker T'(V,.41)
et le sous foncteur rt, T := ker T'(A,41).

Le but de cette section est de montrer les résultats suivant:

2.1.2. LEMME
Les foncteurs It,. T, rt,. T sont polynomiauz de degré inférieur a r.

2.1.3. THEOREME

Les foncteurs lt,,rt, : F(A,B) — F.(A,B) sont respectivement adjoint a gauche
et adjoint o droite de linclusion inc : F,.(A,B) — F(A,B). De plus, la counité de
l'adjonction entre Ilt, et inc est un isomorphisme ainsi que ['unité de l’adjonction entre
inc et rt.. (Autrement dit, degT < r entraine lt, T =T et T =1t T.)

Ce théoreme comprend en particulier le résultat suivant:

2.1.4. COROLLAIRE

Le foncteur rt,. T est le plus grand sous foncteur de T de degré inférieur a r: si on a
S — T avec deg S < r alors S est contenu dans rt,.T.

Le foncteur It T est le plus petit quotient de T de degré inférieur a r: si S est un
quotient de T' avec deg S < r alors la projection T — S factorise par lt, T'.

En particulier, on a une filtration de T par des foncteurs polynomiaux
rty T — rteT — - = rt, T — - — T.

Dans la section 2.2, on montrera que l'on peut approximer les sous quotients de cette
filtration par des foncteurs de la forme

t(M,V) = (M @ger V)57,

le coefficient M étant une représentation du groupe symétrique (cf. 1.2.12). Quand cette
filtration est exhaustive (explicitement, T' = colim,. rt,. T'), on dit que T" est analytique. On
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a une autre filtration utilisant les foncteurs I/t,.. La notion de foncteur analytique a été
introduite par Henn, Lannes et Schwartz dans ’étude de la catégorie des modules instables
sur l'algebre de Steenrod (cf. [18]).

Avant de montrer ces résultats, on donne une interprétation de rt.7T en termes
d’éléments.

2.1.5. Eléments polynomiaux (cf. [18])

Soit  un élément de T'(V'). On a une application d’évaluation en x qui a ¢ € A(V, W)
associe I'élément T'(¢)(x) € T(W). On dit que z est polynomial de degré r si cette
application est polynomiale de degré r, quelque soit 'objet W € A. Ainsi, par définition,
T est polynomial si tout les éléments z € T (V') sont polynomiaux. Le résultat suivant
montre que rt,. T = ker A,;1 est en fait le sous foncteur de T constitué des éléments
polynomiaux de degré inférieur a r.

2.1.6. LEMME
Lélément x € T(V) est polynomial de degré inférieur a r si et seulement si il vérifie
T(Ari1)(x) = 0.

Preuve: Ce lemme se montre de la méme facon que le lemme 1.2.5 caractérisant les fonc-
teurs polynomiaux.

Les résultats énoncés au début de cette section sont des conséquences faciles du lemme
suivant:

2.1.7. LEMME
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) Le foncteur T' est polynomial de degré inférieur a r.
(2) L’application T(IL,41) : T(VE™TY) — T(VE™1) est nulle pour tout V.
(3) L’application T(A,y1) : T(V) — T(VE™TL) est nulle pour tout V.
(4) L’application T(V,41) : T(V) — T(VE™TL) est nulle pour tout V.
)

Preuve: L’implication (1
vu les identités

= (2) est claire. Les implications (2) = (3), (4) sont claires

AT+1 = HT+1 o [5] et v,«+1 = [O'] o HT+1.

Réciproquement, si Vi,..., V.41 € Modyg, alors on note I, 11 (V1,...,V,.41) I'idempo-
tent de kK[A(V1 & -+ ® V41, V1 & -+ & V,41)] correspondant. Soit V = &, V,,. L’inclusion
canonique de V,, dans V sera notée j,, et la projection canonique de V sur V,, sera notée
qn. L’assertion (2) = (1) résulte alors de I'identité

H7“+1(‘/17 SRR ‘/;“—Fl) = [@HQTL] © HT‘+1(V7 ) V) © [@n]n]
De méme, les assertions (3),(4) = (1) résultent des identités

Hr—l—l(vla ) VT+1) — [®nQn] o Ar+1 = vr—i—l o [@njn]
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Ezxemple
On a clairement P, = [t I. En effet, par définition P.(V) = I(V)/I(V)"T!. Autre-
ment dit, on a une suite exacte courte

¢t 1 5 P> 0.

Mais 1€t = A, 1T (cf. proposition 1.2.17) et P,.(V) s’identifie au conoyau de V1.

2.2. Recollement

Fixons une k-algebre K. On note Modg la catégorie des modules a gauche sur K
et Mat(K) la sous catégorie formée par les K-modules libres de type fini. A partir de
maintenant, on fixe A = Mat(K) et B = Modg. Comme on ne considere plus que des
foncteurs entre ces catégories, on simplifie nos notations en F,.(K) = F,.(Mat(K), Mody)
et F(K)=F(Mat(K),Modg). Dans ce cadre, on va compléter les résultats de la section
précédente. Principalement, on montre que les foncteurs lt,._1, inc, rt,._; s’inserent dans
un diagramme de recollement (cf. définition 2.2.7)

ltr—1 t
— —
mnc q
JTT 1( )r_—ﬁt JTT( )——%MOdK_Kst.
r—1 Y

La notation Mod ks, désigne la catégorie des K-K ! S,-bimodules (cf. 1.2.12). Un tel
diagramme s’appelle aussi une échelle a trois barreaux. Il en découlera une équivalence de
catégories

.’FT(K)/fT_l (K) = MOdK—KZST .
Commencgons par identifier les K-K .S, -bimodules aux foncteurs r-additifs et symétriques:

2.2.1. LEMME
Soit M un K-KS,-bimodule. On lui fait correspondre le foncteur qui a Vq,...,V, €
Mat(K) associe le K-module

MRger VI @@V,

Cette construction induit un isomorphisme de la catégorie des K-K 1 Sy.-bimodules dans la
catégorie des foncteurs r-additifs et symétriques de Mat(K) dans Mod .

2.2.2. Construction de l’équivalence inverse

Soit T un foncteur r-additif et symétrique de Mat(K) dans Modg. L’'image de T par
I'équivalence inverse est donnée par le K-module M = T(K,...,K) qui est muni d’une
structure de K S,-module canonique. D’abords T'(K, ..., K) est muni d’une action de S,
comme 7T est supposé symétrique. La structure de K®"-module & droite est donnée comme
suit. Soit A1,..., A, € K. Par multiplication par \;, on obtient des applications linéaires
Ni : K — K, pouri=1,...,r. Lesquelles induisent T()q,...,)\r) :T(K,...,K) —
T(K,...,K). Et ceci déﬁnit l’action du tenseur Ay ® -+ @ A, sur T'(K, ..., K).
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2.2.3. Construction de [’échelle
Pour T foncteur r-additif et symétrique, on pose

(T, V) :=T(V,...,V)s et AT,V):=T(V,..., V).

ks

Soit T' € F,.(K). Le foncteur A, T est r-additif. De plus il est muni d’une action du groupe
symétrique, induite par la permutation des composantes: une permutation o € S, définit
une transformation naturelle

U*‘/l@@vr - Va(l)@"'@va(r);

il n’est pas difficile de vérifier que [o,] commute a II, et ’action de o sur A, T" s’en déduit.
On pose alors ¢(T) := A, T. Via l'identification de catégories obtenue précédemment, on
a construit le diagramme P

Fr (K) i> MOdK—KZST .

¥
“«—

On peut expliciter la valeur des foncteurs ¢ et v sur un objet de Modg_kys,. On
retrouve les foncteurs introduits précédemment (cf. 1.2.12): pour M € Modg_ ks, et
V e Mat(K), on a

t(M,V) := (M Qger VE)s, et Y(M,V) = (M @ger VE)57.

2.2.4. THEOREME
Les foncteurs t,~y : Modg_is, — Fr(K) sont respectivement adjoint & gauche et a
droite de q : F.(K) — Modgk_is,. De plus, la counité de l’adjonction entre t et q et un

isomorphisme ainsi que l'unité de l'adjonction entre t et . (Autrement dit, q(t(M,—)) =
M et M = g((M,-)), ¥M.)

Preuve:

Soit T un foncteur. Par symétrie de II,, application T(A,) : T(V) — T(V®") a
son image contenue dans v(¢(T),V) = A, T(V,..., V). Rappelons qu'on a I'identité
A, =TI, 0[d] (cf. 2.1.1). Donc A, induit un morphisme nr : T — ~v(q(7T)).

D’autre part, le lemme 1.2.14 montre qu’on a un isomorphisme

ATT(W,...,W) =M Qreor (V1®"'®V7~),

pour T'=t(M) ou T'= v(M). En particulier, on a un isomorphisme €ps : ¢(v(M,—)) —
M.
Il n’est pas difficile de voir que 71 et € sont respectivement I'unité et la counité d’une
adjonction entre q et ~.
De méme, lapplication T(V,.) : T(V®") — T(V) factorise par le quotient
TV - AT(V,...,V) — AT(V,...,V)s

ks

et induit ey : t(q(T),V) = AT(V,...,V)s. — T(V). Avec I'isomorphisme ny, : M —
q(t(M, —)) fourni par le lemme 1.2.14, on obtient une adjonction entre t et q.
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2.2.5. Localisation dans les catégories abéliennes (cf. [15])
Soit A une catégorie abélienne, et A" — A une sous catégorie pleine. On dit que A’
est épaisse si elle vérifie les conditions suivantes:
(1) A’ est stable par les petites sommes directes;
(2) pour toute suite exacte courte dans A, soit 0 — X’ — X — X" — 0, on a

XecA <= X', X"cA.

Etant donné une sous catégorie épaisse, A" — A, on peut former la catégorie
abélienne quotient A/A’. On a un foncteur exact ¢ : A — A/ A" tel que t(X') = 0
pour tout X’ € A’. De plus ¢ : A — A/ A’ est universel parmi ces foncteurs: soit
f: A — M un foncteur exact; si f(X’) = 0 pour tout X’ € A’, alors il existe un unique
foncteur f': A/ A" — M avec un isomorphisme f = f’q. On dira aussi que

0—-A - A— A/A -0

est une suite exacte courte de catégories abéliennes.
Comme Deffet croisé est exact, F,_1(K) est une sous catégorie épaisse de F,.(K).
Comme annoncé dans 'introduction, on va établir le théoreme suivant:

2.2.6. THEOREME
Le foncteur q : F.(K) — Modg_ks, est exact et identifie Mod i ks, @ la catégorie
quotient F.(K)/Fr—1(K).

Pour montrer ce résultat, on va utiliser I'idée du recollement des faisceaux.

2.2.7. Donnée de recollement
Une donnée de recollement est un diagramme de catégories abéliennes de la forme

*

{ g
. .*:.!
.A/Z*,_“AJ, J .A”.

Tout les foncteurs sont supposés exacts et chaque fleche est adjointe a gauche a la fleche qui
lui est immédiatement inférieure. De plus, on suppose vérifiées les hypotheses suivantes:
(1) ix, j«, jr sont des plongements;

(2) pour tout X € A, on a des suites exactes courtes

0— 4i'X - X - "X -0 e 0—jj'X > X — ii'X -0

formées avec les unités et counités des adjonctions;

(3) on a j*i, = 0 (et donc, par adjonction i*j; = 0 et i'j, = 0).

Ces conditions entrainent que chaque ligne dans le diagramme est une suite exacte courte
de catégories. Cependant, ce résultat ne s’applique pas tout a fait a notre situation: inc et
q sont exacts, mais lt, et t sont exacts a gauche seulement, et rt,, et v sont exacts a droite
seulement. Néanmoins, le lemme suivant montre qu’une “semi-donnée de recollement”
suffit & prouver que

0— A s A9, A7 0

est une suite exacte courte de catégories.
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2.2.8. LEMME
On se donne un diagramme de catégories abéliennes

" Ji
A’:A:A"
Ts ;!
avec i,, j exacts et i*, ji exacts & droite. n suppose que ces foncteurs vérifient les
hypothéses suivantes:
(1) ix, ji sont des plongements;

(2) pour tout X € A, on a une suite exacte
JiX - X — i,i*X = 0

formée avec les unités et counités des adjonctions;
3) onaiji,=0cetjg=1.
(- J J'J
Alors le foncteurs j' : A — A" identifie A" a la catégorie quotient A/ A’

Preuve:
La preuve de ce lemme est purement formelle. On montre d’abords I’assertion suivante:

AFFIRMATION: j'X =0 si et seulement si X € i, A’.

Maintenant, étant donné un foncteur exact f : A — M, on vérifie que la seule
factorisation par j' possible est donnée par f’ = fj,. L’affirmation suivante montre que f’
est exact et I'isomorphisme f 2 f’j' résulte de laffirmation qui suit.

AFFIRMATION: Le foncteur j est exact modulo i.(A’). Plus précisément, si 0 — X' —
X — X" — 0 est exact dans A", alors on a une suite exacte

j[X/ — j!X — j!X,/ — 0
et le noyau de la premiére fléche appartient a i, A’.

AFFIRMATION: la counité d’adjonction ex : 515’ X — X est un isomorphisme modulo
i«(A") (i.e. kerex,cokerex € i, A').

2.2.9. LEMME
Le diagramme

ltr—1 t
Fri(K) €= Fr(K) < Modk_rs,
inc q

vérifie les hypothéses du lemme précédent.

Preuve:
C’est clair. Par exemple, dans ce cas, la suite exacte du lemme 2.2.8 s’écrit

T(Ver)
proj | N\ T(Vr)
AT(V,....V)s, — T(V) — U T(V) — O
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Ce lemme complete la preuve du théoreme 2.2.6. De facon symétrique, on aurait pu
utiliser 'autre “semi-donnée de recollement”
mec q
Fro1(K) —/, F.(K) == Modg_xs,

rtr—1 ¥
pour prouver le théoreme.

En caractéristique nulle, on a un résultat beaucoup plus fort. En effet, on voit facile-
ment V, o A, = r!. Rappelons que I'unité de I'adjonction entre v et ¢ est induite par
V, et la counité de ’adjonction entre t et ¢ est induite par A,. Par suite, en com-
posant cette unité d’adjonction T(V) — A,T(V,...,V)> avec I'application canonique
T(V,...,V)5 — T(V,...,V)s, on obtient une rétraction dans la suite introduite dans le
lemme précédent. Explicitement, on a une suite exacte courte

0 — ATT(‘/,...,V)ST — T(V) — ltr_l T(V) — 0

avec un scindage naturel. Donc finalement

2.2.10. THEOREME
On suppose que K est une Q-algebre. Dans ce cas, la suite exacte courte de catégories
abéliennes

Fro1(K) — Fo(K) — Modg-—xks,
est scindée et on a F.(K) = Modg_rs, X Fr—1(K). Autrement dit, tout objet T € F,.(K)
admet une décomposition naturelle

T=Sea&tM,-)

avec S € Fr_1(K) et M € Modg_is, -

Quelques indications bibliographiques

La notion de donnée de recollement a été introduite en théorie des faisceaux per-
vers par Beilinson, Bernstein, Deligne dans [4]. Pour d’autres applications en théorie des
représentations, on pourra consulter [9] et aussi [19]. On trouvera une autre preuve de
I’existence de I'isomorphisme

FT(K) = H MOdK—KzSt
t=0

en caractéristique nulle dans le livre de Macdonald [22].

2.3. Générateurs polynomiaux

La lettre M désigne une catégorie abélienne. On suppose que toutes les petites sommes
existent dans M et sont exactes. Explicitement, si on a des suites exactes 0 — A, —
A; — Al — 0,4 € I, alors la suite des sommes 0 — §;A4, — @&;4; — B;A] — 0 est
exacte.
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Soit P € M un objet. On dit que P est projectif si le foncteur M(P, —) est exact.
On dit que P est petit si le foncteur M(P, —) préserve les sommes. On dit que P est
générateur si tout objet X € M, est le quotient d’une petite somme de copies de P.

Si M est la catégorie des modules a gauche sur un anneau R, alors P = R est un petit
générateur projectif. Réciproquement, on a le résultat suivant du a Gabriel, qui caractérise
les catégories de modules sur un anneau:

2.3.1. THEOREME

Soit M une catégorie abélienne comme ci-dessus. On suppose que P € M est un petit
générateur projectif. Alors le foncteur M(P,—) de M dans les M(P, P)-modules & gauche
est une équivalence de catégories abéliennes.

Comme dans la section précédente, on travaille sur une k-algebre fixée K. Rappelons
que Modg désigne la catégorie des modules a gauche sur K, et que Mat(K) désigne la sous
catégorie formée par les K-modules libres de type fini. On restreint toujours notre étude
a F(K) = F(Mat(K),Modg) et F,.(K) = F.(Mat(K),Modg). Regardons d’abords si
M = F(K) vérifie les hypotheses du théoreme de Gabriel.

Soit K le foncteur

Ky(V) = K[V®] = K[Modg (K?*,V)].

On note I, I'idéal d’augmentation de K. Ainsi, I; = I (aux coefficients pres). D’apres le
lemme de Yoneda, pour tout 7" tel que 7(0) =0, on a

Hom(I,,T) = T(K?).
Donc I, est petit et projectif. De plus, on a un épimorphisme canonique
@.’L‘ET(KS)IS — T.

Donc @41 engendre F(K). Malheureusement, @I n’est pas petit, car c’est une somme
infinie, ce qui empéche d’appliquer le résultat de Gabriel & F(K).

Le fait de se restreindre aux foncteurs polynomiaux permet de surmonter cette diffi-
cultée: si T est polynomial, alors T'(K*®) ne dépend que d’un nombre fini d’effets croisés.
En fait, le foncteur d’effet croisé est représentable, au méme titre que I’évaluation en K*:

2.3.2. LEMME
Soit T(0) = 0. On a lidentité Hom(I®*,T) = AJT(K,...,K).

Preuve: Notons e;, i = 1,...,s les vecteurs de la base canonique de K%. A ¢ : [®* — T,
on associe I'image par ¢ du tenseur

(] =)@ ® ([us] = 1) € I(K*)®".

Il n’est pas difficile de vérifier que cette image est invariante par T'(Il;) : T(K*) — T(K*)
et donc, appartient en fait & AT (K, ..., K).
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A z € T(K?®), on associe la transformation v : [®® — T qui est définie comme suit.
Soit v; € I(V), i =1,...,s. On note 9; : K° — V Dapplication définie par la formule
0;(A1, ..., As) == Ajv;. On pose

P[] =D @+ @ ([vs] = 1)) :=T(([01] = 1) -+ - ([0s] = 1)) ().

Le lecteur vérifiera aisément que ces applications induisent des isomorphismes réci-

proques entre Hom(I®%,T) et AT(K, ..., K).

Ezercice: Montrer que ces isomorphismes rendent le diagramme suivant commutatif

Hom(AI,T) = AJT(K,... K)
vil | a Al Tv.
Hom(I,T) = T(K)

Par adjonction, on obtient des foncteurs P := [t I®® tels que P? représente le s-ieme
effet croisé dans F,.(K). Comme on I’a mentionné, la formule de décomposition

T(K) = D S't—!AST(K, LK)

entraine que les P? engendrent F,.(K). Finalement, on a obtenu:

2.3.3. LEMME
Les foncteurs P?, s =1,...,r forment un ensemble de petits objets projectifs engen-

drant la catégorie F.(K).

Maintenant, le foncteur P = @4 P° est petit puisque c’est une somme finie de petits
objets. Il est projectif comme somme de projectifs et engendre F,.(K) vu que les P?

engendrent F,.(K). En conclusion:

2.3.4. THEOREME

Il existe un anneau 0,.(K) tel que la catégorie des 0,.(K)-modules a gauche soit équiva-
lente a la catégorie des foncteurs de degré inférieur a r de Mat(K) dans Modg qui sont
nuls en 0.

Explicitement, on a 0,.(K) = Hom(®._; P$,®7_, P?). Donc un élément de 6, (K) est
une matrice (fst)1<st<r avec
for € Hom(P!, P2) = APA(K, .., K),

Correspondant a U'inclusion F,_1(K) — F,.(K), on a un morphisme d’anneau 6,(K) —
0,—1(K). On peut décrire ce morphisme de la facon suivante. On a évidemment lt,_; P =
* 1. On en déduit une application (surjective)

AcP? — APy
et cette application induit le morphisme 6,.(K) — 6,_1(K).
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Ezxercice: On se donne un anneau A (sans unité) et e € A un élément idempotent. On
pose B = A/AeA. De sorte quun B-module est un A module M tel que eM = 0. On a
alors un diagramme de recollement

«

— o
Tx =11 J =7
MOdB —'; MOdA T MOdeAe
1 N

avec des foncteurs définis comme suit:
i*(M):=B®a M =M/AeAM,

i
=
o
=
2>
>
=
=

(ct. [9]).

Peut-on trouver un idempotent e € 6,.(K) tel que
0, 1(K) =0,.(K)/0,.(K)eb,(K),eb,(Kle =K @ (K15,)°

et de tel sorte que le diagramme de recollement correspondant coincide avec celui étudié
dans la section précédente?

On a un diagramme de recollement semblable pour les représentations polynomi-
ales des groupes linéaires. Une représentation polynomiale de degré r de GL(n,k) est
équivalente a la donnée d’'un module sur ’algébre de Schur Si(n,r). Pour r < n, on a un
idempotent e € Si(n,r) tel que eSk(n,r)e = k[S,] (cf. [16]).

2.3.5. Modules quadratiques
Comme exemple, on va écrire la classification des foncteurs quadratiques due a Baues.
Un Z-module quadratique
M = (M, 25 M. 25 1,)

est une paire de groupes abéliens M., M., munis de morphismes H, P vérifiant les identités
PHP =2P et HPH = 2H. Etant donné M, on a alors un foncteur de Modz dans Modzg
qui a un groupe abélien V' associe le produit tensoriel quadratique V @ M. Le produit
tensoriel quadratique V@ M est le groupe abélien engendré par les symboles v®@z, [v, w|®y,
onv,w eV, z € M,etye€ Mg. On suppose que v ® x est linéaire en z et que [v,w] @y
est linéaire en v, w et y. De plus, on suppose vérifiées les relations

(vHw)R@r=v0r+we®z+ [v,w] @ H(x),

[v,v] @y =v® P(y).
Réciproquement, un foncteur quadratique 7' définit un module quadratique
7(Z) L 7(2,2) - T(Z),

avec H = T(Az) = T(Hg) o T(d) et P = T(Vg) = T(O’) @) T(Hg)
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2.3.6. THEOREME (cf. [1])
Les applications ci-dessus fournissent des équivalences de catégories réciproques entre
modules quadratiques et foncteurs quadratiques.

Cette classification s’étend au cadre non abélien (cf. [2], [3], voir aussi [27]).
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